-

View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you byf’; CORE

provided by Technische Universitat Dresden: Qucosa

Dissipationsintegralverfahren fur turbulente Grenzschichten

Habilitationsschrift
Zur Erlangung des akademischen Grades

Doktor-Ingenieur habilitatus (Dr.-Ing. habil.)

vorgelegt der

Fakultét Maschinenwesen
der Technischen Univerdtédt Dresden

von

Herrn Dr.-Ing. M. Buschmann
geb. an 02.11.1961 in Dresden

Gutachter:

1. Herr Prof. Dr.-Ing. habil. R. Vollheim

Institut fir Stromungsmechanik, Fakultét Maschinenwesen, TU Dresden
2. Herr Prof. Dr.-Ing. R. Grundmann

Institut fir Luft- und Raumfahrt, Fakultdt Maschinenwesen, TU Dresden
3. Herr Prof. Dr.-Ing. habil. H. Herwig

Arbeitsbereich 6-08 Technische Thermodynamik, TU Hamburg-Harburg
4. Herr Prof. Dr.-Ing. habil. K. Buhler

Fachbereich Maschinenbau und V erfahrenstechnik, FH Offenburg

Eingereicht am 10. Februar 2002
Vertedigt amn 27. Juni 2003


https://core.ac.uk/display/236363574?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

Kurzfassung

Mit dieser Arbet wird ene audlhrliche Studie zu den Disspationsntegraverfahren der
Grenzschichitheorie vorgelegt. Im Vergleich zu anderen Grenzschichtverfahren bestehen die
generdlen Vortele der Integraverfahren in ihrer Robusthelt, ihrer hohen Praktikabilitét sowie denim
Snne der aufzuwendenden Computerkepazitét geringen Kogten. Ein spezidler Vortel der
Dissipationantegraverfahren is, dass das komplette Schubspannungsprofil der Grenz-schicht
bertickschtigt wird. Diese Vortelle Snd zugleich die Mativation der vorliegenden Arbet. Zid it es
ein Diss pationsintegraverfahren fir dreidimensonae Grenzschichten zu entwickeln und zu erproben.
Die gungigen Eigenschaften der Integrdverfahren sollen dabe erhdten bleben und um die
Verwendung verbesserter Geschwindigkeitsprofile erganzt werden.

Ausgangspunkt der Arbeit ist eine Literaturandyse, welche aufzeigt, dass Integraverfahren welt
verbratet Snd und fr vidfatige Typen von Grenzschichten Anwendung finden.

Ausgehend von den Navier-Stokes-Gleichungen wird Uber die Grenzschichtgleichungen die
dlgemene Form der Dissipationdntegralgleichungen hergdeitet. Auf der Bads dieser Gleichungen
werden Berechnungsdgorithmen fir zwe- und dreidimensonde Grenzschichten entworfen und
ausfihrlich diskutiert. Uber ene entsprechende Ableitung der Dissipationsintegre aus der
Grenzschichtglechung  wird die  Vorgeschichte der Grenzschicht und  damit  deren
Nichtaquilibriumscharakter efasst. Drei Kombinaionen von Haupt- und Querstréomungsprofil
werden fur den dredimensonden Fal ausgewahlt und agorithmisch umgesstzt. Die Algorithmen fir
zwedimensonde  Grenzschichten  beruhen af  e@nem  Geschwindigkeitsprofil — in
Hauptstrémungsrichtung.

Die zur Komplettierung der Berechnungsagorithmen bendtigten Parameterzusammenhénge werden
aus expliziten Geschwindigkeitsprofilen gewonnen. Hierzu  werden beruhend auf  dem
Zweischichtenmodd | turbulenter Grenzschichten Geschwindigkeitsprofile turbulenter Grenzschichten
diskutiert. Audfuhrlich werden dternative Geschwindigkeitsprofile fir kanonische turbulente
Pattengrenzschichten im Hinblick auf ihre Anwendung in Diss pations ntegralverfahren untersucht. Es
wird festgestdlt, dass weder das logarithmische Gesetz noch das innere Potenzgesetz im gesamten
Bereich der Uberlappungszone gilltig ist. Fiir Dissipationsintegralverfahren ergibt sich damit, dass das
logarithmische Gesetz im Verbund mit einer geeigneten Wakekomponente das zu favoriserende
Geschwindigkeitsprofil fir die zweidimensonde Grenzschichtrechnung dargtdlt. Eine audfiihrliche
Dikusson der Ansiize von  Gexhwindigketsprofilen  ist insbesondere  fir
Disspationantegralverfahren von grol}er Bedeutung, da aus diesen Profilen die fur die
Disspationg ntegral e bendtigten Schubspannungsverteilungen direkt gewonnen werden.

Dem Aufbau der Algorithmen schlief3en sich ausfiihrliche Testrechnungen sowie eine Bewertung der
Vefaren an. Es wird festgestdlt, dass Disspationsntegraverfahren fir dreidimensonde
Grenzschichten mit gutem Erfolg angewandt werden konnen. Im zweidimensonden Fal sind
Dissipationsntegra verfahren viden Zweiglechungsmoddlen (z. B. k, e-Moddll) Uberlegen.
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1 Einleitung

Neben der experimentelen Erkundung riickt die Berechnung turbulenter Strémungen immer mehr in
den Vordergrund der aktuelen Stromungsmechanik. Sowohl globade stromungstechnische
Eigenschaften enes Bautells wie Druckverlus- und Auftricbsbewert ds auch enzener
Stromungsphénomene wie Grenzschichten, Nachlaufgebiete, Ablésung und Wiederanlegen sind
daba von Interesse. Oft genligt es dabe jedoch nicht nur Experimente auszuwerten.
Strémungsherechnungen kénnen hier eine wertvalle Ergénzung sein. Die vorliegende Arbeit mochte
in diessm Sinne einen Baitrag zur Berechnung turbulenter Grenzschichten leisten.

1.1  Berechnung turbulenter Grenzschichten mit Integralverfahren

Generd| gedtdtet sch die Berechnung turbulenter Stromungen as kompliziert. Ursache hierfr ist
letztlich die komplexe Natur der Turbulenz sdbst. Eigenschaften und Erscheinungen der turbulenten
Bewegung wie Dredimensonditét, Indationaritdt, die Exisenz koh&enter Strukturen und
inkohé&enter Turbulenz, Fuktuationen in einem breiten Spektrum von Zeitskden und anderes
eschweren das Verséndnis. Eine hinreichend klare Theorie, welche das turbulente Hiel2en
beschreibt, steht daher noch aus.

Einzig die direkte numerische Smulation (DNS) bietet prinzipidl die Mdglichkeit, die Dynamik dler
Skden ene turbulenten Sromung zu efassen. Alle anderen Methoden bendtigen ene
Turbulenzmodellierung  beziehungsweise den Methoden entsprechende  Approximationen.  Eine
Ubersicht der Vefahren zur Berechnung turbulenter Strémungen, tubulente Grenzschichten
eingeschlossen, gibt Bild 1.1. Neben dem Modédlierungsaufwand sind fir die Bewertung dieser
Methoden die Kosten (erforderliche Computerkapazitét, Rechenzeit etc.), welche bel der
Berechnung entstehen, von Bedeutung. Nach J. H. Ferziger (1997) wachsen die Kosten um jewells
ca ene Grolenordnung von Methode zu Methode entsprechend der Reihung in Bild 1.1
Problemstellung und die zu dessen Losung zur Verfiigung stehenden Ressourcen bestimmen daher,
welche Methode zur Bearbeitung herangezogen wird.

Geringer Habempirische Beziehungen Hoher
Berechnungaufwand Modd lierungsaufwand
Integralmethoden
Lsung der zeitgemittelten Reynoldsgl.

Schliefungsansitze hoherer Ordnung

Large Eddy Smulation
Hoher Geringer
Berechnungsaufwand Direkte Numerische Smulation Modd lierungsaufwand

Bild1.1: Berechnungsmethoden fuir turbulente Strémungen, turbulente Grenzschichten
eingeschlossen



Die in Bild 1.1 aufgdigeten Verfahren snd fir die Berechnung turbulenter Grenzschichten nicht in
glechem MdZe gesignet. So Snd zum Bespid die habempirischen Beziehungen nicht hinreichend
genau, um die Entwicklung ener Grenzschicht unter dem Einfluss eines dch andernden
Druckgradienten zu beschreiben. Direkte numerische Simulationen hingegen bediirfen eines fir
praktische Anwendungen nicht zu rechtfertigenden Aufwandes an Computerlestung und sind
beziiglich der redisierbaren Reynoldszahlen beschrankt. Ahnliches gilt fiir Large Eddy Simulationen
(LES). Eine weite Verbreitung haben Verfahren, welche auf den zeitgemittelten Reynoldsgleichungen
(RANS) beruhen, und die Zonenmethoden gefunden. Schwerpunkt dieser Arbeit snd
Integraverfahren fir turbulente Grenzschichten. Sie konnen ads Komponente zur Beschrelbung der
Grenzschicht in Zonenverfahren Verwendung finden und sind beziiglich der Genauigkeit zumindest im
zwedimensonalen Fal mit den RANS-Verfahren vergleichbar (Kap. 5.1.1). Ubersichten zu den
unterschiedlichen Berechnungsmadglichkeiten turbulenter Grenzschichten finden sich zum Beispid in
den Arbeiten von H. H. Fernholz, E. Krause (1982) sowie H. Schlichting, K. Gersten (1997).

Die vorliegende Arbeit folgt im Wesentlichen dem von K. Gergten und H. Herwig (1992) skizzierten
Weg zur Lsung enes physikalischen Problems (Bild 1.2). Das mathematisch physikaische Moddll -
die generdigerte Form der Disdpationsgntegraverfahren fir dredimensonde Grenzschichten - wird
zunéchgt aus den Reynoldsgleichungen abgdeitet. Unter Berticksichtigung asymptotischer Ansédize
werden die zum Aufbau von Berechnungsagorithmen erforderlichen Grenzschichtprofile diskutiert
und ausgewdhlt. Anschlief?end erfolgt die rechentechnische Aufbereitung der Verfahren. Die
Veifikation der Diss pationsntegra verfahren mittels Testrechnungen schlief die Arbeit ab.

Physikalisches Problem
Dreidimengonde turbulente Grenzschicht

|
Entwicklung des physikalisch-mathematischen M odells

Grenzschichtgleichung fir den dreidimensonden Fall
Ableitung der Integragleichungen

Tel 2
Numerische M ethoden Asymptotische M ethoden Analytische M ethoden
Numerische Lésung der Geschwindigkeitsprofile Nicht angewandt
Integralgleichungen Tel 3
Tel 4
|
Verifikation

Testrechnungen fir zwe- und dreidimensionae Grenzschichten
Tel 5

Bild 1.2 Struktur der vorliegenden Arbet



12 Integralverfahren - Stand der Entwicklung

Wie berets enlatend festgestellt wurde, handdt es dch ba den Integrdmethoden um
Grenzschichtberechnungsverfahren . mit vergleichswveise geringem  Aufwand  beziiglich
Turbulenzmoddlierung und Numerik. Praktische Anwendungen und vergleichende Unter-suchungen
zeigen jedoch immer wieder deren  Konkurrenzféhigkeit zu anderen Methoden der
Grenzschichtberechnung (z. B. J. P. Gostelow et d. 1994; J. P. Johnston, 1998).

Be Integraverfahren handdt es sch um Néherungsverfahren zur Berechnung von Grenzschichten.
Namengebend fir diese Vefaren ig ihre Heleitung. Ausgangspunkt snd generdl die
Grenzschichtgleichungen, welche Uber der wandnormden Koordinate integriet werden. Im
zweidimensonden Fal werden dabe aus der Prandtlschen Grenzschichtgleichung gewdhnliche
Differentidgleichungen gewonnen. Be  dreidimensonden Grenzschichten blelbt der partidle
Charakter der Differentiagleichungen erhdten. Die in diesen Gleichungen auftretenden Integrae
kénnen durch so genannte Integradicken ersetzt werden. Zum Aufbau von Berechnungsverfahren
snd zusétzliche habempirische Beziehungen bzw. explizite Grenzschichtprofile erforderlich.

Die Anwendbarkeit von Integraverfahren erstreckt sich Uber fast dle Typen von Grenzschichten mit
technischer Bedeutung. Oft sind Integraverfahren Tell der komplexeren Zonenmethoden. So sind
zum Beigpid in Berechnungsmoddlen fir die Fahrzeugumstromung neben Moddlen fur das
rebungsfreie Fernfdd und die Nachlaufstromung Integrdverfahren fir die Grenzschichtrechnung
eingebunden. (M. S. Kim 1993). Ahnliches gilt fiir Verfahren zur Auslegung von Turbomaschinen
(U. Kus, J. Chawin, 1995). Infolge ihrer Schndligkeit und ihrer Praktikabilitdt finden se oft
Anwendung be Optimierungsaufgaben, so zum Baspid fur Tragfligd (H. Koger, G. Wichmann,
1996).

Integraverfahren flr Grenzschichten unter dem Einfluss besonderer Randbedingungen wurden bereits
frih bekannt. So wurden Algorithmen mit Bertickschtigung der Wandkrimmung (R. M. C. So,
1975) beziehungsweise des Turbulenzgrades der Auldenstromung (J. H. Horlock, R. L. Evans,
1975) entwickdt. Eine Vidzahl von Integrdverfahren wurde fir spezielle Grenzschichttypen
abgdetet. Hier snd beispidhaft zu nennen :

- Grenzschichten mit Ausblasung (M. Oljaca, J. Sucec, 1997)
- trangtionade Grenzschichten (J. P. Gostelow et a. 1994) und
- Grenzschichten unter Zweiphasenprdlstrahlen (J. Mikidewicz, 1997).

Be der Andyse von Integrdverfahren i auf die Trennung von mathematischen und physkalischen
Fragestdlungen zu achten (M. Buschmann, 1992). Geschieht dies nicht, so ist die Gefahr von
Fehlschllissen gegeben. So findet sich in der Literatur die Feststelung, dass die Wirkung der in
direkten Integraverfahren nicht berticks chtigten Normal spannungen die Ursache flr deren Versagen
be Anndherung an den Ablosepunkt sai (z. B. M. S. Kim, 1993). Inverse Verfahren, welche die
Normalspannungen ebenfalls nicht bertickschtigen (z. B. J Klauer, 1989), zeigen jedoch in
Ablosendhe sehr gute Ergebnisse. Offensichtlich ist die mathematische Eigenschaft des snguléren
Verhdtens direkter Verfahren die Ursache fir deren Abweichungen in Abldsenghe (Kap. 2.3).

Methoden zur Verbesserung der mathematischen as auch der physkalischen Eigenschaften von
Integrdverfahren dand von den Algorithmen fir zweidimensonde Grenzschichten bekannt. Die
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meathematischen Eigenschaften von Integralverfahren kénnen zum Beispie durch

(@ inverse Formulierungen (z. B. J. Klauer, 1989) und
(b) Doppdlintegraverfahren (bisher nur fir laminare Grenzschichten, J. Sucec, 1994)

verbessert. Eine Welterentwicklung der physikaischen Moddlierung ist unter anderem durch

(o) Bertickschtigung der Vorgeschichte (z. B. K.-O. Felsch, 1968) und
(d) Nutzung universdller Geschwindigkeitsprofile fir die Ableitung des Satzes
ha bempirischer Hilfsgleichungen (W. Bolte, 1980; M. Buschmann 1996)

2u erecht. Nicht dle diessr Methoden (insbesondere b) snd auf Integraverfahren fir
dredimensonde Grenzschichten anwendbar. Andere wie zum Beisiid Methode (d) snd

unumganglich.

Im Anhang 1.1 sind aktudle Integraverfahren zur Berechnung zwei- und dreidimensonder Grenz-
schichten andyset. Mehr ds be den ztierten Verdffentlichungen zu zweidimensonden it in den
Arbeten zu dreidimendonden Grenzschichten der praktisch maschinenbauliche, anwendungs-
orientierte Agpekt der Verfahren zu spiiren. Diese Verfahren snd meist Module von komplexen
Nachrechnungs- beziehungswaese Audegungsagorithmen fir Turbomaschinen sowie durch- und
umstromte Bauteile. Die Grenzschichtberechnung it oft mit einer Berechnung der reibungsfreien
Auengtromung gekoppelt. Die Grenzschichtverfahren sind damit Tell eines Zwe-Zonen-Modédlls.

In Anhang 1.1 wird ene Klassfikation der Vefahren entsprechend der gelésten integrden
Bilanzgleichungen vorgenommen, die sch an die von M. Jscha (1982) eingefiihrte Einordnung
anlehnt. Die Benennung der Klassen efolgt nach der jewels zweten neben der integraen
Impulshilanz gelégten Bilanzgleichung. Zuséizlich werden die Verfahren ds direkte oder inverse
Verfahren gekennzeichnet.

Tabelle1.2.1: Klasdfizierung von Integraverfahren

Klasse Bilanzgleichungen
Impulsverfahren Integrae Impul shilanzen
Entrainmentverfahren Integrale Impulshilanzen
Entrainmentgleichung
Disspationsntegraverfahren Integrae Impul shilanzen

Integrale Energiebilanzen
(zuséizlich im turbulenten Fall -
integrale Bilanz der kinetischen Turbulenzenergie maglich)

Impulsmomentenverfahren Integrae Impulshilanzen
Integrae Impulsmomentengleichungen




2 Die beschreibenden Differentialgleichungen

L. Prandtl zeigte im Jahre 1904 mit seinem Vortrag ,, Uber Fliissigkeitsbewegungen bel sehr kleiner
Reibung*, dass die Stromung im Umfeld eines Korpers in eine Relbungsschicht und ein relbungsreies
Fernfeld untertellt werden kann. Dieses Konzept fand zunéchst seinen Niederschlag in der so
genannten Prandtlschen Grenzschichtgleichung fir zweidimens onae Grenzschichten. Die Erweiterung
auf dredimensonde Grenzschichten & moglich. Se bildet die Grundlage fir die hier behandeten
Integralverfahren.

Die folgenden Ausfihrungen beschrénken sch auf inkompresshble turbulente dreidimensonde
Grenzschichten. Prinzipidl igt damit die Moddlierung inkompressibler dreidimensonder laminarer
Grenzschichten eingeschlossen, da sich die beschrelbenden Differentiagleichungen unabhdngig vom
Fliel¥en darstellen.

2.1  DieGrenzschichtgleichungen fur den dreidimensionalen Fall

Die Herleitung der beschreibenden Differentialgleichungen dreidimensonader Grenzschichten findet
ihren Ausgangspunkt in den Navier- StokesschenGleichungen. In Vektorschreibweise lauten diese
Gleichungen fir inkompressible Strémung in karthesi schen Koordinaten entsprechend (2.1.1). Durch
EinfUhrung der Reynoldsschen Zerlegung und Zeitmittelung folgen die Reynoldsgleichungen (2.1.2).

rﬁ = -grad(p)+mDU (211)
cfu  ofu, ~fu_ 19p ., g Ju€  fuwe fuowe
X 1z 1Y r X X 1z 1Y
a11v +V‘ﬂv+w‘ﬂv :-1£+nDV- Tueve ‘HVG‘?_ fvowe (212
< 9z 1Y r 1z X 1z 1y
ﬁﬂW+VﬂW+WﬂW:- 1E+nDW- Tuowe  fvowe Twe
X 1z 1Y r X 1z 1Y

Fur die Beschrebung einer Grenzschicht auf einem dreidimensionaen Korper mit gekrimmter
Kontur wird auf dessen Oberfldche ein kartessches Koordinatensystem aufgespannt. Die
Koordinaten X und Y liegen dabel auf der Korperoberflache und Z bildet die wandnormde
Koordinate.

Fur die Ableitung der Grenzschichtgleichungen werden die GroRenordnungen der einzelnen Terme
aus (2.1.2) abgeschétzt (Anhang 2.1 GI. A 2.1.1 bis A 2.1.33). Die Glieder der Reynoldsschen
Gleichungen konnen jetzt entsprechend ihrer Gréf3enordnung geordnet werden. Es werden Terme
erster, zweiter und dritter Ordnung im Bezug auf die Gradienten der Grenzschichtdicke unterschieden
(Anhang 2.1 Tabdlen A 211 bis A 21.3). Zur Vereinfachung werden die zeitunabhangigen
Geschwindigkeiten im weiteren ohne Uberstreichung geschrieben.



Erster Ordnung Term ~ :;—;j( Term ~ 1111—3 (2.1.3
do’ do’
Zweiter Ordnung Term ~ %B , Term ~ ETTT_YE , Term ~ 1111—)(2 1111—3 (2.1.9)

.3 .3

. ado o do
Dritter Ordnun Term ~¢c—-= , Term ~ ,
! Hn X 7

Nd o’ Td qd afd®°

T =X v M T IX &1V (213

Werden die Glieder erser Ordnung zusammengefasst und die Glieder hoherer Ordnung as im
Veglech zu diesen klen und damit vernachldssgbar angesehen, 0 folgen die gesuchten
Grenzschichtgleichungen. (2.1.6 und 2.1.8). Die Integration von (2.1.7) Uber der wandnormalen
Koordinate Z und eine anschliel3ende Differentiation bezliglich der Koordinaten X beziehungsweise
Y ermdglicht die Substitution der Druckterme in Gl. (2.1.6) und (2.1.8) (Sehe auch Tabellen A 2.1.4
und A 2.1.5im Anhang 2.1).

u, Ju o fu_ 1fp  fu fuv
U‘HX +V‘HZ ™ =T IX +n1122 1z (2.1.6)

_ 1fp, Tv fv©
rqz 122 9z

2.17)

fw Tw fw_ 11p fw fuw
Yox "Vaz "Wy Tray TNZzZ T Tz

(2.1.8)

Unter (2.1.12 bis 14) snd die endgultigen Grenzschichtgleichungen sowie die Kontinuitéts-gleichung
fir ein orthogonales krummliniges Koordinatensystem x, y und z angeschrieben. Die Koordinaten
diesss Koordinatensystems snd mit den Koordinaten des bisher verwendeten kartesischen
Koordinaten X, Y und Z Uber die Melrik-Koeffizienten verknipft (2.1.9, 11). Die Metrik-
Koeffizienten and sabst im Allgemeinen Funktionen von x und y.

X6 aYe afzo

g‘ﬂxz g‘ﬂxz g'ﬂxz (219
_@Xo" e aNZ6
.= Shys " $Tye TSTys (2.1.10)
h,=1 (2.1.11)



2.2 GenerdleForm der Integralgleichungen

Die dlgemene Form der Disspationgntegrdgleichungen wird aus der Kontinuitétsgleichung sowie
aus den Impulshilanzen fir dreidimensonde Grenzschichten in differentidler Form hergdeitet.
Molekularer und turbulenter Schubspannungsanteil werden dazu in effektiven Schubspannungen
zusammengefasst (2.1.15 - 16). Die folgende Darstdlung gilt damit sowohl fir laminare as auch fur
turbulente Grenzschichten. Es sai angemerkt, dass die hier fir den inkompressiblen Fall vorgestdite
Untersuchung problemlos auf kompressible Grenzschichten erweiterbar ist.

ufu, viu, fu . 1 fh, 1 fh _ 11 fp, 17t
h,Tx ~ h, Ty Mz h,h, Tx hh, Iy ~ rh Ix r Yz
(2.1.12)
ufv, viv v, 1 gh o1 fh, _ 11fp 1Tt
h, Tx h, fy 1z h,h, Ty h,h, x rh, Iy r 9z
(2.1.13)
fith,u) , T(hyY) Ly W (2.1.14)
ix Ty iz
_ Ju v
t, = m‘”Z -r uv (2.1.15)
_ ﬂ -
t, = mﬂz -1 uw (2.1.16)
Die Randbedingungen an der Wand bzw. am Grenzschichtrand lauten :
z=0 : u=v=w=0 (2.1.17)
z=d : u=uJx,y) ; V=Vv{XY) (2.1.18)

Die Ableitung des Satzes der Integragleichungen erfolgt in zwe Schritten. Zunéchst werden die
Impulshilanzen (2.1.12) und (2.1.13) mit Gewichtsfunktionen multipliziert. Anschlief3end erfolgt eine
Integration Uber der wandnormaen Koordinate. Die Integrationsgrenzen sind die Wand z = 0 und
der Grenzschichtrand z = d. Die wandnormae Geschwindigketskomponente w in (2.1.12) und
(2.1.13) wird mittels der Kontinuitétsgleichung (2.1.14) ersetzt. Die Kontinuitdtsgleichung wird hierzu
ebenfdls mit Gewichtfunktionen multipliziert. Zid dieser Prozedur ig die Ableitung von
mathematisch einfacher handhabbaren Differentialgleichungen.

Die Gewichtsfunktionen, welche hier Verwendung finden, werden in algemeiner Form entsprechend
(2.2.1) geschrieben. Berets K. Wieghardt hatte im Jahre 1948 die Gewichtsfunktion u(x) zur
Herletung eines Integraverfahrens benutzt. Sein Zid war es dabe, ene Bilanzglechung fur die



mechanische Energe &abzuleiten. Glechung (221) it ene generdisete Form dieser
Gewichtsfunktion dar. Aus physikaischer Sicht ist es Snnvall, die betrachtete Impulsbilanz und die in
die Gewichtsfunktion einflief3ende Geschwindigkets-komponente so zu wéhlen, dass Se der gleichen
Koordinatenrichtung angehdren. Prinzipidl ist es mdglich, die Potenzen k und m gebrochen, negativ
oder pogtiv zu wahlen. In Hinblick auf die noch abzuleitenden integrden Grenzschichtdicken ist es
jedoch physikaisch snnvoll, ganze postive Zahlen fir die Potenzen zu wéhlen.

G = f(k, m) * u(x, y)k * v(x, y)m (2.2.1)

Von Disspationsntegraverfahren fir zweidimensonde Grenzschichten ist sait langerem bekannt,
dass Gleichungen mit kleinen Exponenten der Gewichtsfunktionen den hochgen physkaischen
Aussagewert besitzen (D. Geropp, 1963; A. Waz, 1966). Es wird davon ausgegangen, dass dies
auch fir Integravefahren dredimensonder Grenzschichten gilt. Bem Aufbau entsprechender
Verfahren werden zuerst die integralen Gleichungen fir k = 0 sowie m = 0 und dann die Gleichungen
fur k = 1 sowie m = 1 Verwendung finden. Aus praktischen Griinden wird daher im weiteren auf
eine Unterscheidung zwischen k und m verzichtet und k generel gleich m gesetzt. Tabelle 2.2.1 gibt
diein der vorliegenden Arbet verwendeten Gewichtsfunktionen an.

Tabdle 2.2.1 : Gewichtsfunktionen fir Kontinuitétsgleichung und Impulsbilanzen

x-Richtung y-Richtung
o ul<+ vl
Kontinuitdtsgleichung (k + 1) (k + 1)
Impulsbilanz Th v

Nach umfangreichen Umformungen folgt die dlgemeine Form der Integragleichungen fur krummlinige
Koordinaten (2.2.2, 3). Einige wesentliche Schritte dieser Herleitung sind in Anhang 2.2 dargestdit.
In Glechung (2.2.2) snd die Terme fir den zwedimensonden Fal doppdt unterdrichen. Die
Vaiddenf, m, |, g undq auf der linken Seitevon (2.2.2) sowies, r,, p,, N undt_auf der linken
Saite von (2.2.3) sdlen integrale Grenzschichtdicken dar. Fir k = 1 gellendie jewells rechten Seiten
der Glechungen die Disspaionsantegrde dar. Physkaisch beschrelben diese Terme die der
Grenzschicht entzogene und in Warme umgewandelte mechanische Energie. Fir k = 0 sind die
rechten Seiten identisch mit den bekannten Wandschubspannungsbeiwerten.



Generdlle Form der Integrdgleichung in x-Richtung

19, 19m €1 (k+2)qu, 1 wnY (k+2)ﬂu (k+2) 0,0
h, 1x  hy Ty kghl u,  fIx hhy ﬂXH Uy hh, Tyg

(022
ST

1 (k+1) fTug (k+1) h, &, 0 (k+1) fh, aejdoU
h, u, Ty hh, ﬂxguz h, h, ﬂyguzg

e
+1, é—
6

1 (k+1) 1, (k+1) qn, (k+1) 1 ‘zey
+gkh oo % h R i - W

0

(222
Generdle Form der Integragleichung in y-Richtung
fs, 10, 1 (k+2qu, (k+2)qn0 €1 (k+2)qu, 1 gns?

— -t +s e + U+r.é— a
, Tx h, Ty TFghy u. Tx o hih, Tixg h, u. Ty hh, Tyg

1
h

(‘m)

+ €1 (k+])'|1vd (k+1)ﬂhaeuo (k+l)ﬂhee,ou
pg u, Ty h.h, ﬂyguz h, h, ﬂXgUﬂg

e L) oy (keg)ghy (k) 1 S ot T,

“h, u, Ty khh v T uﬁ?éuefa 1z

dz

(2.2.3)
2.2.1 Integrale Impuls- und Energiebilanzen
Fur k = 0 bzw. k = 1 folgen die integrden Impuls- und Energiebilanzen in xRichtung (2.2.4 bzw.
2.2.6) und in yRichtung (2.2.5 bzw. 2.2.7). Auch in diesen Gleichungen werden de Terme des
zweidimensionaen Fals durch doppelte Unterstreichung gekennzeichnet.

Impulshilanz in x- Richtung

1 ﬂdll 1 1dy, é1 2 fu, 1 fTh, u €1 2 Tu, 2 fhyu
- Tau tdg—— + dlZé___ + 1]
h, Tx h Ty gh, u, Tx  h, h, ﬂxu gh, u, 1y h; h, Ty g

>('D

d, °1 1 Ty, 1 fh,a,0 1 Th, a,0U
eh_u‘ﬂ h, h, ﬂx?ﬂ h, h, ﬂyguzu
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+d iiﬂud_ 1 ﬂhz - Cix
Yhyu, Ix #h h, Tx 2
(2.2.4)
Impulshilanz in y- Richtung
19d,, 19d, €129y, 2 fhU €1 2qu, 1 fhu
h Tx R, Ty PEhu  Tx b, Txf 28, u y  hoh, Ty
+d'1i‘ﬂvd_ 1 fh a6 1 fh, av,0u
tSh u, 1x  hh, ﬂyguz h, h, ﬂxguzu
v 1 fh C
+d, ——2"d_ - 1 =
huy MRty T2
(2.2.5)
Energiebilanz in x- Richtung
19D,,19D, €1 39y, 1 fhu _ €1 39y, 3 fThU
n 1 h, Ty B u e hn, axd e, w1y
vp 81 2y 2 fha0 2 fh a0l
2(§‘_2u Ty h h, ﬂxgbhh ‘ﬂyguzu
d
_p, 2 Th, _ 2 A~zuoflt, .
*h, h, Tx ru Qu,g 1z
(2.2.6)
Energiebilanz in y- Richtung
19D, 1 1D, €1 3 fu, 3 fh,u é1 3qMu, 1 Th, u
P T *Dag - + g+ D€
h, fix h, Ty éh, u, ix h h, Ixyg gh, u, Ty h h, ﬂy
Dgl v, 2 9fh a6 2 fh, e, 060
eh_leﬂx h, h, ﬂyguz h, h, ﬂxgzu

2 Th 2 eevoTt,
-D, = — : dz
hoh, Ty ru; jeu.g 1z
(2.2.7)
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Die n diesen Beziehungen auftretenden integrden Grenzschichtdicken sind in Anhang 2.3 (Tafeln 1
und 2) ausfuhrlich dargestellt. Unter diesen Groléen finden sich auch die von Integraverfahren fir
zweidimensonde Grenzschichten bekannten integralen Dicken J, (Verdréngungsdicke), J,,
(Impulsverlustdicke) und Q,, (Energieverlustdicke). In Anlehnung an den in der internationaen
Literatur ~ gebrauchlichen  Begriff der , Kreuzprodukt‘-Impulsverlustdicke werden  die
»Kreuzprodukt“- Energieverlustdicken  eingeftihrt. Die Unterscheidung zwischen den  beiden
madglichen dieser integralen Dicken erfolgt mehr oder minder willkdrlich mit den Worten erste und
zweite.

Tabelle 2.2.2 : Definitionen der "Kreuzprodukt'- Energieverlustdicke

Ergte "Kreuzprodukt'- Zweite "Kreuzprodukt'-
Energieverlustdicke Energieverlugtdicke

Allgemeine Form der integralen Grenzschichtdicken

+1 +1
easuo aeuo u aevo%o 40 aeuo aevoU

R i e A L L S e e L

Terme, welche in der integralen Energiebilanz (k = 1) geschrieben in beiebigen krummlinigen
orthogonaen Koordinaten, auftreten.

%eud 2eu 6’ U ‘av 0 €al 6ay, 0 aeuoaevou

c%u ggue gu é gdz T zgu g gu s&u oy ‘Z’u

Terme, welche in der integralen Energiebilanz (k = 1) geschrieben in Stromlinienkoordinaten,
auftreten.
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2.2.2 Dargdlungin Stromlinienkoordinaten

De Aufbau von Disspaiondntegrdverfanren fir turbulente Grenzschichten mit Querstromung
verlangt Aussagen Uber die Komponenten des Geschwindigkeitsprofils. Es it snnvall, solche Profile
zu wéhlen, welche eine experimentelle bzw. numerische (DNS) Bedtétigung erfahren haben. Eine
umfassende Dargtellung und Analyse solcher Profile findet sich in M. S. Olcmen, R. L. Simpson
(1992). Die von den Autoren aufgezdhlten Profile snd héufig in Stromlinienkoordinaten formuliert.
Sollen Profile dieser Form Eingang in das Berechnungsverfahren finden, ist eine Transformetion dler
bisher engefihrten Gleichungen und GrenzschichtgrofRen in das Stromlinienkoordinatensystem
erforderlich. Eine Transformation der Integragleichungen in Stromlinienkoordinaten vereinfacht
zudem die mathematische Andyse des Differentid gleichungssystems (Kap. 2.3).

Die Geschwindigkeitskomponenten des x, y-Koordinatensysems (u und v) sind mit denen des
Stromlinienkoordinatensystems (s, RKoordinatensystem mit 4 und ;) Uber die in Tabelle 2.2.3
zusammengefassten Relationen verknipft.

Unter Verwendung der Definitionen der IntegragrofRen (Anhang 2.3 Tafd 1 und 2) sowie der
Definitionen von Wandschubspannungsbewerten und Disspationsntegaen folgen mit den
Reationen aus Tabdle 2.2.3 die Beziehungen zwischen den Grenzschichtgrofen der beiden
betrachteten Koordinatensyseme (Anhang 2.3 Tafd 5). Es ig fedzuddlen, dass sch die
Grenzschichtgrof3en des x, y-Koordinatensystems generdll a's Funktionen von Integralgrélen im s
Koordinatensysem und dem Winkd | 2zwischen x- und s-Koordinate darsellen lassen. Die
integrden Grenzschichtdicken im Stromlinienkoordinatensystem snd in den Tafdn 3 und 4 des
Anhangs 2.3 zusammengefass.

Tabelle 2.2.3 : Rdationen der Geschwindigketskomponenten im X, y - Koordinaten-
system und im sn - Koordinatensystem (Stromlinienkoordinaten)

u=uscogl]- v, sin[l] u, = u,cog | ]

v=usn[l ]+ v, codl ] vy =u.sinl ]

Die Trandformation der Integragleichungen (2.2.4 - 2.2.7) erfolgt mit Hilfe der Beziehungen (2.2.8)
und (2.2.9). Diese Beziehungen werden aus den von P. D. Smith (1982) angegebenen
Transformationsregeln fir den Ubergang aus dem Stromlinienkoordinatensystem in das X, V-
K oordinatensystem (2.2.10) und (2.2.11) abgeletet. Die Integralgleichungen fir Impuls und Energie
in Stromlinienkoordinaten sind unter (2212 - 2.2.15) geschrieben. Es wird Identitét der hier
abgdeteten Integragleichungen des Impulses mit entsprechenden in der Literatur angegebenen
Gleichungen festgestellt (z. B. D. F. Myring, 1970, P. D. Smith, 1982). Auch hier and die Terme
des zweidimensonaen Falls doppelt unterstrichen.
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T COS[l]ﬂS- Shl n (2.2.8)

19 . ll 1

—— = — — 2.29
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Integrae Impulshilanz in Hauptstromungsrichtung

ﬂJ11+‘Hle+J €2 fu, +1'|1h2@ €2qu, 2 Thu

L n ”Su s h, ﬂsH+ HSU n h_ﬂn H+

L LI, it it o @21
Integrale Impulshilanz in Querstrémungsrichtung

%J’ﬂﬁ]—nz””?ﬂﬂi +h_212ﬂﬂ22§+ 22:%1#:1 E%Q

) hll 1]”:1 ﬂh—ll% = Cf2“ (2.2.13)
Integrde Energiebilanz in Hauptstromungsrichtung
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Integrde Energiebilanz in Querstromungsrichtung

Q4 , 1Q» €3 fu, . 3 fh,u e3‘ﬂu 1 fhu
s qn Qﬂgu s h, ﬂsH+Q ‘ﬂn+h1 n g
d
2 Th, 2 h, _ 2 &, 01t
JZEﬂn Q4h iy Uz‘ﬂzd (2.2.15)
0

2.3  Zuden Eigenschaften der Integralgleichungen

Betrachtet man die in der Literatur beschriebenen Integralverfahren fir dreidimensonae turbulente
Grenzschichten (z. B. D. H. W. Stock, 1977; P. D. Smith, 1982; M. T.
Karimipanah, E. Olsson, 1992; B. Mugha, M. Drela, 1993) s0 ist festzustellen, dass bei diesen
Vefahren die Haupteigenschaften der Stromung durch drei Gleichungen hinreichend beschrieben
werden. Es wird davon ausgegangen, dass dies auch fir entsprechende Disspationsintegra verfahren
gilt. In den folgenden Analysen werden daher jewells drei Gleichungen bertickschtigt. Das bedeutet
nicht, dass in einem Integraverfahren vier oder mehr Integrabilanzen Verwendung finden konnen,
wenn dies die Zahl der Unbekannten erfordert.

Von Integrdverfahren fir zweidimensonae Grenzschichten ist bekannt, dass die Integralgleichungen
mit den niedrigsten Potenzen der Gewichtsfunktion (k = 0, 1) den héchsten Aussagewert besitzen
(D. Geropp, 1963; A. Walz, 1966). Diee Gleichungen snd daher auch fir den Aufbau von
Integraverfahren  zu favoriseren. Fir Disdpationsntegrdverfahren  fir  dredimensonde
Grenzschichten wird geschlussfolgert, dass ein solches Verfahren die zwe integraen Impulsbilanzen
sowie eine integrde Energiebilanz enthdten sollte. Aus mathematischer Sicht ist dabel keine der
beiden integraen Energiebilanzen zu bevorzugen. Beide Gleichungen héngen gleichermalien von den
in das Moddl eingegebenen Schlielfungsannahmen (Geschwindigkeitsprofile) ab, so dass aus
physikdischer Sicht ebenfals keiner Gleichung der Vorzug gegeben werden kann. Fir die hier
durchgefiihrte Analyse wird daher die integrae Energiebilanz in Hauptstromungsrichtung (2.2.14)
herangezogen.

Aus Sicht der praktischen Anwendung is es nicht zu empfehlen, mit Stromlinienkoordinaten zu
arbeiten. FUr eine Analyse der mathematischen Eigenschaften des Gleichungssystems it es jedoch
vorteilhaft dieses in Stromlinienkoordinaten zu trandformieren. Die Andyse des Sysems von
Differentialgleichungen folgt eéinma der von D. F. Myring (1970) und zum anderen der von J.
Coudteix, R. Houdeville (1981) jewells fur das Entranmentverfahren vorgeschlagenen Methode.
Beide Ansétze ziden auf die Bestimmung von Charakteristiken ab. Hierfir it die konkrete Form der
Teme der  Wandschubspannungsbeiwerte, des  Disspationsntegraes  und  der
druckgradientenabhdngigen Glieder ohne Bedeutung. Se werden in den Temen A;

zusammengefasst (2.3.1 bis 2.3.3).
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s + n = A (2.3.1)
“ﬂ"sﬂ ; ﬂﬂanz = A, 2.32)
ﬂﬂan +1:T_inz = A, (2.33)
In dlgemeiner Form lauten diese Gleichungen :
aj%+bij%+q - 0 iljzi:u (2.34)

Es sind Parameterkurven x(s ) und y(s) gesucht, so dass Differentialgleichungen, welche nur von

s abhangen, gefunden werden. Notwendige und hinreichende Bedingung fur die Exisenz solcher
Charakteristiken ist die Erfullung von (2.3.5).

-0 (2.3.5)

| a'ij ys - bij Xs
Gleichung (2.3.5) entspricht einer dgebraischen Gleichung vom Grad n fir die Variable

c= Iy _ ¥ (2.3.6)
Wobel die Variable ¢ ist die Tangente des Winkels zwischen Charakteristik und x-Achseis.

2.3.1 Analysenach D. F. Myring

Der Betrachtungsveise von D. F. Myring liegt die Annahme zugrunde, dass das Haupt-
gromungsprofil in einfachster Form durch ein Potenzgesetz der Form (2.3.7) und das
Querstromungsprofil durch den Magerschen Ansatz (2.3.8) beschrieben werden. Mit diesen
Geschwindigkeitsprofilen  gelingt ene Reduktion der Unbekannten in  (23.1-3) auf
H=J,/3,,J,udJ, . Weterhin werden die Formparameterfunktionen P,(H) und B;;(H)

sowie deren Ableitungen nach H  B;(H) und B'”_( H) engefiinrt (Sehe Anhang 2.4). Einsetzen

dieser Funktionen in (2.3.1-3) und umformen liefert das betrachtete Gleichungssystem in der Form
(2.3.9) bis (2.3.11).

.1/n
ui = g‘%% (2.37)
d
2
u z§
— = —tan[b,| &F- =2 238
U, U, [00] gi do (2:38)



Integrae Impulshilanz in Haupstromungsrichtung

13,
s

: H
+Jy Fiz(H) 1111_n + Fiz(H) = A (239)

Integrde Impulshilanz in Quersromungsichtung

T, o) J2 TH 23y T3y I3y _

P,(H) =& — +P,(H - P,(H) =& = A 2.3.10

Ms 22()J11‘ﬂn 2(H) J, Tn 22()Jf1 n ( )

Integrde Energiebilanz in Hauptstromungsrichtung

Bll(H) ﬂ‘]11 ﬂ‘] 21 ‘]11 é ! Bll(H) PZZ(H)@ﬂH ! ﬂH -

o) s P2 T Ry Pl e s Y By = A
(2.3.11)

Aus (2.3.9 - 11) folgt mit (2.3.5) fir cy (Index M fur D. F. Myring) eine kubische Gleichung
(2.3.12).

i & g [PalH) () - Pl B (K] +
Ch % P;H)g [HZ(H) Bu(H) - Pu(H) By,(H) + 2 (R,(H) By (H) - P,(H) Bll(H))] +
Cu &% g [Pl Bl - Pt B + 2 (R 8] - i) )]+

[Pa(H) Ba(H) - Pao(H) By(H)] = 0 (23.12)

Gleichung (2.3.12) wird durch Zerlegung in Linearfaktoren gel6st. Tatséchlich wird die Lésung in der
Form

éJ 1 U
CM*All -

&2 Pol(H)G

gefunden. Auf eine Angabe der Funktion f(H) wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit hier verzichtet.
Berechnete Werte dieser Funktion zeigt Bild 2.3.1. Eswird festgestdllt, dass dle drei Wurzeln positiv
und verschieden von Null sind. Das Gle chungssystem it daher hyperbolisch.
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Bild 2.3.1 : Charakterigiken des Differentiagleichungssystems aufgetragen Uber
dem Formparameter H beziehungsweise dem Exponenten n
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21 22

In Bild 2.3.1 kann die Richtung der Abszisse ds die Richtung der Stromlinie am Grenzschichtrand
versanden werden. Die ebenfalsim Bild eingetragene Funktion

Ju 1

Tan|! | lem

= g(H) (2.3.14)

sdlt die Richtung der Wandstromlinie dar. Die Charakteristiken c; und ¢, liegen zwischen

Richtung der Wandgromlinie und Richtung der Stromlinie am Grenzschichtrand. Die Charakterigtik
c;, deckt sich in etwa mit der Richtung der Wandstromlinie.

2.3.2 Analysenach J. Cousteix und R. Houdeville

J Cougeix und R. Houdeville gehen in ihrer Arbeit davon aus, dass zwischen den
Geschwindigkeitsprofilen in Haupt- und Querstromung eine lineare Beziehung der Form (2.3.15)
besteht. Die Grof3e C ist eine Funktion der Koordinaten s und n.

c/

DD

el (2.3.15)
u

e

oC

Um (2.3.15) zu Uberprifen wurden neun Profile der Grenzschichtmessung vor einem Hindernis nach
K.-O. Felsth et d. (1983) ausgewertet (Sehe Bilde 2.3.2.1). Ein linearer Zusammenhang ist im
Bereich zwischen 0.3 ... 04 < u/ W <1 festzugdlen. Schétzt man unter Zuhilfenahme des 1/7-

Potenzgesetz ds Profilansatz der Hauptstromungsrichtung die Werte der wandnormaen Koordinate
hierfir ab, so findet man einen Bereich von 0.02 ... 0.16 <y / d < 1. Dies schent hinreichend um
Beziehung (2.3.15) ds Arbetshypothese zu akzeptieren. Direkt an der Wand gilt Se jedoch infolge
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2u 0 5
r‘h =9 - (2.3.16)
ueﬂzzo uegzzo

nicht.

Mit (2.3.15) gelingt eine Reduktion der unbekannten integralen Dicken in (231 - 3) auf J,,
J,, und D, (Gl. 2317 bis 2.3.19). Glechzeitig wird mit C ene neue Variable eingefuhrt. Die

Formparameter, welche zur Subgtitution herangezogen werden, sind in Tafd 2 des Anhanges 2.4
zusammengefass.

Zur L6sung von (23.17) bis (2319) is ene wetere Beziehung efordelich. Es wird en
Formparameterzusammenhang der Form (2.3.20) sowie dessen Ableitungen eingeftihrt. Die fur die
Reynoldszahl verwendete integrale Grenzschichtdicke wird dabel nicht welter spezifiziert.

Integrale Impulshilanz in Haupstrémungsrichtung

13 1J 13 1C _
ﬂsu+cﬂn1-c ﬂr’ll+Jn[H-]]— = A, (23.17)

Integrale Impulshilanz in Querstrémungsrichtung

1C

1J 1C , 13 > 11J
-C—x-J,—-C L+C L.2J,/H-)JC— =A 2.3.18
1s 11 1s qn n n[ ]] in 2 ( )
Integrde Energiebilanz in Hauptstromungsrichtung
e u
ﬂD]_'L +C ﬂJl +C ﬂ\]u _ C ﬂDll +J]_']_ é_l +1_ hﬂE - A3 (2319)
Is n n n é NI
Du = flm ke,) ; f, = HHRRe) o o T Re) g
J TH 1 Re,),

Aus (23.17) bis (2.3.19) folgt die kubische Gleichung (2.3.21) fir c . (Index C fir J. Cougtelx, R.

Houdeville). Tats&chlich werden die Lésung in der Form (2.3.22) gefunden. Se sind unter (2.3.23)
bis (2.3.25) angegeben. Alle drel Lésungen sind redl sowie von Null verschieden. Dieses Ergebnis
bestétigt die Aussage aus Kapitel 2.3.1 beziiglich der Hyperbalizitét des Glechungssystems (2.3.1 -
3). Zudem wird festgestellt, dass c., identisch mit der Wurzel | ,, welche J. Cousteix und R.
Houdeville fir das Glechungssysem des Entranmentverfadrens fanden, id. Da dch
Entranmentverfahren und Disspationantegrd-verfahren nur um ene Gleichung unterscheiden,
erscheint die Gleichartigkeit der Eigenschaften der Verfahren plausibd.



CEC[2- f-f- 2H+fH+2f, H- f, H*- fo, Re,, +fo HRe, | +

c2C’[3- 2f - 3f, - H+fH+4f, H- f, H - 2, Re, +fo HRe, |+

ccC[1-f-3f,+2f, H-f, Re,]-f, =0 (2.3.21)

c. = c.C (2.3.22)

1

c.. = — 2.3.23
] (2323
. a,- Ja’- 4a,f,

Cep, = 2324
2 T (2.324)
. a, +./a’- 4a,f,

c. = 2.3.25
cs 35, (2325

mit

a, = 1-f2f, +f, H- f. Re),

a, = -2+f+f,-f, H+f, Re, (2.3.26)

Tan[b,] = E(_Hg'Hl)) (2.3.27)
1
Tan[b,| = — (2.3.28)

In ihrer Arbeit fihren J. Cougteix und R. Houdeville eine Relation zur Bestimmung von b, an
(2.3.27). Der Wert des Koeffizient g wird von den Autoren mit 0.438 angegeben. Die Richtung der
Wandgtromlinie fdlt mit der Richtungen ener der Charakterisiken zusammen, wenn die unter
(2.3.28) angegeben Identitét gilt. Um zu prifen, ob eine der Wurzeln (2.3.23-25) diese Bedingung
eflllt, muss der Formparameterzusammenhang (2.3.20) spezifiziet werden. Wird das 1/n-td
Potenzgesetz fir das Geschwindigkeitsprofil der Hauptstromung herangezogen, so kann die Identitét
(23.28) beziiglich g =g,(H) (i=12,3) ausgewertet werden. Bereits J. Cousteix und R
Houdeville stellten fest, dass ¢, diese Identitét nicht erflilt. Eigene Rechnungen zeigen, dass c,
negative Werte fir g,(H) liefen. Die Funktion g,(H) zeigt Bild 2.3.2. Zum Vergleich sind im Bild

die Werte
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g, = 0438 - vonJ Coudeix, R. Houdeville abgelateter Wert in (2.3.27),

gs = 0383 - vonJ Coudex, R. Houdeville mit einer entsprechenden Anayse
fUr das Entrainmentverfahren abgd eiteter Wert fir die von ihnen
gefundeneWurzd | | und

0o = 0493 - g, =0, + (g, - g5) engetragen.

Der Wert g, weicht von g, in pogstiver Richtung eben s0 vid & wie g, von g, in negdiver
Richtung. Die Werte g, und g, Stellen somit en Toleranzband dar, in welchem sich die Funktion
9,(H) befinden sollte. Tatsschlich it dies tiber einen breiten Bereich des Formparameters H (bzw.
der Potenz 1/n) der Fall.

Die vorliegende Analyse bestétigt auch hier die Aussage des Ansaizes nach D. F. Myring, dass eine
der Charakterigiken mit der Wandstromlinie Uberengimmt. Die Richtungen der zwe verblelbenden
Charakteristiken liegen zwischen Richtungen der Wand- und der AulZensiromlinie (Bild 2.3.3).

g
0.6
g =0.493 \ ________
04 g =0438 F —— >k - — - - ———-
g=0383| | "qu
[~ g,(H)
0.2
0 n
4,00 200 133
] ] ] ] ] H
0 050 100 150 200 250
Bild 2.3.2: Darstellung der Funktion g,(H)
c :
C i
6 'I
II C*
Il C3
4 ,'I
II
/II
2 . -
/ /// C*Cl
0 | Cer
-1 L n
400 200 133

0 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50

Bild 2.3.3: Charakteristiken des Differentia gleichungssysems
aufgetragen Uber dem Formparameter H beziehungsveise
dem Exponenten n



2.3.3 Schlussfolgerungen fur Berechnungsverfahren dreidimensionaler Grenzschichten

Im Unterschied zur zweidimensonden Grenzschicht exigtiert in dreidimensonaden Grenzschichten
neben dem Einfluss aus Richtung der Hauptstrémung auch eine Wirkung quer zu dieser Richtung. Ein
betrachteter Punkt in der Grenzschicht ist damit durch enen stromauf von ihm geegenen Kaell
beainflusst. Unter dem physikaischen Einflussgebiet soll daher das Gebiet verstanden werden, aus
welchem Huid an den betrachteten Ort zustrémen kann. Es wird vorausgesetzt, dass die diffusiven
Prozesse in der Grenzschicht vernachléssigt werden kénnen. Die Seiten dieses Keils werden durch
die Stromlinien am Grenzschichtrand (identisch mit der Richtung von u) und die Richtung der
Wandschubspannung t, gebildet. Das physkalische Einflussgebiet ergibt Sch damit direkt aus dem
Verwindungswinke bo.

Die in den Kapitedn 231 und 232 gefundene Lage der Charakterigtiken zwischen
Hauptstromungsrichtung und Richtung der Wandstromlinie bestétigt obige Betrachtung. In Bild 2.3.4
ist das Einflussgebiet auf einen betrachteten Punkt in einer dreidimensionaen Grenzschicht dargestellt.
Fur die praktische Integration ist zu berticks chtigen, dass das physikaische Einflussgebiet vollsténdig
im numerischen liegt. Dieses Kriterium ig auch as Courant- Friedrichs-Lewy-Bedingung (CFL-
Bedingung) bekannt.

D physikalische
- Einflu3gebiet
(Fj((ia(r:htung
Wandstromlinie - numerisches
Einfluf3gebiet
P u Diskretisierungspunkt
Richtung e ® L 6sung bekannt
AuRenstromlinie
o) Q L 6sung gesucht
Richtun Richtu
der Warl der A

Bild 2.3.4 : Einflusgebiete in dreidimensionden Grenzschichten
oben : CFL-Bedingung eflilt
unten : CFL-Bedingung verletzt
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2.3.4 Analogie zu Dissipationsintegralverfahren fir zweldimensionale instationare
Grenzschichten

Fur enetief greifende Andyse der Eigenschaften von Dissipationantegralverfahren ist es snnvall, das
dationdre dredimendonde mit dem indaiondren zweldimensonden Vefahren zu vergleichen.
Zuerst werden hierzu die fir das letztere Verfahren benttigten partiellen Differentidgleichungen unter
(2.3.29) bis (2.3.30) angechrieben. Sie folgen aus der von E. Truckenbrodt (1972)
angegebenen  dlgemeinen  Form  der  indationd&en  Integragleichung  zweidimensionder
Grenzschichten.

Integrde ingationdre Impulsoilanz

s u; d,)u
= Mugd) T )8, d fu, _ o (2.3.29)
u; g Tt Tx g ug x 2
Integrae ingtationdre Energiebilanz
N (u? d us d,)u
isg'"( ¢ &) +ﬂ( . 3)u+iﬂ—dl = ¢, (2.3.30)
Udé It X Q ug Tt

Es wird angemerkt, dass die Zeitabhangigkeit der integralen Dicken d, und d, eine Folge der
Instationaritét der Geschwindigkeit am Grenzschichtrand u(x, t) ist. Die zeitliche Mittelung, welche

bereits bel der Herleitung der Reynoldsschen Gleichungen erfolgte, kann auf diesem Weg nicht
rickgangig gemacht werden.

Disspationsntegraverfahren fir sationdre Grenzschichten, wie Se von viden Autoren (Sehe z. B.
M. Buschmann, 1996) entwickelt wurden, snd ein Sonderfal des hier betrachteten ingtationéren
Ansatzes. Die Eigenschaften, welche fir das Gleichungssystem (2.3.29-30) gefunden werden, sind
daher ebenfals Eigenschaften des zweldimensionden stationéren Falls.

Nach Auddifferenzieren und Zusammenfassen der druckgradientenabhdngigen Terme, des
Wandschubspannungsbeiwertes und des Dissipationsintegrales in den Termen A folgt das

Gleichungssystem (2.3.31 - 32).

Integrale ingtation&re Impulshilanz

LR LN Y (2.3.31)

Integrale ingtationére Energiebilanz

L fd, L Ad, Tds _ ) (23.32)
ug, Tt u, Tt x




Zur Reduktion der Zahl der Unbekannten in (23.31 - 32) werden ein Formparameter-
zusammenhang und dessen Ableitungen eingefiihrt (2.3.33). Im Unterschied zu (2.3.20) kann jedoch
die Reynoldszahl mit Re,, festgelegt werden. Nach Einsetzen und Ordnen lautet das betrachtete
Gleichungssystem damit entsprechend (2.3.34 - 35). Mit der reduzierten Variablen ¢ (2.3.36) wird

die charakterigtische Gleichung (2.3.37) gefunden. Die Lésungen dieser quadratischen Gleichungen
sind unter (2.3.38-39) angegeben.

He = f(Hy Ren)  f = w Mo = % (2339
12 d2

Integrae ingationdre Impulsoilanz

1 5d M9, _ g (2.3.34)
u, Tt 9x

Integrale ingtationére Energiebilanz

19d, 1 1d 1d, _

™ ﬂ_tl + m ﬂ—: +[- Hyfyy + Rey,foe + Hy, ﬂ_x2 = A, (2.3.35)

¢ = 1 Ix (2.3.36)
u, Tt

C?+c'[1+Hyf, - Reyfa - Hyl- fy =0 (2.3.37)

. 1 1

C, = - E[l"' HlZfH - RedeRe - H32] + \/Z [1+ HlZfH - RedeRe - H32]2 - fH (2'3'38)
* 1 1 2

C, = - E[l-" Hy, £y - Reg, fe. - H32] ) Z[1+ Hip Ty - Reg fre - H32] - Ty (2339

Fir die drei Reynoldszahlen Re,, = 10*, 10° und 10° werden die Wurzeln ¢; und c;, mit Hilfe
der von M. Buschmann (1996) angegebenen Beziehung fir H,, = f(le, Redz) bestimmt (Bild
2.3.5 - 6). Fur Hy, > 1 werden folgende Schlussfolgerungen gezogen.

(1) Dabeide Wurzeln immer redll und verschieden voneinander sind, ist das Systemn hyperbolisch.

(2) Eineder beiden Wurzeln ¢, wechsdlt ihr Vorzeichenbei H,, . = f(Re,,). Der Wert H,,, it
durch die Bedingung f,, = 0, was gleichbedeutend mit ¢, = 0 und damit dem Ort der Ablésung
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igt, charakterisert. Es gilt die Identitét H,, . = H,, ,, . In Bild 2.3.7 wurde die berechnete Funktion

Hian = f(Redz) eingetragen. Eine Bedtéigung dieser Kurve wird mit dem experimentdl
bestimmten Wert Hy» ap Nach R. L. Smpson et a. (1981) gefunden.

el
1 [ | |
3 Rep=10" .~ ’!/,«-
0001 |- Ree=10 /
-0.002 |— A
i Rep = 10° /
-0.003 |

/

0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5

-0.004 |

12

Bild 2.3.5 : Wurzd c; fur drei verschiedene Reynoldszahlen

0 . .
¢Cr10° | Rep=10' —
[ Rep=10°
_5 _—
-10:
15}
I Rep=10°
-20f . —]
r T
H
0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 12

Bild 2.3.6 : Wurzd c;, fir drel verschiedene Reynoldszahlen

H 12, Abl.
3.75 _
Vorliegende
3.50 Arbeit
3.25 ————
3.00 Simpson et al. 1981 ]
2.75 Messung _
2.50
2.25
0 1 2 3 4 5 6 Log[Re,]

Bild 2.3.7 : Formparameter H,, ,,, = f(Redz)
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3 Geschwindigkeitsprofile

Entsprechend der Theorie der Integraverfahren konnen turbulente Grenzschichten mit Hilfe eines
Satzes endlich vider integraler Bilanzgleichungen berechnet werden. Zur Lésung dieses Satzes snd
Parameterbeziehungen zwischen den integralen Dicken, den Wandschubspannungsbeiwerten sowie
den Disspationsntegralen, welche in den Bilanzgleichungen auftreten, erforderlich. Prinzipidl snd
zwa Wege zur Heldtung diesr Zusammenhdnge zu unterscheiden. Einersaits werden
Parameterzusammenhénge durch  Auswertung  experimentel  betimmter Datenbasen  ds
halbempirische Beziehungen abgelatet. Diesser Weg kommt vidfach fir zweidimengonde Verfaren
zur Anwendung. Fir dreidimensionde Grenzschichten scheint er ob der hohen Zahl notwendiger
Badsdaten kaum redistisch. Es dnd daher nur verglechsweise wenige habempirische
Parameterzusammenhange fir dreiddimensonde turbulente Grenzschichten bekannt. Die zwelte
Vorgehenswea s stiitzt Sch auf die Auswertung von andytisch formulierten Geschwindigketsprofilen
in Haupt- beziehungsweise in Haupt- und Querstromungsiichtung. Insbesondere fir den
dreidimensonden Fdl i dieser Methode infolge ihrer hdheren Universdiitét der Vorzug zu geben.

Eine audthrliche Diskusson der Ansdtze von Geschwindigkeitsprofilen it insbesondere fir
Disspationgntegraverfahren von gro3er Bedeutung da aus diesen Profilen die fur de
Disspationsntegrale bendtigten Schubspannungsvertellungen direkt gewonnen werden.

31 Zwedimensionaleturbulente Grenzschichten

Unter zwedimensionalen turbulenten Grenzschichten sollen solche Reibungsschichten verstanden
werden, deren zetgemittete Querkomponente gleich Null ist. Alle anderen Eigenschaften turbulenter
Grenzschichten bleiben erhdten.

3.1.1 Theoretische Grundlagen

Die dlgemeinen Grenzschichigleichungen in entdimensionierter Form (Sehe Anhang 2.1) vereinfachen
gchim zweidimensonden Fal entsorechend (3.1.1 g, b).

g U P, W EE 311a)
1% Tz 1% ‘Hig u?, ReV2g ( )
1P

- 3.11b
1z =0 ( )

. |
mt Re=—RelRe . g4 g Y g X ., 2 (3.1.1¢)

n uRef uRef l Ref

Die Kontinuitétsgleichung und die Randbedingungen lauten :

“;‘:ﬂ%‘;:o 0% 2=0)=0 ¥(x2=0)=0 (X 20¥)® ¥  (312ab)
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Fir Re ® ¥ ergibt sch aus (3.1.1 @), dass die molekulare Impulsiibertragung verschwindend klein
gegenliber der turbulenten Impulsiibertragung infolge Tragheitswirkungen ist (3.1.3 @). Dies gilt in der
Aulenzone turbulenter Grenzschichten. Zur Erflllung der Haftbedingung muss hingegen in Wandnéhe
die molekulare Z&higkeit beriickschtigt werden. Aus (3.1.2 b) folgt damit fir die innere Zone
Gleichung (3.1.3 b). Bild 3.1.1 zeigt schematisch den Aufbau der Grenzschicht aus innerer und
aulerer Zone.

Aul}enzone der K q0 m 9Te u'v' o (31339
Grenzschicht u T w5

o

>
—a
N>
=
>
—a
N>
c
g
(]

innere Zone der M e uv 1900 (3.1.3Db)
. = -— 4+ —C- + —
Grenzschictt 0 X ﬂig uz; Ref2g

A

Wakeregion

Uberlappungs- 5500n/u, fur Re,, =105
schicht

f
|
!
!
!
N :_‘ 02d  100n/u, firRey,= 10}
!
v

30n/u 0.06d fir Reg, =103

: . 105
J © Buffer layer 5n/y 000Ld fir Rey, =10

_,_/ v Viskose = z=0

Unterschicht

ittty *  Aul¥enzone
¢ nnere Zone

Bild 3.1.1 : Schematische Darstdlung der Zonen einer turbulenten Platten
grenzschicht (nech M. Gad-d-Hak, P. R. Bandyopadhyay, 1994)

Eine komplette Sdbgtéhnlichket, wie von laminaren Grenzschichten her bekannt (z. B. Blasiussche
Reihe, Falkner-Skan-Losung, siehe H. Schlichting, K. Gersten 1997), wird im turbulenten Fall nicht
gefunden. Es kann jedoch nach Ahnlichkeitsgesetzen firr die innere, von der molekularen Zahigkeit
dominierte Region und die Aulenzone separat gesucht werden. Diese Vorgehensweise entspricht
dem klassschen Ansaz nach C. B. Milliken (1938). Zuerst wurde die innere Zone der
zweidimensonden turbulenten Grenzschicht jedoch von Th. von Karmén (1930) und von L. Prandtl
(1932) beziiglich Ahnlichkeits 6sungen untersucht.

Die charakteristische Langenskae der inneren Zone wird mit [ = n / y definiert. Dabe ist y die
Wandschubspannungsgeschwi ndigkeih/ t,/r . Der charakteristische Langenmalistab D der
aulkeren Zone is in der inneren Zone von vernachlassgbarem Einfluss.

Nach R. Panton (2000) werden fur Geschwindigkeits- und Schergpannungsverteilung der inneren
Region der Platengrenzschicht die folgenden Poincaré- Entwicklungen geschrieben.
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(3.1.4)

(3.1.5)

Als charekteridischer Langenmalistab der Aulenregion wird mit D en Mad fir die

Grenzschichtdicke gewahlt. Mit dem dimensiond osen Wandabstand
h=z/D

lauten die entsprechenden Poincaré- Entwicklungen der AulZenregion

u

U, Ah. K,) ~ R(h) + Gu(K.)*R(n) + ...

Uf;/q:: K(z’f, Kt) ~ KO(Z+) + Ll(Kt)* K1(2+) +

t

(3.1.6)

(3.17)

(3.1.8)

In den Gleichungen (3.1.4-8) gdlt K, die Kaméanzahl dar. Diese Ahnlichkeitskennzahl it im
drengen Sinn keine Reynoldszahl sondern ein Ahnlichkeitssmplex, der die charakterigtische Lange
der &ulReren Zone D zur charakteristischen Lange der inneren Zone n/u, ins Verhdtnis setzt. Fir
grofl¥e aber endliche Reynoldszahl ist zu erwarten, dass die Poincare- Entwicklungen fur innere und
auRere Region Uberlappen. In dieser Uberlgppungszone entsprechen die Beziehungen (3.1.4, 5) fur

Z'® ¥ den Gleichungen (3.1.7, 8) fir h ® 0. Esgilt

" << 7z << D

(3.1.9)

In der Uberlappungsregion ist der normierte Geschwindigkeitsgradient der inneren und der aulReren

Zone gleich grof3 und konstant.

GR = u—zt % - %
Esfolgt aus (3.1.4) i % =7, (2) + (K, ) 7 8, (27) + .
und aus (3..7) i%zﬂ—fh%'(h) +E—Z’Gl(Kt)hF1'(h) ¥
beziehungswei se durch gleichsatzen

z" t,'(z7) + gl(Kt)z+ f.'(z7) +...= ﬁhFO'(h) + hGl(Kt)hFl'(h) + ...

U, u,

(3.1.10)

(3.1.11)

(3.1.12)

(3.1.13)
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Damit baide Saiten dieser Gleichung von gleicher Grolenordnung Sind, muss gdlten
FR'=0  bzw. F, =const.(=1) (3.1.149

Waeterhin folgt aus der Tatsache, dass weder  noch R Funktionen der K&manzahl sind, dass k
eine Konganteist. Mit (3.1.10) ergibt sich fur die innere Zone die Lésung erster Ordnung

2" f,(z") =% fo(z") :%Ir’{f] +C,, fr z2®¥ (3.1.15)

Fir die Auf3enzone gilt mit G, = u / w (aus Bilanz der kinetischen Energie, sehe R. Panton 2000)

fir h® 0 (3.1.16)

a,log

hF'(h) :% Fl(h):%ln[h] +C

Das logarithmische Verhdten der Geschwindigkeitsverteilung in der Uberlgppungszone kann damit
as aulRere Asymptote der inneren Zone fir Z ® ¥ beziehungsweise ds innere Asymptote der
AuRenzone fir h ® 0 verstanden werden (Sehe z. B. G. L. Médlor, 1972). Die Aul¥enzone wird
von Tragheitseffekten dominiert. Die Wirkung der molekularen Zahigkeit wird Uber die Kopplung an
die innere Zone in Se hinangetragen.

Das s0 genannte Aul¥engesetz folgt aus (3.1.7) und (3.1.16)

Ug- U
ut

= %m[h] +Caog (3.1.17)

Ein Geschwindigkeitsprofil, das fur dle z glltig ist, wird durch Addition von (3.1.15) und (3.1.16)
gefunden. Der doppelt vorhandene gemeinsame Antell (Index ge) wird subtrahiert.

ul(JtZ) ~1,(2') +z_j{ﬁ(h) . Fl(h)ge} (3.1.18)

w(h) = F(h) - R(h), (3.1.19)

Zusammengefasst ergeben die beiden letzten Beziehungen das bekannte Geschwindigkeitsprofil
turbulenter zweidimensonder P attengrenzschichten.

1 +
%Z)zgm[z |+c+w(h), h= (3.1.20)

Gleichung (3.1.20) ig eine generdlle Formulierung des Geschwindigketsprofiles und zeigt dessen
Abhdngigkeit erster Ordnung von der Kaménzahl K.. Se gilt im drengen Snne nur fir
Fattengrenzschichten. Fir Grenzschichten mit Druckgradienten kann dessen Wirkung auf die innere
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Zone in erder Néherung vernachlassigt werden. Sein Einfluss auf die Auf¥enzone wird durch eine
Wakekomponente der Form w(h, p) berlickschtigt. Der Wakeparameter p ist dann eine Funktion
des Druckgradienten.

3.1.2 Konkrete Geschwindigkeits- und Schubspannungsprofile der zweiddimensonalen
turbulenten Grenzschicht

Mit (3.1.20) liegt ein beziglich sainer Struktur weithin akzeptiertes Geschwindigkeatsprofil fur die
turbulente zweidimensonde Grenzschicht vor. Die Konganten k und C konnten bisher nur aus
Experimenten bestimmt werden. Dies it offenbar auch die Ursache, warum sdlbst fiir den Fall der
druckgradientenfreien Pattengrenzschicht und der Rohrstromung tellweise sehr unterschiedliche
Werte in der Literatur zu finden snd (Tabele 3.1.1). In Anlehnung an Standardwerke der
Grenzschichttheorie (K. Gersten, H. Herwig, 1992; H. Schlichting, K. Gersten 1997) werden fUr
die vorliegende Arbait fir zwe dimensonde Grenzschichten k = 0.41 und C = 5.0 gewahlt.

Tabelle 3.1.1 : Konganten des logarithmischen Gesetzes

Autor Regp k C
Rohrstromung 1876 - 1.77*10° |  0.436 6.130
M. V. Zagarola et d. (1997)

Grenzschicht 0.390 5.000
D. Coles (1956) bis0.410
Platengrenzschicht 860 - 6200 0.410 4.900
H. Osaka et d. (1998)

Platengrenzschicht 6000 - 27000 0.384 4.080
J. Osterlund et d. (1999)

Die Wakekomponente (3.1.19) wurde ersmals von D. Coles (1956) andysert und in Form ener
trigonometrischen Funktion beschrieben Nachteil dieser urspriinglichen Wakefunktion i<, dass se
die Bedingung T u /1 y = 0 am Grenzschichtrand nicht korrekt wiedergibt. A. K. Lewkowicz
behob mit seiner 1982 verdffentlichten Wakefunktion (3.1.21) diese Einschrénkung. Die Varigble p
ig der Wakparameter. Er zeigt den Einfluss der Druckgradienten auf die AulRenzone der
Grenzschicht an und kann ds Badsvariable des Grenzschichtprofiles verstanden werden. Seine
Entwicklung langs des Laufwegesist Ergebnis der Grenzschichtrechnung.

w(h,p) =2h*(3- 2h)- %hz (1- h)(2- 2n) (3.1.22)

Wird das Geschwindigkeitsprofil (3.1.20, 21) in die Grenzschichtgleichung (3.1.1 a) eingesetzt, S0
folgt ene Beziehung fir die Schubspannungsvertellung (A. E. Perry et d., 1994).

dp

dx

fs(h’ P, S)u_d dx

L =t,(hp,9) +f,(h, p, 9d (3.1.22)

tW
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Die Terme fi(h, p, S), (h, p, S und f(h, p, S 9nd sehr umfangreich. Sie werde daher hier nicht
explizit angegeben. Es s& jedoch angemerkt, dass diese Funktionen nur Terme, welche den mit der
Grenzschichtdicke normierten Wandabstand in logarithmischer Form beziehungsweise d's Potenzen
aufweisen, enthaten. Diese Eigenschaft ist |etztlich auf den Charakter der Wakefunktion nach A. K.
Lewkowicz zurtickzufUhren. Se is ebenfdls Grundlage fir die andytische Integrabilitét, welche zum
Disspationsntegra fuhrt (Kap. 3.3). Entsprechend (3.1.22) wird die Schubspannungsverteilung aus
drel Komponenten berechnet. Der erste Term liefert dlein gesehen die Schubspannungsverteilung
einer  Platengrenzschicht  mit  Aquilibriumscharakter. Der  zweite Term  koppdt  die
Schubspannungsvertellung sowohl an die Variablen des Geschwindigkeitsprofiles s auch an deren
Gradienten. Dieser Term benhdtet eine Aussage Uber den Nichtéquilibriumscharakter der
Grenzschicht. Er wird negativ wenn der Gradient des Wakeparameters poditiv ist. Fur den Fl ener
Aquilibriumsgrenzschicht wird diesser Teem Null. Der diitte Term erfasst den Einfluss des
Druckgradienten der Aulfenstrémung auf die Schubspannungsverteilung.

Bild 3.1.2 zeigt einen Vergleich zwischen den Messwerten von udve/ u? firr die verzogerte

Grenzschicht APG 10 nach |. Marusciz (1991) und Beziehung (3.1.22). Es wird ene gute
Ubereingtimmung beobachtet. Es ist dabei zu beriicksichtigen, dass die viskose Spannung, welche
nur in Wandnéhe von Bedeutung i, vernachlassgt wurde.

F, F,
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04 -30 \ w/ /
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Bild3.1.2 Glieder der Schubspannungsvertellung 3.1.22 fir die verzogerte
Grenzschicht APG 10 nach |. Marusciz (1991)
Linksoben: Fy=fi(h, Pep Sep)
rechtsoben: F,=f(h, Pep Sep)* dep*d Pep/ d X
Linksunten:  F3=1f3(N, Peps Sexp)* (dexp/Uiexp)*d Pexp / d X
Rechts unten :  Vergleich Experiment (Symbole) und Rechnung Gl. (3.1.22)



3.2 Dredimensionale Grenzschichten

Trotz ihrer grof¥en praktischen Bedeutung fir den Turbomaschinenbau, die Hugzeug- und
Fahrzeugumsromung sowie andere Durchh und Umdromstuationen i das physkaische
Vegandnis sowie die Moddlierung dreidimensonder turbulenter Grenzschichten welt weniger
fortgeschritten ds fur den zweidimensonden Fal. Infolge der Vewundenheit dreidimensonder
Profile ist deren Beschreibung deutlich komplexer und komplizierter. Empirische und habempirische
Ansiize spiden daher bel der Beschreibung noch immer eine grole Rolle. Dies gilt insbesondere fir
das Querdromprofil. Ausfihrliche Diskussonen zu dreidimensonden Grenzschichtprofilen sind in
den Arbeiten von M. S. Olcmen et d. (1992) und J. P. Johnston et al. (1996) zu finden.

3.2.1 Theoretische Grundlagen

Wie die asymptotischen Ansdize von U. Goldgtein, E. Reshotko (1984) sowie von AT
Degani e d. (1993) zeigen, kann die dreidimensonde turbulente Grenzschicht ebenfdls in ene
innere und eine &ul¥ere Zone unterteilt werden. Die innere Zone wird in erster Naherung von der in
Richtung der Wandstromlinien orientierten Wandschubpannung

ty =/t +ty,,° (3.2.1)

gepregt.

Be der Diskusson dreidimensionder turbulenter Grenzschichten snd dree Winkel von Interesse.
Dies ist zum Ersten der Stromungswinkel b _, (h). Er zeigt die Dreidimendondlitét der Grenzschicht
an. Der zweite Winke b, (h) wird aus den Gradienten der Geschwindigkeitskomponenten in
wandnormaler Richtung gebildet. Der dritte Winkel b (h) gibt die Richtung der Komponente der
Schergpannung in ener zur Wand pardleen Ebene in Bezug auf die AulRenstromlinie an. Sind die
Winkd b_,(h) und b__,(h) gleich, so spricht man von kollateraler Sromung. Im Fall gleicher

FGA

b, (h) undb_, () ist die Wirbelzzhigkeit isotrop.
bea(h) = ArcTanv / u] (32.2)
s (h) = ArcTar|(f1v/12) / (Tu/12)] (32.3)
bees () = ArcTan|- vw' / - U'w] (3.2.4)

Der Winkd zwischen Wandschubspannung und  Stromlinie am  Grenzschichtrand  wird
Verwindungswinke bo genannt. Es gilt

. _ by VT /qZ°0
Ilm(g,ng) = tan[bo] "t legnomb (3.25)
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In erster N&herung sind die Winke zwischen Geschwindigketsvektor beziehungsweise Vektor der
Schubspannung innerhab der inneren Zone und der Stromlinie am Grenzschichtrand konstant und
gleich dem Verwindungswinkd. Die Stromung wird hier ds kollatera beziehungsweise koplanar
bezeichnet. Néherungen héherer Ordnung und neuere experimenteller Untersuchungen (J. M. Bruns
et d., 1999) zeigen jedoch, dass die innere Zone nicht generdl ds kollaterd zu bezeichnen is. Dies
war in der Analyse von U. Goldgtein, E. Reshotko (1984) geschlussfolgert worden. Im Rahmen
der Integrdverfahren und ener ingenieurmdidgen Applikation erscheint die Annahme der
Gleichgerichtetheit von Geschwindigkeitss und Schubspannungsvektor innerhab der inneren Zone
jedoch zweckméldg und hinreichend exakt.

A. T. Degani e d. (1993) konnten weiterhin zeigen, dass die Komponenten der
Gesamtschubspannung innerhab der inneren Zone kongant in Richtung und Wert Uber der

wandnormaden Koordinate snd. Andog dem Ansaz fir zweldimensonde Grenzschichten wird
daher geschrieben

u? + v+ = f(z*) (3.2.6)
mt  u* =cos(b,)*f(z") v* =sin(b,)*f(z") (327)
Fir die Uberlappungsschicht gilt wiederum die Konstanz des normierten Gradienten.

Mlfu? + V2
ui% - % (32.8)

Einsetzen von (3.2.6) in (3.2.8) und Integration lifert fir die Funktion f(Z")

f(z+) = %Ir{z*] +C fir Z®y¥ (3.2.9)
sovie  u* = codb, B irfz] + 2 (32104)
o) & : 2.
wnd V= sin(bo)*ga%lr{f] +C3 (32.10h)
bzw. vi =u' tan[bo] (3.211)

Die Beziehungen (3.2.9 - 11) sagen aus, dass das Geschwindigkeitsprofil in der Ebene, welche die
Richtung der Wandschubspannung und die wandnormale K oordinate aufspannen, identisch mit dem
zweidimengonden Profil ig. Die gesamte Profilverwindung erfolgt damit in der Auf3enzone cbr
Grenzschicht. Der Zusammenhang (3.2.10 a) entspricht dem bereits 1960 von J. P. Johnston
vorgeschlagenen Profilansatz. Die Ké&rménsche Kongtante k kann zu 0.41 und die Kongtante C zu
5.0 gewahlt werden (A. T. Degani et . 1993).
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Es & angemerkt, dass bereits im Jahre 1945 L. Prandtl ene lineare Abhangigkeit des
Quersromprofiles vom Tangens des Vewindungswinkes b, formulierte. Allerdings wurden in
diesem Ansatz aulere Vaiablen ds Bezugggroflen verwendet. Im weteren wird die
Geschwindigkeitskomponente in Richtung der Stromlinien am Grenzschichtrand betrachtet. Fir diese
Komponente lautet die Poincaré- Entwicklung der Aul3enzone

= F{h k) - Ro(n) + codbo) Gi(K,) Rn) + . 3212

d

Fir den KAl enes verschwindenden Vewindungswinkes geht (3.2.12) in die entsorechende
Beziehung der zweidimensionaen Grenzschicht Uber (3.1.7).

Zur Kopplung der beiden Grenzschichtzonen muss wiederum die @ulere Asymptote der inneren

Zone (3.2.6) fur Z ® ¥ mit der inneren Asymptote der AuRenzone (3.2.12) fir h ® 0 zur
Deckung kommen. Die Kopplungsbedingung wird in Form des normierten Gradienten

Z ‘ﬂ(cos(bo) YUt + V0 ) oz v _1

== 3.2.13
Uy « 1z codb,) u, Tz k ( )
gefunden. Aus (3.2.13) folgt mit (3.2.12)
z (v _
—hFE dh hG,|K, |JFdh)+... 3.2.14
cos(bo) u, 1z cos(b ) o ) l( t) ) ( )
Andog zur Herleitung des Aul¥engesetzes zweldimensonaer Grenzschichten gilt
F'=0 baw. F, =const(=1) und G, :E—t (3.2.15)
d
Damit folgt aus (3.2.13) mit (3.2.14) fur die Defektfunktion F;(h)
F(h)=2Inh] + C (3.2.16)
1 k a,log

Subdtitution von (3.2.16) in (3.1.12) und Umformen liefert ein Auf3engesetz fir die in Richtung der
Stromlinie am Grenzschichtrand orientierte Geschwindigkeitskomponente (3.2.17). Waterhin gilt die
Kopplung zur Querkomponente (3.2.11), aus welcher durch Einsetzen von (3.2.17) die Beziehung
(3.2.18) folgt.

" Y =COS(bo)§ekl|f{h] +Caylogg fir h® 0 (3.2.17)
% tan[b ] +sin(p ) Lifn] +c, IogH (32.18)



Sowohl Haupt- ds auch Querdromkomponente zeigen ene logaithmische Vertellung im
Uberlappungsbereich. Die  Hauptstromungskomponente  verhdt  sich  vergleichbar  der
Geschwindigkeitsvertellung zwedimensonder Grenzschichten. Es wird damit bis zu einem gewissen
Grade auch eklalich, waum die Vewendung zwedimensonder Profile in  anderen
Integrdverfahren (z. B. Entrainmentverfahren) fir dreidimensionde Grenzschichten oft erfolgreich idt.

3.2.2 Konkrete Geschwindigkeitsprofile fir Haupt- und Quer strémung der
dreidimensionalen turbulenten Grenzschichten

Werden gemessene Vertelungen von Hauptstromungsprofilen mit  Hilfe der  Prandtischen
Koordinaten y* und u" in hablogaithmischer Dargtdlung aufgetragen, so wird oft ein den
2we dimens onden Grenzschichten &hnlicher Verlauf gefunden. Ausgehend von der Wand bilden sich
viskose Unterschicht, Buffer-Layer, logarithmischer Bereich und Wakebereich (Aulenbereich) aus.
Insbesondere die Exigenz von logarithmischem Bereich und Wakebereich wird durch die
asymptotischen Anadysen von A. T. Degani et d. (1993) zur Struktur dreidimensionaer turbulenter
Grenzschichten gedtiitzt. Es ig nahe liegend, die Anwendung der fir zwedimensonde
Grenzschichten weit verbreteten Beziehungen auf den dreidimensonden Fdl auszudehnen.
Verglichen mit dem zweidimensonden Fal erwelst Sch die Wahl gesigneter Geschwindigkeitsprofile
fur dreidimensonde turbulente Grenzschichten dennoch ds deutlich komplizierter. Ursache ist die
hohere Komplexitét dieses Grenzschichttyps. Generell muss daher festgestellt werden, dass die
Universditét der in der Literatur bisher formulierten Profile fir dreidimensonde geringer it ds fir
zweidimensonde Grenzschichten ist.

In vergleichbaren Arbeiten, welche das Entranmentverfahren nutzen (Sehe z. B. H. W. Stock,
1977), wird fr die Hauptstromung das zweiparametrische Geschwindigkeitsprofil nach D.
Coles (3.2.19) verwendet. Durch Subtraktion des Geschwindigkeitsvertes am Grenzschichtrand
kann aus ihm das Aul3engesetz abgeleitet werden (3.2.20).

ULEIZ) _ % 2] +C % w(p.h) (3.2.19)
u(zl: Uy :%{“{h]w(p,h)_ W(p,l)} (3.2.20)

Bereits be der Anadyse der Eigenschaften der Integragleichungen (Kap. 24) wurde en
Potenzansatz fur das Hauptstromungsprofil verwendet. Alternativ zu (3.2.19) wird daher auch das
Potenzprofil (3.2.21) fur die Hauptstrémung Verwendung finden. Der Exponent 1/n wird as variabel
und Funktion der lokalen Grenzschichtgrofien verstanden.

.. 1/n
u_av0
—= . 2.21
Uy &do 3 )

Bereits M. S. Olcmen und R. L. Simpson (1992) stellten fet, dass die Querstromkomponente mit
keinem der von ihnen untersuchten Ansétze in jedem Fal gleichermal?en gut beschrieben werden
kann. Generdl schlussfolgerten Se jedoch, dass wenn ene Entschedung beziglich enes
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Quergromprofiles zu falen is und dies i fur Integraverfahren immer gegeben, so sollte diese zu
Gunden des Ansaizes von A. Mager (1951) audfdlen. Baserend auf dieser Andyse wird im
folgenden der Ansatz von A. Mager favorigert.

Den Erkenntnissen von A. T. Degani et d. (1993) folgend, wird dternativ der Ansatz fir das
Querstromprofil nach J. P. Johnston (1960) betrachtet. Analog dem Begriff Mager - Profil wird
dieser Ansatz ds Johnston - Profil bezeichnet.

Das Mager - Profil hat die Form

Y~ tan(b,(sn) u_“dg‘[ g% (32.22)

Uy

Es greift die Prandtlsche Idee der linearen Abhéngigkeit des Querstromprofiles vom Tangens des
Verwindungswinkels auf. Im Gegensatz zum Johngton - Profil ist esjedoch rein empirisch. Das Profil
gilt fur kleine und moderate Werte von tan(b o). Bereitsin der Originaarbeit von A. Mager wurde die
Anwendbarkeit fur en Interval von 0.216 < tan(bo) < 0.670 (12.2° < b, < 33.8°) getestet.

J. P. Johngton (1960) hatte durch die Auftragung experimentell bestimmter Geschwindigkeits-profile
in Form eines Hodographen erkannt, dass fir weite Bereiche des Profiles der Zusammenhang
zwischen Haupt- und Querstromprofil linear ist (dehe hierzu Bild 3.2.1). Er untertelte das
Quergstromprofil in innere und &ul¥ere Zone und gab die folgenden Beziehungen an

Innere Zone y_ 4 tan[bo] (3.2.23)
ud ud

N v & uo

AulereZone — = B(cf ,bo) gl- — (3.2.24)
Ug U, @

J. P. Johngton konnte zeigen, dass die Vernachlassgung der inneren Zone im Rahmen enes
Integralverfahrens akzeptabe ist. Praktisch rediserte Integraverfahren (z. B. Entrainment-verfahren
nach H. W. Stock, 1977) zeigen, dass auch mit dieser Vereinfachung eine gute Ubereingimmung
von Rechnung und Experiment erzidt wird.

Fur einen Vergleich von Mager - und Johnston - Profil werden die Gradienten fu/fzund ~ fu/q
Z bestimmt. Aus den Profilen und den genannten Gradienten folgen entsprechend der Definitionen
(322) und (3.23) der Stromungswinke brea und Winkd zwischen den Gradienten der
Geschwindigkeitsverteilungen beca (Sehe Tabdlle 3.2.1). Generdll ist festizustellen, dass das Mager -
Profil in keinem Grenzschichtbereich kollaterd ist. Der Ansatz nach J. P. Johngton zeigt nur fir die
innere Zone kollaterales Verhdten. Dementsprechend drent sch beim Mager - Profil der
Geschwindigkeitsvektor Uber der gesamten Grenzschicht-dicke. Beim Johnston - Profil ist nur in der
aul%eren Zone eine Drehung zugel assen.
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3.3  Zum Disspationsintegral

Im Gegenstiz zu verglechbaren Integrdverfahren (dehe Tabdle 1.21) berlickschtigen
Disspationsntegramethoden das turbulente Hiel?en Uber der gesamten Grenzschichtdicke.
Ausdruck findet dies in den Disspationsntegraen, in welche die Schubspannungsprofile eingehen.
Fur die Algorithmen ergibt sch daraus die Notwendigkeit, die turbulente Schubspannung zu
moddlieren. Prinzipidl sehen hierzu verschiedene Methoden zur Verfigung (dehe z. B. H.
Schlichting, K. Gersten, 1997). Eine weitere Moglichkelt, die Schubspannungsverteilungen direkt aus
den Grenzschichtgleichungen mit Hilfe der Geschwindigketsprofile zu besimmen, wurde von W.
Hauke (1978) fur dreidimensonde Grenzschichten diskutiert. Fir den zweidimensonden Fal wurde
diese Idee von W. Bolte (1982) und von M. Buschmann (1996) beruhend auf der Arbeit von A. E.
Perry et a. (1994), (Kap. 3.1.2) angewandt.

Betrachtet man die Grenzschichtgleichungen (2.1.12, 13), so ist festzugtellen, dass nach Eliminierung
von Druck und wandnormaer Geschwindigkeitskomponente vier Unbekannte verbleiben. Diese vier
Unbekannten - zwel Geschwindigkeiten und zwel turbulente Schubspannungen - reduzieren sich auf
zwe, wenn zwel Glechungen zur Beschrelbung der Geschwindigketsprofile zum Gleichungssystem
(2112, 13) hinzugenommen werden. Dieses Gleachungssysem kann nun nach den
Schubspannungen aufgel 6st werden.

Berats in Kapitd 4 wurde festgestdllt, dass dra Integragleichungen hinreéchend zum Aufbau eines
Disspationsntegraverfahrens snd. Da neben den integralen Impulshbilanzen as dritte Gleichung die
integrae Energiebilanz in Richtung der xKoordinate zur Anwendung kommt (sehe Kap. 4.2), wird
hier nur die Ableitung der turbulenten Schubspannung in Richtung der xK oordinate angegeben. In
aquivaenter Form kann jedoch auch die Schubspannungs-vertalung in Richtung der y-Komponente
ermittelt werden.

Nach Umformen und Entdimensionieren von (2.1.12) folgt a's Bestimmungsgleichung der turbulenten
Schubspannung in x-Richtung Gleichung (3.3.25). Fasst man die Koeffizienten, welche vor den
eckigen Klammern der Zellen drel und vier von (3.3.25) stehen, zusammen, so werden zwel
Clauserparameter (3.3.26, 27) gefunden. Fur laminare Grenzschichten finden diese Parameter des
Druckgradienten ihre physikalische Entsprechung in der Hagenzahl. Ein weiterer Clauserparameter
(3.3.28) wird mit der funften Zelle von (3.3.25) gefunden.

Prinzipid| it festzugtdllen, dass sowohl die mathemetischen Eigenschaften (Integrabilitét) dsauch die
physikdischen Eigenschaften (Parameterabhdngigkeit) der Schubspannungsvertellung von den
entsprechenden Eigenschaften der Geschwindigkeitsprofile bestimmt werden. Betrachtet man die
Schubspannungsvertellung (3.3.25) néher, so finden sch drei Gruppen von Termen. Die erse
Gruppe beinhdtet Integrale der Geschwindigkeitskomponenten (erste und zweite Zeile von 3.3.25
jeweils dritter Term). In der zweten Gruppe snd Terme zu finden, die Gradienten der
Geschwindigketskomponenten berlicksichtigen (erste und zweite Zeile von 3.3.25, jewells erster
und zweiter Term). In der dritten Gruppe werden ale Terme der dritten und vierten Zeile sowie der
ege Term der fUnften Zele von (3.3.25) zusammengefasst. Fir  die Wand (h = 0) werden dle
Terme der rechten Saite von Gl. (3.3.25) Null bisauf tyy / ty.
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Clauserparameter

b = -rg Yelle _ 40 . U AU d (3.3.26)
t, Tx t, Ix t, Tx d,

b, = -rd, el - 4T gl |oyE (3.3.27)
t, Ty  t, Ty t, Ty d;

é1 1 0
b = -rgYedu rﬁM +_£MQ (3.3.28)
tW 1Ty ehl ue ﬂX h2 ue ﬂYU

Die ede und zwete Gruppe von Temen snd fur die Diskusson der Eigenschaften der
Schubspannungsverteilung von besonderem Interesse. Uber die erste Gruppe flieRen die
Parameter der Geschwindigketsprofile direkt  in die Schubspannung en. Dies it
gleichbedeutend mit ener Abhangigkeit von den lokden Parametern (z. B. Wandschub-
spannungsheiwert, Grenzschichtdicke, Verwindungswinked etc) der Grenzschicht. Diese
Gruppe entspricht dem ersen Term in (3.1.22). Die Terme der zweiten Gruppe ligfern eine
Abhdngigkeit der Schubspannungsvertellung von den Gradienten der Parameter der
Geschwindigketsverteilungen.  Diese Abhéngigkeit i ds Enfluss sromauf  liegender



Eragnisse zu veadehen. Veglachbar den zwedimensionden Grenzschichten ig hier von
enem Nichtaguilibrium zu sprechen (zweter Term in 3.1.22). Der Nicht&quilibriumscharakter
wird sowohl Uber die Wandlung des Hauptstromungsprofiles ds auch des Querstromungsprafilesin
die Schubspannungsvertellung getragen. Die dritte Gruppe efasst die Abhangigkeit der
Schubspannungsverteilung vom Druckgradienten.

Zur Erlauterung der oben gegebenen Audihrungen werden die Geschwindigketsvertellungen
nach Coles / Lewkowicz (3.1.20, 21) fur das Hauptstromungsprofil und nach Mager (3.3.22)
fur das Quedromungsprofii  ds Ausgangspunkt genommen. Diese  Geschwindigkeits:
vetelungen snd Uber die Beziehungen aus Tabdle 223 mit den Geschwindigkeits
komponenten in x- und y-Richtung verknipft. Neben dem Winkd | zwischen der
x-Koordinate und der Richtung der Aulensromlinie s finden sich die vier Bassvariablen d, p, bo
und S sowie deren Ableitungen in der Schubspannungsverteilung (3.3.25). Mit den Abkirzungen
(3.3.29 - 32) wird die Schubspannung ty /t,, dann in der unter (3.3.33) angegebenen Form
geschrieben. Ene Abhéngigkeit vom Gradienten [ b /1] x besteht nicht, da das Querstromprofil in
keinem Term mit Gradienten in x- Richtung in der Schubspannungsvertellung (3.3.25) steht.

U, 2
s=-—== = (3.3.29)
ut Cf
_ dsTp . _ 4sp
z, = dS‘”X ; z, = dS‘”y (3.3.30)
1 1b,
= dS—— 7> 3331
Yy Cosz[bo] Ty ( )
= 4sts . _ 4stS
X, = dSg X = dsgy (33.32)
tX ..
== i€h. p. 8.6y, b,.b,.2,, 2,y X, X,y Dyl S (3333

Das Disspaionantegrd cpx folgt per Definition aus dem Geschwindigketsorofil in
Hauptstromungsrichtung und dem wandnormalen Gradienten der  Schubspannungsvertellung
(3.3.25). Aus(2.2.2) folgt mitk =1:

—xwl gp (3.3.34)

Auggenend von der Schubspannungsverteilung und der Geschwindigketsvertalung in
x-Richtung (3.1.20 - 22) hat es die Form (3.3.35). Es verflgt Uber die gleichen Eigenschaften
beziiglich der Abhdngigket von den Badsvaidble und deen Gradienten. Das
Dissipationsntegrd  spiegdt damit ebenfals den Nichtquilibriumscharakter der Grenzschicht
wieder.
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Cox = T8 Siboy by by 2,02,y X Xy, hy,hy, 18 (3.3.35)

Die Abletung der einzelnen Terme der Schubspannungsverteilung (3.3.33) ist nur mit Hilfe von
Computerdgebra maoglich.  Unter den  konkreten Bedingungen der Kombination der
Geschwindigkeitsprofile nach Coles/ Lewkowicz und Mager snd diese Terme jedoch dle andytisch
dargellbar. Die Integration des Produktes von Hauptstromungsprofil und Schubspannungsverteilung,
welche zur Ableitung des Disspationantegrales ¢y erforderlich i, i damit ebenfals andytisch
maoglich. Eine Abschétzung der Anzahl der Terme des Schubspannungsprofiles zeigt jedoch, dass es
sich um mehr ds 2000 handelt. Der daraus fir den konkreten Algorithmus eines Integraverfahrens
folgende Berechnungsaufwand wére erheblich. Es wird daher auf eine traditiondle Methode der
Schliefungsannahme fur Berechnungsverfahren dreidimensonader Grenzschichten zurtickgegriffen
(dehe z. B. B. Mughd, M. Drda 1993). Grundannahme ist dabe, dass sch das
Hauptstromungsprofil einer dredimensonden Grenzschicht &hnlich dem Grenzschichtprofil einer
zwedimendgonden Grenzschicht verhdt. Natlrlich gilt dies insdbesondere fir schwache
Quersromkomponenten. Es liegt daher nahe, das Dissipationsntegral (Anhang 3), welches fir
zweidimendonde Grenzschichten aus (3.3.25) abgdetet wurde, auch flr dredimensonde
Grenzschichten anzuwenden.



34  Alternative Geschwindigkeitsprofile

In den Kapiteln 3.1 und 3.2 wurden die fur den Aufbau von Integraverfahren notwendigen
Geschwindigkeitsprofile turbulenter Grenzschichten diskutiert. Es konnte gezeigt werden, dass das
logaithmische Gesstz ene akzeptable Grundiage fir diessn Typ von  Grenzschicht-
berechnungsverfahren ist. Dennoch muss festgestdlt werden, dass, so lange dieses Gesetz bereits
Anwendung findet, auch Zweifd beztiglich sainer Universditét bestehen.

Bereits C. B. Millikan ewdhnte 1938, dass, wenn drenge Sebstéhnlichkeit des
Gechwindigkeitsprofiles mit wy as charakteristischer  Geschwindigkeit verlangt wird, en
Potenzgesetz andatt des logarithmischen Gesetzes abgeleitet werden kann. In der Literatur snd
mehrere Ansdtze (A. E. Gill, 1968; H. Tennekes, 1968; W. B. Bush, F. E. Fenddl 1972; N. Afzd,
K. Yank, 1973; N. Afza, 1976; R. Panton, 1990) zu finden, welche den klassischen
Zweischichtenansatz (sehe Kap. 3.1) auf Terme hoherer Ordnung erweitern. Mit diesen Ansédtzen
wird nach zusdtzlichen Termen des zeatgemittdten Geschwindigkeitsprofiles beziglich der
wandnormalen Koordinate und der Reynoldszahl gesucht. Die Diskussion beziiglich des funktionaen
Zusammenhanges, welche das zeitgemittelte Geschwindigkeits-profil einer kanonischen turbulenten
Grenzschicht beschreibt, fand mit den Arbeiten von G. I. Barenblait (1993), G. |. Barenblait et .
(2000 a, b), W. K. George, L. Cadtillo (1997) sowie J. Osterlund (1999) und J. Osterlund et dl.
(2000) enen neuen Hohepunkt. Kernpunkt dieser Debatte snd dternaive Potenzgesetze mit
Parametern, welche a priori ads von der Reynoldszahl abhéngig betrachtet werden. Unter
kanonischen turbulenten Grenzschichten werden dabel Grenzschichten verstanden, die weder von
enem Druckgradienten, noch von ener Wandrauheit beziehungsveise ener Aul3enturbulenz
beainflusst werden.

Fdls sch das logarithmische Gesetz tatséchlich ds fasch oder ds nur eingeschrankt gultig erweisen
sllte, waen die Folgen fir die Turbulenzmoddlierung weit reichend. Die Berechnung der
Umstrémung von Hugzeugen, Schiffen oder Stral¥enfahrzeugen setzt in Wandndhe sehr oft auf
Ahnlichkeitshypothesen, deren wichtigste das logarithmische Gesatz ist. Nahezu dle dieser Modelle
Disspationgntegraverfahren eingeschlossen snd so kdibriert, dass sSe den logarithmischen
Zusammenhang fur das turbulente Grenzschichtprofil reproduzieren. Fehler dieses ds universdl
angesehenen  Zusammenhanges wirden im  Grunde genommen bedingen, dass dl diese
Turbulenzmodedle ebenfals fehlerhaft wéren. Die folgenden Ausfiihrungen wenden sch daher dem
Vergleich von dternativen Potenzgesetzen mit dem klass schen logarithmischen Gesatz zul.

3.4.1 Ahnlichkeitstheor etische Grundlagen

Die Eigenschaften einer kanonischen Grenzschicht snd an einem bestimmten Ort der wandnormaen
Koordinate durch folgende finf Parameter charakterisert : den Stoffeigenschaften Dichte r und
kinematische Zéhigkeit n, dem Abstand z des betrachten Ortes von der Wand, ener externen
Langenskale L (Rohrdurchmesser, Grenzschichtdicke etc.) und der Wandschubspannung t.,. Das
Geschwindigkeitsprofil beziehungsweise dessen Gradient in wandnormder Richtung werden dann
wie folgt beschrieben.

r,z,n,L) E:fz(t

u=f(t,, WrhznL) (34.1)
Nz
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Eine Dimensonsandyse zeigt, dass die genannten Parameter mit einem LMT-System dargestelIt
werden konnen (L - Lange, M - Masse, T - Zait).

[t.]= LT?

Die drel Parameter n, r und z snd unabhangige Grof¥en und kénnen nicht durch die anderen
Parameter dargestelIt werden. Die verblelbenden Parameter Wandschubspannung t,, und die externe
Langenskde L snd abhéngige Grolien. Ihre Dargellung mit den unabhdngigen Parametern lautet :

[r] = % ; [n] =L72 ; [ =[L] =L (34.2)

2 1 1/ PN 1/2
[tw]:[—[]y]u; [dl=[y] ad [u= [[ ]]1/2, g;ﬂz[r[]tlv;l[y]l (34.3)

Entsprechend dem P -Theorem der Dimensonsandyse (K. Gersten, H. Herwig 1992) bestimmt sich
die Zahl der dimensondosen Produkte der Parameter, welche fir eine Funktion zur Beschreibung
des dimensiond osen Geschwindigkeitsgradienten bendtigt werden, aus der Differenz der Gesamtzahl
der Parameter und der Zahl der Parameter mit unabhangiger Dimension. Fir das vorliegende
Problem werden damit zwel Parameterprodukte P ; und P , bendtigt.

z fu
== _—= 344
P =iz =F(PuP) (34.4)
n L t
=— P,=—; = 345
Pi=g7 2= u, . (34.5)

Das Reziprokevon P | ist dielokae Reynoldszahl Z'. Eine globale Reynoldszahl stellt der Quotient

2 ut L
—= = =— 4.
P, Re, . (3.4.6)
dar. Damit folgt
z Tu .
TR F(z*,Re,) (34.7)

Unter der Annahme vollstdndiger Sdbstdhnlichkeit im Bezug auf lokae und globale Reynoldszahl
erhdt man

V4 u
U—E— F(z' ® ¥,Re, ® ¥) = konstant (3.4.8)
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Dabei bedeutet z*', Re, ® ¥ nicht, dass u® ¥ bzw. z L ® ¥ gilt, sondern dass die
Relbungskréfte gegenliber den Trégheitskréften verschwindend klein snd (n® (). Nach Integration
folgt aus (3.4.8)
u = In(z") +C (34.9)
k

log

Der Vortell diessr Analyse gegeniiber dem traditionglen Uberlappungsansatz ist, dass nur eine
Annahme getroffen wird : Die Aul¥enzone ist ohne Einfluss auf das Wandgesetz (Re, ® ¥ ). Ein
welteres einfaches physikalisches Argument : Viskositétseffekte spiden fur die Turbulenz keine Rolle
(z" ® ¥ ) «dlt die Verbindung zum Prandtlschen Mischungswegkonzept her (siehe hierzu auch P.
Bradshaw, 1994). Es bleibt jedoch die Frage, ob diese Annahmen auch fir endliche Reynoldszahlen,
wie sein der Ingenieurpraxis auftreten, physikalisch akzeptabe snd.

Eine Alternative zum logarithmischen Gesetz (3.4.9) stdlte |. G. Barenblait (1993) vor. Unter der
Annéhme unvollsandiger Ahnlichkeit im Bezug auf die lokde Reynoldszahl und fehlender
Sdbsghnlichkeit beziiglich der globalen Reynoldszahl folgt aus (3.4.8)

2 TU_B20 (g ) (34.10)
u Yz n g

Der Term (ut z/ n)a wurde von |. G. Barenblatt (1993) mit der spezidlen Zidstdlung eingefiihrt,
ein Potenzgesetz zu reproduzieren. Integration fihrt zu

L =§ F(Re.)(2)* + Bo (34.11)

t

Allgemein wird angenommen, dass die Kondante Bpo, gleich Null i, Zusammenfassen der
Koeffizienten flhrt zu der Schrelbweise des Potenzgesetzes, wie es von |. G. Barenblait (1993)
vorgeschlagen wurde.

u* = Cpy, (z°)° (34.12)

Ein dritter Weg wird von W. K. George, L. Cadtillo (1997) eingeschlagen. Ausgangspunkt ist die
Grenzschichtgleichung der kanonischen Grenzschicht, einma geschrieben fir die innere Zone

0= Toves nud (3.4.13)
= ﬂZg ﬂZH 4.
und zum anderen firr die AulRenzone
Tu fu_ T — 19— —=u
U +v‘"y =Ty uWG] Mx[ud? vd?]t\; (3.4.14)



Die jewdls venechldssgten Teme verschwinden exakt nur fir den Fal Re® ¥ .
Vollsandige Ahnlichkeit kann daher nur fir diesen Fal gefunden werden. Losungen der
vollgandigen Grenzschichtgleichung, so die Argumentation von W. K. George, L. Cadlillo
(1997), werden daher immer eine, wenn auch schwache Reynoldszahlabhéangigkeit aufweisen.
Das daraus abgeleitete Asymptotic Invariance Principle fihrt zu einem Wandgesetz der Form

U =Cp, (2 +a)° (3.4.15)

Wiederum sind die Paameter a und Cp, Funktionen der Reynoldszahl. Der Paameter &',
ene Kongante, wurde aus mathematischen Grinden eingefihrt und spéter ds Ausdruck einer
Mesolayer interpretiet. Unter Mesolayer wird dabel eine Schicht unterhdb y* » 300
verganden, in welcher die Reynoldsschen Spannungen im Gegensatz zum Geschwindigkeits-
profil nicht fre von Viskostéseinflissen sind. Die Idee éner solchen Schicht und das a'
diee efass, is umdritten (R. Panton, 2000 a). Das Konzept einer Mesolayer wird deshalb
hier nicht weiter betrachtet.

Die Potenzgesetze (3.4.12) und (3.4.15) sollen innere Potenzgesetze genannt werden, um se
klar von einem weiteren Potenzgesetz abzugrenzen. In |. G. Barenblatt et . (2000 &) wird ein
auleres Potenzgesetz vorgeschlagen, dessen Getungsbereich sch an den des inneren
Potenzgesatzes (3.4.12) anschliel}en soll. Esigt ebenfalsin inneren Variablen formuliert und lautet

u* =By, (2%) (3.4.16)
Das logarithmische Gesetz (3.4.9), die inneren Potenzgesetze (3.4.12) und (3.4.15) sowie das
aulere Potenzgesetz (34.16) delen unabhdngig voneinander gewonnene Ansdize zur
Beschrelbung des zeitgemittdten Geschwindigkeitsprofiles dar. Kene der Herleitungen welst
dabe physkaische oder mathematische Verenfachungen auf, die vordergrindig ds
fehlerbehaftet zu bezeichnen waen. Es ig damit kaum moglich, aus ener physkaischen
Argumentation heraus eines der Gesatze ds das richtige zu bestimmen. Die Bewertung und
Veifikation der Ansitize <oll daher durch den Veglech von Experimenten mit diesen
Gesetzen erfolgen. Hierflr ist eine moglichst breite Datenbasis erforderlich.

Tabele 34.1 liget die im weteren verwendeten Messungen kanonischer  turbulenter
Grenzschichten auf. Die inggesamt 109 Profile wurden von sechs unabhéngigen Gruppen von
Experimentatoren und Numerikern gewonnen und représentieren ein Interval der Reynolds
zahl, gebildet mit der Impulsverlustdicke von 500 bis 27320.

3.4.2 Vergleich von logarithmischem Gesetz und innerem Potenzgesetz fur kanonische
turbulente Grenzschichten

Haufig wird die Glltigkeit des logaithmischen Gesetzes (34.9) durch ene
hablogaithmische Dasdlung von expaimentdl  betimmten  Geschwindigkeitsprofilen
aufgezeigt. Im Bereich der Glltigkeit des logarithmischen Gesetzes bilden die Messwerte
dann eine Gerade mit dem Angieg VK. In Bild 34.1 a ig ene solche Auftragung der Daten
von J. Osterlund (1999) vorgenommen worden. Zum Vergleich wurde einen Gerade mit den



Parametern k = 0.384 und Ci,q = 4.08, so wie de von diesem Autor propagiert werden,
eingezeichnet (Sehe auch J Osterlund et d. 2000). Eine vergleichbar universdle Dargellung

Tabdle3.4.1 Daensitze kanonischer turbulenter Grenzschichten
SHW ... Eindrahtsonde, XW ... Zweidrahtsonde

Autor Zahl der | Mess Regp Symboal fir Symboal fir
Profile | technik Intervall logarithmisches inneres
Gesetz Potenzgesetz
J. Meinert (2000) 6 SHW 2442 - 6167 ? ?
J. Osterlund (1999) 70 SHW  |2530 - 27320 = =
H. Osskaetd. 14 [SHW, XW | 860 - 6040 A A
(1998)
K.-S. Choi (1998) 1 SHW 1140 * *
P. E. Roach, 16 SHW 500 - 2700 ° o
D. H. Brierley (1990)

P. Spalart (1989) 2 DNS 640, 1410 ¢ ¢

des inneren Potenzgesetzes erhdt man durch Logarithmieren und Umformen von (3.4.12).

Ifu] =alidy*] + In[C,,] (34.17)

Im doppetlogarithmischen Diagramm fdlen dann die Daten im Bereich der Gliltigkeit des inneren
Potenzgesetzes in eing Geraden mit dem Angieg 1 zusammen. In Bild 34.1 b snd de
Geschwindigkeitsprofile von J. Osterlund (1999) unter Verwendung der Parameter a and Cpoy, Wie
seinl. G. Barenblatt (2000 b) angegeben wurden, entsprechend (3.4.17) dargestdlit.

In Ergénzung zur Darstellung der Grenzschichtprofile kann die Darstellung des normierten Gradienten
dieser Profile zum Vergleich von logarithmischem und Potenzgesetz herangezogen werden.
Besonderes Augenmerk ist dabel auf die Bestimmung des Gradienten aus den experimentellen Daten
2u legen. Diese and zumeis nichtaguidistant in wandnormaer Richtung aufgenommen, was die
Verwendung ener entsprechenden Gradientenforme bedingt. Eine solche Beziehung wird von C.
Grossmann, H.-G. Roos (1994) angegeben.

du* u’ +ul u,, +u;
—»h, ——— b, ——— (3.4.18 a)
dy Yi tVYia Yiaa TYi
b, = 2 I b, =YL (3.4.18b)
Yiea ™ Yioa Yisa ™ Yioa



Die normierten Gradienten der Geschwindigkeitsprofile sebst folgen fir das logarithmische Gesetz
aus (3.4.9)

du” 1

GL=k-—=— 3.4.19
dy" "y (34.19)

+

und flr das Potenzgesetz aus (3.4.12)

GP= == (3.4.20)

In einem doppdtlogarithmischen Diagramm zeigen diese normierten Gradienten durch das
Zusammenfdlen der experimentellen Werte in ener Geraden mit dem Angtieg -1 jewells an, ob ein
logarithmischer Bereich beziehungsweise ein Potenzbereich exidiert. Die Bilder 34.1 cund 3.4.1d
zeigen die normierten Gradienten fiir den Datensatz von J. Osterlund (1999).

Ein Vergleich der Bilder 3.4.1 a und b enersats sowie 3.4.1 ¢ und anderersaits zeigt, dass diese
Formen der Darstellung nicht hinreichend sind, um entweder das logarithmische Gesetz oder das
innere Potenzgesetz zu favoriseren. Fur beide Zusammenhdnge wird en Zusammenfdlen mit den rot
eingezeichneten Geraden und damit ein Bereich des logarithmischen Gesetz beziehungsweise des
inneren Potengesetzes gefunden. Zudem ist es schwer, die Grenzen dieser Bereiche zu bestimmen.

3.4.3 DieMethode der bezogenen Differenzen

Zur Bewertung von Messgrofien oder theoretischen Ansétzen wird héufig der Begriff des Fehlers
herangezogen. In &hnlicher Weise kann eine bezogene Differenz genutzt werden, um die beiden
Ansitze logarithmisches Gesetz und inneres Potenzgesetz zu bewerten. Zuerst wurde diesvon M. V.
Zagarola et d. (1997) fur Profile der Rohrstromung durchgefiinrt. Die dort verwendete Grofie der
fractional difference egnet dch sowohl zur Vdidierung von theoretisch vorhergesagten
Geschwindigketsprofilen ds auch zur Bestimmung der in diesen Profilen auftretenden Parameter.

Unter der bezogenen Differenz des Geschwindigkeitsprofiles wird die auf den experimentell
besimmten Wert u,, bezogene Differenz zwischen theoretisch vorhergesagtem Wert u,

beziehungsweise u;,,, an der gleichen y*-Position verstanden.

+

€ Uy U

FDy,, =100% * &.- ——0 (3.4.21)
8 Ul
€ uy- u

FDg,, =100% * &l - P+°W G (3.4.22)
g Ul

Andog dazu wird die bezogene Differenz des Gradienten des Geschwindigkeatsprofiles definiert.
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Bild3.4.1 Dargdlung von experimentellen Geschwindigkeitsprofilen und deren normierter

Gradienten fiir den Datensatz von J. Osterlund (1999)

Bilda: Hablogarithmische Darstelung der Geschwindigkeitsprofile

Bildb: Doppdtlogarithmische Darstellung der Geschwindigketsprofile

Bildc: Doppdtlogarithmische Darstellung des normierten Gradienten der
Geschwindigkeitsprofile unter der Annahme der Guiltigkeit des logarithmischen
Gesetzes mit den Parametern k = 0.384 und Ciog = 4.080

Bildd: WieBild (c) jedoch unter der Annahme der Giltigkeit desinneren
Potenzgesetzes unter Verwendung der Parameter a und Cpy,y Wie Sevon
I. G. Barenblatt et a. (2000 b) angegeben werden

€ 11 /au'o U

FDG, =100%* & - —— - 0 3.4.23

log ° g ky gdy*ro'expg ( )
% é + a-1 w U+C) l‘fl

FDG,,, =100%* &- aCp, (y") g U (3.4.24)
& Y %o

Je kleiner die bezogene Differenz is, umso bessr werden die experimentdlen Daten des
betrachteten Gesetzes reproduziert. Die bezogene Differenz des Geschwindigkeitsprofiles
wird fir jedes andyderte Profil individudl dargestdit. Die in den beiden Gesatzen jeweils
auftretenden Parameter werden so variiert, dass ein maxima grof3es Interval, in welchem die
FD-Werte kleiner ds = 0.5% sind, gefunden wird. Diese Prozedur gdlt Scher, dassa priori

a7



Kene Annehmen beziiglich ener eventudl vorhandenen Reynoldszahlabhéngigkeit der
Parameter und der Intervdle, in welchen die Gesetze glitig and, getroffen werden. Die FDG -
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Bild 3.4.2 Bezogene Differenzen des Geschwindigkeitsprofiles (FD) sowie des Gradienten
des Geschwindigkeitsprofiles (FDG) fur ausgewahite Werte der Reynoldszah,
gebildet mit der Impulsverlustdicke Regp
Datensatz : J. Osterlund (1999)

2 Logarithmisches Gesetz mit individud| bestimmten k - und Cioq - Werten

= |nneres Potenzgesetz mit individud| bestimmten a - und Ce,,, - Werten
Inneres Potenzgesetz mit Parametern nach |. G. Barenblatt et a. (2000 b)
AulReres Potenzgesetz mit Parametern nach |. G. Barenblatt et al. (2000 b)



Vetdlung wird ds zusdzliche Information zur Vdidierung der aus den FD-Vertelungen
gefundenen Ergebnisse benutzt. Zur llludtration dieser Methode sind in Bild 3.4.2 fir vier
Reynoldszahlen, gebildet mit der Impulsverlustdicke die FD - sowie die FDG - Vertelungen
dargestellt. Die Parameter k und Coy des logarithmischen Gesetzes sowie a und Cep,, des
Potenzgesetzes wurden dabel in der angegebenen Weise optimiert. Zusitzlich snd die FD -
und FDG - Vetealungen von innerem und aulerem Potenzgesstiz mit den Parametern nach
|. G. Barenblatt et d. (2000 b) dargestdlit.

3.4.4 Ergebnisseder Analyse

Vergleicht man die FD - Vertellungen von logarithmischem Gesetz und Potenzgesetz in Bild 3.4.2 0
wird augenblicklich klar, dass diese Zusammenhange nicht die gleichen Regionen der klassischen
Uberlgppungszone uberdecken. Dennoch kann fir beide Zusammenhénge ein Bereich identifiziert
werden, in welchem die FD - Werte beider Gesetze vergleichbar klein sind. In dieser gemeinsamen
Region igt es nicht mdglich, direkt von den FD - bzw. von den FDG - Vertalungen ausgehend zu
entscheiden, welches von beiden Gesetzen zu favoriseren i, Diese Region wird im weiteren
gemeinsame Region (COR engl. : common region) genannt. Ihre Lage und ihre Ausdehnung hangen
offenbar von der Reynoldszahl ab.

Eine klene Region direkt unterhdb der COR wird sehr gut vom logarithmischen Gesetz
wiedergegeben. Das Potenzgesetz liefert hier eine schlechtere Reproduktion der experimentellen
Daten. Deshdb s0ll diese Region im folgenden rein logarithmische Region (PLR engl. : pure
logarithmic region) genannt werden. Oberhab der COR findet sch eine Region, welche durch das
Potenzgesetz besser gpproximiert wird. Diese Region soll daher reine Potenzregion (PPR engl. :
pure power region) genannt werden. Dieses Ergebnis ist in Ubereingtimmung mit den Resultaten,
welche R. Panton (2000 a, b) mittels einer asymptotischen Andyse fand. Es wird festgestlt, dass
die hier mit der Methode der bezogenen Differenzen gefundenen Werte fir a und Cpy,, SET gut mit
den entsprechenden Werten von |. G. Barenblait et a. (2000 b), welche mittels dtatistischer
Andysen gefunden wurden, Uberengimmen (Bild 34.3). Eine Vewechdung von innerem und
aul¥erem Potenzbereich ist damit ausgeschlossen.
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Bild 3.4.3 Parameter der Potenzgesetze fir den Datensatz von J. Osterlund (1999)

Inneres Potenzgesetz mit individuel bestimmten a - und Cpy,, - Werten

unter Verwendung der Methode der bezogenen Differenzen

INneres Potenzgesetz mit Parametern nach 1. G. Barenblatt et d. (2000 b)
@ AuReres Potenzgesetz mit Parametern nach |. G. Barenblatt et al. (2000 b)
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Die komplette Potenzregion (COR plus PPR) Uberbedeckt den &ul3eren Bereich der
Uberlappungszone und den inneren Bereich der Wakeregion (Bild 3.4.2). Hieraus konnen zwei
Schlussfolgerungen gezogen werden (M. Buschmann, M. Gad-d-Hak, 2000):

() Da dch die Wakezonen von kanonischer turbulenter Grenzschicht, turbuenter
Rohrstrémung und turbulenter Kanalstromung unterscheiden, ist es nicht moglich, a -
bzw. Gpow - Werte, welche aus Daten einer dieser Stromungen bestimmt wurden, auf
eine andere Strémung anzuwenden.

(I1) Der ubliche Ansaiz fur eine Funktion, welche die Wakeregion beschreibt, erfordert
einen Wakeparameter (z. B. A. K Lewkowicz, 1982). Dieser Wakeparameter it
offenschtlich ene Funktion der Reynoldszahl Rep (M. Gad-d-Hak, P. R.
Bandyopadhyay, 1994). Jede andere Funktion, das innere Potenzgesetz
eingechlossen, welche diese Region beschrelbt, sollte daher ebenfadls ene

Reynoldszahlabhéngigkeit zeigen.

Wie berdts festgestelt, kann fur die gemeinsame Region keiner der beiden Ansitze favorigert
werden. Um diese Feststellung zu untermauern, wird eine einfache dtatistische Betrachtung angestellt.
Hierzu wird das mittlere bezogene Abstandsguadrat zwischen Messwert und theoretischem Wert fr
jedes individudle Grenzschichtprofil gebildet.

14
RMS= \ ~a FD; (3.4.25)
i=1

Die Vaigble n is dabe die Anzahl der im betrachteten Interval liegenden Messwerte. Der RMS -
Wert sollte klein sein im Falle, dass das korrekte Gesetz angewandt wurde. Er ist dann nur durch
den experimentellen Fehler bestimmt. Wird ein fasches Gesetz zur Bildung der FD - Werte
herangezogen, so wird der RMS - Wert sgnifikant grof3er sein ds der des richtigen Gesetzes. Eine
zusammenfassende Darstellung der RMS - Vertellungen dler betrachteten Grenzschichtprofile gibt
Bild 34.4. Die Dargtdlung efolgt eénmd Uber einer linearen und eénmd Uber ener logarithmischen
Auftragung der Reynoldszahl Reyp. Die halblogarithmische Darstellung hebt dabel insbesondere den
Bereich niedriger Reynoldszahl hervor.

Ein bemerkenswert gutes Zusammenfdlen der RMS - Vertelungen von logarithmischem Gesetz und
Potenzgesetz wird fur die gemeinsame Region (COR) gefunden. Dies unterstiitzt die Feststellung,
dass in diesr Region keinem der Gesstze der Vorzug zu geben ist. In der PLR ligfert das
logarithmische Gesetz Uber dem gesamten Reynoldszahlbereich kleinere RMS - Werte ds das
Potenzgesetz. Im Gegensatz snd in der PPR kleinere RMS - Werte fir das Potenzgesetz zu
beobachten. Allerdings verbessert sich das logarithmische Gesetz mit wachsender Reynoldszahl ohne
jedoch die RMS - Werte des Potenzgesetzes zu erreichen. Fir die logarithmische Region (PLR plus
COR) zeigt sich die Uberlegenheit des logarithmischen Gesetzes. Infolge des Einflusses der COR
sind jedoch die RMS - Werte des Potenzgesetzes hier kleiner dsin der PLR. Entsprechendes gilt in
der Potenzregion (COR plus PPR) beztiglich des |logarithmischen Gesetzes.
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Bild3.44 RMS- Vertelungen fur logarithmisches Gesetz und inneres Potenzgesetz
linke Spdte : lineare Dargellung Uber der Reynoldszahl Rey
rechte Spdte : hablogarithmische Darstellung Uber der Reynoldszahl Reg
Die Symbole folgen Tabdle 3.4.1
(& Rein logarithmische Region (PLR) (b) Logarithmische Region (PLR plus COR)
(c) Gemeinsame Region (COR) (d) Potenzregion (COR plus PPR)
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Bild 3.4.4 Fortsetzung von vorangegangener Saite (Bildunterschrift Sehe dort)
() Reine Potenzregion (PPR)

Bild 3.4.5 zegt die Parameter, welche beim Anpassen der Daten an das logarithmische Gesetz
beziehungsweise das Potenzgesetz gefunden wurden. Alle vier Parameter - Kk, Gog, @ Und Geow-
hédngen von der Reynoldszahl ab, jedoch in unterschiedlichem Malke. Wahrend der

Koeffizient Gs,,, Und die Potenz a im ganzen Reynolszahlbereich eine Abhdngigket zeigen, scheinen
die Parameter des logarithmischen Gesetzes Kongtanten zuzustreben. Oberhdb  Regp » 10000
werden diese kongtanten Werte mit k = 0.384 bzw. Gy = 4.171 erreicht. Diese asymptotischen
Waerte liegen sehr nahe an den Werten, welche von J. Osterlund et d. (2000)

mit k = 0.384 bzw. Gy = 4.080 fir Rep > 6000 und y* > 200, h < 0.15 gefunden wurden. Die oft
inder Literatur (Sehez. B. H. Osskaet d., 1998) zu findenden Werte k » 0.410 und Cioq » 4.900
- 5100 werden fir kleine Rep - Werte bestétigt. Im Gegensatiz dazu konnen die Parameter
k = 0.436 und Gy = 6.130, welche von M. V. Zagarola et d. (1997) fur die Rohrstromung
gefunden wurden, nicht bestétigt werden. Beziiglich des inneren Potenzgesetzes wird festgestelt,
dass dessen Parameter, welche hier mit der Methode der bezogenen Differenzen bestimmt wurden,
mit den unabhéngig davon ermittelten a - und Cpy,, - Werten nach |. G. Barenblatt et a. (2000 b)
sehr gut Ubereingtimmen. Offendchtlich finden sowohl das logarithmische Gesetz d's auch das innere
Potenzgesetz eine gewisse Bestétigung. Es it daher von Interesse, die Grenzen und Ausdehnung
beider Gesetze zu betrachten.

In Bild 3.4.6 Snd die Grenzen und die Ausdehnung des logarithmischen Bereiches (PLR plus COR)
sowie die Grenzen und die Ausdehnung des Potenzbereiches (COR plus PPR) dargestellt. Die
Grenzen werden dabel jewells dort gefunden, wo die Approximation mit dem logarithmischen Gesetz
bzw. dem Potenzgesetz einen Wert der bezogenen Differenz FD von + 0.5 % Uberschreitet. Es
erfolgt jewells eine Auftragung in inneren und in &ul¥eren Koordinaten.

Wie die Bilder 3.4.6 a, b zeigen, snd die Grenzen von logarithmischem Bereich und Bereich des
inneren  Potenzgesatzes offendchtlich  nicht  identiscch. Fast im  gesamten  betrachteten
Reynoldszahlbereich liegen die Grenzen des Potenzbereiches oberhab derer des logarithmischen
Bereiches. Alle Grenzen bewegen sich mit wachsender Reynoldszahl von der Wand weg. Diese
Bewegung ist jedoch oberhdb von Regp = 4000 - 6000 fir die beiden Gesetze unterschiedlich.
Wédhrend die Grenzen des Potenzgesstzes im gesamten Reynoldszahlbereich konvergieren,
divergieren die Grenzen des logarithmischen Bereiches. Der Grund fir letzteres it das schnelere
Anwachsen der ul¥eren Grenze des logarithmischen Bereiches im Vergleich zum Anwachsen der
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Bild 3.4.5 Parameter deslogarithmischen Gesetzes und des inneren Potenzgesetzes
linke Spdlte : lineare Dargtelung Uber der Reynoldszahl Reyp
rechte Spate : hablogarithmische Darstellung Uber der Reynoldszahl Reyp
Die Symbole folgen Tabdle 34.1
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Bild 3.4.6 Grenzen und Ausdehnung des logarithmischen Gesetzes und des inneren

Potenzgesetzes

linke Spalte : lineare Darstellung Uber der Reynoldszahl Reg,

rechte Spate : hablogarithmische Darstellung Uber der Reynoldszahl Reyp
Die Symbole folgen Tabelle 3.4.1, leere Symbole stellen jewells die &ul3eren
Grenzen und gefllite Symbole die inneren Grenzen dar.

Fortsetzung siehe folgende Seite

20000 Rep



Bild 3.4.6 Fortsetzung von vorheriger Seite
(& Obereund untere Grenzen in inneren Koordinaten
(b) Obere und untere Grenzen in &ul3eren Koordinaten
(©) Ausdehnung | des logarithmischen Bereiches (PLR plus COR) und des
inneren Potenzbereiches in inneren Koordinaten " =1 u / n
(d) Ausdehnung | des logarithmischen Bereiches (PLR plus COR) und des
inneren Potenzbereichesin dul¥eren Koordinaten L =1/ h

entsprechenden Grenze des inneren Potenzgesetzes. Die innere Grenze des logarithmischen
Bereiches erreicht zudem oberhadb von Rep » 10000 einen konstanten Wert von y* » 100. Auf der
anderen Seite wandert die innere Grenze des Potenzgesetzes stark von der Wand weg. Die
Ausdehnung der logarithmischen Region (PLR plus COR) zeigt dies deutlich an. Obwohl se kleiner
dsdie Potenzregion ist (COR plus PPR), wéchst se schndller (Bild 3.4.6 €).

Die Dargdlungen in @leren Variablen lassen ein komplizierteres Bild erkennen. Die inneren
Grenzen beider Regionen sind unterhalb Rep » 10000 in etwa gleich. Oberhab dieser Reynoldszahl
ereicht die innere Grenze des logarithmischen Gesetzes einen nahezu kongdanten Wert. Die
entsorechende Grenze des inneren Potenzgesetzes beginnt sch jedoch von der Wand
wegzubewegen. Fir Rep < 4000 bewegen sch die &uleren Grenzen beider Gesetze mit
wachsender Reynoldszahl zur Wand hin. Oberhalb dieser Reynoldszahl wandern die aul3eren
Grenzen wieder nach aul¥en. Wéhrend diese Tendenz fir das logarithmische Gesetz den gesamten
betrachteten Reynoldszahlbereich Uber anhdt, erreicht die &ullere Grenze des inneren Potenzgesetzes
oberhab Reyp » 10000 einen nahezu kongtanten Wert. Zusammengenommen fihrt dieses Verhaten
dazu, dass das Wachstum der logarithmischen Region anhdlt, wahrend die Ausdehnung der inneren
Potenzregion oberhab Rey = 8000 einen nahezu kongtanten Wert annimmt.

Von der klassschen Theorie (R. Panton, 2000 a) her ist bekannt, dass das asymptotische Verhdten
dler inneren Gesetze logarithmischer Natur sein sollte. Angenommen, das innere Potenzgesetz
beschreibt partidl die innere Region des Grenzschichtprofiles, so sollte bereits bei hohen
Reynoldszahlen die Einhtillende dler individudlen Profile ndherungsve se eine logarithmische Gerade
dargelen. Auf die Exigenz einer solchen logarithmischen Einhlllenden hat zuerst 1. G. Barenblatt
(1993) hingewiesen. Ein direkter Test anhand experimenteller Daten kann mit den Daten von
J. Ogerlund (1999) durchgefilhit werden. Hierzu wird das innere Potenzgesetz (3.4.12)
umgeschrieben :

(Reus) +

F(y+' u+'Redz) = CPow(Redz)*(y+)a - u (3.4.26)

Die Punkte der Einhillenden (y;,ug) werden dann ds die Lésung des folgenden
Glechungssystems gefunden.

‘ﬂF(y* ,ut, Redz)
TRe,,

Hy',u",Rey) = 0 =0 (3.4.27)



Die zur Losung notwendigen Gradienten

1a(Re,,) 1 Crou(Re)
TRo. und —TRe (3.4.28)

werden unter Verwendung der Gradientenforme fir nichtégudistante Stitzstellen (3.4.18) bestimmt.
Alle Wertepaare (zg, ug), welche auljerhalb der betrachteten inneren Potenzregion (COR plus

PPR) lagen, wurden ds fehlerhaft diminiert. Von den urspriinglich 70 Profilen wurden 56 (zg, u;) -

Wertepaare bestimmt. Wie Bild 3.4.7 zeigt, liegen diese Wertepaare in der hablogarithmischen
Dagdlung tatsichlich nahezu auf ener Geraden. Die Einhillende des inneren Potenzgesetzes ist
damit eine logarithmische Funktion. Eine entsprechende Kurvengpproximation liefert

k_lE Inz2) + . (3.4.29)

Ug =
mit ke = 0.365 und Gy = 3.339. Ein Vergleich dieser Einhillenden mit dem logarithmischen Gesetz
unter Verwendung der Parameter nach J. Osterlund et d. (2000) zeigt, dess beide Beziehungen sehr
eng beieinander liegen (Bild 3.4.7). Dennoch muss betont werden, dass beide Beziehungen nicht a
priori identisch snd. Das klasssche logarithmische Gesetz it eine Beschrelbung des zeitgemittelten
Geschwindigkeitsprofiles der kanonischen turbulenten Plattengrenzschicht und wird aus ener
Uberlappung von Reihenansitzen firr die innere und die &uRere Zone der Grenzschicht abgeleitet. Die
mit Gleichung (3.4.29) beschriebene Einhillende hingegen i eine mathematische Eigenschaft des
inneren Potenzgesetzes, wel che anhand von experimentdlen Befunden aufgezeigt wurde.
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Bild 3.4.7 Einhlllende der individudlen Kurven des inneren Potenzgesetzes
Datensatz von J. Osterlund (1999)
rot  : logaithmisches Gesetz nach J. Osterlund et d. (2000)
blau : Einhillende Gl. (3.4.29)

Die FD - und FDG - Dagédlungen in Bild 3.4.2 zeigen neben logarithmischem Gesetz und
Potenzgesetz auch das aul3ere Potenzgesetz (3.4.16) nach |. G. Barenblatt et d. (2000 a, b).
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Zur Berechnung dieser Vertellungen wurden nur die in |. G. Baenblatt et d. (2000 b)
angegebenen Origindwerte fir Bpow Und b verwendet. Die Vermutung, dass inneres und
auleres Potenzgesetz nicht  indnander  Ubergehen, folgt hauptsichlich aus den FD -
Dagdlungen. Es exidiet ene dgnifikate Licke beziigich y* zwischen beiden
Zusammenhangen. Diese Licke kann nur schwer aufgezeigt werden, wenn dch  die
Dagdlung der Messwerte auf die Ublichen hablogarithmischen Diagramme  beschranken.
Zudem werden vom aul¥eren Potenzgesetz nur drel oder vier Punkte efasst. Dies legt den
Gedanken nahe, dass es dch be diessm Beziehung mehr um ene Approximaion as um
enen universdlen Zusammenhang handdlt.

3.4.5 Schlussfolgerungen

Die Andyse kanonischer turbulenter Plattengrenzschichten wird in den folgenden vier Punkten
zusammengefasst und mit Bild 3.4.8 illudriert.

(1) Weder das logarithmische Gesetz noch das innere Potenzgesetz sind im gesamten
Bereich der Uberlgppungszone gliltig. Es wird eine gemeinsame Region gefunden, in
welcher belde Gesetze vergleichbar kleine bezogene Differenzen aufweisen. In dieser
Region kann keinem der beiden Gesetze der V orzug gegeben werden.

(2) Unterhdb der gemeinsamen Region exidiert eine Zone, in welcher das logarithmische
Gesetz die Experimente besser reproduziert a's das innere Potenzgesetz. Oberhalb der
gemeinsamen Region findet sch eine Zone, wo das innere Potenzgesetz in besserer
Ubereingtimmung mit dem Experiment als das logarithmische Gesetz it

N 1111
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Rein logarithmischeg L
Region (PLR) =d Reine Potenz-
] region (PPR
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Bild 3.4.8 Schematische Darstdlung der unterschiedlichen Regionen des
zaitgemittelten Geschwindigkeitsprofiles

(3) Die Einhillende dler individuelen Kurven des inneren Potenzgesetzes ig ene
logarithmische Gerade. Die gemensame Region ig die Zone im Geschwin-
digkeitsprofil in welcher das innere Potenzgesetz von dieser Einhiillenden aoweicht.
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(4) Esgibt offenschtlich keine auliere Potenzregion, wie von |. G. Barenblatt et d. (2000
a, b) vorgeschlagen. Zur Komplettierung des inneren Potenzgesetzes bietet Sich andog
der Colesschen Wakefunktion fir das logarithmische Gesetz eine spezidle
Wakefunktion an (W. K. George, L. Cadtillo 1997, M. Buschmann, 2001).

Fur Disspationsintegra verfahren ergibt sich damit zusammenfassend, dass das logarithmische Gesetz
im Verbund mit einer geeigneten Wakekomponente das zu favoriderende Geschwindigkeitsprofil fr
die zweidimensonde Grenzschichtrechnung darstdlt. Bezliglich der Werte beziehungsweise einer
Reynoldszahlabhéngigkeit der Parameter k und Ciog konnten bisher weder experimentelle noch
theoretische Arbeiten ene endglitige Aussage liefern. Es ig daher snnvall, kondante, in viden
Anwendungsfdlen bereits bewdhrte Parameterkombinationen zu wéhlen. Die hier vorgestdlten
Disspationsntegralverfahren gedaiten es dabe zudem durch die verwendeten expliziten
Geschwindigkeats- und Schubspannungsprofile beide Parameter zu variieren.



4 Algorithmen

Aus den bisher nur generdl hergdeiteten Integragleichungen sind gedignete Séize von Gleichungen
fur konkrete Berechnungsalgorithmen auszuwéhlen. Es ig dabel physkdisch snnvoll, die
Integrdsdtze mit den kleingen Exponenten der Gewichtsfunktion zu wahlen. Entsprechende
Uberlegungen fiir Integralverfahren fir zweidimensionae Grenzschichten wurden bereits von D.
Geropp (1963) vorgestellt. Zusitzlich zu diesen Integragleichungen Snd Parameterbeziehungen fur
integrale Dicken, Wandschubspannungshbeiwerte, Diss pationsintegrae etc. erforderlich. Das gesamte
Glechungssysem ig in geeigneter Form fir die numerische Ldsung aufzubereiten und
rechentechnisch umzusetzen.

4.1  Glechungssysteme fir zweidimensionale Grenzschichtrechnungen
Fagt dle bisher bekannt gewordenen Integraverfahren fir zwedimensionde Grenzschichten nutzen
zwel Integralgleichungen. Dies gilt sowohl fir Disspationantegraverfahren ds auch fur Entranment-

und Impulsmomentenverfahren. Keines der Verfahren verzichtet dabel auf die Impulsgleichung.

Die klasssche Form der Disspationgntegraverfahren (Verfahren A1) folgt direkt aus Gl. (2.2.2) fur
k=0undk =1.

k=0 dd, (2 +H )d du
Impulsbilanz~~ dx 2)ugdx @ (4.1.1)
k=1 dd, _d,du a, 6 Leeu 6 1(t/ty)
. 3 3 _ t9 S . w) Y _
Bilanz der +3 = -2¢—+ : d< = Cpp (412
mech, Energie dx ~ uydx Su o g%utz fy/d) d

Alle zur Losung dieses Glechungssysemes erforderlichen Parameterzusammenhdnge fir den
Wandschubspannungsbewert, die Formparameter und das Disspationsintegra werden aus dem
Geschwindigkeitsprofil (Gl. 3.1.20 - 21) sowie dem Schubspannungsprofil (Gl. 3.1.22) abgeleitet.
Dieses Vefaren wird im weteren A1 genannt.

Eine zusitzliche Gleichung wird fir k = 2 aus (2.2.2) abgelaltet.

dd, d,du _ a&ub4 Lt T(t/ty) y
k=2 r+(4- 3Hy) TR T ?éutﬂ ily7d dE = Cps  (413)

Diee Integrdgleichung hat keine physkaische Bedeutung im Sinne der Gl. (4.1.1, 2). lhre
Kombination mit der integrden Impulsbilanz und der Bilanz der mechanischen Energie fihrt zum
Vefaren A2, Auch fir diee Vefahren werden dle bendtigten Parameterzusammenhénge aus
(3.1.20 - 22) bestimmt.
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Die integrden, auf die Grenzschichtdicke bezogenen Grolen Verdrangungsdicke d; (4.1.4),
Impulsverlustdicke d, (4.1.5) und Energieverlustdicke ds (4.1.6) werden definitionsgemdl3 aus dem
Grenzschichtprofil (3.1.20, 21) gewonnen. Fur das Verfahren A2 wird zusétzlich die integrde Dicke
ds (4.1.7) bendtigt. Dieser Dicke kann kein physkaischer Begriff zugeordnet werden. Sie igt ds
Rechengrof3e zu verstehen. Die Formparameter Hi,, Hz, und andere werden aus Kombinationen der
Gleichungen (4.1.4) bis (4.1.7) bestimmt.

d_d1 _ Cl(sp) (4.1.4)
%2 - 0120) i Cézp) (4.15)
%3 _ zcl(sp) _ ch(zp) °3S(f) (4.16)
%4:361(;) ] 6czs(zp) +4C35(’f) ] 045(10) 417)
6.(p)= Og“u “3 dh (4.18)

Da Zusammenhang fir den Wandschubspannungsbeiwert ¢ wird ebenfdls aus dem
Geschwindigkeitsprofil (3.1.20, 21) gewonnen. Hierzu wird das Profil fir den Grenzschichtrand
geschrieben und wéahrend der Rechnung fir die aktuele Parameterkombination (Rep, Hasp)
auggewertet. Die Beziehung fir das Disspationsntegral ¢ und dessen Herleitung ist in Kapitel 3.3
néher erlautert (Sehe auch Anhang 3).

Fir die Rechnung i en System gekoppdter, linearer Differentidgleichungen zu 16sen. Als
Losungsdgorithmen fand das Runge-Kutta-Verfahren Anwendung. Die Rechnungen erwiesen Sich
as durchweg stabil. Fir die Programmierung wurde MATHEMATICA 3.0 verwendet.

Die Nachrechnung der Grenzschichtverléufe kann auf zwel Wegen gestartet werden. Die am ersten
Messort aus dem Geschwindigkeitsprofil bestimmten Werte der Impuls- und der Energieverlustdicke
fur das Vefaren Al sowie zusétzlich d4 fir das Verfahren A2 konnen direkt genutzt werden. Diese
Satwerte snd mit Vorgabe der Grenzschichtdicke, des Wakeparameters und  des
Wandschubspannungsbeiwertes jedoch ebenfdls eindeutig festgelegt. Letzterer Weg wurde fir diein
Kapitel 5.1 vorgestdlten Testrechnungen eingeschlagen.

Zusitzlich zu den genannten Startwerten it der Gradient des Wakeparameters (dp/dX)sat am
Startpunkt der Rechnung vorzugeben. Nur in wenigen Félen kann dieser Wert jedoch direkt dem
Messmaterid der enzenen Experimentaioren entnommen werden. Eine mehr oder minder
willkirliche Vaidion dieses Statwertes zeigte jedoch dessen geringen Einfluss auf die
Gesamtentwicklung der Rechnung. Es erscheint daher im Falle eines nicht aus den Messergebnissen
ableitbaren Wertes fur (dp/dx) g4t praktikabe, diesen Gradient Null zu setzen.



Allgemein wurde festgestelIt, dass die Startwerte nur bel kurzen Laufl&ngen einen Einfluss haben, der
bis zum Ende der Grenzschichtentwicklung spirbar ist. Im Falle grof¥erer Lauflangen erwelst Sch die
am Grenzschichtrand herrschende Geschwindigkeitsvertellung a's dominant.

4.2  Glechungssystemefir dreidimensionale Grenzschichtrechnungen

Wie berdts ewdhnt, ist ein Satz von dra Bilanzgleichungen hinreichend fir den Aufbau enes
Disgpationdntegrdverfahrens fir dreidimensionde Grenzschichten.

In  Abhangigket von de Formulieeung der Geschwindigketsprofile for Haupt-  und
Querdgromungsichtung benhdtet das zu |6sende Gleichungssystem eine bestimmte Anzahl von
Unbekannten. Es ist davon auszugehen, dass die Zahl dieser Unbekannten drel und damit die Zahl
der bisher diskutierten Zahl von Integralgleichungen Ubersteigt. Es erweist sich ds notwendig, weitere
Glechungen in das Sydem enzubeziehen. Im folgenden werden hierfir vier Moglichketen
angegeben.

(1) Wandreibungsgleichung

Zur Bestimmung einer Wandschubspannungsheziehung wird das Profil der Hauptstromungsrichtung
fur den Grenzschichtrand geschrieben. Lautet dieses Profil entsorechend dem Coles-Ansatz (4.2.1),
30 folgt am Grenzschichtrand Gleichung (4.2.2). Die Differentiation dieser Beziehung in % und in y-
Richtung liefert zusitzlich zwel Differentidgleichungen (4.2.3, 4).

u S, _éSu.u S axo . u

— = =L €.+ = — = + = —£ 421
m . og8 N0 K pwgdﬂ SC mit S U, ( )
£ S B LU

s % Lodg = ” |_og8 . H+2k +C (4.2.2)

+ 20010 (4.2.3)

+2 —- ge% + ——— (4.2.9)

Die Wandreibungsgleichung (4.2.3) wendete H. W. Stock (1977) in seinem Entranmentverfahren
erfolgreich an. Eine Diskussion, warum die Wandre bungsgleichung in Richtung der x-K oordinate der
in Richtung der y-Koordinate vorzuziehen sa, ligferte diese Arbet dlerdings nicht. Aus
mathematischer aber auch aus physikaischer Sicht snd beide Beziehungen gleichwertig.

(2) Gleichung der Verdréngungsdicke

Bereits im Jahr 1958 entwickelte M. J. Lighthill ene Glechung, welche die Verdrangungs-
dicke d* der Grenzschicht beschreibt (4.2.5). Die Anderung der Verdrdngungswirkung der
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Grenzschicht wird dabel ds durch ene Vertelung virtudler Qudlen und Senken verursacht
verstanden.

ﬂ_ﬂx(hZ U d*) * ﬂly(hlvd d*) = ﬂ_ﬂx(hzuedl) +ﬂ_ﬂx

(h,u,d,) (4.2.5)
Die Gleichung (4.2.5) wurde in den Entrainmentverfahren von D. F. Myring (1970) wund P. D. Smith
(1982) ds zusdtzliche Gleichung zur Bestimmung der Verdrangungswirkung herangezogen. Zur
direkten Berechnung der Grenzschichtentwicklung war se in diesen Vefahren jedoch nicht
notwendig.

Die Gleichung der Verdrangungsdicke sdlt letztlich eine Massestrombilanz und damit eine integrde
Kontinuitdtshilanz dar. Be ihrer Ableitung gent z. B. P. D. Smith (1982) dann auch von der
Entranmentgleichung  aus. In gewisem Snne wirde ihre Vewendung in  enem
Disspaionsntegra verfahren der Einflihrung der Entrainmentgleichung gleichkommen.

(3) Zusdtzliche Integralgleichungen

Die Einfhrung zusétzlicher Gleichungen aus dem Satz von Integrdgleichungen (2.2.2 - 3) ist ohne die
EinfUhrung neuer Unbekannter moglich. Alle neu auftretenden integrden Dicken dnd Uber ihre
Definitionen aus den Geschwindigkeitsprofilen und damit nur ds Funktionen der Parameter dieser
Profile darstellbar. Die bekannte Entrainmentgleichung konnte ebenfdls diesmd jedoch direkt in ein
Disspationsntegraverfahren integriet werden. Dies wirde die zusdzliche Ableitung und
Implementierung ener Entranmentfunktion erfordern.

(4) Zusétzliche empirische Beziehungen

Veglechbar der Beziehungen fir zwedimendonde Grenzschichten konnen Parameter-
zusammenhange aus Messwerten dreidimensonder  Grenzschichten gewonnen  werden.  In
Anbetracht der Dreidimensonditét misste jedoch eine enorme Anzahl von Daten ausgewertet
werden, um zu verlésdichen Parameterzusammenhéngen zu kommen.

Nach eingehender Andyse der bisher bekannt gewordenen Berechnungsverfahren und der oben
genannten Ansiize wird hier Variante (1) favorisert.

Fur enen konkreten Berechnungsdgorithmus sind ausgehend von der Zahl der Parameter des
Profilsaizes (im weiteren auch Basisvarigble genannt) entsprechend vidle integrale Bilanzgleichungen
auszuwvéhlen.  Die in diesen  Bilanzglechungen  auftretenden  integrden  Dicken,
Wandschubspannungsbeiwerte und Disspationsntegrale sind Uber Parameterzusammenhénge mit
den Parametern des Profilsatzes verknipft. Tabdle 4.2.1 fihrt die Bassvaridblen der Profilsitze
sowie die gewahlten Bilanzgleichungen an.

Das fir den Profilsatz 1 verwendete Gleichungssystem wurde in seiner urspringlichen Form -
geschrieben mit den integralen Dicken - belassen und zur Rechnung herangezogen.

Fir die Profilsitize 2 und 3 wurden die Parameterzusammenhédnge der enzelnen integrden
Dicken (Anlage 4) in die Bilanzglechungen engesetzt. Nach Differenzieren und  Umformen
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folgen patidle Differentidgleichungen fir die Bassvaridblen. Die interessierenden integraen Grof3en
werden im Anschluss an die smultane Lésung des gekoppelten Differentia glei chungssystemes mittels
der Parameterzusammenhénge bestimmt. Aus physkaischer Sicht snd beide Vorgehenswveisen
gleichwertig. Der zweite Weg it in gewissem Sinne jedoch eeganter, da er die Bilanzgleichungen auf
die urspringlichen Variablen des Problems zurtickfirt.

Tabelle 4.2.1 : Basisvariable und gewéhlte Gleichungen

Profile Bassvaiable Glechungen

Profilsatz 1/ Verfahren NM - Exponent 1/n - Impulshilanz in
- Grenzschichtdicke d Hauptstromungsrichtung

-+ 1/n-tel Potenzgesetz - Vewindungswinke by - Energiebilanzin
- Magerscher Ansatz Hauptstromungsrichtung

- Impulsbilanz in
Querdrémungsrichtung

Profilsatz 2 / Verfahren CLM - Wakeparameter p - Impulsbilanz in
- Grenzschichtdicke d Hauptstromungsrichtung

- Coles-Profil mit Wekekom+ |- Parameter der - Energigdilanzin
ponente nach Lewkowicz Wandschubspannung S Hauptstromungsrichtung

- Magerscher Ansatz - Vewindungswinkd by - Impulsbilanz in
Quergtrémungsrichtung
- Wandrelbungsgleichung

Profilsstz 3/ Verfahren CLJ - Wakeparameter p - Impulsbilanz in
- Grenzschichtdicke d Hauptstromungsrichtung

- Coles-Profil mit Wakekom- |- Parameter der - Energiébilanzin
ponente nach Lewkowicz Wandschubspannung S Hauptstromungsrichtung

- Johnston Ansatz - Parameter des - Impulsbilanz in
Quergromprofils B Quergtrémungsrichtung
- Wandrelbungsgleichung

Die Losung der Gleichungssystems erfolgt mit einem bereits von H. W. Stock (1977) eingesetzten
numerischen Algorithmus fir Entranmentverfahren, weches auch gegenwartig bel der DLR-
Braunschwelg Anwendung findet (H. Koger, G. Wichmann 1996). Die Differentidgleichungen
werden dazu in Differenzenglaichungen geschrieben und nach den Gradienten der Unbekannten in
Hauptstromungsrichtung umgeformt. Die Berechnung erfolgt von einer Startpotentialinie ausgehend
schrittweise in Hauptstromungsrichtung. Die Querstromgradienten werden nach jedem Schritt fir die
aktuelle Potentidlinie gebildet.

Fur die Sartpotentidlinie sowie die den aueren Rand der Berechnungsdoméne bildende
Sromlinie werden Stat- bzw. Randwerte vorgegeben. Die Werte auf der Startpotentidlinie
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folgen fir bede Tedfdle aus den Experimenten und tragen in den hier behanddten Tedtfdlen
zweidimensonden Charekter. Die Werte auf der Randstromlinie werden aus ener
2we dimensonden Grenzschichtrechnung mit Druckgradienteinfluss vorab bestimnnt.

4.2.1 Gleichungssystem fur Profilsatz 1/ Verfahren NM
Das Gleichungssystem fir das Verfahren NM it unter (4.2.6 - 8) angegeben. Die rechten Seiten der
Glachungen K1, K, und K3 sind unter (4.2.13), (4.2.18) und (4.2.23) angegeben.

Integrde Impulshilanz in Hauptstromungsrichtung

1J TH 1J
ﬂ—;l+JHP'12(H)W+P12(H)ﬂ—:l = K, (4.2.6)

Integrde Impulshilanz in Querstromungsrichtung

13, J2, TH

2. +P'22(H)J—HW+P22(H)2JJ—:1%- ( )j—%“ﬁ’ﬁ - K, 427)
Integrde Energiebilanz in Hauptsromungsichtung
Bu(H) 13, 8. (H) Wa, Ja gB,n( )4 Bll(H)P'ZZ(H)g‘HH
P,(H) Ts in  P,(H)& P,(H s
- 3218'12(H)1J1—;| = K, (428

Die Losung dieses Glechungssysems efolgt fir die Vaidden dy;, dxund H. Die
Parameterzusammenhénge fir die Variablen werden zunéchst zur Bestimmung der Bassvariablen
1/n, d und b, herangezogen. Weitere Parameterzusammenhénge dienen zur Bestimmung zusétzlicher
Integralgrofen und der Wandschubspannung.

4.2.2 Gleichungssystem flr Profilsatz 2 und Profilsatz 3/ Verfahren CLM und CLJ

Die Gleichungssysteme fr die Profilsdize 2 und 3 snd prinzipidl gleich aufgebaut. In beiden Falen
werden von den vier Badsvaridblen ausgehend vier Bilanzgleichungen ausgewdhit. Die vorab
betimmten Parameterzusammenhédnge fir Jyp  (Impulsverlugtdicke), J»1  (Summe aus
Vedrangungdicke des Querstromes und  "Kreuzprodukt'-Impulsverlustdicke), J,;
("Kreuzprodukt'-Impulsverlustdicke), J,,  (Impulsverlustdicke des Querstromes), Qq
(Energieverlugtdicke) und Qi (erste "Kreuzprodukt'-Energieverlustdicke) werden in die
Bilanzglechungen engesetzt. Nach Differenzieren und Umformung folgen vier patidle
Differentidgleichungen fir die Bassvariadlen p, d, Sund b, (Profilsatz 2 / Verfahren CLM) bzw. p,
d, Sund B (Profilsatz 3/ Verfahren CLJ).



Im folgenden snd fir die Impulshilanz in Haupt- und Querstrémungsrichtung sowie die Energiebilanz
in Hauptsromungsichtung die notwendigen Parameterzusammenhénge sowie die abgedteten
partiellen Differentidgleichungen fUr die Bagsvariablen angegeben. Die Beziehungen CIldmit |1 =0, 1,
2,3wdJ=0, 1, 2 3 dnd Funktionen der Bassvaridblen. Sie snd in Anhang 4 ausfihrlich
dargesdlt. Nicht fur dle CIJ lassen sch physkaisch dnnvolle Begriffe wie Impuls- oder
Energieverlusidicke finden. Diese Grol¥en snd ds Rechengrofen zu versehen. Die in den
Parameterzusammenhéngen benutzte Varisble B igt @ne formae Zusammenfassung von  tan(bo)
(Profilsatz 2 / Verfahren CLM) und B(Gs, bo) (Profilsatz 3/ Verfahren CLJ).

Impulshilanz in Hauptstromungsrichtung

ﬂ‘]n ﬂ‘le _
s +—ﬂn = K; (4.2.9
Parameterzusammenhange
C10(p) C20(p)
Ju = tlpdd i fylpg) = T2 =5E (4210 b)
. 2 _ Cllp,B
J, = f,(pSB)d;  f,(p.SB) = % (4.2.11a,b)
Pattidle Differentidgleichung fUr die Basisvarigblen
1-“:11 1-[p 1-“:ll ﬂS ﬂd 1H:12 1-[p 1-[flz ﬂs
der e td =ty td - +d o
ip Ts S 1s s fip Tn 1S fin
1,78 . fd _
+d‘ﬂB n +f, 2y " K, (4.2.12)
Rechte Sdite
K_&JeZﬂu 1ﬂhu é2‘ﬂ_u+ih
LT 2 T Tu& s h, Is 8 T2&u, n  h,
Lfu, j €19u, 1fh0 o 1fh
-J, 0 fs ngUe n +h H =1 qs (4.2.13)
Impulshilanz in Quersromungsrichtung
1-[‘]21 1-["]22 —
s +—ﬂn = K, (4.2.14)



Parameterzusammenhange

_coifp.sB)  cufpss)

J, = fy(p,SB)d ;  fu(p,SB) = S o (4.2.15 3, b)
. . co2(p,S,B’)
J, = f,(pSB)d;  fu(p.SB) = - —a (4.2.16 a, b)
Partidle Differentidgleichung fUr die Basisvarigblen
ﬂle ip ﬂle S ﬂle B ﬂ_d
o s s s T gB It s
T, o, T, 1S 9, 7B . Td _
+d p 1n +d 7S ‘Hn+d T8 1n +f22ﬂn = K, (4.2.17)
Rechte Sdite
Gw, 62%u 290 | 621y, 11
Ko = a8 s " s 4 7280 n T é
1 h, 1 7h,
B JELLL S R LU (4.2.18)
Yh, Tn 'h, qn
Energiebilanz in Hauptstromungsrichtung
Qu 1Q, _
—ﬂs + in - K, (4.2.19)
Parameterzusammenhange
C10 p, C20p,S) C30p,S
Qu = Fylps)d 1 Fyps) =2 g L s %( ), OS(f D waman
) . c11p,sB°) c21p,s B’
Qu = Fu(pSB)d ; Fy(p,SB) =2 1(52 ). 1(33 ) (4.2.21 8, b)
Pattidle Differentidgleichung fUr die Basisvarigblen
15, 9p , 9F,9S_ _ 1d
Top 15 T as s T ugs
porede (IR IS, (TR, T8, Td (4.2.22)
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Rechte Sate

€3 fu, 1 Th,u €3 u, Sﬂhu

K3 Qlle ﬂ-s + h2 ﬂSH- QlZe ﬂn h ﬂnu
é2 fu, 2 Th, 2 1h,
- 8 — +__,- T . .
ngue in h ‘ﬂnH QZlh2 s (4.2.23)

Die vierte Gleichung wird mit der so genannten Wandreibungsgleichung in Hauptstromungsrichtung
gefunden (4.2.3, 4.2.24). Diese Gleichung folgt, wenn das Grenzschichtprofil in Haupt-
stromungsrichtung (2.4) fur den Grenzschichtrand y = d geschrieben und in Hauptstromungsrichtung
differenziert wird.

i7d fip & 167S _ 1 Tu.
avs " oes & SeTs T UL vs (4.2.24)

In Matrizenschreibweise lautet das komplette Gleichungssystem entsprechend (4.2.25). Die
Koeffizienten A; sind reine Funktionen der Basisvarigblen. Se kdnnen explizit dargestellt werden.
Es wird jedoch hier bedingt durch den grofRen Umfang der Funktionen auf deren Dargellung
verzichtet.

aeﬂp/ﬂSO
Q‘HS/'HS_
?\12 A12 O Al4 AlS A16 Al7 A189 (;ﬂ B/ﬂs §<19
A A A A A A A A K,
g 21 22 23 24 25 26 27 28_ gﬂd/ﬂs_ — (;', 2; (4225)
GAs Ap 0 Ay Ay Ay Ay Ag Q‘Hp/‘ﬂn gK3;
eA41 A42 0 A44 0 O 0 0 ﬂ gﬂs/ﬂn_ eK4Q
‘ﬂB/‘ﬂn
g‘ﬂd/‘ﬂ ng
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5 Testrechnungen

Zur Uberpriifung der entwicketen Grenzschichtberechnungsverfahren wurden Messergebnisse
herangezogen. Im Folgenden werden die Tedfdle vorgestdlt sowie die berechneten
Grenzschichtverlaufe mit den Messungen verglichen.

51 Zweidimensionale Testfélle

Zum Test der Algorithmen A1 und A2 fir turbulente 2d-Grenzschichten wurden sechzehn Grenz-
schichten mit insgesamt 129 Messorten nachgerechnet. Vierzehn Grenzschichten siammen von der
1968-AFSR Stanford Conference (D. E. Coles, E. A. Hirt, 1968). Gewahlt wurden diese Tedtfdle,
um einen Vergleich mit Nachrechnungen, welche aus der Literatur bekannt sind, durchfiihren zu
konnen (D. C. Wilcox, 1993). Fir die Testrechnungen wurden nur solche Grenzschichten der 1968-
AFSR Stanford Conference zugelassen, bel welchen die Abweichung zwischen linker und rechter
Sate der integrden Impulshbilanz kleiner ds 10 % ist. Die Nachrechnung der Grenzschichten IDENT
1100, 1200 und 2100 wurde aus diesem Grund nicht bis zum letzten Messpunkt gefiihrt. Zusdizlich
zu diesen vierzehn Grenzschichten wurden zwe Grenzschichten mit darker Verzogerung von
I. Maruscic (1991) in die Betrachtungen einbezogen. In Anlehnung an D. C. Wilcox (1993) wurden
die Testfalle entsprechend ihres Druckgradienten in vier Gruppen untertellt.

Tabdlen5.1.1  Gruppen 1 und 2 der berechneten turbulenten zweldimensionden
und5.1.2: Grenzschichten (Abkirzungen sehe folgende Saite)

Gruppe 1 : Grenzschichten ohne bzw. mit negativem Druckgradienten

Benennung SG/G Bemerkungen und Origindautor
IDENT 1400 all ebene Platte / K. Wieghardt
IDENT 1300 b/1 Nichtgleichgewicht / E. Ludwieg, W. Tillmann
IDENT 2700 alz2 negativer Druckgradient, Gleichgewicht
H. Herring, J. Norbury
IDENT 6300 b/1 Gleichgewicht / W. J. Bauer

Gruppe 2 : Grenzschichten mit schwach positivem Druckgradienten

Benennung SG/G Bemerkungen und Origindautor

IDENT 1100 b/1 Nichtgleichgewicht / E. Ludwieg, W. Tillmann

IDENT 2100 d/ 1 Profilfligd / G. B. Schubauer, P. S. Klebanoff

IDENT 2500 alz2 Gleichgewicht / P. Bradshaw

IDENT 4800 b/1 Nichtgleichgewicht / G. B. Schubauer, W. G. Spangenberg




Tabellen 5.1.3  Gruppen 3 und 4 der berechneten turbulenten zweldimensionaen
und5.1.4: Grenzschichten
SG ... Schwierigkeitsgrad nach F. M. White (zitiert in R. Voges 1979)
a..sehrleicht, b ... leicht, c ... schwer, d ... sehr schwer
G... Giite der Messungen nach D. E. Coles, E. A. Hirt (1968)
1..gut, 2...mitte, 3 ... mange haft

Gruppe 3 : Grenzschichten mit moder at positivem Druckgradienten

Benennung SG/G Bemerkungen und Origindautor

IDENT 2400 d/ 1 Druckgradient auf Null abfalend / P. Bradshaw

IDENT 2600 all Gleichgewicht / P. Bradshaw

IDENT 3300 d/ 1 Gleichgewicht / P. Bradshaw

IDENT 4500 d/ 2 Nichtgleichgewicht / G. B. Schubauer, W. G. Spangenberg

Gruppe 4 : Grenzschichten mit stark positivem Druckgradienten

Benennung SG/G Bemerkungen und Origindautor

IDENT 1200 d/ 3 Nichtgleichgewicht / E. Ludwieg, W. Tillmann

IDENT 4400 d/ 2 Nichtgleichgewicht / G. B. Schubauer, W. G. Spangenberg
APG 10 Nichtgleichgewicht / I. Maruscic

APG 30 Nichtgleichgewicht / I. Maruscic

5.1.1 Bewertungder zweidimensionalen Verfahren

Die Bewertung der Algorithmen Al und A2 efolgt im Wesentlichen durch enen Vergleich der
Rechenergebnisse mit den Messwerten der Wandschubspannung. Zudem werden Mess- und
Rechenergebnisse der Reynoldszahl (Rep, Reg) gebildet mit der Impulsverlustidicke bzw. der
Energieverlustdicke sowie der Formparameter Hy, verglichen. In Anlehnung an die Arbeiten von R.
Voges (1979) und D. C. Wilcox (1993) werden zwei Bewertungsgrofien gebildet.

FUr eine globale Aussage Uber die Abwelchungen der Rechen von den Messergebnissen wird die
mittlere Abwe chung zwischen diesen Werten (V oges- Parameter) bestimmt.

|gi,Rechnung - gi,Meawng

( )_ 100% * 3
v 9= m |a:1| gi,Meﬁung |

m ... Anzahl der untersuchten Messwerte
g ... ¢, Rep, Reg, Hiz (5.1.1)
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Eine sensblere Aussage bezliglich der Quditét der Verfahren liefert die relaive Abweichung nach D.
C. Wilcox (1993) (Wilcox-Parameter). Hierzu werden zuerst die Betrége der Differenz zwischen
gemessenem und berechnetem Wandschubspannungsbeiwert an der letzten Station einer jeden
Grenzschicht summiert. Anschlie?end efolgt die Addition dler gemessenen  Wandschub-
spannungsheiwerte an diesen Orten. Die Bewertungsgrofe W(c) ist der Quotient dieser beiden
Summen.

n
[]

a- Cf,Rechnung - Cf,Messung
j=1
W(c,) =100% .

[ *
a- Cf,Messung
j=1

n ... Zahl der Testrethen

¢ ... Wandschubspannungsbeiwert am letzten Ort der Testreihe (5.1.2

In Tabele 515 dnd die Ergebnisse der Bewertung fur die vier Gruppen von Grenzschichten
beziiglich des Wandschubspannungshewertes zusammengefasst. Generdll ist festzustellen, dass der
Wilcox-Parameter groliere Werte anzeigt. Diesist auf die Bewertung nur des letzten berechneten o~
Wertes zurtickzufiihren. Da V orwértsschrittverfahren betrachtet werden, akkumulieren schin diesem
Punkt dle bisherigen Abwelchungen der Berechnung von der Messung. Zudem liegt dieser Punkt fir
die Gruppen 3 bis 4 in Ablésenghe. Der Wert der Wandschubspannung ist hier sehr klein. Geringe
Abweichungen der berechneten Wandschubspannungsbeiwerte vom Messwert fihren daher bereits
zu reldiv grof3en Wilcox- Parametern.

Weaitere gemittelte rdative Abweichungen zwischen Messung und Rechnung (V oges- Parameter) sind
in Tabelle 5.1.6 angegeben.

Tabdle5.15: Vergleich der Parameter V(¢) und W(c) des Wandschubspannungsbelwertes
" D. C. Wilcox (1993)
Al A2 R.Voges | D.C.Wilcox |D.C.Wilcox
(1979) k,e - Moddl |k,w - Moddl
Gruppe| V() | W(c) | V(&) | W(c) V(c) W(c) W(c)
() | 21%| 35% | 14% | 22% | 1.3-126% | 3.0-90% |1.0- 20%
(2 | 49% | 10.7%| 54% | 13.2%| 16.3-755% | 27.0- 51.0 % 4.0 %
(3 | 87% | 15.0%| 99% | 124%| 3.1-30.0% | 40.0-66.0% | 4.0-6.0%
(4 | 60% | 103%| 46% | 11.4%| 11.4- 39.4% | 55.0- 105.0% | 6.0- 12.0%
E | 47% | 85% | 46% | 82% | 88-449% | 36.0-58.0% | 4.0-6.0%

70



Tabelle5.1.6: Verglech der mittleren reativen Abwe chungen (V oges- Parameter) der
Verfahren A1 und A2 beziiglich Reynoldszahlen und Formparameter

Al A2
V(Reg) 4.6 % 5.0 %
V(Reg) 4.7 % 4.9%
V(Hz) 2.7% 2.6 %

Ein Veglech der mit den hier vorgestdlten Disspaionsntegraverfanren berechneten
Wandschubspannungsverlaufe  zeigt  die  Uberlegenheit  dieser  Verfahren gegeniiber  den
herkémmlichen k, e-Modellen und sowie anderen Zwe- Glechungs-Turbulenz-Modelen. Dies it
besonders bemerkenswert, da der Wandschubspannungsbelwert kein integrder Wert wie die
Grenzschichtdicke igt. Ergt die Ergebnisse mit dem k,w-Verfahren nach D. C. Wilcox (1993) liefern
bessere Ergebnisse ds die Disspationsntegraverfadren. Ein Verglech mit  bisherigen
Dissipationsntegrdverfahren fir zwedimensonde Grenzschichten falt ebenfals zu Gungen der
Vefdren A1 und A2 aus So gibt zum Besid M. Buschmann (1992) fir das
Disspationsntegraverfahren nach K.-O. Fesch (1972) eine mittlere relative Abweichung zu
Messungen mit 15 - 22 % an. Ursache dieser Verbesserung it letztlich die Nutzung eines expliziten
Geschwindigkeitsprofiles.

Die Reynoldszahlen der Impulsverlustdicke und der Energieverlustdicke sowie der Formparameter
H,, werden in rdativ guter Ubereinsimmung mit den experimentellen Ergebnissen berechnet (Tabelle
5.1.6, sehe auch Bild 5.1.2). Beide Vefaren zeigen in etwa die gleichen Werte des Voges
Parameters. Die Werte der relativen mittleren Abweichung der Reynoldszahlen sind vergleichbar den
entsorechenden Werten (ca 6 %), weche in M. Buschmann (1992) fur das
Disspationsntegraverfahren nach K.-O. Felsch (1972) angegeben werden. Sie liegen jedoch unter
dem Wert von 12 %, welcher in R. Voges (1979) fur 33 nachgerechnete Grenzschichtverlaufe der
1968- AFOSR Stanford Conference (eingeschlossen der hier behandelten Testfdle) zu finden i<

5.1.2 Ausgewdhlte Testbeispiele

Die Ergebnisse der Nachrechnung fir die Grenzschicht IDENT 2100 (Tragfligel umstromung Gruppe
2) und fur die relaxierende Grenzschicht nach einer Stufe nach M. D. Driver, H. L.
Seegmiller (1985) werden im folgenden kurz néher diskutiert.

Tragfligedumstrémung IDENT 2100 nach G. B. Schubauer, P. S. Klebanoff

Das Bild 511 zegt die fur Tragfligd charakterigische Geschwindigkeitsverteilung am

Grenzschichtrand. Die anfangliche Beschleunigung geht in ein Gebiet konstanten Druckes Uber. Dem
schliefd Sch eine Verzogerung bis zur Abldsung der Strémung an.
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Die beiden Disspationsntegraverfahren A1 und A2 liefern mit Ausnahme der Wandschubspannung
im Bereich der verzogerten Stromung nahezu identische Ergebnisse. Fir die Bestimmung des Voges-
Parameters wurden die Ergebnisse bis x = 6.069 m bertickschtigt. Es ist jedoch festzustellen, dass
bis ca. x = 7.000 m noch eine sehr gute Ubereingtimmung zwischen Rechnung und Messung besteht.
Bemerkenswert ist, dass die Rechnung problemlos den Anderungen des Vorzeichens des
Druckgradienten folgt. Die Rechnung wird bis zum Ende der Lauflénge gefiihrt, ohne dass Abldsung
entritt. Oberhdb ca x = 7500 m ig jedoch eine stérkere Abweichung aler berechneten
Grenzschichtgrolien von den Messungen zu beobachten.
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Bild 5.1.1 : Grenzschicht an einem tragflligelartigen Korper (IDENT 2100)
Geschwindigkeitsvertellung und Wandschubspannungsbe wert
- Experiment ; — Algorithmus Al ; — Algorithmus A2
Grenze der Berechnung infolge experimentdler Ungenauigket
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Bild 5.1.2 : Grenzschicht an einem tragflligelartigen Korper (IDENT  2100)
Reynoldszahlen der Impuls- und der Energieverlustdicke
(Legende seheBild 5.1.1)
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Bild5.1.3: Grenzschichtprofile fir IDENT 2100
- Experiment ; — Algorithmus Al ; — Algorithmus A2
linksoben : PodtionP1  x=14.0ft (IDENT 2117/ 2118)
rechtsoben : PodgtionP2 x=17.5ft (IDENT 2121)
linksunten : PogtionP3  x=185ft (IDENT 2123)
rechtsunten : PodstionP4  x=195ft (IDENT 2125)
(Pogtion P1 bis P4 sehe auch Bild 5.1.1)
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Bild5.1.4: Schubspannungsprofile fir IDENT 2100 (Legende sehe Bild 5.1.3),

schwarze Kurven zeigen t / t,, entsprechend experimenteller Werte
vonp, S,zundb

73



Wiederangelegte, relaxierende Grenzschicht nach M. D. Driver, H. L. Seegmiller

Der Tedtfdl der wiederange egten Grenzschicht nach einer riickspringenden Stufe gehdrt nicht zu den
sechzehn Tedfdlen aus Kapited 5.1. Dieser Typ von Grenzschicht ist jedoch von grofem
praktischem Interesse flr Stromungen mit komplexer Geometrie und wird hier zusitzlich diskutiert.
Eine ausfihrliche Besprechung dieser Stromung wird in M. D. Driver, H. L. Seegmiller (1985)
gegeben. Die Experimente wurden in enem Niedergeschwindigkeitswindkana bel ener Anstrom-
geschwindigkeit von 44.2 m/s (Ma = 0.128) durchgefiihrt. Die Geschwindigketsverteillung im
Bereich des Wiederanlegens zeigt Bild 5.1.5.

Die berechnete Entwicklung der Wandschubspannung zeigt Bild 5.1.6. Beide Verfahren bestimmen
den zuerst starken und sich dann verlangsamenden Angtieg von G tendenzidl richtig. Das Verfahren
Al zeigt dabel jedoch eine etwas bessere Ubereingtimmung mit den Messwerten. Eine durchweg
gute Ubereingimmung wird mit beiden Verfahren bei der Berechnung der Reynoldszahlen gebildet
mit Verdréngungs-, Impulsverlust- und Energieverlustdicke erzielt (Bild 5.1.7).
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Bild5.15: Geschwindigkeitsvertellung ener wiederanlegenden Grenzschicht nach
M. D. Driver, H. L. Seegmiller (1985)
- Experiment ; — Start der Berechnung
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Bild5.1.6: Wandschubspannungsbeiwert einer wiederanlegenden Grenzschicht nach
M. D. Driver, H. L. Seegmiller (1985)
- Experiment ; ----- Fehlerband der gemessenen Wandschubspannung
— Algorithmus A1 ; — Algorithmus A2
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Bild 5.1.7 : Reynoldszahlen der Verdréngungs-, der Impuls- und der Energie-
verlugtdicke einer wiederanlegenden Grenzschicht nach M. D. Driver,
H. L. Seegmiller (1985)
(Legende sehe Bild 5.1.6)

An den Punkten P1 bis P4 (Koordinaten sehe Bild 5.1.5) wurden die Grenzschichtprofile (Bild
5.1.8) sowie die Schubspannungsprofile (Bild 5.1.9) berechnet und dargestellt. An den Orten P1 bis
P3 zeigen die Grenzschichtprofile, welche mit den Verfahren A1 und A2 berechnet wurden, gute
Ubereingtimmung mit den Messwerten. Insbesondere die Riickbildung der zuerst stark ausgepragten
Wakezone wird korrekt wiedergegeben. Im Wesentlichen it auch das Profil am Ort P4 richtig
berechnet. Eine gewisse Abweichung vom Experiment wird im Bereich des logarithmischen Gesetzes
festgestellt. Die Abweichung igt jedoch nicht so stark, d's dass es zu einer falschen Berechnung der
integralen Dicken kommen wirde (Bild 5.1.7). Die Ursache kdnnte durch die Begrenztheit der
Universdité der Kondanten k und Ci,q des logarithmischen Gesetzes fir relaxierende
Grenzschichten oder durch experimentelle Fehler begriindet sain.

Die Abweichungen am Ort P1 der berechneten Schubspannungsprofile von den Messwerten snd
durch die Herleitung des Schubspannungsprofiles zu erkléren. Bel dieser Herleitung wurde die
eineindeutige Zuordnung von Geschwindigkets- und Schubspannungsprofil (Kap. 3.1.2) sowie die
uneingeschrankte Glltigkeit der Prandtlschen Grenzschichtgleichung (GI. 3.1.1 @) vorausgesatzt. Im
Grenzschichtbereich kurz nach dem Wiederanlegen ist dies jedoch infolge der Wirkung der
Norma spannungen nur begrenzt gultig. Mit wachsender Entfernung vom Wiederanlegeort nimmt die
Uberéingimmung zwischen den berechneten  Schubspannungsverteilungen  sowohl  mit  den
Messwerten ds auch untereinander deutlich zu.
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Bild5.1.8: Grenzschichtprofile einer wiederanlegenden Grenzschicht nach M. D. Driver, H. L.
Seegmiller (1985)
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Experiment ; — Algorithmus Al ; — Algorithmus A2
linksoben : PodtionP1 x/H=10
rechtsoben : PodtionP2 x/H=16
linksunten : PodtionP3  x/H=20
rechtsunten : PodtionP4 x/H=32
(Position P1 bis P4 sehe auch Bild 5.1.5)
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Bild5.1.9: Schubspannungsprofile einer wiederanlegenden Grenzschicht nach

M. D. Driver, H. L. Seegmiller (1985) (Legende siehe Bild 5.1.6)
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5.2 Dreidimensionale Testfalle

In der Literatur snd mehrere Messungen dreidimensionder druckgradientengetriebener turbulenter
Grenzschichten zu finden. Ubersichten hierzu liefern unter anderem die Arbeiten von M. S. Olcmen,
R. L. Smpson (1992) und J. P. Johnston, K. A. Flack (1996). Es wurden zwei Testbeispiele
ausgewahlt, welche beide a's Entwicklung einer dredimensionden Grenzschicht vor einem Hindernis
zu kategoriseren snd. Beide Experimente wurden zur Erkundung der Grenzschicht auf enem
Flugzeugrumpf vor der Einbindung eines Tragflligels durchgefiihrt. Sie stehen jedoch gleichermal3en
gdlvertretend fir dle dreidimensonaden Grenzschichten, welche durch ein Hindernis gestort werden.
Die Datensdtze sind in der Datenbank des European Research Community on Flow Turbulence and
Combustion (ERCOFTAC, http://ercoftac.mech.surrey.ac.uk/) verflgbar.

Fur beide Testfdle wurde die rebungsfreie Aulenstromung mittels der Potentidtheorie bestimmt (W.
Albring, 1961). Die Verdrangungswirkung der Grenzschichten, welche sch an den Hindernissen
selbst aushilden, sowie der Rezirkulationsgebiete vor den Hindernissen wurde as klein und damit
vernachldssigbar eingeschéizt.

Integrae Grenzschichtdicken wie J13, J21, Q1 und J,,, Formparameter H, Wandschubspannung
U , Potenz n und Verwindungswinkd b snd Ergebnisse, welche von den meisten Integraverfahren
geliefert werden. Ba Verfahren wie den vorliegenden, welche mit expliziten Geschwindigkeitsprofilen
arbeiten, konnen zusitzlich mit Hilfe der Parameter dieser Profile die Geschwindigketsvertellungen,
der Stromungswinkd sowie der Winke zwischen den Gradienten der Geschwindigkeiten ds
Funktionen der wandnormaen Koordinate berechnet werden. Diese Ergebnisse werden in den
Anhéngen 5.1 und 5.2 mit Experimenten verglichen. Ein Vergleich der Algorithmen CLM und CLJ
mit dem Algorithmus NM beziiglich der Basisvaridblen igt infolge der verschiedenen Bassvariablenin
den einzelnen Verfaren nur eingeschrankt moglich. Gleches gilt fir den Verwindungswinkd aus
Verfahren CLM. Er it keine Bagsvariableim Verfahren CLM.

5.2.1 Testbeispiel 1- Dreddimensionale Grenzschicht vor einem senkrecht auf einer
ebenen Wand stehenden Zylinder mit Nachlaufkér per nach R. Dechow,
K.-O. Felsch

In den Arbeiten von R. Dechow (1976) und K.-O. Felsch et a. (1983) wurde die turbulente
dreidimensionale Grenzschicht vor einem auf einer ebenen Plaite angebrachten Zylinder (A 0.320 m)
mit Nachlaufkdrper untersucht (Bild 5.2.1). Die betrachtete Grenzschicht entwickelte sich von einem
zweidimensonaen Zustand (ohne Querstrémungskomponente) unter Einfluss des Druckgradienten,
welcher von dem Hindernis aufgeprégt wurde, zu einer dreidimensonden Grenzschicht. Die
Angromreynoldszahl gebildet mit Zylinderdurchmesser und der Ansiromgeschwindigkeit betrug ca
4.77 * 10°. Das Strromungsmedium war Luft. Die Messungen wurden mit X-Hitzdrahtsonden
durchgeftinrt.

Zur Vdidierung der Berechnungsmethoden wurden an neun verschiedenen Orten gemessene
Geschwindigketsprofile herangezogen. Alle Messorte liegen auf einer gemeinsamen Aul¥engromlinie.
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Am Fuid des Zylinders bildet sch en Hufeisenwirbe aus. Dieser Wirbel erzeugt ene intendve
Rucksromung von auf den Zylinder auftreffendem Fuid. Diese Riickstromung, welche unterhalb des
Hufesenwirbels direkt an der Patte efolgt, bildet ene Sekundéagrenzschicht. Diese
Sekundérgrenzschicht schiebt sich entgegen der Hauptstromungsrichtung unter die ankommende
Grenzschicht und fuhrt zur dredimensonden Abldsung. Detallierte Untersuchungen zur Strémung
um enen tragfligdartigen, in ene Wand engebundenen Korper wurden von W. J. Devenport,
R. L. Smpson (1992) vorgestel It und gehdren zu den Voruntersuchungen zu Testbeispid 2.

Die Messorte 1 bis 6 (Zéhlung in Richtung der Zustrémung) liegen aul¥erhab des Gebietes der
dreidimensonalen Ablsung. Am Ort Nr. 1 it die Grenzschicht zweidimensond, wanddt sich von
dajedoch kontinuierlich zu einer voll ausgebildeten dreldimensionden Stromung.

Die Badsvaridblen p, d, bo und u werden von den Vefahren CLM und CLJ nahezu
Ubereingimmend und mit verglechbarer Glte bestimmt (Anhang 5.1, Bild 1, 5). Stérkere
Abwechungen treten beim Verfahren NM auf (Anhang 5.1, Bild 9). Dies ist insbesondere durch die
begrenzte Anwendbarkeit des Potenzansatzes fur dreidimensonde Grenzschichten bedingt. Die
Grenzschichtdicke wird von den Verfahren CLM und CLJ Uber dem gesamten Messbereich gut
wiedergegeben. Wakeparameter p und Wandschubspannungsgeschwindigkeit u zeigen im vorderen
Bereich der Grenzschicht (X < 0.45 m) eine ebenfalls gute Ubereingimmung mit den Messwerten. Im
Vergleich mit dem Verfahren NM wird eine verbesserte Berechnung dadurch erreicht, dass y in
den Vefahren CLM und CLJ ene Bassvaidde ig. Mit zunehmender Querstromkomponente
wachsen die Abweichungen zwischen Messung und Rechnung jedoch an. Insbesondere der
berechnete Wakeparameter kann dem sarken Angstieg der Messwerte, welcher in Abldsendhe
(x> 0.5 m) zu beobachten ist, nicht folgen. Der Verwindungswinkd b, wird von dlen drel Verfahren
zu klein besimmt. Den experimentellen Daten am néchsten kommt dabe das Verfahren CLM mit
dem Magerschen Ansatz fir das Querstromprofil.

Verdrangungs-, Impulsverlust- und Energieverlustdicke (d, di; und Dy;) sowie der Formparameter
H werden von den Verfahren CLM und CLJ nahezu identisch bestimmt und folgen den Messwerten
relativ gut. Dies liegt in der ebenfals nahezu identischen Berechnung der Basisvariablen, welche fir
die Bestimmung der genannten Integrdgrofien erforderlich sind, begriindet. Wie die Bilder im
Anhang 51 zeigen, werden diee integraen Dicken gleichemal3en zu grold3 besimmt. Die
wesentlichste Ursache hierfir ist die Berechnung etwas zu grof3er Werte flr die Grenzschichtdicke.
Vergleichbar dem NM-Algarithmus zeigen die Verfahren CLM und CLJ bezlglich der integraen
Dicken J »; ("Kreuzprodukt'-Impulsverlustdicke) und J 2, (Impulsverlustdicke des Querstromes) eine
teilweise sehr gute Ubereingimmung mit den Messungen. Fir stérkere Querstromkomponenten hat
jedoch offenbar der Querstromansatz nach Johnston Vorteile.

Die Bilder 3 und 7 des Anhangs 5.1 zeigen in der jewells linken Spdte die hablogarithmische
Dagdlung gemessener und berechneter Geschwindigkeitsprofile in Hauptstromungsrichtung
an den Stationen 2, 4, 5 und 7. Die Ergebnisse der Vefahren CLM und CLJ unterscheiden
dch wiederum nur geringfiigig. Bis Station 5 ig eine gute Ubereindimmung zwischen
Rechnung und Messung zu beobachten. In Nahe der dreidimensonden AblGsung (Postion 7)
ig en sakes Abwechen der Rechnungen, insbesondere im Auf¥enbereich der Grenzschicht
feszustdlen. Ursache ig der zu klein bestimmte Wakeparameter p an diesem Messort. In
Bild 11 (linke Spdte) des Anhangs 5.19nd die mit dem Vefaren NM gewonnenen
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Geschwindigkeitsvertellungen in Hauptstromungsrichtung hablogarithmisch aufgetragen. Fir Profile
mit geringer Aushiegung des Wakebereiches von der logarithmischen Geraden (z. B. Station 2) wird
eine gewisse Ubereingtimmung zwischen Messung und Rechnung gefunden. Diese ist jedoch geringer
as ba den Vefahren CLM und CLJ. Be Profilen mit ausgeprégtem Wekebereich werden die
Schwéchen des 1/n - td Potenzgesetzes beziiglich der Moddlierung dreidimensonder Grenz-
schichten deutlich schtbar.

Die jewells rechten Spalten der Bilder 3 und 7 des Anhangs 5.1 stellen die Hodographen der
Geschwindigketsvertellungen dar. Die Messergebnisse zeigen, dass die Hypothese enes
Dreiecksmodells, welche von J. P. Johnston (1960) aufgestellt wurde, fir Testbeispie | gut zutrifft.
Im aul¥eren Grenzschichtbereich ig en linearer Zusammenhang zwischen v / U, und U / W zu
beobachten. Fur den inneren Grenzschichtbereich liegen nur wenige Messpunkte vor. Ein lineares
Abfdlen der Vertelung hin zum Koordinatenursprung ist jedoch andeutungsweise zu erkennen.
Vergleicht man die Ergebnisse der Verfahren CLM und CLJ, so finden sich prinzipiell voneinander
abweichende Kurven der berechneten Hodographen. Wéahrend das Verfahren CLM dreieckige
Velafe zdgt, lifet CLJ eine Gerade mit dem Angieg -B(cs, tan(bo)). Letzteres liegt im
Querstromansatz nach J. P. Johnston (1960) begriindet. Er bertickschtigt nur den &ul3eren
Grenzschichtbereich in linearer Form (3.2.24). Eine Komplettierung dieser Vertellung kann mit einer
Geraden der Steigung tan(b) entsprechend Gl. 3.2.23 erfolgen.

Die Bilder 4, 8 und 12 des Anhangs 5.1 zeigen die Verteilungen des Stromungswinkels bea (3.2.2)
und des Winkes der wandnormalen Geschwindigkeatsgradienten bega (3.2.3) in linearer Darstellung.
Uber grofle Bereiche der Grenzschicht (0.2 < y/d < 1.0) wird eine gute Ubereingimmung der Mess-
werte des Stromungswinkes bea und der mit den Verfahren CLM und CLJ berechneten Verléaure
gefunden. Das Vefaren NM zeigt hingegen nur im oberen Bereich der Grenzschicht (0.5 <vy/d <
1.0) eine geringe Abweichung vom Experiment. Am Grenzschichtrand bestimmen dle drel Verfahren
den Winkd bga korrekt zu Null. Der Winkd bega wird von den Verfahren CLM und CLJ im
Bereich 0.4 < y/d < 1.0 gut wiedergegeben. Beide Algorithmen bestimmen fur den Grenzschichtrand
Werte ungleich Null, welche gut mit den experimentellen Aussagen Ubereingimmen.

5.2.2 Testbeispid Il - Dreddimensionale Grenzschicht vor einem senkrecht auf einer
ebenen Wand stehenden Tragfliigel mit eliptischer Nase nach S. M. Olcmen,
R. L. Smpson

S. M. Olemen, R. L. Simpson (1995) untersuchten die Grenzschicht auf einer ebenen Wand vor
einem entsprechend dem NACA0020-Profil audaufenden zylindrischen Fliigel mit dliptischer Nase
(Skizze sehe Anhang 5.3). Die Achsen der Ellipse hatten ein Verhditnis von 3 : 2. Die Langen der
Halbachsen betrugen a = 0.054 m und b = 0.036 m. Das Profil hatte eine Lange von 0.305 m. Die
Angrémreynoldszahl gebildet mit Profillange und Anstrémgeschwindigkeit betrug ca. 5.55 * 10°.
Das Stromungsmedium war auch hier Luft. Die Grenzschicht wurde 0.229 m stromauf der Profilnase
an 12 Pogtionen quer zum Kana mittels Hitzdraht vermessen und an diesen Orten ds ungestorte
zweidimensonae Grenzschicht charakterisert. Von diesen Messungen leiten sich die Startwerte der
Rechnung ab.

Von den expeimentel bestimmten Geschwindigketsvertelungen wurden 25 - acht mit LDA
sowie 17 mit Hitzdraht - vermessene Profile zur Vdidierung des Berechnungsagorithmus
augewdhlt. Die LDA-Messungen wurden in Stromungsichtung links vom Hindernis und die
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Hitzdrahtmessungen rechts von diesem aufgenommen. Die Linie, welche die Messrehen jewells
mitanander verbindet, it an der Symmetrieachse des Hindernisses gespiegelt. Beide Messrethen
konnen daher zusammengefasst werden. Im Gegensatz zum Tedtfdl 1 liegen die Messorte jedoch
nicht auf einer gemeinsamen Aulengromlinie. Die Berechnungsergebnisse fur Testfal 11 wurden
daher ds Punkte in die Diagramme eingetragen und nicht zu Kurvenztigen verbunden. Bild 5.2.2 zeigt
die Messorte fur den Tedtfdl 1l. Die integrden Dicken dj, dij, Dig, dio und dy,, Welche aus den
LDV-Messungen bestimmt wurden, snd in S. M. Olcmen, R. L. Smpson (1995)
zusammengefasst. Die entsprechenden Werte fir die Hitzdrahtmessungen wurden direkt aus den
aufgemessenen Geschwindigkeitsprofilen bestimmt. Der Wakeparameter p wurde aus den LDV-
Profilen bestimmt.

Bereits die Andyse des Testhespiels | lieferte wesentliche Aussagen Uber die betrachteten
Integralverfahren. Sofern das Testbeispid 11 diese Ergebnisse bestétigt, werden Se hier nicht erneut
besprochen. Die folgende Diskusson konzentriert sch auf die Spezifik der Nachrechnung der
Grenzschicht nach S. M. Olcmen, R. L. Simpson (1995).

Die Messungen von Tesbesiid |1l zegen neben dem Gebiet der sch aushildenden
Dredimensonditét der Grenzschicht auch den Bedch des dch  zuriickstdlenden
Verwindungswinkels. Dieses Riickstdlen von b wird von dlen Verfahren wiedergegeben jedoch mit
unterschiedlicher Giite. Die berechneten Verteilungen héngen, wie auch bel anderen direkten
Integralverfahren zu beobachten, den gemessenen Werten nach. Dieses zu langsame Anwachsen des
Vewindungswinkes fihrt zu enem zu weit sromeb liegenden Maximum der Vertellung bo(X).
Richtet man die Bewertung der drei Verfahren an der Ubereingimmung zwischen berechneten und
experimentel besimmten Verwindungswinkds aus, so ig das Vefahren CLM ds das beste
enzugufen. Die Lage (x-Koordinate) des Maximawertes des Verwindungswinkes bomax Wird von
diesem Verfahren rdaiv gut gefunden. Der Betrag dieses Winkdsist jedoch um ca 5° zu klein.

Die Bassvaiablen p, d und u (Vefahren CLM, CLJ) werden telwese in sehr guter
Ubereindimmung mit dem Expeiment besimmt. Dies gilt insbesondere fir die
Wandschubspannungsgeschwindigket. Grof3ere Abweichungen treten erst nach dem Maximum des
Verwindungswinkds auf. Der Wakeparameter p falt im Intervdl -0.05 < x < 0 unter die Werte,
welche aus den Experimenten folgen (Anhang, Bild 2, 6).

Bis zum Ort des maximaen Vewindungswinkels wachsen die integraen Dicken dj, d;; und Dyg
infolge der zunehmenden Nahe zum AblGsegebiet, welches sich direkt vor dem Hindernis ausbildet,
an. Danach, im Bereich des sch zuriickselenden Verwindungswinkds, fdlen dle dra Grolien
wieder. Die von den Vefahren CLM und CLJ berechneten Verlaufe dieser integrden Dicken
piegeln die generdle Grenzschichtentwicklung wieder. Die berechneten Werte sind dabel kleiner als
die entsprechenden LDV-Werte jedoch grofléer ds die Werte, welche aus den Hitzdrahtmessungen
folgen. Der Formparameter der Hauptstromung H stimmit gut mit dem Experiment Uberein.

Die integrden Dicken der Querdromung zeigen ebenfdls en Vehdten, weches
entsorechend der Entwicklung des Verwindungswinkds untertellt werden kann. Im vorderen,
quas zweidimensonden Berech der Grenzschicht snd diese Grolen nahezu Null. Thre
Betrége wachsen mit zunehmendem Vewindungswinke an. Dies wird von den Rechnungen
wiedergegeben. Das berechnete Anwachsen Ubersteigt jedoch deutlich die experimentell
gefundenen Werte. Der Querstrom wird hier offenschtlich zu grof3 bestimmt. Im Bereich des
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dgch zurlckstdlenden Vewindungswinkels verkleinern dsich die integrden Dicken dy; und dy
wieder. Mit dem Verfahren CLM werden dabel fast wieder die experimentellen Werte erreicht.

In den Bildern 3, 7 und 11 des Anhangs 5.2 (jeweils linke Spalte) snd die Geschwindigkeitsprofilein
Hauptstromungsrichtung dargestdlit. Die Verfahren CLM und CLJ zeigen fir die erden drel Profile
(Position 2, 3 und 4 siehe Bild 5.2.2) eine gute Ubereingimmung mit den Messwerten. Im Bereich
des maximalen Verwindungswinkels (Pogition 5) wird der Wakeparameter von diesem Verfahren zu
klein bestimmt (Bild 1 und 5 Anhang 5.2). Die berechneten Geschwindigketsprofile snd daher im
AulBenbereich  der  Grenzschicht flacher ds die expaimentdlen Vetelungen. Die
Hodographendarstellung der experimentell bestimmten Grenzschichtprofile zeigen, dass die Annahme
einer dreieckigen Vertelung (J. P. Johnston, 1960) fir den Testfdl 11 nur eingeschrénkte Giltigkeit
hat. Insbesondere an Postion 5 ist das Querstromprofil so verwunden, dass die Flanken des
Hodograhen nicht mehr linear and. Die Abweichungen der berechneten Hodographen von den
Experimenten insbesondere an Position 5 werden daher durch ein nichtadéguates Querstromprofil
verursacht.

Der Stromungswinkd bea wird an dlen vier Messsdlen in guter Ubereingimmung von den
Verfahren CLM und CLJ bestimmt (Anhang 5.2, Bild 4, 8). Eine akzeptable Ubereingimmung des
berechneten Winkels besa Wird an den Postionen 2 und 3 erzidt. Stromab hiervon kommt es zu
groferen Abweichungen Uber der gesamten Grenzschichtdicke.

Die mit dem Vefdren CLM berechneten Vertellungen des Wakparameters p und des
Vewindungswinkes by auf ener Habsaite des Stromungsfeldes vor dem Hindernis and in Anhang
5.3 dargestdlt. Deutlich ist die unter dem Einfluss der Druckvertellung von beiden Ortskoordinaten
abhéngige Entwicklung dieser Parameter zu erkennen. Auf der Mittenlinie (y = 0) wachst der
Wakeparameter bis zur Abldsung an. Trotz des dreidimensonalen Charakters der Grenzschicht
bleibt der Verwindungswinkel b hier konstant Null. Erst in @nem vergleichsweise kleinen Gebiet vor
dem Hindernis bildet sch eine Querkomponente des Geschwindigkeitsfeldes und damit en
Verwindungswinke ungleich Null aus. Im Bereich der maximaen Dicke des Hindernisses beginnt das
Ruckselenvon by,

Die Ablésdinie wird in guter Ubereingimmung mit der aus dem Experiment (RulRangrich)
gewonnenen Abldsdlinie berechnet (Sehe Anhang 5.3).

5.2.3 Bewertung der dreddimensionalen Verfahren

Zusammenfassend wird festgestellt, dass die hier betrachteten dreidimensionden Grenzschichten vor
senkrechten Hindernissen mit den Vefahren CLM und CLJ mit gutem Erfolg nachgerechnet
wurden. Beziiglich der Integrdgrof3en in Hauptstromungsichtung (d;, di;, Dy, H) sowie der
Wandschubspannung und des Verwindungswinkels zeigen beide Vefaren im Vergleich mit dem
Experiment ene verglechbare Qudité. Das Vefahren NM schneidet infolge der mangehaften
Moddlierung des Geschwindigketsprofiles in Hauptstromungsiichtung  schlechter ab.  Die
IntegragrolRen, welche die  Querstromgeschwindigkeit enthdten (.1, da2) werden vom Verfahren
CLJ etwas besser bestimmt (Sehe insbesondere Tedtfdl |, Anhang 5.1 Bilder 2 und 6). Generdll
wird jedoch festgestelIt, dass fiir schwichere Querstromkomponenten eine bessere Ubereingtimmung
zwischen Experiment und Rechnung erzidlt wird.
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Der Vortel von Integraverfahren, welche auf expliziten Geschwindigkeitsprofilen aufbauen, wurde
mit der Berechnung dieser Profile und den wandnormaen Vertellungen des Stromungswinkels sowie
des Winkels zwischen den Gradienten der Geschwindigkeitskomponenten aus den Basisvariablen
gezeigt. Das Hauptstromungsprofil u'(y") wird dabei von den Verfahren CLM und CLJ in etwa mit
der gleichen Giite berechnet (Anhang 5.2, Bild 3, 7 jewells linke Spdte). Die Hodographen zeigen
jedoch eine etwas bessere Ubereingimmung zwischen Messung und Rechnung fir CLJ.
Offendchtlich ist die Annahme des Quersromprofiles nach J. P. Johnston (1960), welche auch von
den asymptotischen Ansdizen von A. T. Degani et d. (1993) gestiitzt wird, von Vorteil (Sehe hierzu
auch Kap. 3.2.1). Dieses Ergebnis wird, wenn auch in differenzierter Form durch die berechneten
Winkeverteilungen bestétigt.

6 Zusammenfassung

Die Integraverfahren der Grenzschichttheorie gehdren zu den praktischen Ingenieurmethoden der
Stromungsmechanik. Eine Analyse der einschlégigen Fachliteratur zeigt, dass diese Verfaren eine
brate Anwendung finden und fir verschiedenartige Grenzschichttypen mit gutem Erfolg angewandt
werden. Es it jedoch festzustellen, dass viele der bisher bekannten Verfahren, insbesondere fir
dreidimendonde Grenzschichten, habempirische Parameterzusammenhénge nutzen, weche auf
Auswertung begrenzter experimenteller Datenbasen beruhen. Zudem wird oft die Vorgeschichte der
Grenzschicht nicht  bertickschtigt. Dies igt gleichbedeutend mit einer Vernachléssgung des
Nichtaquilibriumscharakters der Grenzschicht. Ein weiteres Manko fast dler bisher fir
dreidimens onde Grenzschichten bekannt gewordenen Verfahren i, dass nur Informationen Uber die
Schubspannungsverteilung am Grenzschichtrand in die Rechnung enflief3en (Entrainmentverfahren).

Aus dieser Situation heraus erwuchs die Intention, eine generdiserte Form der Integraverfahren zu
entwickeln, welche auf expliziten Geschwindigketsprofilen beruht. Aus den generdl mdglichen
Formen von Integraverfahren wurden hierzu die Disspaionsntegraverfanren ausgewahit. Diese
Verfaren bieten a priori den Vorzug, mit den Disspationsintegrden Terme zu beriickschtigen,
welche das Schubspannungsprofil Uber der gesamten Grenzschichtdicke in sich tragen. Ausgehend
von den Navier- Stokes-Gleichungen wurden Uber die Grenzschichtgleichungen die generdiserten
Disspationantegragleichungen  abgdetet. Diese Gleichungen snd fir dreidimensonde,
inkompressible, druckgradientengetriebene, laminare und turbulente Grenzschichten glltig. Se
beinhdten die bekannten Gleichungen fir Disspationsntegrdverfahren zwedimensonder
Grenzschichten as Sonderfal.

Die zur Komplettierung der Berechnungsagorithmen notwendigen Parameterzusammenhénge flr
integrale Dicken, Formparameter und Wandschubspannungsbewerte wurden aus expliziten
Geschwindigkeitsprofilen entwickdt. Zid war es dabe, die nur beschrankt gultigen halbemprischen
Parameterzusammenhédnge durch universdlere Beziehungen zu ersetzen. Die Universditét dieser
Bezichungen entgricht der der vewendeten Geschwindigketsprofile.  Ausgehend  vom
Zweischichtenmoddl  turbulenter  Grenzschichten  werden dabe  die  verwendeten
Geschwindigkeitsprofile ausfiihrlich diskutiert und ausgewahlt. Fir korkrete Berechnungsagorithmen
dredimensonder  Grenzschichten werden dré Profilkombinationen  ausgewdhlt.  Im
2wedimensonden Fal wird mit einem Profil gearbeitet.



Die Schliddung der Berechnungsdgorithmen, wedche hier ds die Bestimmung der
Disspaionsntegrde verdanden wird, efolgte Uber die Auswertung der urspriinglichen
Grenzschichtgleichungen.  Durch  Einsetzen der  Geschwindigketsprofile in die  Grenzschicht-
gechungen und Umformung werden explizite Schubspannungsvertellungen gewonnen. Diese
Vertellungen werden entsorechend der Definition der Disspationsntegrae zu deren Ableitung
herangezogen. Diese Vorgehensweise ermdglicht die Beschreibung der Grenzschicht an einem
besimmten Ort auf einer umsromten Oberflache nicht nur in Abhéngigkeit vom Druckgradienten
sondern auch in Abhéngigkeit von den Gradienten der Parameter des Geschwindigkeitsprofiles.
Letzteresist Ausdruck des Nichtaquilibriumscharakters der Grenzschichtentwicklung.

Dem Aufbau der Berechnungsagorithmen schlief3en sch umfangreche Testrechnungen an. Es
wurden zwe dreidimensonde Grenzschichten vor enem Hindernis sowie 16 zweidimensonde
Grenzschichten mit unterschiedlichen Verl&ufen der Druckgradienten nachgerechnet. Die Ergebnisse
der dredimensonden Rechnungen simmen zufrieden ddlend mit Messungen Uberein. Die
angesprochenen Potenzide der Verfahren wie Bestimmung expliziter Grenzschichtprofile und darauf
aufbauend die Berechnung des Stromungswinkels und des Winkds der wandnormaen
Geschwindigkeitsgradienten wurden demondriet. Die zweadimensonden Tedfdle zeigen die
Konkurrenzfahigkeit der Disspaiondntegraverfahren zu  Vefahren, weche auf den
Reynoldsgleichungen beruhen, insbesondere den k, e - Moddlen, auf.

Mit der vorliegenden Arbeit wurden die Mdglichkeiten des Einsaizes von Integrdverfahren fir die
Berechnung turbulenter Grenzschichten erweltert. Bel sachgerechter Anwendung dellen ge en
wertvolles und schnelles Werkzeug der Stromungsmechanik dar.
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Anhang 1

Integralverfahren zur Berechnung zwel- und dreidimensionaler Grenzschichten

()  Berechnungsgegenstand

(I  Eigenschaften der berechneten Grenzschichten

(1) Klassfikation entsprechend der Ausgangsgleichungen (Sehe Tabdle 1.2.1)
(IV) Gdogeintegrde Bilanzgleichungen

(V) Schliefungsannahme (Semi-empiricd frame)

I ntegralverfahren flr zweiddimensionale Grenzschichten

Autor M. Oljaca, J. Sucec (1997)

J. Sucec; M. Oljaca (1995)

) keine Spezifikation

()] turbulent mit Absaugung bzw. Aushlasung / anliegend / inkompressibel

(1) direktes Impulsverfahren

(v) Impulshilanz

V) Geschwindigkeitsprofil nach Stevenson / Siva-Freire
("law of thewdll / law of the wake - Formulierung’”)

Autoren U. Kus; J. Chauvin (1995)

) Audegung von Schaufeln von Axiamaschinen

@m laminar, trangtiond, turbulent / anliegend / inkompressbe

N direktes Disgpationsntegraverfahren

(1v) Impulshilanz / Energiebilanz

V) L6sung nach Le Foll

Empirisches Trangtionsmodell fir zweidimensionae Grenzschichten
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Autor M. S. Kim (1993)
) zweidimensona e Fahrzeugumstromung / Drei-Zonen-Modell
()] laminar und turbulent mit Absaugung bzw. Ausblasung / anliegend
inkompress bel
(1) direktes Disspationsntegral verfahren
(v) Impulshilanz / Energiebilanz
V) laminar : zwel parametrisches Geschwindigkeitsprofil nach Geropp
turbulent : erwelterter Coles- Ansatz
Umschlagpunkt : Kriterium nach Arnd basierend auf €' - Methode
Autor D. K. Das (1992)
) keine Spezifikation
@m turbulent / anliegend und abgel 6t / inkompressibel
N inverses Impulsverfahren
(1v) inverse Impulshilanz
V) Coles-Prafil mit polynomider Wakefunktion

neue Funktion fur : p = f (b)




Verfahren fur dreidimensionale Grenzschichten

Autor I. V. Shevchuk (1999)

)] Berechnung des Warmeliberganges an gehel zten, rotierenden Schelben

@m nichtisotherme Stromungs- und Temperaturgrenzschichten / inkompressibel

(1 Impulsverfahren
Zylinderkoordinaten

(v) Impulshilanz in Umfangsrichtung
Impulshilanz in radider Richtung
Bilanz der thermischen Energie

V) Potenzansétze fir Geschwindigkeits- und Temperaturprofile
halbempirische Beziehungen fir Wandschubspannung und Nussdlt-Zahl

Autoren B. Bouras, F. Karagiannis; G. Leoutsakos, K. C. Giannakoglou; K. D. Papailiou

(1996)

) Schaufdaudegung in Turbomaschinen

@m laminar, turbulent / anliegend, abgd 6t / inkompressibel, kompressibel
auf gekrimmten Oberflachen

(1) Die integraen Bilanzen fir Impuls und Energie werden von Bouras et d. durch
Subtraktion der relbungsbehafteten Gleichungen des reden Huids von den
relbungdreien Gleichungen der Aulfenstromung und anschliel}ender Integration
gewonnen. Sie and nicht mit den hier hergdeateten integrden Bilanzen identisch.
Das Vefaren von Bouras e d. wird daher auch nicht ds
Disspationgntegraverfahren im Snne von M. Jscha (1982) eingestuft.
Es kommen Stromlinienkoordinaten zur Anwendung.

(v) Impulshilanz in Richtung der AulZengromlinie
Energiebilanz in Richtung der AulRengromlinie
im turbulenten Fal zusdzlich ene Bilanzgleichung fir die turbulente kinetische
Energie

V) laminar inkompressbd : Falkner / Skan - Profile

laminar kompressibdl : eigene Beziehungen
turbulent : eigene Beziehungen
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Autoren B. Mughd, M. Drela (1993)
)] Dradimensonde Grenzschichten auf Tragfligeln
(I turbulent / inkompressibel
(1) Disspationsntegraverfahren
(V) Impulshilanz in Hauptstromungsichtung
Impulshilanz in Querdromungsrichtung
Energiebilanz in Hauptstrémungsrichtung
V) Hauptstromprofil : Swafford-Ansatz
Querstromprofil : Johnston Hodograph
Habempirischer Ansaiz fir Disspationantegra in Hauptstromungsrichtung unter
Einbeziehung des Cebeci- Smith Wirbe viskogtétsmodd|s
Autor S. Abrahamson, S. Lonnes (1993)
Q) rotierende Scheiben - Compact Disks
Scheiben in rotierenden Maschinen
@m turbuent / anliegend / inkompressibd, rotationssymmetrisch
N direktes Impulsverfahren
Zylinderkoordinaten
(v) Impulshilanz in Umfangsrichtung
Impulshilanz in radider Richtung
V) selbtstdhnliche Geschwindigkeitsprofile in radider und tangentider Richtung
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Autoren

M. T. Karimipana, E. Olsson (1992)

(1

Berechnung der Grenzschichtstromung auf Laufschaufeln von Kompressoren

(I

laminar, trangtiond, turbulent / anliegend / inkompressibel, kompressibel
auf gekrimmten Oberfléchen unter Corioliskrafteinfluf3

(1)

direktes Entrainmentverfahren
schaufd orientierte krummlinige mitrotierende K oordinaten

(V)

Impulshilanz in Richtung der Aulzengromlinie
Impulshilanz norma zur Richtung der Aul¥engromlinie
Entrainmentgleichung

(V)

Wandschubspannung ¢ aus nicht ndher erlautertem Geschwindigke tsprofil
Quersrommodel nach Michel

Entrainmentfunktion nach Michel

Transtionsmodel mit €'-Methode sowie empirischen Beziehungen nach Granville
(Hauptstromungsrichtung) und Owen (Querstréomungsrichtung)

fur kompressible Strémung empirischer Ansatz nach Narasmha

Autoren

F. T. F. Morgado, L. M. C. Gato (1991)

()

Audegung achssymmetrischer Diffusoren mit verdralter Kernstromung

(I1)

turbulent / anliegend / inkompressibel / an achssymmetrischen Wanden

()

direktes Entrainmentverfahren
Stromlinienkoordinaten

(V)

Impulshilanz in Richtung der AulZengromlinie
Impulshilanz norma zur Richtung der Aul¥engromlinie
Entrainmentgleichung

(V)

Coles-Prafil mit trigonometrischer Wakefunktion in Hauptstromungsrichtung
Mager-Prafil in Quersromrichtung
Ansdze der Entrainmentfunktion nach Head bzw. Nicoll / Escudier




Anhang 2.1

Zur Herleitung der dreiddimensionalen Grenzschichtgleichungen

Kontinuittsgleichung : 1111—; +% +1|T1_\\,(V -0 (A2.11)

fiv_ fu Tw u; 1d w, 1d

Z- 79X Y " d X d v (h212)

&V~&“dﬂ_d wy f1do

OV=&q1x " a 1vs91e (A213)

vV~ ud‘[?—)d(+wd1¥—3 (A 214
Scher- und Norma spannungen

?~F~W~u‘v‘~u‘w'~v'w'~ut2 (A 2.15)

X-Komponente der Reynoldsgleichungen

%J% (A217)
%:%%~%% (A2.18)
Reibungsgieder ‘1”];[; - ‘1”]222‘ KZ ~3—;’§—3§2 (A 219
Izlj =ﬂ—l%~%%":$ (A 2.19)
Tu_fufz u,ado (A 2.1.10)

Y2 922 Y2 Vg



Glieder der Scher-

und Norma spannungen:

Z-Komponente

Trégheitsglieder :

Reibungsglieder :

ﬁ]f - 1:5 :11>Z< ~%:1Tf< (A 2.1.11)
Doy o (A 2.1.12)
1z d

ﬂw ) ﬂg :11\2( %3%1_3 (A 2.1.13)
1111;: %%~%§ng %1?—3(%1—3 (A 2.1.14)
%:' 1?; W~%1¥§ +%$3 (A 2.1.15)
%:%%~%%%+%§—sg (A 2.1.16)
1111;\; ﬂiz%%~§1¥_§§%d§i; +T$—§$—$E (A21.17)
- e n21m
Izg ) ‘le% ) 33 11113 ¥ V;Zd 11113 (A 2119)
K(\; _'nﬂz 11115 1?\\; 31?\?%%1?( %T$+%§T—3— : U (A 2.1.20)
e A212



Glieder der Scher-

und Normal spannungen:

Y -Komponente

Tréghatsglieder :

Relbungsglieder :

Glieder der Scher-

und Normal spannungen:

fuv _fuv 1Z  u? 1d

X 92 X d X

12 2
v u;

2z d

Tvw _fvw 12 o’ 1d
a 9z Y d 1Y

Tw_ w1z w,edo’

X2 22 1X2 & &1Xg

Tw_ 1w 1w, w,

22 9292 d d d*

Tw_ w122 w,edo’

Y2 9229V & &Y o

Tuw' _fuw' 1Z u 1d
X 9z X d X

fv'w' u

2z d

2
t

Tw? _w? 12 v’ 1d

Y ~ 9z 1Y d 7Y

(A 2.1.22)

(A 2.1.23)

(A 2.1.24)

(A 2.1.25)

(A 2.1.26)

(A 2.1.27)

(A 2.1.28)

(A 2.1.29)

(A 2.1.30)

(A 2.1.31)

(A 2.1.32)

(A 2.1.33)



TabelleA 2.1.1

Proportionalitét der einzelnen Terme der X-Komponente der Reynoldsgleichungen
Glieder erster Ordnung  : ohne Unterstreichung

Glieder zweiter Ordnung : enfach unterstrichen

Glieder dritter Ordnung  : doppelt unterstrichen

Term der ist proportiona zu Term
Reynoldsgleichung
Al Yy fid
Yx U X
flu a? d u,w, 1do
+y— _ M d W :
1z Sa9x d 1Ym
Ll _ Uy Td
Wy Wod Y
_11p
T or X
2 .2
snad | UgEMdO
X & E1X o
Tl i
22 d?
T°u u, & do’
+n _da Y7
Ty? & &Y 2
X d 81X g
JJuvil o wTd
Mz d X
Juw' | upeEddaEdg
1Y d Sﬂxia 1Yo




TabelleA 2.1.2

Proportionaitét der einzelnen Terme der Z- Komponente der Reynoldsgleichungen

Glieder erster Ordnung
Glieder zweiter Ordnung
Glieder dritter Ordnung

: ohne Untergtreichung
. enfach unterstrichen
. doppelt untergtrichen

Term der ist proportiona zu Term
Reynoldsgleichung
‘ITV &®
ﬂX ~<;u”_dgﬂ_d9 ﬂﬂ_dﬂ_d—
¢ déXg d IX1Y;
+v% ~gqi§aeﬂd¢2+udwd fd 1d  uw, 1d 1d Wd aeﬂdo o
g 8ﬂxia d X 9qy d 91X 'ﬂY d 8'ﬂvg—
pwav| U1 Tdw, fdg
Ty dixqy V4 &ys
_ 17p
T or 9z
v d d
+N—— gudae'n 6 wdaen 6 'nd—
TX “gd’ Sixs T @ &xXz Y 13
v al, 1d w, 71dd
"z "€ IX T TYw
oY &, 1d &nd ¢’ 462
vz | -G JdEdD, W, A0
g X Sovo T d2 &Y :
Juvil ugede”
X d 81X g
v? w
.
Tu'w' w2 ado’
iy d &1Y5




TabelleA 2.1.3

Proportionditét der einzelnen Terme der Y-Komponente der Reynoldsgleichungen
Glieder erster Ordnung  : ohne Unterstreichung

Glieder zweiter Ordnung : enfach unterstrichen

Glieder dritter Ordnung  : doppelt unterstrichen

Term der ist proportiona zu Term
Reynoldsgleichung
Tw _ W, fid
Uax Ua v
W _aw, 1d  w, 1dd
1z §d X dfYs
W oy Wa Td
Vv WY
_ 1f9p
Tor Yy
e wgdo
X d &1Xp
T°w Wy
"Nz 3
2 .
end > _ W, do
y d® é1Y
_uw Uj e d o’
X d &1X g
o 2
_ Ju'w? _Yg fid
1z d 71X
Tw? uj eed 0&efd 6
Ty d STXZ&TY 2




Integration von Gleichung (2.1.7)

— i 1 1-[V¥ 12
O—-rp+rp¥+nﬂz - Vy (A 2134
Differentiation nach X bzw. nach Y
_ 1fp 19p, . Tv, v’
0=-T3x *rox "Mix9z T Tx (A 2139
__ 1%p 1%p , Tve v,
O=-vav *ray "Iz ey (A 2136
TabelleA 2.1.4
Term der ist proportiona zu Term
Gleichung (A 2.1.35)
(1Te
X
19py
r X
on Tv, u, &do”  w, 1d 1d
~— =+
1X 12 & &MXo  d IXTY
X d X0
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TabelleA 215

Term der
Gleichung (A 2.1.36)

ist proportiondl zu Term

+n.”Y 12

~ﬁﬂ_dﬂ_d+ﬂﬂrdcz

vy’
Ty
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Anhang 2.2
Zur Herleitung der generellen Form der Integralgleichungen
Die Herleitung wird hier nur fir die x Komponente der Grenzschichtgleichungen dargestellt. Die -

Komponente wird in andoger Form aufbereitet und fihrt zu Glechung 2.2.3. Die fir den
zwedimengonaden Fal verblelbenden Terme sind doppdt unterstrichen.

Grenzschichtgleichung (2.1.6)
ufu viu Tu e _ 11%p W ETu
h, X + h, Ty + Wﬂz + K,ve + K,uv= Ch, 1 + ‘Hzgn‘ﬂz UWH (A221)

Schreiben der Gl. (A 2.2.1) fur den Grenzschichtrand

uy Tu, vy Ty, ) 11 1p,

+ +K + K = - A222
hl ﬂX h2 ﬂy 2Vd 12 udvd r hj_ ﬂX ( )
Unter Verwendung von (A 2.2.2) wird der Drucktermin (A 2.2.1) iminiert
ufu v Tu Tu uy fuy, vy Tu 19t
———+——+w—+K,v2 +K .44 44 K VvZ+K = -
h, Tx h, Ty Wz 7Y 12 UV u 1x u, Ty 2Va T B2 UeVe =i

(A 223)

Multiplikation der Grenzschichtgleichung mit der Gewichtsfunktion u* (siehe Tabelle 2.2.1)

k+1 k
u“™ fu u‘v fu . Tu Ke,2 k2 K+l K

+ — + U w— + K, (uv - u'vi) + K {u"v- utuyv
h, TIx h, Ty Tz 2( d) 12( d d)

u“ug Tug  uvg Tug U Tt,

h, fx h, Ty r 9z

(A 2.2.4)

(k+1)

u
Multiplikation der Kontinuitétsgleichung mit der Gewichtsfunktion m und Umformung

1 uk+l ﬂ(hZU) . 1 uk+l ﬂ(h1V) . uk+1 ﬂW
hh, (k+1) 9x hh, (k+1) Ty (k+1) 1z

o

(A 2.25)
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Integration Uber der Grenzschichtdicke von Gleichung (A 2.2.5) und Umformung nach wy liefert

d d d d
1 ﬂ ~ d ﬁﬂ_d_ 1 ﬂ ~ d +V_dﬂ_d__1 ﬂ_hZ‘ Z__l ﬂhl (\)/dZ
h1h2 ﬂy 0

(A 2.2.6)

W, = + V4
Ze = b, % h i  n y @ Th, 1y T,

0

Umformung und Integration von (A 2.2.4) Uber der wandnormaen Koordinate

11 amheu) 1 1 () 1 S
Z Z
hh, (k+1) 9 9x nh, (k+1) 9 1y k+) O 1z

dz

d

d
+K, du"v2 - ukvﬁ)dz+ K, duk”v- ukudvd)dz
0 0

wug U A T A T
o h, 1 s h, Ty r 9z

dz  (A227)

Umformung der Parameterintegrde in (A 2.2.7) entsprechend

d 91(\x) gl(i() f(x, ' .
Loy =0 TNy o )a - heot)ut) @22

92(%) g2(%)

|
hh, (k+D7 29X ] x % xo

—Xdz (A 2.2.9)
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Nach Entdimensonierung und Neuordnen der Terme folgt die generelle Form der Integrd-
glechungen in x-Richtung
(sehe auch Gleichung 2.2.2 und Tafd A 2.3.1in Anhang 2.3)

1 9 SeuoBal, 0" e Ol 1 “Sev 6%, 6" eup TOU
_g : ;L;'dZ +———( ~Ce—= -g : ;L,JdZ
hlﬂx u;a ug U0 5 h, Ty ;6¢u.ggeu, o u,o o
fi M
7 N k+1ay)
€1 (k+2)qu, 1 1n,Y . \%euoa%&‘o _2u0 i
+ € € 4+ u U ﬂé ﬂ Uu.g =i
gh, u. Tx hh, Txy 08 «? o
fi
k+2 k+2)h.U0  9€py 6 5 e
61 (k+2)qu, | (k+2)gn,0 \%evc?g?d? geus) O
gh, u. Ty hh, Tyy %ueg U, o U.2 5]
+e1 (k+l)'|1ud (k+1)'|1h L0 (k+1)ﬂh d\gaa/ oaeuo v 02, o o,
g, u. Ty hh, ‘nguz h, h, ‘Hyguzg uo  &u,osu ﬁH
Ik
+i(k+1) deaﬂoaeuo 69u08€uoﬂdz
h1 ?E_ ?ﬂrz
gk
"?aevofa@ajoae/o aeu o aev 60U
_ *c‘) gd gu g : _UdZ (k+])—06euo 1t
: ueg ug éu.g &u.g U2 G gg‘ ‘ﬂz
Ok
(A 2.2.10)
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Anhang 2.3

Formever zeichnisse fur Integralgleichungen
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Allgemene Form der integrden Grenzschichtdicken

Integrde Impulsbilanzen

Integrde Energiebilanzen

in X-Richtung k=0 k=1
eeu 66 1y ‘ ¢ e 2 2
ey O Serl 0 eeud Y ey O G 6 ey oU ~eu 0 S, 6 @u oV

f = : —=+ Udz dz D, = .y—+ 66—+ - = 0dz
= Qs , et el et ,
Uc.o geu. o Ue@ U.g@u.o éu, UBEEU B CU.H |

0 0

"oy 6 6y, 6" 1 ‘ éal, U - 6 &y, 0" aeu o'l

my = :: = 'g - @dz déevo 0 guoudz D, = ~ @; - i+ L:JdZ
Lu.o gu. o 2 u ggu g U, gk ueﬂgeueﬂ €u.o g

Exy 0" al,0 eeu baa, U
- Udz

%UﬂgUﬂ gUﬂgUﬂH

Ok =

v 6 S 0" v, 6 aeud” ey ol

QU ﬂ%U 2 gUﬂ 8Uﬂ gu sz

\%’VOQBGIO %VOu

Qu zgu 2 guezg

d
\%/O%J 0&/0 %UOEG\/OU

foz%gu ) gu o &u gt zu

d\eaeuo v 0 avoa,d Sdz
%uzgug guzgubﬂ

0

L

d
\%/ 6 aevou

dz—(g— g—udz
0

D,

d
_ eeubaw,0 eevOaa,ol

_®u ggu s &u, s&u g‘ddz

Tafd A 23.1: Integrale Grenzschichtdicken der integraen Bilanzen in x- Richtung
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Allgemeine Form der integrden Grenzschichtdicken

Integrale Impulshilanzen

Integrale Energiebilanzen

Qu zgu s&u.s  &u.péu, r:a 2d2

UQ UQ 8U

in Y-Richtung k=0 k=1
d LA Lkl LKL d d
\aeuo‘f’aa/do @& o U ~eu O €y ;0 v OU \aeuoeaa/o
s, = (Q— s - + Udz d, = g {1dz D,, = 8 :udz
U2 é8U, o Ueo § uzgug Ug U@ & U2 g
0 0
d 56y 5K K+ d - N d 5 6ny 52 0
v O o v 0 v O 0 ev o v O 0 eevol
o= 2aad? - Y2 Udz C! S 2 dz D= (Y &, &g Udz
U.o &uU, o Ueo u ﬂgu g éu, UY-F JUN- TN
0 0
d N d . d
“&ev 6 i, 6 @u b6 Y 61,0 ceu oU ~Gev O ar, 0 eeuday,OU
P = g g 8 - 0dz d, = - ndz - D, = g g g ndz
u.o éu.s €u.zdu.o | u.g &u.ey U,z éu.o uzurau
0 0
Lk . d d
\muo%eu a0 audeey ol q _\aeuoeaeuo aeuouOIZ ~aeu O G 6 a0 aeuoaevou
n = q

RN® e e e e o

d N
ey 6" a0 av o a6l

- Odz
%Uﬂgug gUﬂgqu

0

u, =

Tafd A 23.2: Integrade Grenzschichtdicken der integrden Bilanzen in y-Richtung
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Allgemeine Form der integrden Grenz-schichtdicken

Integrde Impulshilanz

Integrale Energiebilanz

in Hauptsiromungsrichtung k=0 k=1
‘o 66 a0 aeuoe aau, 6U d\aeuoe
f. = _S+§1_gS; Udz Oé—g (é_—udz Q. = g__udz
ceu.o g U2 § é u rag U2
d
N/ Oe R OU
d . A k+1 J dz d
oy 6€ a o U 2 u o, oe
m, = \J+@- == Udz guy)e gu Q, = . 8__ udz
. Ueﬂs u.g g . u 08 u QH
dé&,l .k 1) d s
X (0} ay_OY e a_ou
gk:\ =+ - ¢c—=0dz le\ - ¢c—=+ndz Q=0
o u.g UeﬂH Oe uegﬂ
d .2 d .2 ‘a0 sy O
a0 av 0 a 0 _ AaC
g =- ( = o dz Jzz—-(\l“'dz Qu=- G, .8, 92
ueg ueg Ueﬂ 0 uez uez
0 0
d d d .. L
3/ Oal 0
\w 0&] 0 \a/ 0 _ A Vn ds
I = : J = - \]2_- . dZ
“ Qu zg 2 u, o ogueﬂgueﬁ

Tafd A 23.3: Integrde Grenzschichtdicken in Hauptstromungsrichtung (s- K oordinate)
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Allgemeine Form der integrden Grenz-schichtdicken

Integrae Impulshilanz

Integrae Energiebilanz

in Quergtdémungsrichtung k=0 k=1
d . L K+1 d .. " dmj Oa/ 02
a0 a 0 & O0ay 0 _ R0, ¢
sk:-Q—S+g”: dz J,, =- (y—+c"+dz Q21—'Oé_Tg = dz
u,géu,g u,geéu,.o oeU.geu.a
0
d k2 d .2 d .3
3/ O & O ¥ O
o =- (§—= dz Jzz—-Q”' dz Q,=- M+ dz
u,o u,o u,o
0 0 0
d Lk d d '
3/ O N3/ O
P = (3—+ dz -J,=My—+-dz
u,o u,o
0
‘a1, 6” s, 6" @l o G & a6
te=- G gn: dz J,=- Qg dz Q,=- Ns? &w”(:)dz
ocUcd eu.g 0eU. @ u.o gueﬂ
0
u =0

Tafd A 234 Integrde Grenzschichtdicken in Querstromungsichtung (n-Koordinate)
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d, = J,Codl]- J,Sin[l ]

d, = J,Sin[l ] +J, Codl ]

dy = Jyy Cos’I]- (I, +3,)Sin[I] Codl | + I, Sinl ]

dy = Iy, CoS[I ]+ (3, - 3,) Sl ] Codl ] +3, sin?l]

dp = Jp CosYl ] +(Iy, +3,) Sin[l ] Cogl ]+ 3y, Sin[1]

dy = J, Cos’I]+(3,,- Jp)Sinfl [ Codl]- 3, Sl ]

Cr = G Codl]- ¢, Sinl]

c, = C,Sin[l]+c, Codl]

D, =J,

D, = Q, Cosl] +(2Qy, - Q +Q,)Sin[l ] Cosl | +(Qy, - 2Qy,) Sin?[I ] Col ]
- Q, SnTl]

s = Q, CosYI]+(Qy- 2Q,)Sinl | Cosl ] +(Q, +3,- 2Q,) SinI ] Cosl ]
- Qu SnI]

D, = Q, CosTl]- (3Q, +2J,)Sin[l | Cos’[I | +3Q,, Sin’[I ] Cog]l |- Q,, SIn[I ]

D,, = Q, Cosl | +(Qy - 2Q,,) Sin[l ] Cos[I |+ (- 2Q,, - 23, + Q,,) Sin’[I ] Cos|! |
+Qp SNl ]

D, = QuCos’[I ] +(- Q,+2Q,+2J,)Sn[I] Cos[I ] +(Qy - 2Q,)Sin’[I] Codl ]
- Qp, Sin[l ]

D,, = Q, Cos’I]+3Q, Sinll |CodI]+(3Q, +23,)sin?1] Codl | +Q,, SinI]

Coy = Cpss SIN[I] + (Coer + Cone) SiNl1 ] Codl ] + c,,, Cos[1 ]

CDy = CDss Sinz[l ] + (CDsn + CDns) Slr{l ] Coél ] + CDnnCOSZ[l ]

Tafd A 2.3.5: Tranformationsregeln der Grenzschichtgrof3en

110



Anhang 2.4

Zur Analyse des Differentialgleichungssystems

3,  (1-H)(B+7H)

P12(H) = JZ a (15+8|-|+H2)
3,3, _ 6(t-H)(2+H)

A P (12 +7H + H?)
o () = Qudm 24 H (1- H)(2+H)
" 3%, (12+20H+20H? +3H?Y)
5 (H) = Qe 16H (1- H) (2 + H) (9 +13H)
” Jn  (-45- 24H +402 H? + 216 H® + 27 H*)

- 48(5+5H +H?)
P'12( ) (15+8H+H2)2
o (H) = - 12(13+14 H + 3H?)
* (12+7H+H2)2
5 (H) = 24(- 24+ 24 H - 33H? - 70H® - 17 H*)
N (12 +20H +20 H? + 3 H?)’
5 (H) - - 32(135+ 255H + 779 H? + 730 H® +2173 H* + 1895 H® + 369 H°)
N ) ( 45- 24 H +402 H? + 216 H® + 27 |-|4)2

Tafd A 24.1: Formparameterfunktionen und deren Ablaitungen nach H fir die Andyse  nach
D. F. Myring (Sehe Kapitel 2.3.1)
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Tafel A24.2:

J

.

Ju

Ja

— = -CH

Jn

J

2 = . c?[H-
Jn

D, é Dlll]
—2 - cH +1- 2y
Ju e JllH

Formparameterfunktionen fir die Analyse nach J. Cousteix und
R. Houdeville (Sehe Kapitd 2.3.2)
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Anhang 3

Disspationsintegral fur zweldimensionale tur bulente Grenzschichten

S- [1353(4.569+8.419p+6.316 p’+1859p°- 1248S- 2.218pS- 1525p°S-

Co

038Lp° S+0128 +0202pS’ +0.0945p° )|
+
(8437:40° +1334:407 p +624010° p? - 3459:40°S- 5469:40° pS- 2558400p> S+ 6942535 + 706020 S’

- [7.669&06(- 32.772- 180230p- 347.099p?- 313663p° - 146036p* - 20.008p° +24.177 S+99.770p S+139.145p2 S+
Z *

87542p°S+21956p* S- 45707 - 15695pS? - 15616p2S’ - 5266p°S’ - 03055 +0800pS® +0407p>S’)
[5(8.437 X0° +1334>00" p +6.24X0° p2 - 345917>40°S- 5469:40° pS- 25584 X10° p? S+694253S2 + 706020 p sz)]

. [1572 20° (0:385+9.454p +25361p2 +26410p® +13506p* +2.900p° - 2657 S- 9128pS-

12.672p° S- 8.256p°S- 2157p* S+05286S +1371pS+1239p° S +o.397p382)]
[(0.240+ 0.244p)(8:437:0° +1.3340" p +6.24040° p? - 34591740°S- 5469:40° p S- 2558:40° p? S+ 6942535 +7O6020p82)]
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Anhang 4

Zu den Parameter zusammenhangen dreidimensionaler Grenzschichten

Tafe A4.11: Allgemene Parameterbeziehungen fir die integraen Dicken

1 L ..J

B -ud aevo b
Cl = g *¢— dg—=

9(5 U, o gue@ do

Verdrangungsdicke in J, _ c1dp)
Hauptstromungsrichtung d S
Impulsverlustdickein J, _ cip) c20(p)
Hauptstromunggrichtung d -~ s T 0«
Energieverlustdickein Q. _ ,Cl0p) ,C20p)  C30p)
Hauptstromungsrichtung d s 7 < S°
Summe aus Verdrangungsdicke des J, _ Cup)
Querstromes und "Kreuzprodukt"- d &
Impulsverlustdicke
erste "K reuzprodukt'- Q, _ C2lp) _cClip)
Energieverlustdicke d - T T 2 &
Verdrangungsdickein J, _ coip)
Querstrémungsrichtung d -~ S
Impulsverlustdickein J, _ cop)
Querstrémungsrichtung d = <
Energieverlustdickein Q, _ Co3p)
Quersrémungsrichtung d - g
"K reuzprodukt'- Impul sverlustdicke Jy _ Cculp) coip)

d g S
zweite "Kreuzprodukt'- Q,, c12(p) co2(p)

Energieverlustdicke d s® s?




Tafd A 4.1.2: Parameterzusammenhange fir Profilsatz 2 : Coles/ Lewkowicz / Mager

Reine Hauptstrémungsgrolien
59 + 60 p
C1l = —
o(p) 0K
8437 + 13340 p + 6240 p*
c20lp) = 4200 kZ
c0(p) = 4569631121 + 8418625020 p + 6315819120p? + 1859457600 p3

756756000 k ®

Grdf3en in denen sowohl Parameter des Profilesin Hauptstromungsrichtung s auch in
Quergtrémungsrichtung auftreten

tan(b, )(-773 - 672 p + 420k S)
1260 k

cotlp,S tanb,)) =

c02(p, s tanb,)) = tan(b,)” (3046893263+3936897900 p + 1485993600 p? -

2082520440k S - 1621620000k pS + 454053600k S ) /

2270268000k 2

CO3(p,Sta’1(bo)) ¢ an(bo)s*88-6135934407601087753 4798077917287 p

50677454p°  436p°  41281594063S 138344 pS

+ +
12167155k > 455 k® 11654042400k > 32175k*?

216p2S 721195 4psz+s3t_'>
143k? 64680k 5k 70

&1356487182322272000k * 689877688500k ®

Ansatz



c11p,Stan(b,)) =  tanlb,](-4610927-647446 p- 2679600 p?+178563kS
+1552320 kpS)/ 2910600 k>
c12(p,Stan(b,)) = tan(b,)” (22614195019400387 + 36342229185369900p +

23025531757737600 p? +5650242998400000p° -

1244375583755304 k S- 16078605975432000k p S-
6068916741888000 k p’ S+ 2126295019648800 k> S* +

1655706452400000 k pSz) / 46359778066720000 k *

Czl(p, S tan(bo)) = tan(b, )*(-311771659999 - 530575351306 p - 361307577400p? +
96057561600p° + 92310758540k S+ 129618849360k p S+

53645592000k p* S) / 58270212000k



Tafd A 4.1.3: Parameterzusammenhange fir Profilsatz 3 : Coles/ Lewkowicz / Johnston  Ansatz

Reine Hauptstrémungsgrolien
61+ 60p
CI0|p,SA)=——
PsA)= =5

13 (1933 - 3060p + 1440p*>
c2fp.SA) = | 12600k 2 )

4513811819p - 829560780p* - 1859457600p°
C30(p,SA) =
0p.SA) 756756000k 3

Grolen in denen sowohl Parameter des Profiles in Hauptstromungsrichtung asauch in
Querstromungsrichtung auftreten

colp,SA) =A*Clo(p,SA) = %
13A%(1933 - 3060p + 1440p*?)

co2(p,S,A) = A*C20(p,SA) = 12600k >

A®(4513811819p - 829560780p? - 1859457600p°)
756756000k °

coy(p,SA) =A*C30(p,SA) =

13A (1933 - 3060p + 1440 p?)
12600k 2

culp,SA) =

A2 (4513811819 - 8295690780 + 6245712720p? - 1859457600p°)
756756000k

c12(p,S,A) =

) _A (4513811819 - 8295690780p + 6245712720p° - 1859457600 p3)

A
CZJ(p, > 756756000k *
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Anhang 5.1

Berechnungser gebnisse fur Testfall |

p/ ly d/m
10 0.05
8 0.04
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6 e /% )
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4
0.02
2 /:/b * Y
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-
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0 0 01 02 03 04 05 06 07 0 x/m
- x/m 0 01 02 03 04 05 06 07 " uo

Bild1l Ergebnisse desVerfahrens CLM
Bilder von links oben:
Wakeparameter der Hauptstromungsgeschwindigkeit / Grenzschichtdicke
Verwindungswinkd / Wandschubspannungsgeschwindigkeit
Verdrangungsdicke / Impulsverlustdicke jewells in Haupistromungsichtung
Experiment : -
rote/ grine Kurven : Rechnung auf den der im Experiment untersuchten Stromlinie
benachbarten Stromlinien
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Bild2 Ergebnisse des Verfahrens CLM
Bilder von links oben
Energieverlustdicke in Hauptstromungsrichtung / Formparameter
"Kreuzprodukt"- Impulsverlustdicke / Impulsverlustdicke in Querstromr ichtung
Experiment : -
rote/ grine Kurven : Rechnung auf den der im Experiment untersuchten Stromlinie
benachbarten Stromlinien

folgende Sate

Bild3 Ergebnisse des Verfahrens CLM fur die Messorte Nr. 2, 4, 5, 7 (von oben nach unten)
Linke Spdite: Halblogarithmische Darstellung des Geschwindigkeitsprofiles
in Hauptstromungsrichtung
Rechte Spdte:  Hodograph des verwundenen Geschwindigkeitsprofilsin
Stromlinienkoordinaten
Experiment : - / Berechnung : Valllinie

Uberndchste Seite

Bild4 Ergebnisse des Verfahrens CLM fir die Messorte Nr. 2, 4, 5, 7 (von oben nach unten)
Experiment : - Winkd bga und - Winke bega / Berechnung : Valllinie
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Bild5 Ergebnisse des VerfahrensCLJ
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Wekeparameter der Hauptstromungsgeschwindigkeit / Grenzschichtdicke
Verwindungswinke / Wandschubspamnungsgeschwindigkeit

Verdrangungsdicke / Impulsverlustdicke jeweils in Hauptstromungsrichtung
Symbole: -

rote/ griine Kurven : Rechnung auf den der im Experiment untersuchten Stromlinie
benachbarten Stromlinien
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Bild2 Ergebnisse des Verfahrens CLM
Bilder von links oben
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"Kreuzprodukt"- Impulsverlustdicke / Impulsverlustdicke in Querstromrichtung
Experiment : -
rote/ griine Kurven : Rechnung auf den der im Experiment untersuchten Stromlinie
benachbarten Stromlinien

folgende Saite

Bild3 Ergebnisse des Verfahrens CLM flr die Messorte Nr. 2, 4, 5, 7 (von oben nach unten)
Linke Spalte: Halblogarithmische Darstellung des Geschwindigketsprofiles
in Hauptstromungsichtung
Rechte Spdte:  Hodograph des verwundenen Geschwindigkeitsprofilsin
Stromlinienkoordinaten
Experiment : - / Berechnung : Vadlllinie

Ubernéchste Seite

Bild4 Ergebnisse des Verfahrens CLM fiur die Messorte Nr. 2, 4, 5, 7 (von oben nach unten)
Experiment : - Winkd bga und - Winke brga / Berechnung : Valllinie
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Bild 10 Ergebnisse des Verfahrens CLM
Bilder von links oben
Energieverlustdicke in Hauptstromungsrichtung / Formparameter
"Kreuzprodukt"- Impulsverlustdicke / Impulsverlustdicke in Querstromrichtung
Experiment : -
rote/ griine Kurven : Rechnung auf den der im Experiment untersuchten Stromlinie
benachbarten Stromlinien

folgende Saite

Bild 11 Ergebnisse des Verfahrens CLM fur die Messorte Nr. 2, 4, 5, 7 (von oben nach unten)
Linke Spalte: Halblogarithmische Darstdlung des Geschwindigkeitsprofiles
in Hauptstromungsichtung
Rechte Spdte:  Hodograph des verwundenen Geschwindigkeitsprofilsin
Stromlinienkoordinaten
Experiment : - / Berechnung : Vadlllinie

Ubernéchste Seite

Bild 12 Ergebnisse des Verfahrens CLM fir die Messorte Nr. 2, 4, 5, 7 (von oben nach unten)
Experiment : - Winkd bga und - Winke brga / Berechnung : Valllinie
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Anhang 5.2

Ber echnungser gebnisse fur Testfall 11
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Experiment : -,  (LDA), + (Hitzdraht) / Rechnung : -
folgende Saite
Bild3 Ergebnisse des Verfahrens CLM fir die Messorte Nr. 2, 3, 4, 5 (von oben nach  unten)
Linke Spdite: Ha blogarithmische Dargtdllung des Geschwindigketsprofiles
in Hauptstromungsichtung
Rechte Spdte:  Hodograph des verwundenen Geschwindigkeatsprofilsin
Stromlinienkoordinaten
Experiment : - / Berechnung : Vallinie
Ubernéchgte Seite
Bild4 Ergebnisse des Verfahrens CLM fir die Messorte Nr. 2, 3, 4, 5 (von oben nach  unten)

Experiment : - Winke bea und - Winke bega / Berechnung : Vallinie
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Bild5 Ergebnisse des VerfahrensCLJ
Bilder von links oben:
Wakeparameter der Hauptstromungsgeschwindigkeit / Grenzschichtdicke
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Experiment : -, ¢ (LDA), + (Hitzdraht) / Rechnung: -
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Bild6 Ergebnisse des VerfahrensCLJ
Bilder von links oben
Energieverlugtdicke in Hauptstromungsrichtung / Formparameter
"Kreuzprodukt"- Impulsverlugtdicke / Impulsverlustdicke in Querstromr ichtung
Experiment : -,  (LDA), « (Hitzdraht) / Rechnung : -

folgende Saite

Bild7 Ergebnisse des Verfahrens CLJfUr die Messorte Nr. 2, 3, 4, 5 (von oben nach unten)
Linke Spalte: Halblogarithmische Darstellung des Geschwindigketsprofiles
in Hauptstromungsichtung
Rechte Spdte:  Hodograph des verwundenen Geschwindigkeitsprofilsin
Stromlinienkoordinaten
Experiment : - / Berechnung : Vallinie

Ubernéchste Seite

Bild8 Ergebnisse des Verfahrens CLJfir die Messorte Nr. 2, 3, 4, 5 (von oben nach unten)
Experiment : - Winke bea und - Winke bega / Berechnung : Vallinie
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Bild9  Ergebnisse des Verfahrens NM

Bilder von links oben:

Potenz der Hauptstromungsgeschwindigkeit / Grenzschichtdicke
Verwindungswinkd / Wandschubspannungsgeschwindigkeit
Verdrangungsdicke / Impulsverlustdicke jeweils in Hauptstromungsrichtung
Experiment: -, ¢ (LDA), + (Hitzdraht) / Rechnung : -
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Bild 10 Ergebnisse des Verfahrens NM
Bilder von links oben
Energieverlugtdicke in Hauptstromungsrichtung / Formparameter
"Kreuzprodukt"- Impulsverlustdicke / Impulsverlustdicke in Querstromrichtung
Experiment : -, ¢ (LDA), « (Hitzdraht) / Rechnung : -

folgende Saite

Bild 11 Ergebnisse des Verfahrens NM fir die Messorte Nr. 2, 3, 4, 5 (von oben nach unten)
Linke Spate: Halblogarithmische Dargtdlung des Geschwindigkeitsprofiles
in Hauptstromungsrichtung
Rechte Spdte:  Hodograph des verwundenen Geschwindigkeitsprofilsin
Stromlinienkoordinaten
Experiment : - / Berechnung : Vallinie

Ubernéchste Saite

Bild 12 Ergebnisse des Verfahrens NM fir die Messorte Nr. 2, 3, 4, 5 (von oben nach unten)
Experiment : - Winkel bga und - Winked bega / Berechnung : Vallinie
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Anhang 5.3

Ver suchsaufbau und Ber echnungser gebnisse fur Testfall 11

y/m

02! "™
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unten rechts:
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z

Hindernis
(Zylinder, Profil)

Technische

uuuuuuuuu

Wandstromlinie

y/m
024 ™

0.1

fi -

- - - - 3 .
= or 0.3 0.2 0.1 x/m Min i

Darstellung des Versuchsaufbaus fir Testfal 11 nach S. M. Olemen,
R. L. Smpson (1995)

Mit dem Verfahren CLM berechnete Verteilung des Wakeparameters p
Mit dem Verfahren CLM berechnete Verteilung des Verwindungswinkels by
— . experimentel bestimmte Ablésdlinie (Rulzangtrich)

experimentell bestimmter Abldseort auf der Mittenlinie
= . berechnete Ablosdlinie
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