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1. 緒言 
拍動流によって誘起される血管壁の動的挙動の解明には流体解析と流体圧力により誘起

される血管壁の変形挙動の構造解析を行うことが必要である． 

流体解析には，2 次元あるいは軸対称流れにおいては渦度―流れ関数法，3 次元流れに対

しては MAC 法がある．前者は，連続の式を厳密に満足するが圧力を求める解析への適用が

困難である．[1] 一方，MAC 法は連続の式が近似的にしか満足されていないことが指摘さ

れている．[1]  

ところで，著者の一人は以前より超音波ドップラー効果を利用して，拍動下での血管粘

弾性発現度と拍動の不規則度を定量化して動脈硬化と動脈瘤を非侵襲で診断する手法を提

案してきた．[2-5] 

特に，動脈瘤の存在予測診断法の確立には，血管壁の不規則拍動挙動の測定実験結果を

数値流体力学（CFD）により検証することが重要である．そこで，著者らは，渦度―流れ関

数法と圧力のポアソン方程式を連成して解く方法により，動脈瘤を有する血管壁の拍動挙

動を数値解析により明らかにしてきた．[6-8] 

 本稿では，これらの解析手法について，さらに著者のグループで検討・発展させてき

た手法とそれにより得られた結果について，2 節で使用する動脈瘤モデルと解析の流れ，3

節で基礎式と差分方法，4 節で具体的な解析，5 節で結言の順に述べる． 

 

2. 動脈瘤モデル 
本研究で用いた解析モデルを Fig.1 に示す．動脈瘤形状は(1) 式に示す Gauss の正規分布

曲線を用いて表した．[11] 

 R0は初期管半径，b,cはそれぞれ動脈瘤高さ，幅を決定するパラメータである． 

� � �(z) � �� � ���exp	(−
���
���

) (1) 

また，流体は均質な非圧縮性 Newton 流体，流れは軸対称流とし，流れ方向および半径方向

の二次元で解析を行う． 

次に，解析領域を壁面形状関数で無次元化することにより，(R, Z)座標系から(η, Z)座標系

(長方形領域)への変換による写像を施す． (1) 式で表される動脈瘤壁面形状関数における独

立変数を無次元化すると， (2) 式で表される[11]． 

［共同研究成果］
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�(�) � � � �����(����) (2) 
 

 (2) 式による(R, Z)座標系から(η, Z)座標系への変換は式(3)で与える． 

� � �
�(�) ������ � � (3) 

 

これを図 2 に示す. 

 

 
Fig.1 解析モデル 

 

Fig.2  (η, Z)座標 

 

 

2.1 解析のながれ 
本解析のフローチャートを図 3に示す． 

はじめにΨ，Ω の初期値を設定しΨについて SOR 法で解く．それを用いてΩについて陽

解法で解く．このΩを用いてまたΨを求め以下それを繰り返す． 

次に圧力 Pについては Navier-Stokes の方程式から圧力のポアソン方程式を求める． 

Pの増分と現在の血管径rn及び有限変形の式[9]から計算される剛性を用いてrn＋１を求める． 

また安定的に計算を行うため，一定ステップ数定常流を流し，十分落ち着いた時点で拍動

流に切り替える． 

 

1

u 
v 

0 
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Fig.3 フローチャート 

 

3. 基礎式  
二次元円筒座標系における連続の式と Navier-Stokes 方程式を (4) ,(5) 式に示す． 

∂��
∂z + 1

�
�
�� (��

�) = 0 (4) 

  

��
�
��
���
��� + �� ��

�

�� + �� ��
�

�z = −1�
��
�� + � ��

���
��� + 1

�
���
�� + ����

��� � �
���
��� + �� ��

�

�� + �� ��
�

�z = −1�
��
�� + � ��

���
��� + 1

�
���
�� + ����

��� − ��
���

 

(5a) 

 

(5b) 

 

u+ : 軸方向速度 [m/s] 

v+ : 半径方向速度 [m/s] 

t+ : 時間 [s] 

p : 圧力 [Pa=N/m2] 

ρ: 密度 [kg/m3] 

ν: 動粘性係数 [m2/s] 
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添え字の+は有次元量であることを表す．ここで (4) 式より式(6)を満たす Ψが存在する． 

�� = −�
�
��
��   �� = − �

�
��
��  (6) 

 

また，軸対称流において渦度ベクトル ω は (7) 式で定義される． 

� = ���
�� − ���

��  (7) 

 

次に一様管部の半径を R0，平均流速を U0で表し無次元数 R, Z, Ψ, Ω,u,v,t,P を導入する． 

� = �
��
，� = �

��
，Ψ = �

������
，Ω = �

������
u = ��

��
，v = ��

��
，t = ��

��
��，P = �

�������
 

ここで U0は(8)式のレイノルズ数の定義から，Reを定めることにより決定した． 

�� = ����
�  (8) 

 

 以上の無次元変数および無次元流れ関数 Ψ，無次元渦度 Ωを導入することにより(4)，(5)

式から以下の Poisson 方程式および渦度輸送方程式を導出される． 

(Poisson 方程式) 

�� = ���
��� −

�
�
��
�� +

���
���     

(9) 

(渦度輸送方程式)  

��
�� + � ��

�� + � ��
�� −

�
� Ω = �

�� �
���
��� +

���
��� +

�
�� �

�
���     

(10) 

 

また，境界条件は以下のように定める． 

 

管入口  :   
��
�� = 0, ���� = 0, ������ = 0  (11a) 

管出口  : 	������ = 0, ������ = 0, P = 100������    (11b) 

管中心軸 :   
��
�� = 0, v = 0,Ψ = 0, Ω = 0, ���� = 0 (11c) 

 u = 0, v = 0, Ω = �
�
���
��� ,

��
�� = 0 

壁面上  :        定常流：Ψ = −1, 
  振動流：Ψ = −1 × (2 − cost), 

(11d) 
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壁面上の流れ関数に関する境界条件は定常時は-1 の一定値とし，拍動時には全域で cos 関数

に従って変動し振動を再現している． 

  

なお，一階微分，二階微分は (12)-(15) 式で表される. 

∂
∂R =

1
�(�)

�
�� (12) 

∂�
∂R� =

1
(�(�))�

∂�
∂�� (13) 

∂
∂Z = − �

�(�)
��(�)
��

∂
∂� +

∂
∂� (14) 

∂�
∂Z� =

��
��(�)��

���(�)�� �
� ∂�
∂�� + � 2η

��(�)��
���(�)�� �

�
− �
�(�)

���(�)
��� � ∂∂�

− 2 �
�(�)

��(�)
��

∂�
∂���� +

∂�
∂�� 

(15) 

 

これらを基礎方程式(9)(10)に適用すると，無次元基礎方程式は以下のように表される． 

(Poisson 方程式) 

�� �
��
��� + �� ���� + �� ���

���� + �� �
��
��� = ��Ω    

(16) 

(渦度輸送方程式)  

��
�� =

�
�� ���

���
��� + �� �

��
��� +��

���
���� + �� ���� + ���Ω� − ��� ���� − ��� ���� − ���Ω  

(17) 

 

各係数を式(18)に示す． 

�� =
1

(�(�))� �1 + �� ���(�)�� �
�
� (18a) 

�� =
1

(�(�))� �−
1
� + 2� ���(�)�� �

�
− ��(�) �

��(�)
��� � (18b) 

�� = − 2�
�(�)

��(�)
��  (18c) 

�� = 1 (18d) 

�� = ��(�) (18e) 
�� = �� (18f) 
�� = 1 (18g) 

�� = �� (18h) 
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(16)，(17)式を差分化して解き，Ψと Ωを計算することによって Navier-Stokes 方程式の解を

求める． 

得られる Ψから，軸方向速度 u と半径方向速度 v は式(19)のように求めることができる． 

� = − �
�(�(�))�

��
��， � = �

��(�) �−�
�

�(�)
��(�)
��

��
�� +

��
���   (19) 

 

流れ関数-渦度法では圧力を求める事ができないため，ここまでの計算より得られるΨ，

u,v を用いて圧力のポアソン方程式を解き P を計算する． 

(5a)式を Z で偏微分し，(5b)式に r+をかけ r+で偏微分し 1/r+をかける．それらを足しあわせ

る．ここで連続の式の項 D を式(20)のように定義する． 

� � � � � = ∂��
∂z + ��

�� +
���
���  (20) 

 

連続の式を満たせば 0 となるはずであるが，差分化の際の離散化誤差が集積し大きな値と

なる場合があるため式(21)の形で D 項を式に残す．[1] 

1
� ��

� = −������ + �� ��
��� + �� ��

���� + � � ∂
�D

∂��� +
1
��

��
��� +

∂�D
∂����

− �(��
�

���)
� + 2��

�

���
���
��� + (��

�

���)
� + ���

���� 
(21) 

 

 

 

 

 

 

�� =
1

(�(�))� �
1
� + 2� ���(�)�� �

�
− ��(�) �

��(�)
��� � (18i) 

��� = − � 1
��(�)�

�
 (18j) 

��� =
2

�(�(�))�
��
��  (18k) 

��� = − 2
�(�(�))�

��
��  (18l) 

��� =
2

�(�(�))� �
�

�(�)
��(�)
��

��
�� −

��
��� (18m) 
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3.1 差分化 
Poisson 方程式に二次精度中心差分，渦度輸送方程式に時間微分に一次精度上流差分，空

間微分に二次精度中心差分を用いて離散化する． 

 (Poisson 方程式) 

��
����� Ψ������� −

��
(��)� Ψ����� −

��
����� Ψ������� + � ��

(��)� −
��
����Ψ����� −

2 � ��
(��)� +

��
(��)��Ψ��� + � ��

(��)� +
��
����Ψ����� −

��
����� Ψ������� +

��
(��)� Ψ����� +

��
����� Ψ������� = ��Ω���     

(22) 

 (渦度輸送方程式) 

Ω������ − Ω����
Δt = 1

�� �
��

(Δ�)� �Ω�����
� − 2Ω���� + Ω������ �

+ ��
(Δ�)� �Ω�����

� − 2Ω���� + Ω������ �

+ ��
�Δ�Δ� �Ω�������

� − Ω�������� − Ω�������� + Ω�������� �

+ ��
2Δ� �Ω�����

� − Ω������ � + ���Ω���� � −
���
2Δ� �Ω�����

� − Ω������ �

− ���
2Δ� �Ω�����

� − Ω������ � − ���Ω����  

(23) 

 

(22) 式に対して SOR 法を適用し流れ関数Ψを導出する．そこで得られたΨの値を用いて 

(23)式により Euler 陽解法を用いて渦度 Ωを求める．なお (21) 式を SOR 法にて計算する際

の収束条件は以下のように定め，加速緩和係数 βは 1.5 とした． 

�����
(���)�����

(�)

����
(�) � � 1���   (m: 計算ステップ数) 

����(���) = ����(�) + � ������(���) − ����(�)�    

(�� : Gauss-Sidel 法による解，β:加速緩和係数) 

 

流体解析と同様に圧力式についても写像と差分化を式(24)に示すように行う． 
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���� =
0.5S(Z)�ℎ�

1 + S(Z)� + �� ��(�)��
� �

��
�(�)� �

�� ������ + ������
ℎ�

+ � 2�
�(�)� �

�� − �
�(�) �

��� ������ − ������
2ℎ

− 2�
�(�) �

� �������� − �������� − �������� + ��������
4ℎ�

+ ������ + ������
ℎ� + 1

��(�)�
������ − ������

2ℎ

+ 1
�(�)�

������ + ������
ℎ�

+ �� �−�
�

Δt + � �− �
�(�) �

� ��
�� +

��
��� +

�
�(�)

��
���

− � ��
�(�)� �

� ���
��� + � 2�

�(�)� �
�� − �

�(�) �
��� ���� −

2�
� ��� �

��
����

+ ���
��� +

1
��(�)�

��
�� +

1
�(�)�

���
����

+ �� � 1
�(�)� �

��
���

�
− 2�
�(�)� �

� ��
��

��
�� +

2
�(�)

��
��

��
��

+ �− �
�(�) �

� ��
�� +

��
���

�
+ ��
���(�)��� 

(24) 

 

ここで 

�� = ��(�)
��    ��� = ���(�)

���     

である．  

圧力についても SOR 法を用い，収束条件は下の式とした． 

�����
(���)�����

(�)

����
(�) � � 10��   (m: 計算ステップ数) 

����(���) = ����(�) + �������(���) − ����(�)� 

(��: Gauss-Sidel 法による解，β:加速緩和係数) 
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3.2 圧力による血管の変形 
 血管壁が管内圧力に応じて変形する効果を考える．内圧 p における血管内径は薄肉円管

モデルにおける Laplace の式[11]を用いて， 漸化式とし(25) 式で表される． 

 �� = ����
����������

   (25) 

 

その様子を図 4 に示す．ここで各パラメータは以下のように定義した． 

 

Fig.4 各ステップの圧力と半径の関係 

 

ここで管内圧力の変動により得られた血管形状で次ステップの流れ場の計算を行い，そ

こから再び圧力の計算および血管形状の計算を行う．このように数値流体力学による流れ

場の計算と材料力学による血管壁形状の計算の連成解析を行うことで血管内での現象を再

現している．管内圧力に変動が生じることに伴い， (25) 式より r に変動が生じるが，この

r に対して逐次式(3)で表される(R, Z)座標系から(η, Z)座標系(長方形領域)への変換による写

像を施すことにより，拍動流条件下における血管の脈動を一様流条件下と同一の手法で解

析することが可能となる．  

 ここで， (25) 式に示す管壁の剛性は，Fung による理論式(26)より[9] 

 σ = �∗
�∗� �

�∗�
�� � �

��)������� � �∗))   (26) 

 

σ : 血管壁に作用する応力 [g/mm2]

λ : ひずみ  

から式(27)を計算することにより算出した．  

 E = ��
�� =

�∗
�∗� �

�∗�
�� � �

�� � �� �
�
���� ������� � �∗))   (27) 

 

ここで a，σ*，λ*は定数であり，体重 15～25kg のイヌの胸部大動脈を用いた引張強度試験に

よる実験結果から[10]，以下の値を用いた． 

a : 1.9  

σ* : 25.83 [g/mm2] 

λ* : 1.6  

E : 管壁の剛性 [Pa=N/m2] 

h :
p

nr

1nr

管壁の厚さ 

Pn -Pn-1 

今計算ステップの管半径 

前計算ステップの管半径 

[m] 

[Pa] 

[m] 

[m] 
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4. 解析  
 著者の一人による過去の研究により，動脈瘤を持つ人の血管壁速度波形には，図 5(b)のよ

うに頂点にピークが 2 回表れる二相性と呼ばれる特徴が表れることが知られている[4]．測

定により二相性の有無を判定することで動脈瘤を診断する手法を提案しており[4]，CFD に

よりその検証が行われている．[6-8] 

 そこで本解析では二相性が動脈瘤由来であるかを原理的に確かめるため，上記の解析手

法を用いて計算した血管壁速度波形に臨床と同様の二相性が表れるのかを検証した．また

二相性の特徴を表す，図 6 のように波形の時間発展を一つの図で表すことのできる血管壁

拍動波形の軌跡解析が行われている．1 ループが 1 拍動であり，軌道は長周期的なずれを生

じる．健常者は計測定例では周期的なループを描き，それに対して動脈瘤を有する場合は，

図 7 に示すように 2 相性に対応する小さな circuit loop が右上部に発生する[4]． 

 本論文の CFD 解析により動脈瘤を有する血管壁の振動挙動に臨床波形測定例と同様の二

相性波形が発現するか検証する． 

    

(a) 健常者             (b)動脈瘤患者 

Fig.5 血管壁速度波形例[4] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) 血管壁速度測定結果          (b)アトラクターによる拍動軌跡 

Fig.6 波形軌道解析例[6,12] 
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    (a) 健常者の波計測定例         (b)動脈瘤を有する波形測定例 

Fig.7 解析結果のアトラクター解析[4] 

 

 

4.1 CFD による解析結果 
本解析では(1)式の動脈瘤形状を決定する係数 b=1.5，c=1 として解析を行った．速度波形

測定場所は図 8 に示すモデル上流部(a)と，中央部(b)である．図 9 に解析により得られた血

管壁速度波形を示す．上流部(a)，中央部(b)共に動脈瘤を有する血管に臨床測定例と同様の

二相性波形を再現することができた．また波形軌道解析結果を図 10 に示す．右端に circuit 

loop が発現している． 

 以上のことから拍動による血管壁挙動の周期変化において，測定による二相性波形は動

脈瘤の存在により発現することが示された．また二相性は動脈瘤部から離れた上流部でも

発現した． 

 

 

Fig.8 壁面速度測定位置 
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(a)                   (b) 

Fig.9 血管壁速度波形 

 

Fig.10 解析結果 

 

5. 結言 
 本解析により非侵襲測定で得られた図 4,図 6 の二相性波形と Circuit loop は動脈瘤の存在

に寄るものであることが CFD により検証された．今後実構造に近い血管壁への解析に本プ

ログラムを発展させることにより，さらに詳細に動脈瘤の存在による血管壁挙動の乱れを

再現することができると考えられる． 
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