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概要

フロー解析とは，最も多く用いられる静的プログラム解析の一つであり，デー
タや制御の流れに関する情報をコンパイル時に求める解析である．その重要性ゆ
え，フロー解析に対してはこれまでに多くの研究が成されてきた．関数型プログ
ラムに対するフロー解析においては，最も基本的な言語の一つである単純型付き
ラムダ計算に対しても，実際のフロー情報を厳密に求める解析法はほとんど存在
せず，理論的に厳密な解析法については実際に動かせるものが存在しない．本研
究では，関数型プログラムに対するフロー解析において，高階モデル検査に基づ
く厳密かつ現実的な解析法を提案する．高階モデル検査は，無限木を記述できる
文法の一つである高階再帰スキームに対するモデル検査である．高階モデル検査
問題は決定可能であることが証明されており，その判定器も実装されている．本
論文では，有限のデータ領域をもつ単純型付き関数型プログラムに対する制御フ
ロー解析の問題を高階モデル検査の問題に帰着させることにより，厳密かつ現実
的な解析を実現する方法を構成し，その正しさを証明する．合わせて，解析対象
言語の構文を拡張する方法の構成，データフロー解析への拡張，及びそれらに基
づくフロー解析器の実装と実験結果について報告する．
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第1章 序論

制御フロー解析 (Control Flow Analysis; CFA)とは，プログラム中の命令の実
行や関数の呼び出しの順序の情報，すなわち制御フローの情報を求める解析であ
る．これらの情報は，より複雑なプログラム解析やコンパイラの最適化などに有
用であり，制御フロー解析の研究は様々なプログラミング言語に対して成されて
きた．
関数型プログラムに対する制御フロー解析は，「プログラム中の各関数適用 (f(x))

において，（f として）具体的にどの関数が呼び出されるのか」という情報を求め
る解析として定義される [18]．例えば，次のような関数型プログラムについて考
える．

let id=λ4x.x in

let fA=λ
5y.() in let fB=λ

6z.z in

let dum = id@1fB in

(id@2fA)@3()

ここで，@は関数適用を表す記号であり，1 ∼ 6の数字は各関数 (λ)と各関数適用
に付けられたラベルである．このとき，上のプログラムの制御フロー情報は以下
のようになる．

� id@1fAが評価され，「@1において λ4が呼び出される」

� id@2fAが評価され，「@2において λ4が呼び出される」

� 上の評価結果 (fA)を受け，fA@3()が評価され，「@3において λ5が呼び出さ
れる」

関数型プログラムの制御フロー解析に対しては，Shiverの k-CFA[21]をはじめ，
これまでに様々な解析法が生み出されたが，そのほとんどがプログラム中の制御
フロー情報の過大近似 (over-approximation)を求める解析法である．例えば最も一
般的な制御フロー解析である 0CFA[21]を先程のプログラムに対し実行した場合，
「@2において，λ4または λ6が呼び出されうる」というように，実際のフロー情報
に加えて余分な情報が加わったものが解析結果として得られてしまう．一方，厳
密な制御フロー情報を求める解析法であるMossinの解析法 [17]については，アル
ゴリズムの計算量が膨大となるため，現実的な時間で動かすことは不可能である
と考えられる．
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本研究では，再帰を含む単純型付き関数型プログラムに対し，厳密かつ現実的
な制御フロー解析を実現する方法を提案する．提案する手法は，制御フロー解析
の問題を高階モデル検査 [19, 8]の問題に帰着させるという方法をとる．高階モデ
ル検査問題は決定可能であることが証明されており [19]，また現実的な時間で動く
解析器も存在する [7]ため，この方法により厳密かつ現実的な解析が期待できる．
本研究における帰着の全体的な流れは，以下のようになる．

1. 解析対象のプログラムにおいて，「各関数適用において，どの関数が呼び出さ
れるか」という問題（すなわち，制御フロー解析問題）を考える．

2. プログラムを変換し，1の問題を「関数呼び出しの順序問題」に帰着する．

3. さらにプログラムを「関数呼び出しの順序を表す木」を生成するプログラム
に変換し，2の問題を「木生成プログラムのモデル検査問題」（すなわち，高
階モデル検査問題）に帰着する．

上記のように帰着した後，既存の高階モデル検査器 [7, 10, 14]を用いて 3の問題を
解くことで制御フロー解析を実現する．
本研究では，上記の帰着方法の定式化を行い，その帰着方法の正しさを証明し，
また解析対象言語の拡張とデータフロー解析への拡張に加え，フロー解析器の実
装・実験を行った．
本論文の構成は以下の通りである．２章では高階モデル検査の概要と，解析の
対象言語及び制御フロー解析問題の定義について述べる．３章では制御フロー解
析問題から高階モデル検査問題への帰着方法について説明する．４章では解析対
象言語の拡張及びデータフロー解析への拡張について説明し，５章ではフロー解
析器の実装及び実験結果について述べる．６章では関連研究について述べ，７章
では本研究の結論を述べる．
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第2章 準備

本章では，制御フロー解析を帰着する高階モデル検査問題の定義，及び制御フ
ロー解析の対象言語と問題の定義について述べる．

2.1 高階モデル検査
高階モデル検査 [19, 8]は，与えられた木生成プログラム Gと性質Aに対し，「G
によって生成された木がAを満たすかどうか」を決定する問題である．通常，そ
の対象言語としては高階再帰スキーム [19]が用いられる．
本節では，高階モデル検査を本研究の目的に合わせて特殊化したものについて
定義する．本研究では，高階再帰スキームの代わりに，名前呼び単純型付きラム
ダ計算に再帰と木のコンストラクタを追加した言語 λT を対象言語として考える．
木生成プログラムとしては，λT と高階再帰スキームは同じ表現力を持つ．

2.1.1 木生成言語λT

Σを，木コンストラクタから正の整数への写像とする．木コンストラクタ aに
対し，Σ(a)をアリティ（arity）を呼ぶ．アリティは，直観的にはその木コンスト
ラクタが木を構成する際に「引数として受け取る木の個数」を表し、aのアリティ
が 0の場合は，aが葉であることを意味する．例えば，木コンストラクタ a, b, cに
対し，Σ = {a 7→ 2, b 7→ 1, c 7→ 0}であるとき，a (b c) (a c c)は図 2.1のような木
の構成を表している．

図 2.1: a (b c) (a c c)が表す木の構造
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言語 λT の項と型の構文は以下のように定義される．
e (Terms) ::= a | x | fun(f, x, e) | e1e2

τ (Types) ::= o | τ1 → τ2

a(∈ dom(Σ))は木コンストラクタであり，直観的には「ラベル aを持つ節または
葉」を表す．x,fは変数を表す．fun(f, x, e)は，f(x) = eのように定義される再帰
関数である．簡単のため，以降 f が e中に現れない（すなわち，定義が再帰的で
ない）場合は，fun(f, x, e)を λx. eと表記する．e1 e2は関数適用を表す．oは木を
表す型であり，τ1 → τ2は τ1から τ2への関数を表す型である．

λT における型付け規則は以下の様に定義される．

Γ ⊢ a : o → · · · → o →︸ ︷︷ ︸
Σ(a)

o

Γ, f : τ1 → τ2, x : τ1 ⊢ e : τ2

Γ ⊢ fun(f, x, e) : τ1 → τ2

Γ ⊢ e1 : τ1 → τ2 Γ ⊢ e2 : τ1

Γ ⊢ e1 e2 : τ2

x : τ ∈ Γ

Γ ⊢ x : τ

λT の項のうち，型 oを持つ閉じた（すなわち，自由変数を含まない）項のことを
木生成プログラムと呼ぶ．

λT の評価戦略は名前呼び（call-by-name）であり，評価文脈（ET）及び簡約関
係（−→T）は以下のように定義される．

ET ::= [ ] | ET e | a e1 . . . ej−1 ET ej+1 . . . eΣ(a)

ET [fun(f, x, e) e′] −→T ET [ [e′/x, fun(f, x, e)/f ]e]．
ここで，1 ≤ j ≤ Σ(a)であり，また [e′/x]eは e中に自由変数として表れる xを e′

で置き換えることを表す．以下，−→T の反射推移閉包を−→∗
T と表記する．

λT の簡約は，木コンストラクタの各引数の評価順序が決まっていないため，非
決定的である．
例 2.1. e1 −→T e′1かつ e2 −→T e′2であるとし，e = a e1 e2について考える．ただ
し aはΣ(a) = 2である木コンストラクタとする．

eの 1ステップの簡約については，次の２通りの場合があり，非決定的に簡約さ
れる．

e −→T a e′1 e2

e −→T a e1 e′2.

¥
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2.1.2 高階モデル検査問題
本研究では，木生成プログラムによって生成された木のパスにのみ着目する．木
生成プログラム eに対し，eが生成する木が持つパス（が持つラベル列）の集合で
あるパス言語Path(e)を以下のように定義する．ただし，葉が持つラベルは無視す
る（すなわち，Σ(a) = 0のとき path(a) = {ϵ}）とする．

定義 2.1 (パス言語). 木生成プログラム eが与えられたとき，以下の様に定義され
る木コンストラクタの列の集合 Path(e)を，eの生成するパス言語という．

Path(e) =
⋃

{path(e′) | e −→∗
T e′}

ただし，

path(e) =


{ϵ} (e = aかつΣ(a) = 0)

{a · b | b ∈ path(ej), 1 ≤ j ≤ Σ(a)} (e = a e1 . . . eΣ(a))

{ϵ} (それ以外)

であり，ϵは空列記号，a · bは列 a, bの結合を表す．

例 2.2. F = fun(f, x, a x (f(b x)))とし， 木生成プログラム e = F cについて考
える．ただし，a, b, cは木コンストラクタであり，Σ = {a 7→ 2, b 7→ 1, c 7→ 0}と
する．
プログラム eは以下の様に簡約されていく．

e = F c −→T a c (F (b c)) −→T a c (a (b c) (F (b (b c)))) −→T . . .

このとき，eの生成するパス言語は Path(e) = {anbm | n > m ≥ 0} ∪ {ϵ}となる
（ただし，anは連続する n個の aからなる列である）． ¥

このとき，HOMC問題を以下の様に定義する．
定義 2.2 (HOMC問題). HOMC問題とは，与えられた木生成プログラム eと正規
言語Rに対し，

Path(e) ⊆ R

を判定する問題をいう．

HOMC問題は高階モデル検査のインスタンスの一つであるとみなすことができ
る．高階モデル検査が決定可能であることが Ong[19]によって証明されているこ
とから，HOMC問題が決定可能であることが導ける．

定理 2.1. HOMC問題は決定可能である．

HOMC問題は既存の高階モデル検査器 [7, 10, 14]を用いて解くことが可能で
ある．
以上のことから，制御フロー解析の問題をHOMCに帰着することにより，厳密
かつ実行可能な解析が期待できる．
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2.2 制御フロー解析
2.2.1 ソース言語λS

本研究における制御フロー解析の対象言語 λSは，再帰と非決定的分岐を含む値
呼び単純型付きラムダ計算である．λSの項，値，型の構文は以下のように定義さ
れる．

t (terms) ::= () | x | funℓ(f, x, t) | t1 @ℓ t2 | if* t1 t2
v (values) ::= () | funℓ(f, x, t)

T (types) ::= Unit | T1 → T2.

()は Unit型の唯一の値であり，t1 @ℓ t2は関数適用，if* t1 t2は t1または t2へ
の非決定性の分岐を表す．if* t1 t2は主に 4.1節において抽象化された値を表現す
るのに用いる．また制御フローについて論ずるため，各関数と関数適用にラベル ℓ

を付与している．このうち重要でないラベルについてはダミーのラベル ℓ⋆を用い，
特に必要のない限り表記を省略する．ラベル全体の集合を Lと表記し，Lから ℓ⋆

を除いたものをL−と表記する．
Γを，x : T の形で表される型束縛の有限集合とする．λSの型付け規則は以下の
ように定義される．

Γ ⊢ () : Unit

Γ, x : T ⊢ x : T

Γ ⊢ t1 : T1 Γ ⊢ t2 : T1

Γ ⊢ if* t1 t2 : T1

Γ, f : T1 → T2, x : T1 ⊢ t1 : T2

Γ ⊢ funℓ(f, x, t1) : T1 → T2

Γ ⊢ t1 : T1 → T2 Γ ⊢ t2 : T1

Γ ⊢ t1 @ℓ t2 : T2

λSの項のうち，Unit型を持つ閉じた項のことをソースプログラムと呼ぶ．
λSの評価戦略は値呼び（call-by-value）であり，評価文脈（E）および簡約関係

（−→）は以下のように定義される．

E (evaluation contexts) ::= [ ] | E@ℓt | v@ℓE.

E[funℓ(f, x, t1)@
ℓ′v2] −→ E[[v2/x, funℓ(f, x, t1)/f ]t1]

E[if* t1 t2] −→ E[t1]

E[if* t1 t2] −→ E[t2].
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以下，簡約関係−→の推移閉包を−→+，反射推移閉包を−→∗と表記する．

2.2.2 CFA問題
本研究では，制御フロー解析の問題を「与えられた関数と関数適用（のラベル）

ℓ1, ℓ2に対し，関数 ℓ1が関数適用 ℓ2で呼び出されるかを判定する」問題として定
義する．
ソースプログラム tに対し，各関数がどの関数適用で呼び出されるかを表す制御
フロー関係CF (t)を以下の様に定義する．

定義 2.3 (制御フロー関係). ソースプログラム tが与えられたとき，以下の様に定
義されるラベルの二項関係CF (t)を，tの制御フロー関係，または制御フロー集合
という．

CF (t) = {(ℓ1, ℓ2) ∈ L− × L− | ∃t1, v2, f, x, E. t −→∗ E[(funℓ2(f, x, t1))@
ℓ1v2]}.

直観的には，(ℓ1, ℓ2) ∈ CF (t)は，項 tを簡約していったとき関数適用 ℓ1において
関数 ℓ2が呼び出されることを意味している．

このとき，CFA問題を以下の様に定義する．

定義 2.4 (CFA問題). CFA問題とは，与えられたソースプログラム tとラベル
ℓ1, ℓ2 ∈ L−に対し，

(ℓ1, ℓ2) ∈ CF (t)

を判定する問題をいう．

例 2.3. ソースプログラム tp = (λ1x. x@2())@3(λ4z.())について考える．tpは以
下のように簡約される．

(λ1x. x@2())@3(λ4z.()) −→ (λ4z.())@2() −→ ().

このとき定義より，CF (tp) = {(3, 1), (2, 4)}である． ¥

通常の制御フロー解析では，制御フロー関係CF (t)の過大近似（over-approximation）
を計算する．これに対し本研究では，CFA問題を HOMC問題に帰着させること
により，厳密な解析を実現している．
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第3章 制御フロー解析の高階モデル
検査への帰着

CFA問題からHOMC問題への帰着は，以下の 2段階から構成されている．

1. CFA問題を，「関数呼び出しの順序を解析する問題」であるcall-sequence anal-

ysis (CSA)に帰着する．

2. CSA問題をHOMC問題に帰着する．

本章では，各段階における帰着の具体的な方法について説明し，その正しさにつ
いて証明する．

3.1 CFAからCSAへの帰着
帰着の第 1段階では「関数と関数適用の関係の問題」であるCFA問題から「関
数呼び出しの順序の問題」であるCSA問題へと帰着する．このCFAからCSAへ
の帰着が，本研究において最も重要な鍵となる段階である．まず，ラベルの 2項関
係CS (t)とCSA問題を以下のように定義する．直観的には，(ℓ1, ℓ2) ∈ CS (t)は，
項 tを簡約していったとき，関数 ℓ1が呼び出された直後に関数 ℓ2が呼び出される
ことを意味している．

定義 3.1 (CSA問題). ソースプログラム tについて，ラベルの 2項関係 CS (t)を
以下のように定義する．

CS (t) = {(ℓ1, ℓ2) ∈ L− × L− |
t −→∗ E1[(fun

ℓ1(f1, x1, t1))@v1] −→ E2[(fun
ℓ2(f2, x2, t2))@v2]}.

CSA問題とは，与えられた項 tとラベル ℓ1, ℓ2 ∈ L−に対し，

(ℓ1, ℓ2) ∈ CS (t)

を判定する問題をいう．

例 3.1. 以下のプログラム t0について考える．

t0 = (λ3b.(λ1x.λk1.(λ
2a. x a k1) ()) b (λm.m)) (λ4z.λk2. k2 ())
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ただし見やすさのため記号@とそのラベルは省略している．t0は以下のように簡
約される．

(λ3b.(λ1x.λk1.(λ
2a.x a k1) ()) b (λm.m)) (λ4z.λk2. k2 ())

−→ (λ1x.λk1.(λ
2a. x a k1) ()) (λ4z.λk2. k2 ()) (λm.m)

−→ (λk1.(λ
2a. (λ4z.λk2. k2 ()) a k1) ()) (λm.m)

−→ (λ2a.(λ4z.λk2. k2 ()) a (λm.m)) ()

−→ (λ4z.λk2. k2 ()) () (λm.m)

−→∗ ().

このとき定義より，CS (t0) = {(3, 1), (2, 4)}である． ¥

CFA問題からCSA問題へ帰着するには，ソースプログラムに対し，以下のよう
に定義される継続受け渡し方式（continuation-passing-style, CPS）変換 J·Kを適用
すればよい．

J()K = λℓ⋆k.k @ℓ⋆()JxK = λℓ⋆k.k @ℓ⋆xJfunℓ(f, x, t)K = λℓ⋆k.k @ℓ⋆(funℓ(f, x, JtK))Jt1 @ℓt2K = λℓ⋆k.Jt1K@ℓ⋆(λℓ⋆f.Jt2K@ℓ⋆(λℓz.(f @ℓ⋆z) @ℓ⋆k)) (f, z are fresh)Jif* t1 t2K = λℓ⋆k.(if* (Jt1K@ℓ⋆k) (Jt2K@ℓ⋆k)).

CPS変換により，全ての項は「最初に継続（その時点で残っている計算）を引数
kとして受け取り，項の評価結果を（そのまま返さずに）その継続 kに渡す関数」
に変換される. ここで，規則中の右辺（すなわち，変換結果となる項）に現れる関
数について，以下のようにユーザ関数と継続関数を定義する．

定義 3.2 (ユーザ関数と継続関数). ソースプログラム tをCPS変換した項 JtKに現
れる関数について，ユーザ関数と継続関数を以下のように定義する．

� ソースプログラム t中に元々存在していた関数，すなわち，変換規則

Jfunℓ(f, x, t)K = λℓ⋆k.k @ℓ⋆(funℓ(f, x, JtK))
の右辺における関数 funℓ(f, x, JtK)をユーザ関数と呼ぶ．

� 継続関数とは，ユーザ関数以外の関数を言う．

上記の変換規則は，ラベルの扱いを除けば，最も基本的な値呼びCPS変換の定
義 [20, 1]と同じものである．関数 funℓ(f, x, t)に付けられたラベル ℓは，定義中
の 3番目の規則より，そのまま変換結果中のユーザ関数 funℓ(f, x, JtK)に付けられ
る．一方，関数適用 t1@

ℓt2に付けられたラベルは，4番目の規則より，継続関数
λℓz.(f@z)@kに移される．それ以外の継続関数及び関数適用にはダミーラベル ℓ⋆

が付けられる．このとき，CPSプログラムを以下のように定義する．
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定義 3.3. あるソースプログラム tに対し，以下のように定義される項 tCを，（ソー
スプログラム tの）CPSプログラムという．

tC = JtK@(λℓ⋆m.m)

ここで，λℓ⋆m.mは「プログラム全体の結果を受け取る継続」を表す．

CPSプログラムにおいては，以下の定理が成り立つ．

定理 3.1 (評価戦略の統合). tSをソースプログラム，t1, t2を λS項，Eを評価文脈
とする．このとき， JtSK@(λm.m) −→∗ E[t1@t2]

であれば，項 t2は値である．

証明. JtSK@(λm.m) = E[t1@t2] の場合，t2 = (λm.m)より，値となることは明ら
かである．また，CPS変換の規則中において，各関数適用 t1@t2の t2として表れ
るのは，値（(), funℓ(f, x, t), (λz. · · · ), (λf. · · · )）もしくは変数 (x, z, k)である．変
数 x, z, kは全て束縛変数であるので，これらには必ず関数の引数となる値が束縛
される．よって，いずれの場合もE[t1@t2]の t2は必ず値となる． ¤

定理 3.1より，CPSプログラムにおいて，評価文脈Eを以下のように再定義す
ることが可能である．

E ::= [ ] | E@ℓ⋆v.

これはすなわち，CPSプログラムにおいては，値呼びによる評価と名前呼びによ
る評価が等価となることを意味している．
CPS変換の前後ではプログラムの型付け可能性が保存され，以下の定理が成り
立つことが証明されている [15]．

定理 3.2 (型付け可能性の保存). 型 T 及び型環境 Γに対し，T#, Γ#を以下のよう
に定義する．

Unit# = Unit

(T1 → T2)
# = T#

1 → (T#
2 → Unit) → Unit

Γ#(x) = (Γ(x))#

tをソースプログラム中の部分項とする．このとき，Γ ⊢ t : T ならば，Γ# ⊢ JtK :

(T# → Unit) → Unitである．

証明. 省略（[15]を参照）． ¤

上記のCPS変換を用いると，定義より，ソースプログラム tにおいて「関数 ℓ1

が関数適用 ℓ2にて呼び出される」（つまり，(ℓ1, ℓ2) ∈ CF (t)である）とき，CPS

プログラム JtK@(λm.m)においては，「関数 ℓ2が呼び出された直後に ℓ1が呼び出さ
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t

−→∗ E[t1 @ℓ1t2]

−→∗ E[(λℓ2x. t3) @ℓ1t2] (i)

−→∗ E[(λℓ2x. t3) @ℓ1v4] (ii)

JtK@(λm.m)

−→∗ Jt1@ℓ1t2K@K

−→∗ Jt1K @ (λv1.Jt2K(λℓ1v2.(v1@v2)@K))

−→∗ (λf.Jt2K@(λℓ1z.(f@z)@K))@(λℓ2x.Jt3K) (i-a)

−→ Jt2K @ (λℓ1z.((λℓ2x.Jt3K)@z)@K) (i-b)

−→∗ (λℓ1z.((λℓ2x.Jt3K)@z@K)) @ Jv′
4K (ii-a)

−→ (λℓ2x.Jt3K)@Jv′
4K@K (ii-b)

図 3.1: ソースプログラム及びCPSプログラムにおける関数適用の評価の対応

れる」（つまり，(ℓ1, ℓ2) ∈ CS (t)である）ことになる．つまりこれは，CPS変換に
よりCFA問題がCSA問題に帰着されることを意味する．
以下ではその理由について説明する．
上記の変換規則の内，この帰着の鍵となるのは関数適用 t1@

ℓt2の変換規則であ
る．この規則において，関数適用のラベル ℓは継続 λℓz.f@z@kに移される．この
継続は直観的には「（関数の引数となる）値を受け取った後，関数 f を呼び出す」
という継続を表している．このとき f には t1の評価結果となるユーザ関数が束縛
されているので，例えばソースプログラムにおいて t1の評価結果が関数 ℓ′である
場合は，CPSプログラムにおいては継続関数 ℓが呼び出された直後にユーザ関数
ℓ′が呼び出されることになる．
図 3.1はソースプログラム tとその CPSプログラムにおける関数適用の評価の
対応を簡単に表したものである．図の左側は，ソースプログラムにおいて，関数
適用 ℓ1で関数 ℓ2が呼び出される場合の簡約の流れを表している．tはE[t1@

ℓt2]に
簡約された後，まず t1が関数 λℓ2x.t3に簡約され（図中の (i)），次に t2が値 v4に
簡約され（図中の (ii)），そして最後に関数 ℓ2が呼び出されている．一方図の右側
は，これに対応するCPSプログラムでの簡約の流れを表している．CPSプログラ
ムでは，t1を評価した後に，評価結果である関数 λℓ2x.Jt3Kが継続（λf. · · ·）に渡
される，という過程が加わる（図中の (i-a)→ (i-b)）．t2に関しても同様に，評価
結果である値 v′

4が継続（λℓ1z · · ·）に渡され（図中の (ii-a)→(ii-b)），その後関数
ℓ2が呼び出される．このとき，図の (ii-a)と (ii-b)から，2つの関数 ℓ1と ℓ2が連続
して呼び出されていることが分かる．
以上より，次の定理が成り立つことが直観的に分かる．

定理 3.3 (CFAからCSAへの帰着の正当性). tをソースプログラム，ℓ1, ℓ2を t中
のラベルとする．このとき，(ℓ1, ℓ2) ∈ CF (t)のときかつそのときに限り，(ℓ1, ℓ2) ∈
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CS (JtK@(λm.m)) である．

以下，本節ではソースプログラムの簡約とCPSプログラムの簡約の間に成り立
つ関係を形式的に確立させ，それを基に定理 3.3を導く．
ソースプログラムにおける評価文脈の対（counterpart）になるものとして，整
形式継続 (well-formed continuation)を定義する．そのためにまず値から項への補
助関数Ψ(v)を以下のように定義する．

Ψ(c) = c

Ψ(funℓ(f, x, t)) = funℓ(f, x, JtK) ,

ここで cは定数（()など）であり，J·Kは本節で定義したCPS変換である．Γ ⊢ v : T

であるとき，Γ♯ ⊢ Ψ(v) : T ♯である．ただし T#, Γ#は定理 3.2中で定義したもの
と同じである．整形式継続の集合K は，以下のように定義される λS 項の集合で
ある．

K (well-formed continuation) ::= λm.m

| (λℓ⋆f.JtK@(λℓz.(f@z)@K))

| (λℓz.(Ψ(v)@z)@K) (where f, z are fresh).

ここで ℓはソースプログラム中の関数適用に付けられたラベルである．評価文脈
Eと整形式継続Kの間の関係≅は以下のように定義される．

[ ] ≅ λm.m

E[ [ ]@ℓt2 ] ≅ λℓ⋆f.Jt2K@(λℓz.(f@z)@K) if E ≅ K (where f , z are fresh)

E[ v1@
ℓ[ ] ] ≅ λℓz.(Ψ(v1)@z)@K if E ≅ K (where z is fresh).

このとき，以下の補題に表されるように，≅は一対一対応である．

補題 3.1. 各評価文脈Eに対し，E ≅ KとなるようなKがただ一つ存在する．各
整形式継続Kに対し，E ≅ KとなるようなEがただ一つ存在する．

証明. それぞれE，Kの構造に関する帰納法で導かれる． ¤

次に，Plotkinが提案したコロン変換（colon-translation）[20]に少し変更を加え
たものを導入する．コロン変換は，CPS変換について，ソースプログラムと継続
との関係をより分かりやすく表したものである．ソースプログラム tと整形式継続
Kに対し，コロン変換 t : Kは以下のように定義される．

v : K = K@Ψ(v)

(t1@
ℓt2) : K = t1 : (λf.Jt2K@(λℓz.(f@z)@K)) (where t1 is not value)

(v1@
ℓt2) : K = t2 : (λℓz.(Ψ(v1)@z)@K)

(if∗ t1 t2) : K = if∗ (Jt1K@K) (Jt2K@K) .
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tが型 T を持ち，K が型 T# → Unitを持つならば，t : K は well-typedであり，
Unit型を持つ．以下ではwell-typedであるコロン変換のみを扱うものとする．
簡約関係−→に対しラベルによる注釈を加えたものを以下のように定義する．

E[funℓ(f, x, t)@v]
ℓ−→ E[ [funℓ(f, x, t)/f, v/x] t ]

E[if∗ t1 t2]
1−→ E[t1]

E[if∗ t1 t2]
2−→ E[t2]

t
ℓ1−→ · · · ℓk−→ uである場合 t

ℓ1···ℓk=⇒ uと表記し，またラベルの有限列の集合 Sに対
し t

w
=⇒ t′となる w ∈ Sが一つ以上存在する場合は t

S
=⇒ t′と表記することとす

る．また特に重要でない場合は ℓ, w, Sの表記を省略する．

補題 3.2. tをCPSプログラム，ℓ1, ℓ1を t中のラベルとする．このとき，(ℓ1, ℓ2) ∈
CS (t)のとき，かつそのときに限り ∃t′, w. t

wℓ1ℓ2=⇒ t′である．

証明. 定義より明らかである． ¤

ラベル列 wに対し，wの長さを |w|，wの Sへの射影（projection）を w1 ↓S と
表記する．例えば，(ℓ⋆1ℓ⋆) ↓{1,2}= 1である．w2 = w1w3であるような w3が存在
する場合，w1 ≼ w2と表記し，w1をw2の接頭部（pre�x）と呼ぶ．|w3| > 0かつ
w2 = w1w3である場合，w1 ≺ w2と表記する．以下の補題は，if∗による非決定性
を除き，簡約が決定的であることを示している．

補題 3.3. t
w1=⇒ t1かつ t

w2=⇒ t2であるとする．このとき，以下が成り立つ．

(I) w1 ↓{1,2} = w2 ↓{1,2} ならば，w1 ≼ w2 または w2 ≼ w1 である．

(II) w1 ↓{1,2} ≺ w2 ↓{1,2} ならば，w1 ≺ w2 である．

(III) w′
1, w

′
2 ∈ ℓ∗⋆ かつ ℓ1, ℓ

′
2 ̸= ℓ⋆ のとき，w1 = ww′

1ℓ1 かつ w2 = ww′
2ℓ2 ならば，

(i) ℓ1 = ℓ2 ̸∈ {1, 2} または (ii) ℓ1, ℓ2 ∈ {1, 2} である．

証明. (I),(II)は w1の長さに関する簡単な帰納法により導かれる．(III)を (I),(II)

を用いて導く．ℓ1, ℓ2 ̸∈ {1, 2}の場合を考える．このとき (I)より，w1 ≼ w2 または
w2 ≼ w1 である．ℓ1, ℓ

′
2 ̸= ℓ⋆より，w1 = w2かつ ℓ1 = ℓ2である．ℓ1 ∈ {1, 2}だが

ℓ2 ̸∈ {1, 2}である場合を考える．このとき (II)より，w2 ≺ w1であるが，これは
w2 ≼ w′

1であることを暗に示している．しかし，これはw′
1 ∈ ℓ∗⋆かつw2 ̸∈ ℓ∗⋆であ

ることと矛盾する．同様に ℓ2 ∈ {1, 2}だが ℓ1 ̸∈ {1, 2}である場合も矛盾が生じる．
¤

以下の補題においては，帰納法の仮定を I.H.と表記する．

補題 3.4. tを閉じた λS項，Kを整形式継続とする．このとき，JtK@K
ℓ+⋆=⇒ t : K

である．
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証明. tに関する構造的帰納法を用いる．

� t = c（ただし，cは定数値）の場合．

JcK@K = (λℓ⋆k.k@c)@K
ℓ⋆−→ K@c

= K@Ψ(c)

= c : K .

� t = funℓ(f, x, t1)の場合．

Jfunℓ(f, x, t1)K@K = (λℓ⋆k.k@(funℓ(f, x, Jt1K)))@K
ℓ⋆−→ K@(funℓ(f, x, Jt1K))
= K@Ψ(funℓ(f, x, t1))

= (funℓ(f, x, t1)) : K .

� t = t1@
ℓt2（ただし，t1は値でない）の場合．Jt1@ℓt2K@K = (λℓ⋆k.Jt1K@(λℓ⋆f.Jt2K@(λℓz.(f@z)@k)))@K

ℓ⋆−→ Jt1K@(λℓ⋆f.Jt2K@(λℓz.(f@z)@K))

ℓ+⋆=⇒ t1 : (λℓ⋆f.Jt2K@(λℓz.(f@z)@K)) (by I.H.)

= (t1@
ℓt2) : K .

� t = v1@
ℓt2の場合．Jv1@

ℓt2K@K = (λℓ⋆k.Jv1K@(λℓ⋆f.Jt2K@(λℓz.(f@z)@k)))@K

ℓ⋆−→ Jv1K@(λℓ⋆f.Jt2K@(λℓz.(f@z)@K))

ℓ+⋆=⇒ v1 : (λℓ⋆f.Jt2K@(λℓz.(f@z)@K)) (by I.H.)

= (λℓ⋆f.Jt2K@(λℓz.(f@z)@K))@Ψ(v1)

ℓ⋆−→ Jt2K@(λℓz.(Ψ(v1)@z)@K)

ℓ+⋆=⇒ t2 : (λℓz.(Ψ(v1)@z)@K) (by I.H.)

= (t1@
ℓt2) : K .

� t = if∗ t1 t2の場合．

Jif∗ t1 t2K@K = (λk.(if∗ (Jt1K@k) (Jt2K@k)))@K
ℓ⋆−→ if∗ (Jt1K@K) (Jt2K@K)

= (if∗ t1 t2) : K .
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¤

補題 3.5. tを閉じた λS項，Kを整形式継続とし，EをE ≅ Kであるような評価
文脈とする．

1. tが値でないならば，E[t] : (λm.m) = t : Kである．

2. t : K
ℓ∗⋆=⇒ E[t] : (λm.m)である．

証明. 評価文脈における順序関係≺を，E[ ] ≺ E[v@[ ] ] ≺ E[ [ ]@t]と定義する．E

に対する帰納法を用いる．

� E = [ ]の場合，K = (λm.m)より，明らかである．

� E = E0[ [ ]@
ℓt2 ]の場合．E0 ≅ K0であるK0に対し，

K = λℓ⋆f.Jt2K@(λℓz.(f@z)@K0)

である．tが値でないならば，

E0[ t @ℓt2 ] : (λm.m.)

= (t@ℓt2) : K0 (by I.H.)

= t : (λℓ⋆f.Jt2K@(λℓz.(f@z)@K0)) (t is not a value).

より，1が成り立つ．tが値でないならば，t : K −→∗ E[t] : (λm.m)であり，
2が成り立つ．次に tが値 vである場合を考える．このとき，

v : K

= K@Ψ(v)

= (λℓ⋆f.Jt2K@(λℓz.(f@z)@K0))@Ψ(v)

ℓ⋆−→ Jt2K@(λℓz.(Ψ(v)@z)@K0)
ℓ+⋆=⇒ t2 : (λℓz.(Ψ(v)@z)@K0) (Lemma 3.4)より．

整形式継続 (λℓz.(Ψ(v)@z)@K0)は評価文脈E0[v@[ ] ]と対応する．この評価
文脈はE0[ [ ]@t2]よりも”小さい”ので，帰納法の仮定より，この場合の証
明が完成する．

� E = E0[ v@ℓ[ ] ]の場合．E = E0[ [ ]@
ℓt2 ]の場合と同様．

¤

補題 3.6. tを λS項，v を値，x を変数とする．このとき，J[v/x]tK = [Ψ(v)/x]JtK
である．
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証明. � t = c（ただし，cは定数値）の場合．J[v/x]cK = JcK
= [Ψ(v)/x]JcK .

� t = xの場合．kを v中に現れない変数とする．J[v/x]xK = JvK
= λk.k@Ψ(v)

= [Ψ(v)/x](λk.k@x)

= [Ψ(v)/x]JxK .

� t = y（ただし，y ̸= x）の場合．J[v/x]yK = JyK
= [Ψ(v)/x]JyK .

� t = funℓ(f, y, t1)（ただし，y ̸= x）の場合．kを v, t1中に現れない変数と
する．J[v/x](funℓ(f, y, t1))K = Jfunℓ(f, y, [v/x]t1)K

= λk.k@(funℓ(f, y, J[v/x]t1K))
= λk.k@(funℓ(f, y, [Ψ(v)/x]Jt1K)) (by I.H.)

= [Ψ(v)/x](λk.k@(funℓ(f, y, Jt1K)))
= [Ψ(v)/x]J(funℓ(f, y, t1))K .

� t = t1@
ℓt2の場合．k, f, zを v, t1, t2中に現れない変数とする．J[v/x](t1@

ℓt2)K
= J([v/x]t1)@

ℓ([v/x]t2))K
= λk.J[v/x]t1K@(λf.J[v/x]t2K@(λz.(f@z)@k))

= λk.([Ψ(v)/x]Jt1K)@(λf.([Ψ(v)/x]Jt2K)@(λz.(f@z)@k)) (by I.H.)

= [Ψ(v)/x](λk.Jt1K@(λf.Jt2K@(λz.(f@z)@k)))

= [Ψ(v)/x](J(t1@ℓt2)K) .

� t = if∗ t1 t2の場合．kを v, t1, t2中に現れない変数とする．J[v/x](if∗ t1 t2)K
= Jif∗ ([v/x]t1) ([v/x]t2)K
= λk.(if∗ (J[v/x]t1K@k) (J[v/x]t2K@k))

= λk.(if∗ (([Ψ(v)/x]Jt1K)@k) (([Ψ(v)/x]Jt2K)@k)) (by I.H.)

= [Ψ(v)/x](λk.(if∗ (Jt1K@k) (Jt2K@k)))

= [Ψ(v)/x]Jif∗ t1 t2K.
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¤

t
w

=⇒ uであり，なおかつ wが 1ℓ+
⋆，2ℓ+

⋆，ℓ1ℓ2ℓ
+
⋆（ただし ℓ1, ℓ2 ̸∈ {1, 2, ℓ⋆}）の

いずれかの形で表されるとき，t
wÃ uと表記する．下の 2つの補題（補題 3.7と補

題 3.9）は，ソースプログラムの簡約−→とCPSプログラムの簡約Ãの間に成り
立つ関係を確立する．直観的には，それらの補題は，

t1 −→ t2 −→ . . . −→ tn

のとき，かつそのときに限り，

t0 : (λm.m)
w1Ã t2 : (λm.m)

w2Ã · · · wn−1Ã tn : (λm.m)

となるような w1, . . . , wn−1が存在する，ということを述べている．さらにこのと
き，wiは tの形に依存する．

補題 3.7. t, t′をソースプログラムとする．t
ℓ−→ t′であれば，t : (λm.m)

wÃ t′ :

(λm.m)となるようなwが存在し，さらに以下が成り立つ．

� ℓ ∈ {1, 2}ならば，t = E[if∗ t1 t2]かつw ∈ ℓℓ+
⋆ である．

� ℓ ̸∈ {1, 2}ならば，t = E[funℓ(f, x, t0)@
ℓ′v]かつw ∈ ℓ′ℓℓ+

⋆ である．

証明. ℓに対する場合分けにより証明．K を E ≅ K であるような整形式継続と
する．

� ℓ ∈ {1, 2}の場合．簡約 t −→ t′は，

E[if∗ t1 t2]
ℓ−→ E[tℓ]

という形で表される．このとき，以下のような簡約列が得られる．

E[if∗ t1 t2] : (λm.m)

= (if∗ t1 t2) : K （補題 3.5より）

= if∗ (Jt1K@K) (Jt2K@K)

ℓ−→ JtℓK@K

ℓ+⋆−→+ tℓ : K （補題 3.4より）
ℓ∗⋆−→∗ E[tℓ] : (λm.m) （補題 3.5より）

よって，E[if∗ t1 t2] : (λm.m)
ℓℓ+⋆Ã E[t1] : (λm.m)である．
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� ℓ ̸∈ {1, 2}の場合．簡約 t −→ t′は，

E[funℓ(f, x, t0)@
ℓ′v]

ℓ−→ E[ [funℓ(f, x, t0)/y, v/x] t0 ]

という形で表される．このとき，以下のような簡約列が得られる．

E[funℓ(f, x, t0)@
ℓ′v] : (λm.m)

= (funℓ(f, x, t0)@
ℓ′v) : K （補題 3.5より）

= v : (λℓ′z.(funℓ(f, x, Jt0K) @z)@K)

= (λℓ′z.(funℓ(f, x, Jt0K) @z)@K)@Ψ(v)

ℓ′−→ (funℓ(f, x, Jt0K) @Ψ(v))@K

ℓ−→ ([funℓ(f, x, Jt0K)/f, Ψ(v)/x] Jt0K)@K

= J [funℓ(f, x, t0)/f, v/x] t0 K@K （補題 3.6より）
ℓ+⋆−→+ J [funℓ(f, x, t0)/f, v/x] t0 K : K （補題 3.4より）
ℓ∗⋆−→∗ E[ J [funℓ(f, x, t0)/f, v/x] t0 K ] : (λm.m) （補題 3.5より）

よって，E[funℓ(f, x, t0)@
ℓ′v] : (λm.m)

ℓ′ℓℓ+⋆Ã E[ J [funℓ(f, x, t0)/f, v/x] t0 K ] :

(λm.m)である．

¤

補題 3.8. ℓ ̸= ℓ⋆ であるとき，t : (λm.m)
ℓ∗⋆ℓ

=⇒ uならば，(i) t
ℓ′−→ t′ かつ (ii)

t : (λm.m)
wÃ t′ : (λm.m)かつw ↓{1,2} = ℓ ↓{1,2}であるような t′, ℓ′, wが存在する．

証明. tに対する場合分けにより証明．tが定数値 cの場合，t : (λm.m)は以下のよ
うに簡約される．

c : (λm.m) = (λm.m)@Ψ(c) = (λm.m)@c
ℓ⋆−→ c .

（省略されているラベルは ℓ⋆であることに注意．）これより，前提条件を満たさない．
t = E[funℓ1(f, x, t1)@

ℓ2v]の場合，t′ = E[ [funℓ1(f, x, t1)/f, v/x]t1]及び ℓ1 = ℓ′

において，t
ℓ′−→ t′ である．さらに補題 3.7より，w ∈ ℓ2ℓ

′ℓ+
⋆ のとき t : (λm.m)

wÃ
t′ : (λm.m)である．簡約の決定性（補題 3.3）より，ℓ = ℓ2かつ ℓ ↓{1,2} = w ↓{1,2}

が得られる
t = E[if∗ t1 t2]の場合，ℓ′ ∈ {1, 2}において，t

ℓ′−→ tℓ′である．さらに補題 3.7

より，wℓ′ ∈ ℓ′ℓ+
⋆ かつ t : (λm.m)

wℓ′Ã tℓ′ : (λm.m)である．補題 3.3より，ℓ ∈ {1, 2}
が得られる．よって，t′ = tℓ，ℓ′ = ℓ，w = wℓにおいて，(i)，(ii)が成り立つ．¤
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補題 3.9. t : (λm.m)
wℓ

=⇒ uかつ ℓ ̸= ℓ⋆ならば，

t −→ t1 · · · −→ tk,

かつ
t : (λm.m)

w1Ã t1 : (λm.m)
w2Ã · · · wkÃ tk : (λm.m)

かつwℓ ≼ w1w2 . . . wkを満たす t1, . . . , tk, w1, . . . , wkが存在する．

証明. wの長さに対する帰納法により導く．ℓ1をラベル列wℓ中に最初に現れる ℓ⋆以
外のラベルとする．補題 3.8より，(i) t

ℓ′−→ t1かつ (ii) t : (λm.m)
w1Ã t1 : (λm.m)か

つw1 ↓{1,2} = ℓ1 ↓{1,2}であるような t1が存在する．このとき，w1 ↓{1,2} ≼ wℓ ↓{1,2}

である．このとき，簡約の決定性（補題 3.3）より，w1 ≼ wℓまたはwℓ ≼ w1であ
る．wℓ ≼ w1のときは，k = 1において成り立つ．w1 ≼ wℓのとき，w = w1w

′か
つ |w′| < |w|であるw′が存在する．よって，帰納法の仮定より導くことが可能で
ある． ¤

これまでに証明した補題を用いて，定理 3.3を導く．

定理 3.3の証明

（⇒の証明：）(ℓ1, ℓ2) ∈ CF (t)とする．このとき，

t −→∗ E[funℓ2(f, x, t1) @ℓ1v2] −→ E[t′]

を満たす f, x, t1, v2が存在する．ここで t′ = [funℓ2(f, x, t1)/f, v2/x] t1である．こ
のとき，以下のような簡約列が得られる．

JtK@(λm.m)

−→∗ t : (λm.m) （補題 3.4より）

−→∗ E[funℓ2(f, x, t1)@
ℓ1v2] : (λm.m) （補題 3.7の逆より）

wÃ E[t′] : (λm.m) (補題 3.7より）.

ここで補題 3.7より，w ∈ ℓ1ℓ2ℓ
+
⋆ である．補題 3.2より，(ℓ1, ℓ2) ∈ CS (JtK@(λm.m) )

である．
（⇐の証明：）(ℓ1, ℓ2) ∈ CS (JtK@(λm.m))とする．補題 3.2より，JtK@(λm.m)

wℓ1ℓ2=⇒ t′

となる t′が存在する．このとき，簡約の決定性（補題 3.3）及び補題 3.9， 3.4より，

t −→ t1 · · · −→ tk,

かつ

JtK@(λm.m)
ℓ∗⋆=⇒ t : (λm.m)

w1Ã t1 : (λm.m)
w2Ã · · · wkÃ tk : (λm.m)
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かつ wℓ1ℓ2が w1w2 . . . wkの接頭部となるような t1, . . . , tk, w1, . . . , wkが存在する．
これより，wi ∈ ℓ1ℓ2ℓ

+
⋆ となるような iが存在する．補題 3.7，補題 3.3より，そ

のような iについて，項 ti−1 は ti−1 = E[funℓ2(f, x, t′)@ℓ
1v]と表される．よって

(ℓ1, ℓ2) ∈ CF (t)である． (定理 3.3証明終) ¤

3.2 CSAからHOMCへの帰着
帰着の第 2段階では，CSAからHOMCへ帰着するため，CPSプログラムを木
生成プログラムに変換する．
木コンストラクタからアリティへの写像Σを以下のように定義する．

Σ = {ℓ 7→ 1 | ℓ ∈ L} ∪ {br 7→ 2, e 7→ 0}

ℓはCPSプログラム中の各ラベルに対応する木コンストラクタである．同様に br

は非決定的条件分岐 if∗，eはユニット値 ()にそれぞれ対応する木コンストラク
タである．以下では，ラベルに対応する木コンストラクタ ℓを単に「（関数 ℓの）
ラベル」と呼ぶこととする．
木生成プログラムの変換を定義する前に，前節で定義したCPSプログラムにつ
いて以下の定理を証明する．

定理 3.4. tC を CPSプログラム，F ℓをラベル ℓを持つ tC 中の関数とする．この
とき，

1. F ℓがユーザ関数ならば，F ℓ = funℓ(f, x, λℓ⋆k.t)かつ Γ ⊢ t : Unit であるよ
うな f, x, k, t, Γが存在する．

2. F ℓが継続関数ならば，F ℓ = λℓk.t かつΓ ⊢ t : Unit であるような k, t, Γが存
在する．

証明. CPS変換の定義より，F ℓ = funℓ(f, x, λℓ⋆k.t) または F ℓ = λℓk.tであるよう
な f, k, tが存在することは明らかである．また関数に対するCPS変換の規則

Jfunℓ(f, x, t)K = λℓ⋆k.k @ℓ⋆(funℓ(f, x, JtK))
から，1において F ℓ = funℓ(f, x, λℓ⋆k.t)中の λℓ⋆k.tは継続関数であることが分か
る．よって定理 3.4を示すには，「継続関数の本体は常に Unit型を持つ」ことを示
せば充分である．
CPS変換の定義より，継続関数の本体は k@t0（ただし，kは継続関数の引数）ま
たは Jt1K@t2のいずれかの形をとる．定理3.2より，継続関数λk.tは (T → Unit) →
Unitで表される型を持ち，また継続関数が引数 kとして受け取る値は (T → Unit)

型を持つことから，いずれの場合も継続関数の本体の型は Unit型となる． ¤
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CPSプログラムから木生成プログラムへの変換 〈〈·〉〉を以下のように定義する．

〈〈()〉〉 = e

〈〈x〉〉 = x

〈〈t1@ℓt2〉〉 = 〈〈t1〉〉 @ 〈〈t2〉〉
〈〈if∗ t1 t2〉〉 = br 〈〈t1〉〉 〈〈t2〉〉

〈〈funℓ(f, x, λℓ⋆k.t)〉〉 = fun(f, x, λk. ℓ (ℓ⋆ (〈〈t〉〉))) (if t has type Unit)

〈〈λℓx.t〉〉 = λx.ℓ(〈〈t〉〉) (if t has type Unit)

上の変換規則は前節で定義したCPSプログラムを対象としたものであり，定理 3.4

から，2つある関数の変換規則のうち，〈〈funℓ(f, x, λk.t)〉〉はユーザ関数に対する変
換を，〈〈λℓk.t〉〉は継続関数に対する変換を定義している．この変換においてもCPS

変換と同様に型が保存され，Unit型は 2.1.1節で定義された o型に転換される．
正規言語R(ℓ1, ℓ2)を以下のように定義する．Path(eT ) ̸⊆ Rt(ℓ1, ℓ2)は，木生成プ
ログラム eT の生成する木が ℓ1ℓ2という連続したラベルを含むパスを少なくとも一
つは持つ，ということを意味している．

定義 3.4 (正規言語Rt(ℓ1, ℓ2)). CPSプログラム t中のラベル ℓ1, ℓ2について，正規
言語Rt(ℓ1, ℓ2)を以下のように定義する．ただし S1 \ S2は集合 S1の要素のうち集
合 S2に含まれるものを除いた差集合である．

Rt(ℓ1, ℓ2) = L∗ \ {w1ℓ1ℓ2w2 | w1, w2 ∈ L∗}

CPSプログラム tCにおいて関数 funℓ(f, x, λk.t) または λℓx.tが呼び出される場
合，変換後の木生成プログラム 〈〈tC〉〉においては，ラベル ℓを持つ木の節が生成さ
れる．これより，以下の定理のように，CSA問題がHOMC問題に帰着されること
が直観的に分かる．

定理 3.5 (CSAから HOMCへの帰着の正当性). tC を CPSプログラム，ℓ1, ℓ2を
tC 中のラベルとする．このとき，(ℓ1, ℓ2) ∈ CS (tC) のときかつそのときに限り，
Path(〈〈tC〉〉) ̸⊆ RtC (ℓ1, ℓ2) である．

以下，本節では，定理 3.5を証明する．そのための準備として，補題 3.15，補
題 3.16により CPSプログラムにおける簡約と木生成プログラムにおける簡約の
対応関係を形式化する．ここでは，木生成プログラムに対し，次のように定義さ
れる評価文脈 Ẽと簡約関係³T を用いる．直観的には，³T は，関数適用の評価
の際に，引数となる項をまとめて一度に受け取るような簡約を表している．

Ẽ (for λT ) ::= [ ] | ℓ(Ẽ) | br Ẽ e2 | br e1 Ẽ

Ẽ[(fun(f, x, λk.ℓ(ℓ⋆(e
′))))@e1@e2] ³T Ẽ[ℓ(ℓ⋆([fun(f, x, λk.t)/f, e1/x, e2/k]e′))]

Ẽ[(λk.ℓ(e′))@e1] ³T Ẽ[ℓ([e1/k]e′)].
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以下ではCPSプログラムにおける評価文脈 Ëを次のように定義し，上の木生成プ
ログラムにおける評価文脈 Ẽと区別する．

Ë (for CPS-λS) ::= [ ] | Ë@v

まず，評価文脈 Ë, Ẽ及び簡約関係³T とプログラム中の関数の間に成り立つ性
質についてまとめる．

補題 3.10. tC を CPSプログラム，tを λS 項，F ℓをラベル ℓを持つ tC 中の関数，
Ëを評価文脈とする．このとき，tC −→∗ Ë[F ℓ@t] であれば，以下が成り立つ．

1. F ℓがユーザ関数ならば，ある値 vが存在し，Ë = [ ]@vである．

2. F ℓが継続関数ならば，Ë = [ ]である．

証明. 定理 3.4より，ユーザ関数の引数は常に 2つ，継続関数の引数は常に 1つで
あり，関数の本体は必ず Unit型を持つ（すなわち，関数型ではない）．このこと
と定理 3.1より，明らかである． ¤

補題 3.11. t, t′をCPS変換後の λS項，xを変数とする．このとき，[〈〈t′〉〉/k]〈〈t〉〉 =

〈〈[t′/k]t〉〉 である．

証明. tの構造に関する帰納法による． ¤

補題 3.12. tCをCPSプログラム，e1, e2を λT 項とする．このとき，ある評価文脈
Ẽに対して，〈〈tC〉〉 ³∗

T Ẽ[e1@e2] であれば，e1@e2 = 〈〈t1@v2〉〉であるような t1, v2

が存在する．

証明. CPSプログラムの定義より，tC = (λk.t)@(λm.m)（ただし，tは Unit型の
項）である．³∗

T の長さに関する帰納法を用いる（Ẽの定義より，e1@e2は o型を
持つことに注意する）．

� 〈〈tC〉〉 = Ẽ[e1@e2]の場合．Ẽ の定義より，Ẽ = [ ]かつ e1 = 〈〈(λk.t)〉〉かつ
e2 = 〈〈(λm.m)〉〉である．よって，t1 = λk.t, v2 = λm.mにおいて成立する．

� 〈〈tC〉〉 ³+
T Ẽ[e1@e2]の場合．

〈〈tC〉〉 ³∗
T Ẽ ′[e′1@e′2] ³+

T Ẽ[e1@e2]

であるような Ẽ ′[e′1@e′2]について考える．帰納法の仮定より，

e′1@e′2 = 〈〈t′1@v′
2〉〉(= 〈〈t′1〉〉@〈〈v′

2〉〉)

であるような t′1, v
′
2が存在する．t′1@v′

2が継続関数の適用である場合，ある
ℓ, k, t（ただし，tは Unit型の項）に対して，

e′1 = 〈〈t′1〉〉 = 〈〈λℓk.t〉〉 = λk.ℓ(〈〈t〉〉)
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である．このとき，

Ẽ ′[e′1@e′2] = Ẽ ′[(λk.ℓ(〈〈t〉〉))@〈〈v′
2〉〉]

³T Ẽ ′[ℓ([〈〈v′
2〉〉/k]〈〈t〉〉)]

= Ẽ ′[ℓ(〈〈[v′
2/k]t〉〉)] （補題 3.11より）

= Ẽ[e1@e2]

である．このとき，Ẽ = Ẽ ′[ℓ([ ])]かつ 〈〈[v′
2/k]t〉〉 = e1@e2でなければなら

ず，さらに変換規則の定義より，〈〈[v′
2/k]t〉〉 = 〈〈t0@v0〉〉(= e1@e2)であるよう

な t0, v0が存在する．よって，t1 = t0, v2 = v0において成立する．
t′1@v′

2がユーザ関数の適用の場合も，同様に導かれる． ¤

ここで，定理 3.3の証明で用いた，CPSプログラムにおける簡約関係にラベル
注釈を加えたもの（ ℓ−→， w

=⇒）と木生成プログラム中のラベル（ℓ, br）との関係
を示すため，評価文脈 Ẽ ⇓wを以下のように定義する．

定義 3.5. 評価文脈 Ẽ, Ẽ ′，ラベル列 w ∈ (L ∪ {1, 2})∗に対し，評価文脈 Ẽ ⇓wを
以下のように定義する．ただし，e1, e2は任意の木生成プログラムであり，εLは空
のラベル列を表す．

Ẽ ⇓εL
= Ẽ

ℓ(Ẽ) ⇓ℓw′ = Ẽ ⇓w′ (ℓ ∈ L)
(br Ẽ e2) ⇓1w′ = Ẽ ⇓w′

(br e1 Ẽ) ⇓2w′ = Ẽ ⇓w′ .

直観的には，Ẽ ⇓w= Ẽ ′は，eT = Ẽ[e]において，eT の根 (root)から項 Ẽ ′[e]ま
でのパスがラベル列wによって表されることを意味している．

補題 3.13. tCを木生成プログラム，ℓを ℓ ∈ Lであるラベル，wをw ∈ (L∪{1, 2})∗

であるラベル列，Ẽ, Ẽ ′を評価文脈とする．このとき，Ẽ ⇓wℓ= [ ]かつ Ẽ = Ẽ ′[ℓ([ ])]

であれば，Ẽ ′ ⇓w= [ ] である．

証明. ラベル列wの長さに関する帰納法による． ¤

ここで，2.1節で定義したパス言語 Path(e)と Ẽ ⇓wに関して，以下の関係が成
り立つ．

補題 3.14. tC を CPSプログラム，wを w ∈ (L ∪ {1, 2})∗であるラベル列，Ẽを
評価文脈とする．このとき，Ẽ ⇓w= [ ]かつ

〈〈tC〉〉 ³T Ẽ[e]

となる eが存在するとき，かつそのときに限り，

w ∈ Path(〈〈tC〉〉)

である．
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証明. wの長さに関する帰納法による（簡約関係として，−→T と³T のどちらを適
用した場合でも，生成されるパス言語Path(〈〈tC〉〉)は変化しないことに注意する）．
¤

以上の補題を用いて，CPSプログラムと木生成プログラムにおける簡約の関係
を形式化する（補題 3.15，補題 3.16）．

補題 3.15. tCをCPSプログラム，t1, t2を λS項，ℓを ℓ ∈ (L∪ {1, 2})であるラベ
ル，wをw ∈ (L ∪ {1, 2})∗であるラベル列とする．このとき，

tC
w

=⇒ t1
ℓ−→ t2

であれば，以下が成り立つ．

1. ℓがユーザ関数のラベルならば，〈〈tC〉〉 ³∗
T Ẽ[〈〈t1〉〉] かつ Ẽ ⇓w= [ ]である Ẽ

が存在する．

2. ℓが継続関数のラベル，または ℓ ∈ {1, 2}であれば，〈〈tC〉〉 ³∗
T Ẽ ′[〈〈t2〉〉] かつ

Ẽ ′ ⇓wℓ= [ ]である Ẽ ′が存在する．

証明. wの長さに関する帰納法を用いる．

� w = εL (|w| = 0)の場合．CPSプログラムの定義より，

tC = (λℓx.t)@(λℓ⋆m.m) (= t1)
ℓ−→ [(λℓ⋆m.m)/x]t = t2.

これより，〈〈tC〉〉について以下のような簡約列が得られる．

〈〈tC〉〉 = 〈〈(λℓx.t)@(λℓ⋆m.m)〉〉
³T ℓ([〈〈(λℓ⋆m.m)〉〉/x]〈〈t〉〉)
= ℓ(〈〈[(λℓ⋆m.m)/x]t〉〉) （補題 3.11より）
= ℓ(〈〈t2〉〉)
= Ẽ ′[〈〈t2〉〉] （ただし，Ẽ ′ = ℓ([ ])）

ここで，Ẽ ′ ⇓ℓ= [ ]であり，ℓは継続関数のラベルであるので，上記の 2が成
立する．

� w = w′ℓ′ (|w| ≥ 1)の場合．ℓに関する場合分けを行う．

1. ℓがユーザ関数のラベルの場合．補題 3.2より，ℓ′は継続関数のラベル
である．帰納法の仮定より，

〈〈tC〉〉 −→∗
T Ẽ[〈〈t1〉〉].

かつ Ẽ ⇓w′ℓ′= [ ]である Ẽが存在する．よって，上記の 1が成立する．
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2. ℓが継続関数のラベルの場合．t1 = (λℓx.t′1)@v（t′1は Unit型）とする．
このとき，t2 = [v/x]t′1 である．ℓ′ がユーザ関数のラベルでない場合，
Ẽ ⇓w= [ ]であるようなある Ẽ が存在し，以下のような簡約列が得ら
れる．

〈〈tC〉〉 −→∗
T Ẽ[〈〈t1〉〉] (帰納法の仮定より)

= Ẽ[〈〈(λℓx.t′1)@v〉〉]
−→T Ẽ[ℓ([〈〈v〉〉/x]〈〈t′1〉〉)]

= Ẽ[ℓ(〈〈[v/x]t′1〉〉)] （補題 3.11より）
= Ẽ[ℓ(〈〈t2〉〉)]
= Ẽ ′[〈〈t2〉〉] (Ẽ ′ = Ẽ[ℓ([ ])])

補題 3.13より，Ẽ ′ ⇓wℓ= [ ]である．よって，上記の 2が成立する．
ℓ′がユーザ関数 funℓ′(f0, x0, λ

ℓ⋆k0.t0)（= F ℓ′）のラベルである場合，定
理 3.1，定理 3.4より，

tC
w′

=⇒ F ℓ′@v1@v2

ℓ′−→ (λℓ⋆k0.[F
ℓ′/f0, v1/x0]t0)@v2 (= t1)

ℓ⋆−→ ([F ℓ′/f0, v1/x0, v2/k0]t0) = t2

となる v1, v2が存在する．このとき，Ẽ ⇓w′= [ ]であるような Ẽ が存
在し，以下のような簡約列が得られる（ここで，ℓ = ℓ⋆であることに
注意）．

〈〈tC〉〉 −→∗
T Ẽ[〈〈F ℓ′@v1@v2〉〉] (帰納法の仮定より)

−→+
T Ẽ[ℓ′(ℓ⋆([〈〈F ℓ′〉〉/f0, 〈〈v1〉〉/x0, 〈〈v2〉〉/k0]〈〈t0〉〉))]

= Ẽ[ℓ′(ℓ⋆(〈〈[F ℓ′/f0, v1/x0, v2/k0]t0〉〉))] （補題 3.11より）
= Ẽ ′′[〈〈t2〉〉] (Ẽ ′′ = Ẽ[ℓ(ℓ⋆([ ]))])

補題 3.13より，Ẽ ′ ⇓wℓℓ⋆= [ ]である．よって，上記の 2が成立する．

¤

補題 3.16. tC をCPSプログラム，t′を λS項，wをw ∈ (L ∪ {1, 2})∗であるラベ
ル列とする．このとき，〈〈tC〉〉 ³∗

T Ẽ[〈〈t′〉〉] かつ Ẽ ⇓w= [ ]である Ẽが存在すれば，
tC

w
=⇒ t′ である．

証明. ³∗
T の長さに関する帰納法を用いる．

� 〈〈tC〉〉 = Ẽ[〈〈t′〉〉]の場合．CPSプログラムの定義より，ある k, tについて，

〈〈tC〉〉 = 〈〈(λℓk.t)@(λℓ⋆m.m)〉〉 = Ẽ[〈〈t′〉〉]

である．このとき，Ẽ = [ ], tC = t′でなければならず，さらに w = εLであ
る．定義より，tC

εL=⇒ tC であるから，この場合成立する．
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� 〈〈tC〉〉 ³+
T Ẽ[〈〈t′〉〉]の場合．ある木生成プログラム e0 について，〈〈tC〉〉 ³∗

T

e0 ³T Ẽ[〈〈t′〉〉]であるとする．まず，e0 = Ẽ ′[〈〈t′〉〉]かつ Ẽ ′ ⇓w [ ]であるよう
な Ẽ ′が存在する場合は，帰納法の仮定より，tC

w
=⇒ t′である．

次に，それ以外の場合を考える．定義より，e0 ³T Ẽ[〈〈t′〉〉]において，以下
の 2通りの簡約が考えられる．ここで，e′は o型を持つ λT 項であり，ℓは tC
における関数のラベルである．

(I) Ẽ0[(fun(f, x, λk.ℓ(ℓ⋆(e
′))))@e1@e2]

³T Ẽ0[ℓ(ℓ⋆([fun(f, x, λk.t)/f, e1/x, e2/k]e′))]

(II) Ẽ0[(λk.ℓ(e′))@e1] ³T Ẽ0[ℓ([e1/k]e′)].

(I)の場合，e0 = Ẽ ′[〈〈t′〉〉]かつ Ẽ ′ ⇓w= [ ]であるような Ẽ ′が存在しないのは，
Ẽ = Ẽ0[ℓ(ℓ⋆([ ]))]（すなわち，Ẽ0 ⇓w0= [ ]かつw = w0ℓℓ⋆）の場合のみであ
る．ここで，

〈〈tC〉〉 ³∗
T Ẽ0[(fun(f, x, λk.ℓ(ℓ⋆(e

′))))@e1@e2] (= e0)

とする．このとき，補題 3.12より，

Ẽ0[〈〈t0〉〉] = Ẽ0[(fun(f, x, λk.e′))@e1@e2] = e0

であるような t0が存在する．〈〈·〉〉の定義より，

t0 = (funℓ(f, x, λℓ⋆k.t′))@v1@v2

である t′, v1, v2が存在する．これより，〈〈tC〉〉に対し，以下の簡約列が得られ
る（ここで，F = funℓ(f, x, λℓ⋆k.t′)とする）．

〈〈tC〉〉 ³∗
T Ẽ0[〈〈(funℓ(f, x, λℓ⋆k.t′))@v1@v2〉〉] (= e0)

= Ẽ0[〈〈funℓ(f, x, λℓ⋆k.t′)〉〉@〈〈v1〉〉@〈〈v2〉〉]
³T Ẽ0[ℓ(ℓ⋆([〈〈F 〉〉/f, 〈〈v1〉〉/x, 〈〈v2〉〉/k]〈〈t′〉〉))]
³T Ẽ0[ℓ(ℓ⋆(〈〈[F/f, v1/x, v2/k]t′〉〉))] （補題 3.11より）
= Ẽ[〈〈[F/f, v1/x, v2/k]t′〉〉]. (Ẽ = Ẽ0[ℓ(ℓ⋆([ ]))])

補題 3.13より，Ẽ ⇓w0ℓℓ⋆= [ ]である．tC に対しては，以下のような簡約列
が得られる．

tC
w0=⇒ (funℓ(f, x, λℓ⋆k.t′))@v1@v2 (帰納法の仮定より)
ℓℓ⋆=⇒ [F/f, v1/x, v2/k]t′

これより，w = w0ℓℓ⋆, t = [F/f, v1/x, v2/k]t′において成立する．
(II)の簡約の場合，e0 = Ẽ ′[〈〈t′〉〉]かつ Ẽ ′ ⇓w= [ ]であるような Ẽ ′が存在し
ないのは，Ẽ = Ẽ0[ℓ([ ])]（すなわち，Ẽ0 ⇓w′= [ ]かつw = w′ℓ）の場合のみ
である．以下，(I)の場合と同様に導かれる．

¤
以上より，補題 3.15，補題 3.16を用いて，定理 3.5を導く．
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定理 3.5の証明

（⇒の証明：）(ℓ1, ℓ2) ∈ CS (tC)より，

tC
w

=⇒ Ë ′[(funℓ1(f1, x1, t1))@v1]
ℓ1−→ Ë[(funℓ2(f2, x2, t2))@v2]

とする．CS (tC)の定義より，ℓ1は継続関数のラベル，ℓ2はユーザ関数のラベルで
ある．これより，Ë[(funℓ2(f2, x2, t2))@v2] = (funℓ2(f2, x2, λ

ℓ⋆k.t′2))@v2@v′
2である

k, t′2v
′
2が存在し（ここで，F ℓ2 = funℓ2(f2, x2, λ

ℓ⋆k.t′2)とおく），以下のような簡約
列が得られる（ただし，Ẽ ⇓wℓ1= [ ]である）．

〈〈tC〉〉 ³∗
T Ẽ[〈〈(funℓ2(f2, x2, λ

ℓ⋆k.t′2))@v2@v′
2〉〉] （補題 3.15より）

³T Ẽ[ℓ2 (ℓ⋆([〈〈F ℓ2〉〉/f, 〈〈v2〉〉/x2, 〈〈v′
2〉〉/k]t′2))]

= Ẽ ′[[〈〈F ℓ2〉〉/f, 〈〈v2〉〉/x2, 〈〈v′
2〉〉/k]t′2] (Ẽ ′ = Ẽ[ℓ2(ℓ⋆([ ]))])

ここで，補題 3.13より，Ẽ ′ ⇓wℓ1ℓ2ℓ⋆= [ ]である．よって補題 3.14より，wℓ1ℓ2ℓ⋆ ∈
Path(〈〈tC〉〉)，すなわち Path(〈〈tC〉〉) ̸⊆ RtC (ℓ1, ℓ2) である．

（⇐の証明：）Path(〈〈tC〉〉) ̸⊆ RtC (ℓ1, ℓ2)とする．補題 3.14より，w = w1ℓ1ℓ2w2か
つ Ẽ ⇓w= [ ]かつ

〈〈tC〉〉 ³∗
T Ẽ[〈〈t′〉〉]

であるようなw1, w2, Ẽが存在する．このとき，補題 3.16より，

tC
w

=⇒ t′

である．よって， w
=⇒の定義より，(ℓ1, ℓ2) ∈ CS (tC)である．

(定理 3.5証明終) ¤
定理 3.3と 3.5から，次の系が導かれる．

系 3.1 (CFAからHOMCへの帰着の正当性). tをソースプログラム，ℓ1, ℓ2を t中
のラベルとする．このとき，

(ℓ1, ℓ2) ∈ CF (t)

のとき，かつそのときに限り，

Path(〈〈JtK@(λm.m)〉〉) ̸⊆ Rt(ℓ1, ℓ2)

である．

3.3 制御フロー解析の計算量
本節では，本研究における制御フロー解析の時間計算量（time complexity）に
ついて，プログラムのサイズの観点から述べる．これまで述べてきた通り，本研究
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ではCFA問題を高階モデル検査のインスタンスである HOMC問題に帰着させて
解く．通常，高階モデル検査の最悪計算量は非初等的（non-elementary）であるが
[19, 11]，特定の仮定の下では，プログラムのサイズに対して線形時間となる [8]．
このことは，本研究においては次のように表される．

定理 3.6. 木生成プログラム eと正規言語Rに対し，(i) Rが固定であり，また (ii)

e中のある変数が持つ型のサイズの最大値，及び関数定義における入れ子の深さ
が，ある定数以下であると仮定する．このとき，HOMC問題は eのサイズに対し
線形時間で解くことができる．

上の定理において，(ii)はかなり強い仮定であると言える．しかしこれらのパラ
メータは必ずしもプログラム eのサイズに依存しないと考えられることから，プ
ログラムのサイズの観点から計算量について論ずる場合，これらの制約は妥当な
ものであると言える．HeintzsとMcAllester[5]は，型のサイズの最大値について同
様の仮定を用いている．

定理 3.7. tをソースプログラム，ℓ1, ℓ2を t中のラベルとする．このとき，定理 3.6

の仮定 (ii)の下で，以下の 2つが成り立つ．

1. CFA問題 (ℓ1, ℓ2)
?
∈ CF (t)はO(|t|)で解くことが可能である．

2. tの制御フロー集合CF (t)はO(|t|3)で求めることが可能である．

証明．（1の証明：）プログラム tのサイズを |t|と表記する．3.1節，3.2節からも
明らかな通り，CFAから CSAへの帰着及び CSAから HOMCへの帰着はいずれ
もソースプログラム tのサイズに対し線形時間で完了し，また変換結果である木生
成プログラムのサイズは O(|t|)である．これと定理 3.6より，CFA問題が線形時
間で解かれることは明らかである．
(2の証明：)CF (t)を求めるには，t中の全てのラベルの組 (ℓ1, ℓ2)に対して CFA

問題を解けばよい．t中の関数のラベル及び関数適用のラベルの総数はそれぞれ
O(|t|)であるので，ラベルの組の総数（すなわち，CFA問題の総数）はO(|t|2)で
ある．これと定理 3.7の１より，全体の計算量はO(|t|3)となる． ¤

上の定理では，制御フロー集合 CF (t)を求めるために全てのラベル組に対する
CFA問題を解くことを想定している．一方，CF (t)は疎である（すなわち，全ての
ラベル組のうち (ℓ1, ℓ2) /∈ CF (t) となる組の方がはるかに多い）場合が多く，その
ときのCF (t)のサイズmは |t|2よりもはるかに小さくなる．そのような場合，二
分探索を用いることでCF (t)をO(m|t| log |t|)で求めることが可能となる．そのた
めにまず拡張CFA問題を以下のように定義する．
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定義 3.6 (拡張CFA問題). 拡張CFA問題とは，与えられたソースプログラム tと
ラベルの集合 L1, L2 ⊆ L−に対し，

(L1 × L2). ∩ CF (t) = ∅

を判定する問題をいう．

拡張CFA問題は通常のCFA問題と異なり，複数のラベル組（L1 × L2）に対し
「制御フロー（すなわち，(ℓ1, ℓ2) ∈ CF (t)となるラベル組）の有無」のみを判定
する問題であるが，CFA問題と同様にHOMC問題に帰着して解くことができる．
具体的には，3.2節で CSAから HOMCに帰着する際，プログラム eにおいて L1

に含まれるラベルを全て同じ木コンストラクタ ℓ1に，L2に含まれるラベルを全て
ℓ2に置き換えてから，(ℓ1, ℓ2)

?
∈ Path(e)を判定すれば良い．この操作も線形時間

で完了するので，定理 3.6と同じ仮定の下で，拡張CFA問題はO(|t|)で解くこと
が可能である．
図 3.2は拡張CFA問題を用いて制御フロー集合CF (t)を求める二分探索アルゴ
リズムを表している．図中のL@は t中の全ての関数適用のラベルの集合を，同じく
Lλは全ての関数のラベルの集合を表す．div はラベルの集合Lを |L1|+ |L2| = |L|
かつ |L2| ≤ |L1| ≤ |L2| + 1を満たすような集合 L1, L2 に二分する関数であり，
subCF(L1, L2)は (L1 ×L2)に含まれる制御フローの集合（すなわち，(L1 ×L2).∩
CF (t)）を返す関数である．subCF(L1, L2)では，最初にL1, L2に対する拡張CFA

問題を解き，フローの有無を判定する（図中の (i)）．フローが存在しなければ，そ
の時点でsubCF(L1, L2)はユニット値を出力し計算を終了する（図の (ii)）フローが
存在しなおかつL1, L2がいずれも単集合であれば，それらの要素からなる組 (ℓ1, ℓ2)

がフローであると確定するので，出力する（図の (iii)）．L1, L2の一方または両方
が単集合でなければ，要素数の多い方のラベル集合を div関数で二分し，subCFを
再帰的に呼び出す（図の (iv)）．
enumCF()(= subCF(L@, Lλ))を実行した場合，各フロー (ℓ1, ℓ2)(∈ CF (t))が求ま
るまでに拡張CFA問題はO(log |t|)回解かれることになる．よってソースプログラム
t中におけるフローの数をmとすると，アルゴリズム全体の計算量はO(m|t| log |t|)
となる．5章では，この二分探索アルゴリズムを用いて実装及び実験を行っている．
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enumCF () = subCF(L@, Lλ)

subCF(L1, L2) = if (L1, L2) ∩ CF (t) = ∅ · · · (i)
then () · · · (ii)
else if (L1 = {ℓ1}) ∧ (L2 = {ℓ2}) then output (ℓ1, ℓ2) · · · (iii)
else if |L1| ≤ |L2| then

let (L21, L22) = div(L2) in subCF(L1, L21); subCF(L1, L22)

else let (L11, L12) = div(L1) in subCF(L11, L2); subCF(L12, L2)

 (iv)

図 3.2: 二分探索を用いた制御フロー解析のアルゴリズム enumCF .
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第4章 対象言語の拡張とデータフ
ロー解析

ここまでは，基底型が Unit型のみである単純型付きラムダ計算で書かれたプロ
グラムに対する制御フロー解析について述べてきた．本章では，2.2.1節で定義し
たソース言語 λSをその他のデータ型や制御構造を扱えるように拡張したものに対
する CFAについて議論する．また CFAのデータフロー解析への応用について述
べる．

4.1 対象言語の拡張
ここでは拡張されるデータや制御構造を，(1)拡張しても制御フロー解析の厳密
性を維持できるものと，(2)拡張することにより解析の厳密性を失う（すなわち，
近似の解析となる）ものの 2種類に分けて説明する．厳密性を維持できる拡張と
は，ブール値などの有限の領域（domain）を持つ基底型の導入である．一方，厳
密性を失う拡張とは，整数型，リスト型などの無限データ領域の導入であり，こ
れらを扱う場合，CFA問題は決定不可能となってしまうため，厳密な解析をあき
らめ，解析の途中で抽象化を実行し，実際の制御フロー集合の過大近似を求める
解析へと切り替える必要がある．

4.1.1 厳密性を維持した拡張
ここでは厳密性を損なわずに拡張できるものとして，ブール型（Boolean），対

（pair），例外（exception）の拡張について述べる．これらを扱えるように拡張し
た後のソース言語 λS+の項と型の構文は以下のように定義される．

t (terms) ::= · · · | true | false | if t1 then t2 else t3
| (t1, t2) | fst t | snd t | funℓ(f, (x1, x2), t)

| exn | raise t | try t1with t2
v (values) ::= · · · | true | false | funℓ(f, (x1, x2), t) | (v1, v2)

T (types) ::= · · · | Bool | T1 × T2 | Exn.
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上の . . . は，2.2.1で既に定義された λSの構文を表している．true, falseはブー
ル値であり，if t1 then t2 else t3は（非決定的でない）条件分岐である．(t1, t2)

は対であり，fst t, snd tはそれぞれ対 tの 1番目（左側）と 2番目（右側）の要
素を取り出し，funℓ(f, (x1, x2), t)は対を引数 (x1, x2)として受け取る関数を表す．
exnは例外であり，raise tは例外 tを発生させる．try t1 with t2は，まず t1を
評価し，例外 exnが発生した場合は t1の評価を中止して t2@exnを評価し，発生
しなければそのまま t1の評価結果を返す．Bool，T1 × T2，Exnはそれぞれブール
値，対，例外を表す型である．

λS+において構文に追加された項に対し，型付け規則は以下のように定義される．

Γ ⊢ true : Bool Γ ⊢ false : Bool

Γ ⊢ t1 : Bool Γ ⊢ t2 : T1 Γ ⊢ t3 : T1

Γ ⊢ if t1 then t2 else t3 : T1

Γ ⊢ t1 : T1 Γ ⊢ t2 : T2

Γ ⊢ (t1, t2) : T1 × T2

Γ ⊢ t : T1 × T2

Γ ⊢ fst t : T1

Γ ⊢ t : T1 × T2

Γ ⊢ snd t : T2

Γ ⊢ exn : Exn

Γ ⊢ t : Exn

Γ ⊢ raise t : T

Γ ⊢ t1 : T Γ ⊢ t2 : Exn → T

Γ ⊢ try t1 with t2 : T

λS+における評価文脈Eおよび簡約関係−→は以下のように定義される．ただ
し，簡約関係については，2.2.1節において定義したものに下記の規則を追加する
こととする．

E ::= · · · | if E then t1 else t2 | (E, t2) | (v1, E) | fst E | snd E

| raise E | try E with t2.
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E[if true then t1 else t2] −→ E[t1]

E[if false then t1 else t2] −→ E[t2]

E[funℓ(f, (x1, x2), t0)@
ℓ′(v1, v2)] −→ E[[v1/x1, v2/x2, fun

ℓ(f, x, t1)/f ]t0]

E[fst (v1, v2)] −→ E[v1]

E[snd (v1, v2)] −→ E[v2]

E[(raise ve)@t2] −→ E[raise ve]

E[v1@(raise ve)] −→ E[raise ve]

E[if (raise ve) then t1 else t2] −→ E[raise ve]

E[(raise ve, t2)] −→ E[raise ve]

E[(v1, raise ve)] −→ E[raise ve]

E[fst (raise ve)] −→ E[raise ve]

E[snd (raise ve)] −→ E[raise ve]

E[try v1 with t2] −→ E[v1]

E[try (raise ve) with t2] −→ E[t2@ve]

上記の簡約規則のうち，E[(raise ve)@t2] ∼ E[snd (raise ve)]に対する規則につ
いては，「try t1 with t2において，t1中で例外 veが発生する場合は，その発生し
た場所によらず，必ず t2@veを評価する，すなわち，

E[try t1 with t2] −→∗ E[try (raise ve) with t2] −→ E[t2@ve]

となる」，ということを表している．
λS+プログラムについては，3.1で定義したCPS変換に規則を追加（または，CPS
変換後にさらに別のプログラム変換を適用）することにより，拡張前の単純型付
きラムダ計算（λS）プログラムへと変換し，その後は拡張前と同様に木生成プロ
グラムに変換しHOMC問題を解く，という方法で拡張を実現する．
以下ではその具体的な方法について述べていく．

ブール値の扱い方

ブール値を扱えるようにするには，CFAから CSAへの帰着において，CPS変
換にチャーチ・エンコーディング(Church encoding)を組み合わせればよい．ブー
ル値に対するチャーチ・エンコーディング [·]CEは以下のように定義される．

[true]CE = λt.λf.t

[false]CE = λt.λf.f

[if t1 then t2 else t3]CE = [t1]CE@[t2]CE@[t3]CE.

true, falseは２つの引数を受け取る関数に変換され，if t1 then t2 else t3は関
数適用に変換される．変換後のプログラムでは，[if t1 then t2 else t3]CEにおい
て，t1が trueの場合は [t2]CEが返され，falseの場合は [t3]CEが返されるといっ
たように，条件分岐が関数適用とその返り値によって表現される．
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この考えに基づき，CPS変換 J·Kに以下の規則を追加する．JtrueK = λk.k@(λt.λf.t)JfalseK = λk.k@(λt.λf.f)Jif t1 then t2 else t3K = λk.(Jt1K@(λb.b@(Jt2K@k)@(Jt3K@k))).

上の規則は，通常の CPS変換を適用した後，ブール値に対してチャーチ・エン
コーディング [·]CEを適用した変換を表している．上の変換により，Bool型の項は
((Unit → Unit → Unit) → Unit) → Unit型の項となり，プログラム全体は単純
型付きラムダ計算プログラムに変換される．

対の扱い方

対を扱えるようにするには，CPS変換後にプログラム中の全ての関数に対して
カリー化（Currying）を実行すればよい．
対 (t1, t2)に対するCPS変換は以下の様に定義される．

J(t1, t2)K = λk.Jt1K@(λa.Jt2K@(λb. k@(a, b))) (where a, b are fresh)

上の定義より，CPS変換後のプログラムにおいては，対は全て k@(a, b)の形，つ
まり継続関数への引数としてのみ現れる．その結果，カリー化を行うことでプロ
グラム中の対をすべて消去し，拡張前の λSプログラムに変換することが可能であ
ると分かる．
まずカリー化の準備として，関数の引数の数を合わせるため，以下のように各
関数中の T1 × T2で表される型を持つ変数 xを全て対 (x1, x2)の形に書き直す．

funℓ(f, (x : T1 × T2), t) ⇒ funℓ(f, (x1, x2), [(x1, x2)/x]t)

(where x1, x2 are fresh.)

その後，以下のように定義されるカリー化 〈·〉を実行する．

〈()〉 = ()

〈x〉 = x

〈funℓ(f, x, t)〉 = funℓ(f, x, 〈t〉)
〈funℓ(f, (x1, x2), t)〉 = funℓ(f, x1, λx2.〈t〉)

〈t1 @ℓt2〉 = 〈t1〉@〈t2〉
〈if* t1 t2〉 = if* 〈t1〉 〈t2〉

〈k@(x1, x2)〉 = k@x1@x2.

このときカリー化前のプログラムでは，対の型 T1 × T2は全て (T1 × T2) → T3と
いう形で現れており，カリー化によりこれらの型は全てT1 → T2 → T3と変換され
る．得られたプログラムは，組のない単純型付きプログラムである．
組（tuple）やレコード（record）についても，CPS変換後にカリー化を実行す
ることにより扱うことが可能である．これらについては対の場合と同様なので，詳
細は省略する．
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例外の扱い方

raiseや tryといった例外に関する動作は，CPSプログラムにおける継続の受
け渡しで表すことができる [6]．例外を導入するためのCPS変換は，新たに以下の
ように定義される．

J()K = λk.λh.k@()JxK = λk.λh.k@xJfunℓ(f, x, t)K = λk.λh.k@(funℓ(f, x, JtK))Jt1 @ℓt2K = λk.λh.Jt1K@(λf.Jt2K@(λℓz. (f@z)@k@h)@h)@h

(where f, z are fresh)Jif* t1 t2K = λk.λh.(if* (Jt1K@k@h) (Jt2K@k@h))J(t1, t2)K = λk.λh.Jt1K@(λa.Jt2K@(λb. k@(a, b))@h)@h

(where a, b are fresh)Jfst tK = λk.λh.JtK@(λ(x1, x2). k@x1)@h (where x1, x2 are fresh)Jsnd tK = λk.λh.JtK@(λ(x1, x2). k@x2)@h (where x1, x2 are fresh)JexnK = J()KJraise tK = λk.λh.JtK@h@hJtry t1 with t2K = λk.λh.Jt1K@k@(Jt2K@k@h).

上の変換では，全ての項は通常の継続 kとともに例外を扱うための継続（handler

continuation）hを受け取る関数に変換されている．この継続 hは，変換後のプロ
グラム中の Jraise tKと Jtry t1 with t2Kにおいて，「例外発生時の継続の受け渡し」
を表すのに用いられ，それ以外の項では最初に渡されたものがそのまま渡されて
いくのみである．Jraise tKにおいては，項 tの評価の際に通常の継続 kの代わり
に継続 hが渡され，Jtry t1 with t2Kでは，Jt1Kを評価する際 hの代わりに「評価
結果（ここではユニット値）を受け取り，Jt2K@k@hを評価する」継続を渡してい
る．これはつまり，「try t1 with t2において，t1を評価中に例外が発生した場合，
それまでの継続（k）を破棄し，t2の評価を始める」という動作を表している．

4.1.2 無限データ領域の導入
ここでは無限の領域を持つデータ構造について，代表的な例である整数とリス
ト構造，及びそれ以外のデータ型の拡張について述べる．ここでデータ型とは，プ
ログラムを書く際にユーザが定義する型のことを言い，以下のような形で定義さ
れる．

type α = C1 of T1(α) | · · · | Cn of Tn(α)

T (α) := α | b | T (α) × · · · × T (α) | T (α) List (b: base type)

α はここで定義されているデータ型の名前である．Ci(i ∈ {1, . . . , n})はデータコ
ンストラクタ（以下，コンストラクタ）であり，Ti(α)型の引数を受け取りα型の
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要素を構成する．コンストラクタは引数として関数型を持つ項を受け取らないこ
ととする．
4.1.1節で定義した λS+に対し，整数，リスト，データ型及びパターンマッチン
グを加えた拡張ソース言語 λEの構文と型は以下のように定義される．

p (pattern) ::= x | (p1, p2) | nil | cons(p1, p2) | Ci p | _
t (terms) ::= · · · | n | t1+t2 | t1

Int
= t2

| nil | cons(t1, t2) | hd t | tl t | isnil t

| Ci t | C−1
i t

| match t0 with p1 ⇒ t1| · · · | pn ⇒ tn
v (values) ::= · · · | n | nil | cons(v1, v2) | Ci v

T (types) ::= · · · | Int | T List | α.

新たに追加された pはパターンマッチングで用いられるパターンの構文であり，変
数，対，リスト，コンストラクタのパターンと，全てのパターンにマッチする匿
名パターン_からなる．n は整数であり，t1+t2は整数に対する二項演算を表す．
t1

Int
= t2は整数に対する比較演算であり，t1, t2の値が同じであれば trueを，そう

でなければ falseを返す．nilは空リスト，cons(t1, t2)はリスト t2の先頭に要素
t1を加えたリストを表し，hd tはリスト tの先頭要素を，tl tはリスト tから先頭
要素を除いたリストを返す．isnil tはリスト tが空リストであれば trueを，そ
うでなければ falseを返す．

Ci tはデータ型のコンストラクタである．C−1
i tはCiに対するデストラクタを

表し，C−1
i (Ci(t)) −→ tである．デストラクタは，後述のパターンマッチング文の

抽象化にて用いられる．match t0 with p1 ⇒ t1| · · · | pn ⇒ tnはパターンマッチ
ング文であり，t0の評価結果を v0としたとき，各パターンを p1から pnまで順に
見ていき，v0のデータ構造のパターンと一致する piを発見し次第，pi中の各変数
を対応する v0中の値に束縛し，その下で tiを評価する．例えば v0 = Cm(1, nil)，
pi = Cm(x, y)であった場合は，[x 7→ 1, y 7→ nil]tiを評価する．Intは整数型，
T Listは要素が T 型であるリストの型であり，αはデータ型を表す．

λEプログラムを解析する場合は，無限データ領域を消去するため，各データの
抽象化によって λS+プログラムへ変換した後で，4.1.1項と同様の方法を用いて解
析する．その結果，λEプログラムにおける制御フロー集合の過大近似を求めるこ
とができる．
以下では各データに対する抽象化の方法について説明する．

整数・リストの扱い方

整数（あるいは，その他の無限領域を持つ基底型のデータ）を扱えるようにす
るための最も簡単な方法は，全てユニット値 ()に置き換えるという方法である．
このとき，λEプログラムから λS+プログラムへの変換 J·KSは下記のように定義さ
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れる．ただし λEの構文に含まれる項のうちλS+の構文にも含まれている項につい
ては，変換前と同様に扱われる（例えば，JxKS = xである）として，ここでは省
略する．

JIntKS = UnitJnKS = ()Jt1+t2KS = (λ(x, y). ()) @ (Jt1KS, Jt2KS)Jt1 Int
= t2KS = (λ(x, y).if∗ true false) @ (Jt1KS, Jt2KS)

上の変換により，各整数が持つデータは全て無視され，()に統一される．t1 =Int t2
では t1, t2の値の比較が不可能となるため，引数を受け取った後 trueまたは false

のどちらかを非決定的に返す関数に変換される．

例 4.1. t1, t2を Unit型を持つ λEプログラムとし，以下のプログラム tEについて
考える.．

tE = if (5
Int
= 3) then t2 else t3

このとき，ソースプログラム JtEKSの評価については，以下のように２通りの簡約
が考えられる．

JtEKS = if (λ(x, y).if∗ true false)@((), ()) then Jt2KS else Jt3KS

−→∗ if true then Jt2KS else Jt3KS −→ Jt2KS

または −→∗ if false then Jt2KS else Jt3KS −→ Jt3KS

このように，JtEKS においては，t2に加え元のプログラム tE では評価されない t3
まで評価されるため，その分の制御フローが追加され，CF (tE) ⊆ CF (JtEKS)と
なる． ¥

リスト構造については，リスト中の要素の順序情報を破棄し，リスト型の項を
「ユニット値を受け取り，リスト中の要素のいずれか一つを非決定的に返す関数」
として抽象化する．リストに関する変換規則は以下のように定義される．ただし，
fun(f, (), t)及び λ().tは第一引数として必ずユニット値 ()を受け取る関数であ
り，let x=t1 in t2は (λx. t2)@t1の書き換えである．

JT ListKS = Unit → JT KSJnilKS = fun(f, (), f@())Jcons(t1, t2)KS = let (x, l)=(Jt1KS, Jt2KS) in

λ(). if∗ x (l@())Jhd tKS = let l=JtKS in l@()Jtl tKS = let l=JtKS in l

nilは要素を持たないので，ユニット値を受け取ると発散する（すなわち，自分
自身を無限に呼び出し続ける）関数で表され，cons(t1, t2)は，ユニット値を受け
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取り先頭要素（x）またはそれ以外の要素（l@()の評価結果）を非決定的に返す
関数で表される．hdは受け取ったリスト（関数）lにユニット値を渡して lの要素
の一つを非決定的に取り出す関数に，tlは受け取ったリスト lをそのまま返す関
数に変換される．isnil tは受け取ったリスト lが空かどうかに関係なく trueか
falseを非決定的に返す．

例 4.2. 次のリストを含む λEプログラム tlについて考える．

tl = (hd (cons((λ1x.()), cons(λ2y.y, nil)))) @3()

このとき，抽象化後のソースプログラム JtlKSは以下のように簡約される．

JtlKS −→∗ (if∗ (λ1x.()) ((λ().if∗ (λ2y.y) (fun(f, (), f@())))@()))@3() (= t′)

この項 t′は，更に次の 3つの項のうちいずれか一つに非決定的に簡約される．

(λ1x.())@3()， (λ2y.y)@3()， ((fun(f, (), f@()))@())@3()

これより，CF (JtlKS) = {(3, 1), (3, 2)}である．これは実際の tlの制御フロー集合
CF (tl) = {(3, 1)}の過大近似となる． ¥

データ型とパターンマッチングの扱い方

ここでは，データ型の抽象化とパターンマッチングの抽象化について述べる．こ
のデータ型の抽象化法は，上で述べたリストの抽象化法を一般化したものである．
次のように定義されるデータ型 αについて考える．

type α = C1 of T1(α) | · · · | Cn of Tn(α)

このとき，α型の項に対するパターンマッチングを，非決定性分岐とデストラクタ
C−1

i を用いて，以下のように表現することとする．

[
match t0 with

p1 ⇒ t1 | · · · | pn ⇒ tn

]
⇒

let v′
0=t0 in

if∗ (let p1=C
−1
1 @v′

0 in t1)
...

(let pn=C
−1
n @v′

0 in tn).

このような α型とパターンマッチングを扱うため，本研究では，以下のような抽
象化を実行する．

1. α型の項を「各コンストラクタCiが引数として取り得る値の集合（ただし，
α型の値を全て ()に置き換えたもの）の組」に変換する．
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2. デストラクタC−1
i を「抽象化したα型の値（すなわち，値の集合の組）vを

受け取り，v中の『コンストラクタCiが引数として取り得る値の集合』の要
素の一つを非決定的に返す（ただし，α型の値としては，tの評価結果であ
る値のみを返す）関数」に変換する．

例 4.3. 以下のように定義される，二分木の構造を表すデータ型 Treeに対する抽
象化を考える．

type Tree = Leaf of Int× Int | Node of Int× Tree× Tree

上記の抽象化1により，Tree型の項は，(Int×Int)型の値の集合と，(Int×Unit×
Unit)型の値の集合との組に変換される．例えば，以下の Tree型の項 vT について
考える．

vT = Node(1,Leaf (2, 3),Leaf (3, 2))

vT は，以下のような集合の組 JvT KSに抽象化される（簡単のため，整数は抽象化
せずに表記している）．

JvT KS = ({(2, 3), (3, 2)}, {(1, (), ())})

組 JvT KSの第１，第２要素は，それぞれコンストラクタLeaf，Nodeが引数として
取り得る値の集合を表しており，第２要素中の ()は Tree型の値をユニット値で
置き換えたものである．
また，デストラクタは上記 2により抽象化され，Leaf −1(vT ),Node−1(vT )は以下
のように非決定的に簡約されるようになる．

JLeaf −1(vT )KS −→

{
(2, 3) または
(3, 2)JNode−1(vT )KS −→ (1, JvT KS, JvT KS)

ここで，JNode−1(vT )KSでは，Nodeの引数となる値について，Tree型の値を抽象
化後の vT 自身に置き換えたものを返している．
上記の方法により Tree型を含むプログラムを抽象化すると，元のプログラムの
フロー情報の過大近似が得られるようになる．例えば，以下の項 tT の抽象化につ
いて考える．ただし，(Node−1(vT )).2は，組Node−1(vT )の 2番目の要素を取り出
す操作を表している．

tT = Leaf −1((Node−1(vT )).2)

このとき，tT −→∗ (2, 3)であるが，抽象化後は JtT KS −→∗ (2, 3)または JtT KS −→∗

(3, 2)となる．これは，抽象化した結果，元の項 tT の（整数に関する）フロー情報
の過大近似が得られることを意味している． ¥
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例 4.4. ここでは，パターンマッチングを含むプログラムに対し上記の抽象化を実
行した場合，元のプログラムのフロー情報の過大近似が得られることを確認する．
例 4.3で定義したデータ型 Treeに対し，以下のようなパターンマッチング文を
用いた再帰関数 fT を考える．

fT = fun(f0, x0. match x0 with

Leaf (n1, n2) ⇒ n1

| Node (n, t1, t2) ⇒ f0@t1.

ここで，抽象化したデストラクタ JLeaf −1KS, JNode−1KSを用いて fT 中のパターン
マッチングを抽象化すると，以下のような項 JfT KSが得られる（簡単のため，整数
は抽象化せずに表記している）．

JfT KS = fun(f0, x0. let x′
0=Jx0KS in

if∗ (let (n1, n2)=JLeaf −1KS@x′
0 in n1)

(let (n, t1, t2)=JNode−1KS@x′
0 in f0@t1).

このとき，vT = Node(1,Leaf (2, 3),Leaf (3, 2))に対し，fT @vT の抽象化について
考える．抽象化前は fT @vT −→∗ 2と簡約されるが，抽象化後は，以下のように非
決定的に簡約される．

JfT @vT KS −→∗

{
let (n1, n2)=JLeaf −1KS@vT in n1 または
let (n, t1, t2)=JNode−1KS@vT in JfT KS@t1

このとき，例 4.3の結果より，JfT @vT KS −→∗ 2，または JfT @vT KS −→∗ 3であり，
抽象化により fT @vT のフロー情報の過大近似が得られる． ¥

本研究では，前述の抽象化 1を実現するため，α型の項Ci(t)を，以下のいずれ
かを非決定的に返す関数に変換する，という方法をとる．ただし，各値中の α型
は全て Unit型に置き換えられているとする．

� Ciが引数として直接受け取る値を表す組（すなわち，i番目の要素（Ti(Unit)

型の値）が tの評価結果である値 v0で，それ以外の要素は全てダミーの値で
あるような組）．

� t中の（非決定的に選択された）コンストラクタCj が直接受け取る値の組．

そのための準備として，JCi(t)KSにおいて，JtKSの評価結果中に現れる JαKS型
の値を取り出す関数 F(T (α))を以下のように定義する．ここで，JαKS, JT (τ)KS は，
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それぞれ α型，T (τ)型を抽象化した型である．

F(T (α)) : JT (α)KS → (Unit → JαKS) × JT (Unit)KS

F(α) = λ(x : JαKS). (λ().x, ())

F(b) = λ(x : b). (dum, x)

F(T1×···×Tn) = λ((x1, . . . , xn) : T ′
1 × · · · × T ′

n).

let (y1, v1)=F(T1)@x1 in
...

let (yn, vn)=F(Tn)@xn in (if∗ y1 . . . yn, (v1, . . . , vn))

F(T List) = λ(x : T List).

if Jisnil xKS

then (dum, JnilKS)

else let (y, v)=F(T )@Jhd xKS in (y, Jv :: nilKS)

直観的には，F(Ti(α))@v0 = (yi, vi)の場合，yiは「ユニット値を受け取り，v0中のJαKS型の値を非決定的に返す関数」を表し，viは「コンストラクタCiが直接引数
として受け取る値において，JαKS型を Unit型で置き換えたもの」を表している．
データ型に対する変換規則を，以下のように定義する．（ただし，JCi(t)KS =JCiKS@JtKS，JC−1

i (t)KS = JC−1
i KS@JtKS であるとする．)

JαKS = Unit → ((Unit → JT1(Unit)KS) × · · · × (Unit → JTn(Unit)KS))JTi(τ)KS = Jτ ′KS (where Ti(τ) = τ ′)JT1 × · · · × TnKS = JT1KS × · · · × JTnKS

JCiKS = λ(v0 : JTi(α)KS).

let (yi, vi)=F(Ti(α))@v0 in

λ(). if∗ ((y@())@())

(dum, . . . , dum, λ().vi, dum, . . . , dum)

JC−1
i KS = λt′0. let (v1, . . . , vn)=t′0@() in sub(Ti, t

′
0, vi)

ここで，JCiKS に対する規則において，dumはユニット値 ()を受け取り発散する
関数（すなわち，fun(f, (), f@())）であり，空集合を表すのに用いている．すな
わち，(dum, . . . , dum, λ().vi, dum, . . . , dum)は，Ti(Unit)型の値の集合が viを要素
に持つ単集合であり，それ以外の型の値の集合が全て空集合であることを表して
いる．

例 4.5. 例 4.3で定義したデータ型 Treeについて考える．上記の規則に従うと，
Tree型の項 vT = Node(1,Leaf (2, 3),Leaf (3, 2))は以下のように変換される（ただ
し，説明のため一部簡略化している）．JvT KS = λ(). if∗ ((λ().(if∗ (λ().(2, 3), dum) (λ().(3, 2), dum))@())@())

(dum, λ().1)
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また，デストラクタ JLeaf −1KS, JNode−1KSは以下のように変換される．JLeaf −1KS = λt′0. let (vL, vN)=t′0@() in vL@()JNode−1KS = λt′0. let (vL, vN)=t′0@() in let (n, t1, t2)=vN@() in (n, t′0, t
′
0)

これより，JLeaf −1(vT )KS, JLeaf −1(vT )KSはそれぞれ以下のように非決定的に簡約
される．

JLeaf −1(vT )KS −→∗


(2, 3) または
(3, 2) または
dum@()

JNode−1(vT )KS −→∗

{
1 または
dum@()

ここで，dum@()は発散するので，何も値を返さないことに注意すると，元のプロ
グラムに対し，例 4.3と同様のフロー情報の過大近似を得ていることが分かる．¥

4.2 データフロー解析
データフロー解析とは，制御フローに加えて「各データ（整数値，ブール値な
ど）がプログラム中のどの場所で用いられるか」を表すデータフローを求める解
析である．本研究では，データフロー解析の問題であるDFA問題を CFA問題に
帰着させて解くことで，データフロー解析を実現している．本節では，そのDFA

問題の定義と帰着の方法について説明する．

4.2.1 DFA問題
本研究では，プログラム中の全ての部分項にラベルを付けた上で，データフロー
解析の問題を「与えられた部分項とデータ（のラベル）ℓ1, ℓ2に対し，項 ℓ1の評価
結果の値がデータ ℓ2となり得るかを判定する」問題として定義する．
与えられたプログラム tに対して，データフロー関係（または，データフロー集
合）DF (t)を以下のように定義する．

定義 4.1. プログラム tが与えられたとき，以下の様に定義されるラベルの二項
関係DF (t)を，tのデータフロー関係，またはデータフロー集合という．ただし，
FV(t)は t中の自由変数の集合である．

DF (t) = {(ℓ1, ℓ2) ∈ L− × L− | ∃t, v, E. t −→∗ E[tℓ11 ] −→∗ E[vℓ2
2 ]}⋃

{(ℓ1, ℓ2) ∈ L− × L− | ∃x, t, v, E. t−→∗E[(λx.t)@vℓ2 ]∧ xℓ1 ∈ FV(t)}.

直観的には，(ℓ1, ℓ2) ∈ DF (t)は，項 tを簡約していったとき，tの部分項 ℓ1の評価
結果の値がデータ ℓ2となることを意味している．
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このとき，DFA問題を以下のように定義する．

定義 4.2 (DFA問題). DFA問題とは，与えられたプログラム tとラベル ℓ1, ℓ2 ∈ L−

に対し，
(ℓ1, ℓ2) ∈ DF (t)

を判定する問題をいう．

一般的なデータフロー解析では無限の領域を持つデータ（整数など）を扱うこ
とが多い．そのような場合，DFA問題は前述のCFA問題の場合と同様に非決定的
となる．よって本研究では，実際のデータフロー集合DF (t)の過大近似を求める
ことを解析の目的とする．

例 4.6. λE プログラム t = (λx.λy.xℓd,0 + yℓd,1)@1ℓs,0@2ℓs,1 について考える．この
とき，tは以下のように簡約されていく．

t = (λx.λy. xℓd,0 + yℓd,1)@1ℓs,0@2ℓs,1

−→ (λy. 1ℓs,0 + yℓd,1)@2ℓs,1

−→ 1ℓs,0 + 2ℓs,1

よって定義より，DF (t) = {(ℓs,0, ℓd,0), (ℓs,1, ℓd,1)}. ¥

4.2.2 DFAからCFAへの帰着
DFA問題をCFA問題に帰着するには，プログラム中の全てのデータを関数に変
換し，「部分項 ℓ1の評価結果がデータ ℓ2となる」ことを，「関数適用 ℓ1において関
数 ℓ2が呼び出される」ことで表現してやればよい．例えば整数に対しては，4.1.2

で定義した変換 J·KSを以下のように再定義してやればよい．

JIntKS′ = Unit → UnitJnℓsKS′ = λℓs(). ()Jtℓd,1

1 +ℓst
ℓd,2

2 KS′ = (λ(x0, y0).

let x=x0@
ℓd,1() in

let y=y0@
ℓd,2() in (λℓs(). ()) )@(Jt1KS′ , Jt2KS′)

演算子+に付けられたラベル ℓsは，その演算結果として得られる値を示すために
用いられる．整数は Unit → Unit型の関数に変換される．二項演算 t

ℓd,1

1 +ℓst
ℓd,2

2 で
は，Jt1KS′ , Jt2KS′を評価した後に，その結果である関数（すなわち，データを変換
したもの）をそれぞれ ℓd,1, ℓd,2のラベルを持つ関数適用で呼び出している．これよ
り，プログラム tにおいて (ℓd, ℓs) ∈ DF (t)であれば，変換後のソースプログラムJtKS′において (ℓd, ℓs) ∈ CF (JtKS′) となる．
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例 4.7. 例 4.6で用いた λEプログラム t = (λx.λy.xℓd,0 + yℓd,1)@1ℓs,0@2ℓs,1は，以下
のようなソースプログラムに変換される．

JtKS′ = (λx.λy. (λ(x0, y0).

let x′=x0@
ℓd,0() in

let y′=y0@
ℓd,1() in (λ(). ()))@(x, y) )

@ (λℓs,0(). ()) @ (λℓs,1(). ())

このとき，JtKS′は以下のように簡約されていく

JtKS′ −→∗ let x′=(λℓs,0(). ())@ℓd,0() in

let y′=(λℓs,1(). ())@ℓd,1() in (λ(). ())

−→∗ let y′=(λℓs,1(). ())@ℓd,1() in (λ(). ())

−→∗ (λ(). ())

これより，(let x=t1 in t2) = (λx. t2)@t1から，CF (JtKS′) = {(ℓs,0, ℓd,0), (ℓs,1, ℓd,1)}
であり，例 4.6の結果から，DF (t) ⊆ CF (JtKS′)となる． ¥
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第5章 実験

本章では，本研究の解析法に基づくフロー解析器の実装とその実験結果について
述べる．本解析器の解析対象言語は，2.2.1項で述べたソース言語λSに対し，ブー
ル値，組，例外，整数，リスト，データ型を 4.1章で述べた方法を用いて拡張した
言語である．解析器はプログラム中の関数，ブール値及び整数のフローを解析す
る．データフロー解析では，整数に対する演算（+, =, <, . . .）とブール値に対す
る演算（and, or, . . .）について，それぞれの引数となるデータを解析する．また
高階モデル検査器としてTRecS[7]を用いる．
表 5.1は上記の解析器に対する実験結果をまとめたものである．比較のため，
表中の項目"0CFA"には「0CFAが"Yes."と答えた（すなわち，フローが存在し得
ると見なした）フロー問題の総数」を記載している（"�"と表記してあるものに
ついては，0CFAの実装の都合により，解析を行っていない）．( )中の数値は，
フロー問題の内 TRecSがタイムアウトした問題の数を表す．この実験において，
0CFAと本研究の解析法はいずれも過大近似を求める解析法であるため，両者のう
ち「答えが"Yes."となったフロー問題の数」が小さい方が，より精度が高い解析で
あると言える．実際に項目"0CFA"と，本研究の解析法での実験結果である"Flow"

を比較してみると，0CFAを実行していないものを除く全てのプログラムにおい
て，"Flow"は常に"0CFA"よりも小さい値，または同じ値を持っていることが分
かる．実験に用いたプログラムについて，fibから imp-forはMLton（http://

mlton.org/Performance）のベンチマークから，mini-mlは京都大学の五十嵐教授
が開講している講義の資料（http://www.fos.kuis.kyoto-u.ac.jp/�t-sekiym/

classes/isle4/）からそれぞれ引用したものであり，その他は我々が自作したも
のである．matrix-multiplyと mini-ml，及び map2から map_pair2はデータ型
を含むプログラムであり，これらに対しては 0CFAによる解析は実行していない．
map2から map_pair2は，mapから map_pairにおいて，プログラム中のリスト構
造（cons, nil）を以下のようにデータ型を用いて定義し直したプログラムである．

type T ListD = Nil of Unit | Cons of T × (T ListD)

ただしこのとき，リストに対する演算 hd, tl, isnilを新たに関数として定義及び
適用しているので，フローの総数に若干差異が生じている．表を見ると，これら
のプログラムは元のリスト構造を使用した場合よりも解析時間が大きくなってい
ることが分かる．
実験結果より，少なくとも小さなプログラムに対しては現実的な時間で解析可
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表 5.1: 実験結果
Program OT Call Fun Dest Op Con Time Flow Queries Out 0CFA

fib 4 7 3 20 8 7 5.56 42 321 0 42

merge 8 20 10 29 13 6 85.38 60 751 1 62 (1)

mandelbrot 8 18 12 49 22 8 276.94 83 1686 0 83

tailfib 8 13 8 17 7 7 3.33 36 342 0 36

tak 8 19 6 14 6 6 65.39 60 282 0 60

imp_for 9 33 17 8 3 4 13.63 47 617 0 61

matrix_multiply 9 33 17 8 3 4 19518.31 177 7968 162 �

mini-ml 16 69 40 8 7 5 1665.82 47 2696 0 �

app_div 8 9 6 4 2 2 0.14 6 70 0 15

map 8 6 3 8 4 4 1.25 21 82 0 21

map_imflist 8 9 6 3 2 4 1.30 13 72 0 13

map_rand 10 13 5 15 7 7 17.12 36 275 0 36

map_pair 13 15 12 3 2 2 5.20 19 191 0 22

map2 8 9 6 8 3 7 9.04 25 134 0 �

map_imflist2 8 12 9 3 1 7 9.24 17 132 0 �

map_rand2 10 18 8 15 6 9 244.43 42 369 0 �

map_pair2 3 18 15 3 1 5 67.75 23 288 0 �

実験環境： CPU: Intel(R) Core(TM)2 Duo 3.16GHz メモリ: 3.21GB

OT：木生成プログラムのオーダー．Call, Fun：関数適用及び関数の数．Dest：演
算対象の数．Op, Con：整数またはブール値の演算及び定数の数．Time：解析時
間（秒）．FLow：答えが"Yes."であったフロー問題の数．Queries：フロー問題の
総数．Out：制限時間（10秒）以内に解けなかったフロー問題の数．0CFA：
0CFA実行時に答えが"Yes"であったフロー問題の数

能であることが分かる．大きなプログラム，特にデータ型を含むものに対しては，
解析時間が大きくなり，時間内に解けないフロー問題もいくつか存在した．ただし
タイムアウトとなったフロー問題についても，その多くはTRecSのパラメータを
調整することにより個別に解くことが可能であった．また，いくつかのプログラ
ムにおいて，本研究の解析法が 0CFAに比べより精度の高い解析が成されている
ことが確認できた．今後の課題としては，解析中（特に，問題がタイムアウトした
場合）にパラメータを変更できるように実装を変更すること，そして k-CFA[21]，
Γ-CFA[16]，CFA2[24, 23]といったより精度の高い解析との比較実験の実施が挙げ
られる．
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第6章 関連研究

制御フロー解析
制御フロー解析に対してはこれまで数多くの研究が成されており，最も一般
的な手法である k−CFA [21]を始め，k−CFAにガーベジコレクション (garbage-

collection)を組み合わせたΓ−CFA [16]や，型に基づいた解析法 [5, 17, 3]，または
CFA2 [24, 23]など，様々な解析法が存在する．既存の解析法は，MossinのExact

�ow analysis [17]を除き，再帰を含むラムダ計算に対し制御フロー集合の過大近似
を求める解析法である．本研究ではCFAからCSAの帰着のためにCPS変換を用
いているが，既存の解析法においてもCPSが利用されているものは多く，フロー
解析における CPSの有用性は Shivers [22]によって述べられている．k−CFAや
CFA2など，既存の解析法には型無しのプログラムを対象としているものが多い
が，本研究では（高階モデル検査に帰着するため）単純型付きの関数型プログラ
ムを対象としている．
Mossin [17]の解析法は，和型 (intersection types)に基づく解析であり，完全ベー
タ簡約における再帰を含む単純型付きラムダ計算に対し厳密な解析を実現してい
るが，未だ実装は成されていない．この解析法では，項 tが与えられた場合，再
帰を一定の（膨大な）回数展開することで，tと同じフロー集合を持つ再帰を含ま
ない項 t′を得て，それをベータ簡約していくことによりフロー集合を求めている．
この tから t′を得る過程と項のベータ簡約にはそれぞれ膨大な回数の展開が必要
となるため，例えば 5章で用いたような小さなプログラムに対しても，現実的な
時間でこの手法による解析を実行することは不可能となっている．
最近の研究で，VardoulakisとShivers [24, 23]，そしてEarlら [2]は，一階のプッ
シュダウンシステムによりプログラムをモデル化した新しい制御フロー解析の手
法を提案している．これに対し本研究では，高階のプッシュダウンシステム [4]と
等価である高階再帰スキームによりプログラムをモデル化している．このことか
ら，本研究を「高階プッシュダウンシステムに基づくフロー解析」として，これ
らの手法との関連を考察することにも意義があると思われる．

高階モデル検査
近年高階モデル検査の研究は発展してきており [19, 8, 7]，現在複数の高階モデ
ル検査器が存在している [7, 10, 14]．本研究で用いているTRecS[7]は高階モデル検
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査器としては最初に実装されたものであり，またもっとも基本的な解析器である．
Kobayashi[9]は制御フロー解析の問題を高階モデル検査問題に帰着させて解く
方法を提案しており，本研究はその解析法を形式化して更に拡張したものである．
Kobayashiら [8, 13, 12]は，制御フロー解析以外のプログラム解析・検証問題を高
階モデル検査問題に帰着させて解く方法を提案しており，またそれらの手法に基
づく検証器を実装している [13, 12]．
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第7章 結論

再帰を含む単純型付きラムダ計算に対し厳密な制御フロー解析の手法として，高
階モデル検査に基づく新たな解析法を構成し，その正しさを証明した．合わせて
その解析対象言語を拡張する方法と，データフロー解析への拡張方法を構成した．
またその手法に基づくフロー解析器を実装し，実験により現実的な時間で動かせ
ることができることを確認した．
今後の課題としては，プログラムサイズの増加を抑えた効率の良い変換方法の
構成や，より大きなプログラムに対する解析実験，1-CFAやCFA2等のより精度
の高い解析法との比較，実装の改良などが挙げられる．
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