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ABSTRACT

The d e te r m in a t io n  o f  m a g n e to h y d r o s ta t ic  e q u iJ I b r in  u su a lly  
r e q u ir e s  t h a t  two o f  th e  e q u i l ib r iu m  f u n c t io n s  be g iv e r .  An th er e  i s  
u s u a l l y  no a p r i o r i  b a s i s  f o r  s p e c i f y i n g  th e  form o f  t h e s e  two fu n c t io n s ,  
th e  f u n c t i o n s  and th e  e q u i l i b r i a  t h e y  d eterm in e  may be c o n s id ered  random-

In t h i s  d i s s e r t a t i o n ,  t h e  a u th o r  r e v ie w s  a r e c e n t  s t a t i s t i c a l  
method f o r  d e te r m in in g  th e  e q u i l ib r iu m  o f  an a x i a l l y  symmetric c y l in d r ic a l  
pla3ma w h ic h  i s  most p r o b a b le  ( i n  t h e  maximum entropy  s e n s e )  g iv en  four 
g lo b a l  c o n s t r a i n t s  ( i . e . ,  e n e r g y ,  m a g n et ic  h e l i c i t y ,  l o n g i t u d in a l  magnetic 
f l u x ,  and l o n g i t u d i n a l  c u r r e n t  f l u x ) .  P rev io u s  r e s u l t s  from t h i s  model 
have b e e n  l i m i t e d  t o  n o n - n e g a t iv e  random e q u i l ib r iu m  fu n c t io n s  ( BH> * 
where B i s  th e  m a g n et ic  f i e l d  and J l a  th e  c u r re n t  d e n s i t y ) ,  and to  a n a ly t 
i c a l l y  d e r iv e d  s o l u t i o n s  o f  t h e  d e te r m in in g  e q u a t io n s  in  which one con
s t r a i n t  (magnetic h e l i c i t y )  has b een  r e la x e d .

The p r e s e n t  work e x t e n d s  t h e s e  r e s u l t s  t o  th e  f u l l y  con stra in ed  
problem  by  p r e s e n t in g  n u m e r ic a l ly  computed s o l u t i o n s  o f  th e  governing  
e q u a t i o n s .  Some o f  t h e s e  s o l u t i o n s  a r e  s p e c i a l i z e d  to  v a lu e s  o f  the
c o n s t r a i n t s  a p p r o p r ia t e  t o  tok am aks. S t a t e s  w hich are approxim ately
f o r c e - f r e e  (B = J x c o n s t . )  are shown t o  e x i s t  as  s o l u t i o n s  t o  th e  most 
p r o b a b le  s t a t e  e q u a t i o n s .

A f u r t h e r  e x t e n s i o n  o f  t h e  model i s  a ttem p ted  in  order to  a l l e 
v i a t e  t h e  r e s t r i c t i o n  t o  n o n - n e g a t iv e  random e q u i l ib r iu m  fu n c t io n s -  The 
e x te n d e d  model i s  a p p l i e d  t o  th e  prob lem  o f  f in d i n g  most probable  equi
l i b r i a  w i t h  r e v e r s e d  m a g n e t ic  f i e l d s .  An exam in ation  o f  s o l u t i o n s  con
s t r a i n e d  t o  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  e n e r g y  and m agnetic  h e l i c i t y  shows a 
te n d e n c y  toward low  p r e s s u r e  e q u i l i b r i a  when th e  e n e r g y - t o - h e l i c i t y  r a t io  
I s  lo w e r e d .  T h is  r e s u l t  i s  c o n s i s t e n t  w ith  th e  B e s s e l  fu n c t io n  model o f
r e v e r s e - f i e l d  e q u i l i b r i a  i n  which d yn am ica l r e l a x a t i o n  o f  th e  energy with
r e s p e c t  t o  a f i x e d  m a g n et ic  h e l i c i t y  r e s u l t s  in  p r e s s u r e l e s n , B esse l  
f u n c t io n  e q u i l i b r i a ,

A s tu d y  i s  made o f  th e  i n f l u e n c e  o f  th e  p in ch  r a t i o ,  and e x p e r i
m en ta l p a r a m e te r ,  on th e  d e g r e e  o f  m a g n et ic  f i e l d  r e v e r s a l  in  th e  most 
p r o b a b le  s t a t e  m od el.  The d ep en d en ce  o f  s o l u t i o n s  on t h i s  parameter i s  
found t o  b e  c o n s i s t e n t  q u a l i t a t i v e l y  w ith  e x p e r im en ts .
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HOST PROBABLE MAGNETOHYDROSTATIC EQUILIBRIA 

FOR TOKAMAKS AND REVERSED FIELD FINCHES



I .  INTRODUCTION

The t h e o r e t i c a l  s t u d y  o f  raague tohydrodyna ia ic  (HMD) 

e q u i l i b r i a  has gone  on s i n c e  t h e  e a r l y  d a y s  o f  p la sm a  p h y s i c s .

Y e t ,  i t  h a s  n o t  b e e n  u n t i l  t h e  r e c e n t  e f f o r t s  t o  p r o d u c e  c o n t r o l l e d  

t h e r m o n u c l e a r  r e a c t i o n s  ( b e g i n n i n g  In  t h e  U n i t e d  S t a t e s  w i t h  P r o j e c t  

Sherwood^ i n  1952) t h a t  t h e  s u b j e c t  h a s  r e c e i v e d  so  much a t t e n t i o n -  

I t  i s  b e c a u s e  o f  t h e  d e n s i t i e s ,  t i m e  s c a l e s  and g e o m e t r i e s  o f  i n t e r e s t  

in f u s i o n  r e s e a r c h  t h a t  s u c h  i m p o r t a n c e  baa  been  a t t r i b u t e d  to  i d e a l  

MHD e q u i l i b r i a  and  t h e i r  s t a b i l i t y  p r o p e r t i e s .

For  t h e  p a r a m e t e r s  o f  I n t e r e s t  i n  m a g n e t i c  f u s i o n  r e s e a r c h ,

14 -3i n v o l v i n g  p a r t i c l e  number d e n s i t i e s  o f  W  cm , k i n e t i c  t e m p e r a t u r e s  

□n t h e  o r d e r  o f  10 keV, and c o n f i n e m e n t  t im e  s c a l e s  l e s s  t h a n  one 

s e c o n d ,  b i n a r y  c o l l i s i o n s  b e t w e e n  p a r t i c l e s  a r e  r e l a t i v e l y  u n i m p o r t a n t  

i n  d e t e r m i n i n g  t h e  p la sm a  p r o p e r t i e s -  I n  such  t i m e ,  a  p l a s m a  w i l l  n o t  

r e l a x  t o  a s t a t e  o f  t h e r m a l  e q u i l i b r i u m ,  y e t  b e c a u s e  o f  t h e  lo n g  r a n g e  

Coulomb f o r c e ,  c o l l e c t i v e  e f f e c t s  i n  t h e  p lasm a c a n  p r o d u c e  c h a n g e s  i n  

t h e  c o n f i g u r a t i o n s  on a  much s h o r t e r  t i m e  a c a l e  t ^ l  p s ) - I n  t h i s  

r e g im e ,  t h e  s t e a d y  s t a t e  s o l u t i o n s  o f  t h e  m a c r o s c o p i c  f l u i d  e q u a t i o n s  

c h a r a c t e r i z e  p o s s i b l e  p l a s m a  e q u i l i b r i a .  One may r e g a r d  t h e s e  s o l u t i o n s  

a s  m e t a e q u l l l b r l a  s i n c e ,  i n  g e n e r a l ,  t h e y  do n o t  r e p r e s e n t  s t a t e s  o f  

the rmodynamic  e q u i l i b r i u m .

2



3

To s t u d y  t h e  t e n d e n c y  o f  s u c h  c o n f i g u r a t i o n s  t o  p e r s i s t  on

t h e  b r i e f  c o n f i n e m e n t  t i m e  s c a l e s *  o n e  t r a d i t i o n a l l y  e m p lo y s  a  p e r -

2
t u r b a t i o n  a n a l y s i s .  A f t e r  a  s t e a d y  s t a t e  s o l u t i o n  i s  fou n d *  t h e  

e f f e c t s  o f  s m a l l  p e r t u r b a t i o n s  on  t h e  e q u i l i b r i u m  a r e  s t u d i e d  by 

m e a n s  o f  t h e  l i n e a r i s e d  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n .  I f  t h e  I n i t i a l  p e r t u r 

b a t i o n  grows* t h e  p l a s m a  I s  t e r m e d  u n s t a b l e .  T h i s  k i n d  o f  a n a l y s i s  

I s  o f t e n  a p p l i e d  t o  t h e  i d e a l  KHb e q u a t i o n s ,  b e c a u s e  o f  t h e  r e l a t i v e  

e a s e  w i t h  w h ic h  t h e y  c a n  be  a p p l i e d  t o  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m s  i n  

f u s i o n  r e l a t e d  g e o m e t r i e s .

I n  many p l a s m a  e x p e r i m e n t s  a n  e q u i l i b r i u m  s t a t e  i s  n e v e r  

e s t a b l i s h e d ,  b e c a u s e  t h e  t i m e  r e q u i r e d  t o  p r o d u c e  t h e  p l a s m a  i s  

c o m p a r a b l e  t o  t h e  g r o w t h  t i m e  o f  a n  i n s t a b i l i t y .  I n  s u c h  c a s e s *  t h e  

r o l e  o f  t h e  t h e o r e t i c i a n  h a s  o f t e n  b e e n  t o  make c o n j e c t u r e s  a b o u t  how 

some model  e q u i l i b r i u m  c o n f i g u r a t i o n  m i g h t  h a v e  b e e n  a t t a i n e d  I f  t h e  

i n s t a b i l i t i e s  had  b e e n  s u p p r e s s e d .  The e x p e r i m e n t a l i s t  may I n  t u r n  

a t t e m p t  t o  d e t e r m i n e  t h e  o p e r a t i n g  p a r a m e t e r s  t h a t  m i g h t  l e a d  t o  t h e  

e s t a b l i s h m e n t  o f  s u c h  a  c o n f i g u r a t i o n .

T h i s  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  t h e o r y  and e x p e r i m e n t  h a s  b e e n  

c o n s i d e r a b l y  s u c c e s s f u l  i n  e l i m i n a t i n g  t h e  m o s t  d a n g e r o u s  m a c r o s c o p i c  

i n s t a b i l i t i e s .  Y et  t h e  c o o p e r a t i o n  b e t w e e n  t h e  two d i s c i p l i n e s  i s  o f t e n  

c o m p l i c a t e d  by t h e  l a c k  o f  d e t a i l e d  i n f o r m a t i o n .  The s o l u t i o n  o f  t h e  

s t e a d y  s t a t e  e q u a t i o n s  f o r  i d e a l  MHD u s u a l l y  r e q u i r e s  t h e  a r b i t r a r y  

s p e c i f i c a t i o n  o f  two e q u i l i b r i u m  f u n c t i o n s .  The t h e o r e t i c i a n  m u s t  

somehow make a  c h o i c e  f o r  t h e s e  f u n c t i o n s  c o m p a t i b l e  w i t h  e x p e r i m e n t a l
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d a t a *  Such  d a t a ,  however* i s  o f t e n  i n s u f f i c i e n t  f o r  a  c o m p le t e  

d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n s *  The e x p e r i m e n t a l i s t *  on t h e  o t h e r  

h a n d ,  w o r k s  I n  p a r a m e t e r  r e g i m e s  c h a r a c t e r i z e d  by c e r t a i n  g l o b a l  

c o n s t r a i n t s  s u c h  a s  t h e  t o r o i d a l  f l u x  and  t o r o i d a l  c u r r e n t .  The 

d i f f i c u l t y  o f  o b t a i n i n g  I n f o r m a t i o n  a b o u t  d e t a i l e d  c o n f i g u r a t i o n s  o f  t h e  

s y s t e m  f ro m  e x p e r i m e n t a l  d i a g n o s t i c s ,  u s u a l l y  l i m i t s  th e  a b i l i t y  o f  t h e  

e x p e r i m e n t a l i s t  t o  m a n i p u l a t e  t h e  p la sm a  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  some 

d e s i r e d  e q u i l i b r i u m  c o n f i g u r a t i o n .
2

R e c e n t l y ,  Montgomery* T u r n e r ,  a n d  V a h a la  p ro p o s e d  a  s t a t i s 

t i c a l  p r o c e d u r e  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  "most  p r o b a b l e *1 e q u i l i b r i u m  com

p a t i b l e  w i t h  c e r t a i n  g l o b a l  c o n s t r a i n t s .  Twn f r e e  e q u i l i b r i u m  f u n c t i o n s  

w e re  t r e a t e d  a s  random e n t i t i e s ,  a d i s c r e t e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  th e  f i e l d  

was em p loyed  t o  c h a r a c t e r i z e  a l l  p o s s i b l e  c h o i c e s ,  and t h e n  an a p r i o r i  

p r o b a b i l i t y  w as  a s s i g n e d  t o  t h e  r e a l i z a t i o n  o f  any one  s t a t e *

S u b s e q u e n t  m a x i m i z a t i o n  o f  t h e  p r o b a b i l i t y  t h e n  y i e l d e d  e q u a t i o n s  f o r

t h e  m o s t  p r o b a b l e  s t a t e  c o m p a t i b l e  w i t h  t h e  c o n s t r a i n t s  im posed .
4

T h i s  a p p r o a c h  I s  a n a l o g o u s  t o  t h e  Bolt zmann  method  o f  

d e r i v i n g  t h e  c a n o n i c a l  d i s t r i b u t i o n  by m a x i m i z i n g  t h e  a p r i o r i  

p r o b a b i l i t y  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  r e a l i z a t i o n s  o f  a  p a r t i c u l a r  

m a c r o s c o p i c  c o n f i g u r a t i o n  o f  p o i n t  p a r t i c l e s .  The t e c h n i q u e  a l s o  

h a s  some a s p e c t s  In  common w i t h  t h e  m e th o d s  o f  I n f o r m a t i o n  t h e o r y ,  

d e v e l o p e d  by  S h a n n o n , ^  I n  w h i c h  an unknown p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  

i s  i n f e r r e d  b y  m a x i m i z i n g ,  s u b j e c t  t o  a v a i l a b l e  i n f o r m a t i o n ,  t h e  

’' u n c e r t a i n t y "  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  d i s t r i b u t i o n .
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I n  t h i s  d i s s e r t a t i o n ,  we w i l l  e x a m i n e  s o l u t i o n s  o f  t h e
3

e q u a t i o n s  d e r i v e d  by M o n tg o m e ry ,  e t  a l .  I n  p a r t i c u l a r ,  mos t  

p r o b a b l e  e q u i l i b r i a  w i l l  b e  f o u n d  f o r  tw o  i m p o r t a n t  t y p e s  o f  

t o r o i d a l  p i n c h ;  t h e  t o k a m a k  a n d  t h e  r e v e r e e - f I e l d  p i n c h .  I n  t h e  

l a t t e r  c a s e ,  an  e x t e n s i o n  o f  t h e  m e th o d  ( a l s o  s u g g e s t e d  by  

M o n tgom e ry )& i s  r e q u i r e d .

A. Id ea l Maguatohydtodytiamics

T he  c o n v e n t i o n a l  m eans  o f  i n v e s t i g a t i n g  t h e  s t a b i l i t y  o f  

p la sm a  c o n f i g u r a t i o n s  h a s  b e e n  t h r o u g h  t h e  i d e a l  m a g n e t o h y d r o d y n a m i c  

(HHD) m o d e l ,  e v e n  t h o u g h  I d e a l  MHD d e s c r i b e s  no r e a l  p l a s m a . ^

The  i d e a l  MHD e q u a t i o n s  a r e  e x t e n s i o n s  o f  t h e  h y d r o d y n a m i c  

e q u a t i o n s  t o  p e r f e c t l y  c o n d u c t i n g  f l u i d s .  The  b a s i c  r e l a t i o n s  i n c l u d e  

an  e q u a t i o n  f o r  c o n s e r v a t i o n  o f  m a s s ,

+ 7 ■ (pM) -  0  ( 1 )

w h e re  p I s  t h e  mass  d e n s i t y  and  t h e  f l u i d  v e l o c i t y ,  a n d  c o n s e r v a t i o n  

o f  momentum

Dj£
—  -  - \ r p  +  *  *  5 (2 )
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J
w here  D /D t  i s  t h e  c o n v e c t i v e  t i m e  d e r i v a t i v e  ^  * V w h ic h  f o l l o w s

t h e  f l u i d  e l e m e n t ,  P l a  t h e  s c a l a r  p r e s s u r e ,  ^  l a  t h e  c u r r e n t  d e n s i t y ,  

and  t h e  m a g n e t i c  i n d u c t i o n .  F o r  c o n s i s t e n c y ,  t h e  d i s p l a c e m e n t  

c u r r e n t  i s  d r o p p e d  f rom M a x w e l l ' s  e q u a t i o n s

3«
7  * I  ■ - i f  <3 >

7  *  e  ■ u0 >j (4)

A r e s t r i c t o n  o f  t h e  mode l  t o  low  f r e q u e n c y  phenom ena  i s  i m p l i e d  by  t h e  

a b s e n c e  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  c u r r e n t  i n  Eq.  ( 4 ) ,  T he  e l e c t r i c  f i e l d  i s  

e l i m i n a t e d  by u s e  o f  ohm’ s  law For a p e r f e c t l y  c o n d u c t i n g  f l u i d .

G “  % * £ <5 >

The f l u i d  i s  a l s o  as sum ed  t o  b e h a v e  i n  s u c h  a  way a a  t o  r e m a i n  c h a r g e  

n e u t r a l ,  s o  t h a t  ^  and J3 a r e  b o t h  a d e n o i d a l  f i e l d s ,  1 , 6 . ,

V ' j J - O j V ' J g - O  ( 6 )

F i n a l l y ,  t o  c l o s e  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s ,  a n  e q u a t i o n  o f  s t a t e  i s  

r e q u i r e d :

§ f  ( p . B)  -  0 ( 7 )

w h e r e  S l a  t h e  t h e rm o d y n a m i c  e n t r o p y  p e r  u n i t  v o l u m e .
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I d e a l  MHD, b e i n g  a  f l u i d  d e s c r i p t i o n ,  i s  i n  p r i n c i p l e  o n l y  

a p p r o p r i a t e  w h e re  c o l l i s i o n s  f o r c e  t h e  p a r t i c l e s  t o  move t o g e t h e r  a s  a 

f l u i d  e l e m e n t .  Yet  i n  many e x p e r i m e n t s  t h e  m e a n - f r e e - p a t h  f o r  

c o l l i s i o n s  i s  o f t e n  c o m p a r a b l e  t o  t h e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  a p p a r a t u s .  Even 

when c o l l i s i o n s  a r e  r a r e *  a f l u i d  d e s c r i p t i o n  c a n  h e  j u s t i f i e d  I f  t h e  

m a g n e t i c  f i e l d s  a r e  s u f f i c i e n t l y  s t r o n g .  The  p a r t i c l e s  a r e  t h e n  c l o s e l y  

t i e d  t o  m a g n e t i c  f i e l d  L i n e s ,  and  t h e  p l a s m a  may b e h a v e  a s  a  f l u i d  i n  

t h e  t r a n s v e r s e  d i r e c t i o n .  However ,  p a r t i c l e s  a r e  f r e e  t o  s t r e a m  a l o n g  

t h e  f i e l d  l i n e s  i n  t h i s  c a a e .  T h i s  i s  t h e  a p p r o a c h  o f  t h e  G u id in g  

C e n t e r  P l a s m a  mode l  ( G . C . P . )  w h ic h  d e s c r i b e e  t h e  p l a s m a  by  a k i n e t i c  

( V l a s o v )  e q u a t i o n  a l o n g  t h e  f i e l d  l i n e s  a n d  f l u i d  e q u a t i o n s  ( c o n s e r 

v a t i o n  Laws) i n  t h e  t r a n s v e r s e  d i r e c t i o n .  The a s s u m p t i o n  of  a  s c a l a r  

p r e s s u r e  i n  i d e a l  (MHD) i s  s o m e t im e s  c o n s i d e r e d  t o  b e  t o o  s t r o n g ,  

p a r t i c u l a r l y  In  t h e  p r e s e n c e  o f  s t r o n g  m a g n e t i c  f i e l d s .  T h e o r i e s  

l i k e  t h e  D o u b le  A d i a b a t i c  T h e o ry  and  t h e  GCP m o d e l ,  b o t h  o f  w h ich  

a d m i t  a n i s o t r o p i e s  i n  t h e  p r e s s u r e  t e n s o r  a r e  m o re  a p p r o p r i a t e  t h a n  

i d e a l  MHD i n  s u c h  I n s t a n c e s .

Y e t  i n  s p i t e  o f  t h e  f a c t  t h a t  v e r y  o f t e n  t h e  u s e  o f  I d e a l  

MHD c a n n o t  b e  p h y s i c a l l y  j u s t i f i e d ,  and  t h a t  more r e a l i s t i c  mode ls  

a r e  a v a i l a h l e ,  i d e a l  MHD I s  t h e  m o s t  w i d e l y  u s e d  d e s c r i p t i o n  i n  

a s s e s s i n g  t h e  s t a b i l i t y  o f  p l a s m a  c o n f i g u r a t i o n s .  T h e r e  a r e  s e v e r a l  

i m p o r t a n t  r e a s o n s  u n d e r l y i n g  t h i s  c h o i c e .  F i r s t  o f  a l l ,  i d e a l  MHD 

i s  t h e  s i m p l e s t  m o d e l .  I n  c o m p l i c a t e d  g e o m e t r i e s  o f  I n t e r e s t  i n  

f u s i o n  r e s e a r c h ,  t h i s  s i m p l i c i t y  I s  a l l  i m p o r t a n t .  S e c o n d l y ,  w i t h
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r e s p e c t  t o  l i n e a r  s t a b i l i t y  c r i t e r i a ,  i d e a l  MHD s t a b i l i t y  i e  o f t e n

s u f f i c i e n t  f o r  t h e  s t a b i l i t y  of o t h e r  m o r e  r e a l i s t i c  {and  m o re
2

c o m p l i c a t e d )  m o d e l s .  F i n a l l y ,  t h e  m a t h e m a t i c a l  p r o p e r t i e s  o f  

t h e  I d e a l  MHD e q u a t i o n s  a r e  v e i l  u n d e r s t o o d .  T h i s  l e a d s  t o  a  

l a r g e  number o f  m a t h e m a t i c s l l y  w e l l - p o s e d  p r o b l e m s .

11 12
B. Ma g n e t o h y d r o s t a t i c  E q u i l i b r i a  a n d  t h e  G r a d - S h a f r a n o v  E q u a t i o n  ’

Much t h e o r e t i c a l  e f f o r t  h a s  b e e n  d e v o t e d  t o  t h e  i d e n t i 

f i c a t i o n  o f  s t a t i c  i d e a l  MHD e q u i l i b r i a .  T h e s e  a r e  c o n f i g u r a t i o n s  

i n  which  t h e r e  i s  no g r o s s  f l u i d  m o t i o n  (jj * 0 ) a n d  w h e r e  t h e  f o r c e  

o n  a  f l u i d  e l e m e n t  (£ x  £ )  i s  e x a c t l y  b a l a n c e d  b y  t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t ,  

The e q u a t i o n s  w h ich  d e t e r m i n e  t h e  e q u i l i b r i a  a r e

Vp ■ jJ x  ( 8 )

w i t h

U J -  v *  B ( 9 )

and

V * g  -  0  ( 1 0 )

M a t h e m a t i c a l  p r o p e r t i e s  o f  t h i s  s y s t e m  may be  i n v e s t i g a t e d  by t h e  

m ethod  o f  c h a r a c t e r i s t i c s !  A c h a r a c t e r i s t i c  l a  a s u r f a c e  o r  m a n i f o l d  

a c r o s s  w h ich  t h e  n o rm a l  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  f u n c t i o n  c a n n o t  be  c o m p u te d .  

C h a r a c t e r i s t i c  s u r f a c e s  can  t h u s  be p i c t u r e s  a s  w a v e f r o n t s  b e c a u s e  o f



t h i s  d i s c o n t i n u i t y .  I f  a l l  c h a r a c t e r i s t i c  s u r f a c e s  a r e  r e a l ,  t h e  

s y s t e m  of  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  i s  c a l l e d  h y p e r b o l i c ;  i f  

a l l  t h e  s u r f a c e s  a r e  c o m p le x ,  t h e  s y s t e m  i a  c a l l e d  e l l i p t i c .  When 

t h e  s y s t e m  f i t s  o n e  o f  t h e s e  c a t e g o r i e s ,  t h e o r e m s  become a v a i l a b l e  

t o  i n d i c a t e  t h e  c o n d i t i o n s  u n d e r  w h ic h  t h e  p r o b l e m  I s  w e l l - p o s e d .

When t h e  s y s t e m  d o e s  n o t  f i t  o n e  o f  t h e  two c a t e g o r i e s ,  g e n e r a l  

t h e o r e m s  c o n c e r n i n g  w e l l - p o s e d n e s s  a r e  n o t  a v a i l a b l e  a n d  s o l u t i o n s  

may n o t  b e  g u a r a n t e e d  u n d e r  a r b i t r a r y  c o n d l t o n s ,  An e x a m i n a t i o n  o f  

e q u a t i o n s  ( f l ) - ( l Q )  shows t h a t  t h i s  4 t h  o r d e r  s y s t e m  i s  o f  a m ix e d  

t y p e ,  w i t h  two r e a l  and  two c o m p le x  c h a r a c t e r i s t i c  s u r f a c e a .  H ow ever ,  

i f  a t  L e a s t  o n e  c o o r d i n a t e  i a  i g n o r a b l e ,  t h e  s ym m e try  a l l o w s  t h e  

s y s t e m  t o  b e  r e d u c e d  t o  one  o f  t h e  s t a n d a r d  e l l i p t i c  t y p e .  The 

h y p e r b o l i c  p a r t  i s  e f f e c t i v e l y  I n t e g r a t e d  o u t  g i v i n g  r i s e  t o  two 

f r e e  f u n c t i o n s .

As an e x a m p l e  o f  how t h e s e  a r b i t r a r y  f u n c t i o n s  a r i s e  i n  

t h e  p ro b le m  o f  d e t e r m i n i n g  MHD e q u i l i b r i a ,  c o n s i d e r  t h e  e q u i l i b r i u m  

o f  a s t r a i g h t  c y l i n d r i c a l  p l a s m a  i n  w h i c h  t h e  ^ - c o o r d i n a t e  i s  i g n o r a b l e  

B e c a u s e  o f  t h e  s y m m e t ry ,  Eq.  (10 )  l e a d s  t o  t h e  e x i s t e n c e  o f  a s t r e a m  

f u n c t i o n  ip s u c h  t h a t

J . i a t  ;  +  BJ  -  ± | t i  C11>r  5Z 6 r  h

The c u r r e n t  d e n s i t y  i e  t h e r e f o r e



10

A*U>e + V (rB 0 ) x  V9 (12 )

*w h e r e  A l a  a n  e l l i p t i c  o p e r a t o r  d e f i n e d  by

= r  —  (1 3 )
3r  r  3 r  &Z

The f u n c t i o n  i|# i s  u s u a l l y  I n t e r p r e t e d  a s  a  c o o r d i n a t e  i n  

w h ic h  t h e  v a l u e s  ^ -  c o n s t ,  l a b e l  a s e t  o f  s i m p l y  n e s t e d  c y l i n d e r s ,  

a n d  w h e r e  t h e  v a l u e  o f  i|> on t h e  s u r f a c e  o f  one o f  t h e s e  c y l i n d e r s  i s  

p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  m a g n e t i c  f l u x  t h r o u g h  i t s  c r o s s  s e c t i o n ,  M a g n e t i c  

f i e l d  l i n e s  l i e  e n t i r e l y  op t h e B e  s u r f a c e s  s i n c e

£  * Vip -  0 (14)

H en ce  t h e y  a r e  c a l l e d  m a g n e t i c  s u r f a c e s .

B e c a u s e

« '  5 P -  S  '  4  *  S ‘  0  0 5 )

t h e  p r e s s u r e  i s  a l s o  a  s u r f a c e  q u a n t i t y ,  i . e . ,

p -  p(llO (16)

T a k i n g  t h i s  d e p e n d e n c e  i n t o  a c c o u n t ,  t h e  p r e s s u r e  b a l a n c e  e q u a t i o n  

(B) t h u a  becom es

p ' ( ^ ) V ^  -  jJ x  jg

-  ~  < A % ) ^  
r

- r  B0 ? ( r B 0 ) (17 )

~2r
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R e w r i t i n g  E q . <17) aa

| p ^ >  + - j  U % ) ]  Vip «  - r  B0 ? <rB&) <18 )

I t  b e c o m e s  e v i d e n t  t h a t  rB l a  a l s o  a f u n c t i o n  o f  i|j, I . e . ,  r b Q -  x(>!0tP □

I s  a  s u r f a c e  q u a n t i t y ,  and  h e n c e  Eq .  <18) may be  w r i t t e n  a a

s o l u t i o n  can  be  found I f  o n e  s p e c i f i e s  t h e  two f u n c t i o n s  o f  i|v a p p e a r i n g  

i n  t h e  lnhomogeneouH t e r m  on t h e  r i g h t  h a n d  s i d e ,  t o g e t h e r  w i t h  a p p r o 

p r i a t e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  on an  e l l i p t i c  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .

s o l u t i o n  o f  t h e  r e d u c e d  e q u i l i b r i u m  e q u a t i o n  r e q u i r e s  t h e  s p e c i f i 

c a t i o n  o f  two a r b i t r a r y  f u n c t i o n s .  I n  g e n e r a l ,  a n y  two i n d e p e n d e n t  

e q u i l i b r i u m  f u n c t i o n s  may be r e g a r d e d  a s  a r b i t r a r y .  The  s u b s e q u e n t  

d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  e q u i l i b r i u m  i s  t h e n  d e p e n d e n t  o n  t h e  a s s u m e d  

fo rm  o f  t h e s e  two f u n c t i o n s .

C.  Tokamaks  and R e v e r s e - F i e l d  P i n c h e s

A i|r -  - r 2p' (ifr) + x x r (>10 (19)

E q u a t i o n  ( 1 9 )  i s  one  f o r m  o f  t h e  G r a d - S h a f T a n o v  e q u a t i o n

T h u s  one  f i n d s  t h a t ,  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a s y m m e t r y ,  t h e

A c o n t r o l l e d  f u s i o n  d e v i c e  m u s t  s a t i s f y  c e r t a i n  b a s i c  

r e q u i r e m e n t s .  I f  one u s e s  d e u t e r i u m  a n d  t r i t i u m  a s  f u e l  f o r  t h e  

r e a c t i o n
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D +  T -+ + n ( 2 0 )

k i n e t i c  t e m p e r a t u r e s  o f  10  keV o r  more  m u s t  be a c h i e v e d .  A t  t h l a

t e m p e r a t u r e  t h e  c o n s t i t u e n t s  w o u ld  b e  i n  a  p l a s m a  s t a t e .  I t  was 

13Lawson who d e v e l o p e d  a  c r i t e r i o n  hy w h i c h  a  p l a s m a  o f  d e n s i t y  n

c o n f i n e d  f o r  a  t i m e  t p r o d u c e s  t h e r m o n u c l e a r  e n e r g y  i n  e x c e s s  o f

t h e  e n e r g y  r e q u i r e d  t o  I n i t i a t e  t h e  r e a c t i o n s .  T h i s  v a l u e  i s  

14 - 3
eit ^  10 cm s e c .  S i n c e  p l a s m a s  a r e  c o m p o s e d  o f  c h a r g e d  p a r t i c l e s *  

c o n f i n e m e n t  by a p p r o p r i a t e  m a g n e t i c  f i e l d  a n d  c u r r e n t  c o n f i g u r a t i o n s  

I s  p o s s i b l e .  To t h e  d e g r e e  t h a t  p la a m a  b e h a v i o r  c a n  be p r e d i c t e d  

b y  t h e  i d e a l  MHD m o d e l ,  a  c o n s i d e r a b l e  a m oun t  o f  e f f o r t  h a s  b e e n  

d e v o t e d  t o  t h e  t a s k  o f  f i n d i n g  I d e a l  MHD e q u i l i b r i a  w h ic h  a r e  s t a b l e .  

I n  t h i s  c o n t e x t  t h e  word  " s t a b i l i t y 1* I m p l i e s  t h a t  t h e  w o r s t  i n s t a b i l 

i t i e s  p r e d i c t e d  by  t h e  l i n e a r i s e d  MHD e q u a t i o n s  s h o u l d  h a v e  e - f o l d i n g
i  A

t i m e s  w h ic h  a r e  l a r g e  c o m p a re d  w i t h  t h e  d e s i r e d  c o n f i n e m e n t  t i m e .

The  u l t i m a t e  a i m  o f  t h e  f u s i o n  p r o g r a m  i a  o f  c o u r s e  t o  p r o d u c e  econom

i c a l  p o w e r .  Hence  t h e  c o a t  o f  a c h i e v i n g  a  s t a b l e  m a g n e t i c  c o n f i n e m e n t  

i a  a l s o  I m p o r t a n t .  One r u l e - o f - t h u m b  e s t i m a t e  o f  t h e  c o s t  o f  m a g n e t i c  

c o n f i n e m e n t  s c h e m e s  i s  f o u n d  I n  t h e  p l a s m a  p a r a m e t e r  b e t a .  R o u g h ly

s p e a k i n g  a  p la a m a  e q u i l i b r i u m  i s  a t t a i n e d  by  b a l a n c i n g  t h e  k i n e t i c
2

p r e s s u r e  p ■ nkT a g a i n s t  t h e  m a g n e t i c  p r e s s u r e  1 / 2  £  . The  r a t i o

0  -  2 p /  ( 2 1 )
P i

g i v e s  a  rough  m e a s u r e  o f  how e f f e c t i v e l y  t h e  m a g n e t i c  f i e l d  l a  u a e d .



n

(The  s u b s c r i p t  p i  w i l l  be u s e d  t h r o u g h o u t  t o  a v o i d  c o n f u s i o n  w i t h

a n o t h e r  p a r a m e t e r  b e t a  w h i c h  a p p e a r s  l a t e r  I n  a  d i f f e r e n t  c o n t e x t . )

I d e a l l y  8 , = 1- I f  0  ,  I s  s n a i l ,  t h e n  much (nore m a g e n e t l c  f i e l d  
p l  p i

s t r e n g t h  i s  g e n e r a t e d  t h a n  o u g h t  t o  b e  r e q u i r e d  f o r  e q u i l i b r i u m .

S i n c e  m a g n e t i c  f i e l d s  a r e  a  s u b s t a n t i a l  p a r t  o f  t h e  e x p e n s e  o f  

b u i l d i n g  m a g n e t i c  c o n f i n e m e n t  d e v i c e s  ,  a  low 8 ^  d e v i c e  I s  l e s s  

d e s i r a b l e  t h a n  o n e  o f  h i g h e r  I *1 p r a c t i c a l  t e r m s  t h e  d e s i g n

o f  a n y  d e v i c e  i s  a  t r a d e o f f  among t h e  p a r a m e t e r s  o f  a n  i d e a l  s y s t e m .  

What f o l l o w s  I s  a  b r i e f  d e s c r i p t i o n  o f  two d e v i c e s  b e l o n g i n g  t o  t h e  

t o r o i d a l  p i n c h  c a t e g o r y .  T h e s e  tw o  t y p e s  -  t h e  t o k a m a k ,  and  t h e  

r e v e r s e d - f i e l d  p i n c h  -  o p e r a t e  i n  o p p o s i t e  p a r a m e t e r  r e g i m e s , Each 

h a a  c e r t a i n  a d v a n t a g e s  and d i s a d v a n t a g e s  and  b o t h  a r e  s e r i o u s  c a n d i 

d a t e s  i n  t h e  s e a r c h  f o r  a  f u s i o n  r e a c t o r .

The  to k a m a k  i s  a  d e v i c e  b a a e d  upon t h e  i d e a  o f  c o n f i n i n g  a 

p l a s m a  t o  a t o r o i d a l  r e g i o n  by  p r o d u c i n g  a  v e r y  s t r o n g  m a g n e t i c  f i e l d  

i n  t h e  t o r o i d a l  d i r e c t i o n  ( t h e  l o n g  way a r o u n d  t h e  t o r u s ) .  T h i s  i s  

d o n e  by m e an s  o f  c u r r e n t  c a r r y i n g  c o l l s  w ra p p e d  p o l p i d a l l y  ( t h e  s h o r t  

way)  a r o u n d  t h e  t o r u s .  The s t r o n g l y  m a g n e t i s e d  p a r t i c l e s  wou ld  I n  

p r i n c i p l e  b e  t i e d  t o  t h e  m a g n e t i c  l i n e s  o f  f o r c e  t h e r e b y  p r e v e n t i n g  

them  f rom c o n t a c t i n g  t h e  w a l l s  o f  t h e  t o r o i d a l  s h e l l .  T h i s  s i m p l e  

I d e a ,  h o w e v e r ,  h a s  a  s e r i o u s  p r o b l e m  a r i s i n g  f ro m  t h e  t o r c i d a l  g e o 

m e t r y  i t s e l f .  S u c h  a  c o n f i g u r a t i o n  h a s  a n  i n e v i t a b l e  g r a d i e n t  i n  

t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  m a j o r  a x i s  ( a s  may b e  e a s i l y  v e r i f i e d  by A m p e r e ' s  

Law ) .  T h i s  g r a d i e n t  p r o d u c e s  p a r t i c l e  d r i f t s  w h i c h  r a p i d l y  d e s t r o y



14

c o n f i n e m e n t .  The remedy i a  t o  t w i s t  t h e  f i e l d  l i n e s  i n t o  a  h e l i c a l  

s h a p e  by t h e  a d d i t i o n  o f  a  p o l o i d a l  com p o n en t  i n  t h e  t o r u s .  I n

t h e  d e s i g n  o f  toka m aks  t h i s  c o m p o n e n t  i a  p r o d u c e d  b y  a  t o r o i d a l  c u r 

r e n t  w h ich  i t s e l f  i s  i n d u c e d  by a t r a n s f o r m e r  e f f e c t  i n  which  t h e  

p l a s m a  i s  t h e  o n e - t u r n  s e c o n d a r y  c o l l .  The t o r o i d a l  c u r r e n t  a l s o  

s e r v e s  t o  h e a t  t h e  p la sm a  o h m l c a l l y .  Only a s m a l l  B^ com ponen t  i s  

r e q u i r e d  so  t h a t  t y p i c a l l y ,  >> B^ ,  w here  B^ i s  t h e  t o r o i d a l  f i e l d .  

W i th  t h i s  o r d e r i n g  K r u s k a l ^  and S h s f r a n o v ,  u s i n g  a n  i d e a l i z e d  m o d e l ,  

w e r e  a b l e  t o  p r e d i c t  t h e  l i m i t  o f  s t a b l e  o p e r a t i o n  f o r  a  toka m ak  i n  

t e r m s  o f  a  p a r a m e t e r  q ( r ) ,  d e f i n e d  by

r
' t r > 5  R y T T  ( 2 i )

w h e r e  r  i s  t h e  d i s t a n c e  front  t h e  m i n o r  ax iB a n d  R i s  t h e  m a j o r  r a d i u s .  

The s t a b i l i t y  c o n d i t i o n  I s

q > 1 ( 2 3 )

I n  t h e  u s u a l  t e r m i n o l o g y  q i s  c a l l e d  t h e  " s a f e t y  f a c t o r " .  O t h e r  

s t a b i l i t y  c o n s i d e r a t i o n s , ^ ^  c o m b in e d  w i t h  t h i s  b a s i c  c o n d i t i o n ,  

r e q u i r e  t h a t

2n a 2

« < * >  T i l  i M  ( 2 i )D

w h e r e  a i s  t h e  m i n o r  r a d i u s  a n d  I  i s  t h e  t o r o i d a l  c u r r e n t *  From 

t h i s  o n e  s e e s  t h a t ,  f o r  a  g i v e n  t o r o i d a l  f i e l d ,  t h e  c u r r e n t  i n  a  

stable t oka m ak  l a  limited by t h e  s a f e t y  f a c t o r .  L i m i t a t i o n s  on  

c u r r e n t  p r e v e n t  t h e  tokamak f r o m  r e a c h i n g  i g n i t i o n  t e m p e r a t u r e  by  

ohm ic  h e a t i n g  a l o n e .  A n o th e r  p r o b l e m  s te m s  f r o m  t h e  f a c t  t h a t ,  i n
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a  toka m ak ,  t h e  p laam a p r e s s u r e  i s  b a l a n c e d  m a i n l y  b y  t h e  p o l o i d a l

f i e l d  bo t h a t  & , l a  a s m a l l  number  on  t h e  o r d e r  o f  a  few % a t  b e a t .
P i

N e v e r t h e l e s s ,  tokamak d i s c h a r g e s  a r e  e a s i l y  r e p r o d u c i b l e  a n d  f a i r l y  

l o n g  l i v e d *  w i t h  e n e r g y  c o n f i n e m e n t  t i m e s  o f  many m i l l i s e c o n d s .

T h e r e  a r e  a l s o  I n d i c a t i o n s  t h a t  a u x l l l i a r y  h e a t i n g  by  means  o f  

n e u t r a l  p a r t i c l e  beams may he a b l e  t o  p r o d u c e  t h e  r e q u i r e d  t e m p e r a t u r e ,  

w h i l e  I n c r e a s i n g  E5p^ a s  a  r e s u l t  o f  t h e  r a p i d  i n c r e a s e  I n  p r e s s u r e .

The r e v e r s e d - f i e l d  p i n c h  i s  e a s i e s t  t o  c o n c e i v e  a s  a  

m o d i f i c a t i o n  o f  t h e  s t a b i l i z e d  Z - p i n c h .  The l i n e a r  Z - p l n c h ^  i s  o n e  

o f  t h e  s i m p l e s t  c o n c e p t s  o f  c o n f i n e m e n t  by a e l f - p i n c h i n g ,  C o n s i d e r  

a  c y l i n d r i c a l  p l a s m a  t h r o u g h  w h i c h  a l o n g i t u d i n a l  c u r r e n t  I s  p a s s e d .

The r e s u l t a n t  f i e l d  i n t e r a c t s  w i t h  t h e  c u r r e n t *  t h r o u g h  t h e

^  x Jg f o r c e ,  t o  d r i v e  t h e  p l a s m a  In w a rd .  U n f o r t u n a t e l y ,  t h i s  s i m p l e  

schem e  I s  m a c r o s e e p i c a l l y  u n s t a b l e  t o  s m a l l  p e r t u r b a t i o n s  o f  t h e  

p l a s m a  co lum n.  Any p e r t u r b a t i o n  w hich  m akes  t h e  p l a s m a  s u r f a c e  

c o n c a v e ,  p r o d u c e s  a  l o c a l l y  I n t e n s i f i e d  m a g n e t i c  f i e l d  w h ic h  a c t s  

b a c k  o n  th e  p l a s m a  t o  i n c r e a s e  t h e  p e r t u r b a t i o n .  T h e s e  a r e  t h e  

f a m o u s  " s a u s a g e "  and " k i n k "  I n s t a b i l i t i e s ,  s o  c a l l e d  b e c a u s e  o f  

t h e  a p p e a r a n c e  o f  t h e  d e f o r m e d  p l a s m a ,  l i n e a r  s t a b i l i t y  a n a l y s e s  

i n  I d e a l  MHD p r e d i c t  a  s t a b i l i z a t i o n  o f  s u c h  p e r t u r b a t i o n s  i f  a

com ponen t  (3  ^  B ) i s  a d d e d .  T h e s e  p r e d i c t i o n s ,  ( s u p p o r t e d  byz y

e x p e r i m e n t s ) ,  l e d  t o  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  s t a b i l i z e d  Z - p i n c h  o f

w h i c h  t h e r e  a r e  t o r o i d a l  v e r s i o n s  t o  c o u n t e r a c t  e n d l e s s .  I n  t h i s

r e g i m e  s t a b i l i t y  d e p e n d s  on  t h e  d e t a i l e d  s h a p e s  o f  B and  BA a sx o



f u n c t i o n s  o f  t h e  m i n o r  r a d i u s *  The f i e l d  l i n e s ,  b e i n g  h e l i c a l ,  

a r e  c h a r a c t e r i z e d  by t h e  p i t c h  o f  t h e  h e l i x  a s  a  f u n c t i o n  o f  r .  

The p i t c h  i a  g i v e n  by

a n d  s t a b i l i t y  i s  g e n e r a l l y  e n h a n c e d  i n  t h i s  p a r a m e t e r  r e g i m e  i f  i t s  

d e r i v a t i v e  d u / d r ,  c a l l e d  t h e  s h e e r ,  i s  l a r g e .  One way t o  a t t a i n  

v e r y  h i g h  s h e a r  i s  by  c h o o s i n g  a  B^ p r o f i l e  w h ic h  c h a n g e s  s i g n  n e a r  

t h e  e d g e  o f  t h e  p l a s m a ;  l . e ,  a  r e v e r s e d  f i e l d .  Based  upon  l i n e a r  

s t a b i l i t y  a n a l y s e s  i s  b e l i e v e d  t h a t  r e v e r s e d - f l e l d  p i n c h e s  may be 

s t a b l e  a t  & . 'v 30  -  40% w h e r e a s  a  s t a b i l i s e d  Z - p i n c h  ( w i t h o u t

a r e  n o t  a s  B evere a s  i n  t h e  t o k a m a k ,  l e a d i n g  t o  t h e  b e l L e f  t h a t  a

19r e v e r s e - f i e l d  p i n c h  c o u l d  r e a c h  i g n i t i o n  s o l e y  by ohmic h e a t i n g *  

S e t t i n g  up  t h e  p r o p e r  f i e l d s  l a  a  d i f f i c u l t  t a s k  w h ic h  i s  a c c o m p l i s h e d  

i n  o n e  o f  two ways* The f i r s t  m e thod  I s  a  f a s t  p rog ram m in g  o f  t h e  

f i e l d s  by e x t e r n a l  c i r c u i t r y  -  a  p r o c e s s  w h ic h  c a n  be m o d e led  

n u m e r i c a l l y .  T h e  s e c o n d  i s  s e l f - r e v e r s a l  -  a  phenomenon  b e l i e v e d  

t o  i n v o l v e  t u r b u l e n c e *  C o n f i n e m e n t  t i m e s  i n  r e v e r e e - f i e l d  p i n c h e s  

('u u s )  a r e  p r e s e n t l y  l e s s  t h a n  t h o s e  f o r  a  t o k a n a k .  A d i m e n s i o n l e s s  

p a r a m e t e r  o f  r e c u r r i n g  i n t e r e s t  i n  t h e  r e v e r s e d - f i e l d  p i n c h  l i t e r a t u r e  

i s  t h e  p i n c h  r a t i o  0 ( a n a l o g o u s  t o  t h e  s a f e t y  f a c t o r  o f  t h e  tokam ak)  

g i v e n  by

U<r) -  B0 ( r ) (5 5 )

r t . C r )

p l
L i m i t a t i o n s  on  t h e  c u r r e n t
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0 ( r )  -  id r I ( 2 6 )
P___________

" ^ ( tT

w h e r e  i>(r)  1 b t h e  m a g n e t i c  f l u x

r

H r )  “  j  Bz ( r ) r d r  . ( 2 7 )

o

R e v e r s e d  f i e l d s  a r e  u s u a l l y  o b s e r v e d  when 0 ( a )  > 1 , 2 *  C o m p a r in g  t h e

p a r a m e t e r s  t h a t  c h a r a c t e r i z e  t o k a n a k a  a n d  r e v e r s e d - f i e l d  p i n c h e s  o n e

may n o t e  t h a t  a  tok a m ak  d i s c h a r g e  m u s t  h a v e  q ( a )  > 2 * 5  and t y p i c a l l y  

0 ( a )  < I .  The  r e v e r s e d - f l e l d  p i n c h  an  t h e  o t h e r  h a n d  o p e r a t e s  w e l l  

b e l o w  t h e  K r u a k a l - S h a f r s n o v  l i m i t  w i t h  q ( a )  < 1 a n d  w i t h  9 ( a )  > 1 - 2 .  

The tokamak a n d  t h e  r e v e r s e d - f i e  Id p i n c h  a r e ,  in  a  s e n s e ,  d e v i c e s  

w h i c h  a r e  I n  o p p o s i t e  p a r a m e t e r  r e g i m e s .

D* T a y l o r ‘ a  T h e o ry  o f  Re laxed  T o r o i d a l  D i s c h a r g e e

A r e m a r k a b l e  a s p e c t  o f  t o r o i d a l  d i s c h a r g e s  i s  t h e i r  t e n d e n c y ,  

i n  many c a s e s ,  to  e v o l v e  tow ard  a q u i e s c e n t  s t a t e  a f t e r  a n  I n i t i a l l y  

v i o l e n t  p e r i o d .  T h e s e  f i n a l  s t a t e s  a r e  m e re  o r  l e a s  I n d e p e n d e n t  o f  

t h e  i n i t i a l  c o n f i g u r a t i o n  and aeem i n s t e a d  to d e p e n d  o n  a f ew  g l o b a l  

p a r a m e t e r s .  An e x a m p le  I s  t h e  s p o n t a n e o u s  r e v e r s a l  o f  t h e  t o r o i d a l  

m a g n e t i c  f i e l d  com ponent  o b s e r v e d  to  o c c u r  i n  t h e  l a r g e  s t a b i l i z e d  Z- 

p i n c h  c a l l e d  ZETA. 1 0

A t h e o r y  t o  e x p l a i n  t h i s  s o r t  o f  e v o l u t i o n  ( w i t h  p a r t i c u l a r

19e m p h a s i s  on s e l f - r e v e r s a l )  w&a a d v a n c e d  by T a y l o r .  T a y l o r  c o n j e c t u r e d
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t h a t  t h e  f i n a l  c o n f i g u r a t i o n  m u s t  r e p r e s e n t  s a n e  minimum e n e r g y  

c o n f i g u r a t i o n  t o w a r d s  w h ic h  t h e  p l a s m a  m u s t  r e l a x T s u b j e c t  to  

w h a t e v e r  c o n s t r a i n t s  a r e  im posed  on t h e  s y s t e m .  I f  t h e  i n t e r n a l  

p l a s m a  e n e r g y  i a  t a k e n  t o  b e  s m a l l  r e l a t i v e  t o  t h e  m a g n e t i c  f i e l d  

e n e r g y ,  o n e  mus t  s e e k  a  minimum o f  t h e  e n e r g y  i n t e g r a l  £ ■ 1 / 2  j  d v ,

s u b j e c t  t o  c e r t a i n  c o n s t r a i n t s .  The p r o b l e m  t h e n  becomes  o n e  o f  

i d e n t i f y i n g  t h e  r e l e v a n t  c o n s t r a i n t s .

p e r f e c t l y  c o n d u c t i n g  f l u i d  a r e  " f r o z e n  i n " .  T h a t  i s  t o  s a y  t h e  

f l u i d  m o t io n  c a n n o t  c h a n g e  t h e  f i e l d  l i n e  t o p o l o g y .  T h i s  c o n s t r a i n t  

c a n  be e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  i n t e g r a l  I n v a r i a n t

H e r e ,  ^  i s  t h e  m a g n e t i c  v e c t o r  p o t e n t i a l  and  t h e  i n t e g r a l  l a  t a k e n  

o v e r  t h e  volume o f  a  t u b e  h o u n d e d  by m a g n e t i c  f i e l d  l i n e s .  T h e r e  

a r e  an i n f i n i t e  number o f  s u c h  c o n s t r a i n t s ;  o n e  f o r  e a c h  t u b e  o f  f l u x .  

I t  was T a y l o r ' s  a s s u m p t i o n  t h a t ,  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s m a l l  b u t  n o n - a e r o  

r e s i s t i v i t y  (w here  now t o p o l o g i c a l  c h a n g e s  c a n  o c c u r  i n  t h e  f i e l d  

l i n e s  b e c a u s e  o f  t h e  r e s i s t i v e  e f f e c t s ) ,  o n l y  o n e  o f  t h e s e  c o n s t r a i n t s  

r e m a i n s ;  nam ely  t h e  I n t e g r a l  o v e r  t h e  e n t i r e  p l a s m a ,  a s s u m e d  t o  be  

bounded by a c o n d u c t i n g  w a l l .  Thus t h e  q u a n t i t y

I t  i a  w e l l  known t h a t  t h e  m a g n e t i c  l i n e s  o f  f o r c e  I n  a

( 2 8 )

(29)
V
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c a l l e d  t h e  m a g n e t i c  h e l i e i t y ,  w as  t a k e n  t o  h e  a n  i n v a r i a n t  d u r i n g  

t h e  e v o l u t i o n  o f  t h e  d i s c h a r g e .  A minimum e n e r g y  s t a t e  s u b j e c t  t o  

a  f i x e d  m a g n e t i c  h e l l e l t y  i s  e a s i l y  f o u n d  by t h e  method  o f  L a g r a n g e  

m u l t i p l i e r s *  One s e t s  t o  zero t h e  v a r i a t i o n

! / ■ " '  [ i  ft2 - y  ft ’ ? |  <M >
V

a n d  u s i n g  t h e  i d e n t i t y  f o r  a n y  v e c t o r

f  ’ l ' *4 ’ <T *  £> -  v ' (£  *  5 4> <3 l >

o b t a i n s

V

/  dv r  [fi £ x (Ĵ  -  }  £>] -  0 <32)
V

The s e c o n d  i n t e g r a l  v a n i s h e s  by  t h e  d i v e r g e n c e  t h e o r e m  a n d  t h e  

a s s u m p t i o n  o f  a  f i x e d  b o u n d a r y  w i t h  r e s p e c t  t o  v a r i a t i o n s  o f  ^*

Thus

v *  e  -  -  %  i

I n d i c a t i n g  t h a t  t h e  minimum e n e r g y  s t a t e  i s  f o r c e - f r e e *

A ss u m in g  t h e  r e l a x e d  s t a t e  t o  b e  a  f u n c t i o n  o n l y  o f  r t a  

B e s s e l  f u n c t i o n  s o l u t i o n
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Br -  0 (34)

B -  B J  < \ r )  (35 )O C

B, -  BQJ 1O r )  (36)

U  found i m m e d i a t e l y .  S i n c e  thE b o u n d a r y  c o n d i t i o n  (J  ̂ ’ r ) r - a  ^  

t r i v i a l l y  s a t i s f i e d ,  X m u s t  be d e t e r m i n e d  f r o m  e x t e r n a l  c o n d i t i o n s .

A r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  p i n c h  r a t i o  0 a n d  t h e  e i g e n v a l u e  A ±b f o u n d  

b y  i n t e g r a t i o n  o f  0 ^ a n d  t h u s

0  -  W 2  (3 7 )

S i n c e  t h e  f i r s t  z e r o  o f  J  o c c u r s  a t  An “  2 . 4 ,  t h e  c r i t i c a l  v a l u e  o fo

0 f o r  r e v e r s a l  l a  G “  1*2 ,  which i s  i n  f a i r l y  good a g r e e m e n t  w i t h  

e x p e r i m e n t a l  m e a s u r e m e n t s .

The  t h e o r y  o f  T a y l o r  shown. I n  a o n e  ways ,  r e m a r k a b l e  a g r e e 

m en t  w i t h  e x p e r i m e n t s  p e r f o r m e d  on 2ETA a n d  o t h e r  t e v e r s e d - f l e l d  p i n c h  

e x p e r i m e n t a l  I t  l a  a n  e n c o u r a g i n g  e x a m p l e  o f  a  m e th o d  w h i c h  p r o v i d e s  

u s e f u l  p r e d i c t i o n s  f rom  t h e  knowledge  o f  a  few g l o b a l  q u a n t i t i e s *  T h e r e  

a r e  c e r t a i n  f e a t u r e s  o f  t h e  model ,  h o w e v e r t which  do n o t  a g r e e  w i t h  

t h e  e x p e r i m e n t s .  The  p r e s s u r e  Less  f o r c e - f r e e  s t a t e s  a r e  u s u a l l y  

n o t  o b s e r v e d ,  b u t  r a t h e r  s t a t e s  of  f i n i t e  p r e s s u r e  a r e  B een .

V a l u e s  o f  m a g n e t i c  h e l l e l t y  c o n s t r u c t e d  i n d i r e c t l y  f ro m

f i e l d  p r o b e  m e a s u r e m e n t s  i n  t h e  HBTX-1 d e v i c e  show a  d e c a y  g f

20h e l l c i t y  w i t h  t i m e .  T h e r e f o r e  t h e  t i m e s c a l e  o v e r  w h i c h  i t  i s
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a p p r o p r i a t e  t o  r e g a r d  t h e  h e l i c l t y  a s  f i x e d  i a  u n c e r t a i n .  F i n a l l y ,

t h e  r e v e r s a l  o f  t h e  J  c u r r e n t  p r o f i l e  demanded by  t h e  f o r c e - f r e ez

r e l a t i o n  ■ 1J£) when i s  r e v e r s e d ,  I s  n o t  o b s e r v e d ,  T h a t  l a ,

J  ( r )  I s  mos t  o f t e n  s e e n  t o  b e  a  n o n - n e g a t i v e  f u n c t i o n ,  z

The m o s t  p r o b a b l e  s t a t e  model  o f  t h e  r e v e r s e d - f i e I d  e q u i l i 

b r i u m ,  t o  be p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  I I ,  I s  d i f f e r e n t  f r o m  t h e  B e s s e l  

f u n c t i o n  model  i n  c e r t a i n  i m p o r t a n t  r e s p e c t s  w hich  m u s t  be e m p h a s i z e d .  

F i r s t  o f  a l l  T a y l o r ' s  t h e o r y  i s  a  d y n a m i c a l  t h e o r y  b a s e d  upon  t h e  

r e l a x a t i o n  o f  t h e  s y s t e m  t o  a  m i n im a l  e n e r g y  s t a t e .  The  m o s t  p r o b a b l e  

s t a t e  t r e a t m e n t  i s  on  t h e  o t h e r  h a n d ,  a t i m e  I n d e p e n d e n t  e s t i m a t e  o f  t h e  

s y s t e m  c o n f i g u r a t i o n  b a a e d  upon  c o n s t r a i n t s  w h ic h  a r e  t o  b e  im p o se d  on 

t h e  s y s t e m  a t  some p a r t i c u l a r  t i m e .  As w i l l  be s e e n ,  f i e I d - r e v e r s e d  

e q u i l i b r i a  a r e  found  t o  be most  p r o b a b l e  f o r  c e r t a i n  v a l u e s  o f  t h e  

c o n s t r a i n t s  im p o se d .  T h e s e  w i l l  g e n e r a l l y  be s t a t e s  o f  f i n i t e  p r e s s u r e  

t e n d i n g  t o  l o w e r  and l o w e r  p r e s s u r e  a s  t h e  e n e r g y - t o - h e l i c i t y  r a t i o  i s  

l o w e r e d .  I t  w i l l  p r o v e  u n n e c e s s a r y  t o  demand t h a t  t h e  J  p r o f i l e  be  

n e g a t i v e  i n  o r d e r  t o  o b t a i n  (m os t  p r o b a b l e )  r e v e r s e d - f i e I d  e q u i l i b r i a  

w i t h  s m a l l  b u t  f i n i t e  p r e s s u r e *



I I *  HOST PROBABLE STATES IN MAGflETOHYDRODYNAMICS 

A * Most  P r o b a b l e  H a g u e t o h y d r o a t a t i c  Equi l i b r i a

As we h a v e  s e e n  i n  S e c .  B o f  C h a p t .  X, s o l u t i o n  o f  t h e  r e d u c e d  

e q u i l i b r i u m  e q u a t i o n  r e q u i r e s  t h a t  two e q u i l i b r i u m  f u n c t i o n s  be  

s p e c i f i e d  i n  o r d e r  t h a t  t h e  r e m a i n i n g  q u a n t i t i e s  b e  d e t e r m i n e d .  Out o f  

t h i s  d o u b l y  i n f i n i t e  s e t  o f  a r b i t r a r y  p r o f i l e s  -  l e a d i n g  t o  a  d o u b l y  

i n f i n i t e  n u m b e r  o f  m a g n e t o h y d r o d y n a m i c  e q u i l i b r i a  -  o n e  t h e n  u s u a l l y  

c o n s i d e r s  o n l y  t h o s e  e q u i l i b r i a  w h i c h  g i v e  t h e  s m a l l e s t  g r o w th  r a t e s  i n  

a  l i n e a r  s t a b i l i t y  a n a l y s i s .

T y p i c a l l y ,  t h e  e x p e r i m e n t a l i s t  d o e s  n o t  h a v e  t h e  e x a c t  

p r o f i l e s  u n d e r  h i s  c o n t r o l ,  b u t  b e  c a n  c o n t r o l  a  few  g l o b a l  p a r a m e t e r s .  

T h u s  t h e  r e l e v a n t  q u e s t i o n  b eco m es  t h e  f o l l o w i n g :  s u p p o s e  a  few  g l o b a l  

p a r a m e t e r s  a r e  known, w h a t  a r e  t h e  " m o s t  p r o b a b l e "  e q u i l i b r i u m  p r o f i l e s  

c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  g i v e n  i n f o r m a t i o n ?

A p r o c e d u r e  f o r  d e t e r m i n i n g  MHD e q u i l i b r i a  when o n l y  g l o b a l  

i n f o r m a t i o n  i s  a v a l a b l e ,  was  r e c e n t l y  p r o p o s e d  by M ontgom ery ,  T u r n e r ,  

a n d  V a h a l a .  T h i s  m e thod  may h e  o u t l i n e d  a s  f o l l o w s .

F o r  t h e  s a k e  o f  s i m p l i c i t y  i t  I s  a s s u m e d  t h a t  t h e  p l a s m a  i s  

c y l i n d r i c a l  a n d  t h e  e q u i l i b r i u m  q u a n t i t i e s  d e p e n d  o n l y  on t h e  r a d i u s  r .



The t h r e e  f i e l d s  £ ,  and ^  a r e  a l l  a o l e n o l d a l .  The s i x  n o n - a e r o

v e c t o r  componenta  (B_,  B , J _ , J  A ) and t h e  p r e s s u r e  a r e  random
8  z  0  *  0  2

f u n c t i o n s  o r  r  h u t  o n l y  c e r t a i n  p a i r s  of  t h e s e  f u n c t i o n s  a r e  In d e p e n 

d e n t ,  One s e e k s  a  moat  p r o b a b l e  s e t  o f  p r o f i l e s  s u b j e c t  t o  known 

v a l u e s  of  en e rg y  ( p e r  u n i t  l e n g t h ) ,

w here  t h e  I n t e g r a  l a  a r e  o v e r  t h e  c r o s s  s e c t i o n  o f  t h e  c y l i n d e r .  These 

c o n s t r a i n t s  may b e  i n t e r p r e t e d  as  e x p e r i m e n t a l  p a r a m e t e r s  o r  a s  c o n 

s t a n t s  o f  t h e  m o t i o n .  Energy  and m a g n e t i c  h e l l c i t y  a r e  e x a c t l y  

c o n s e r v e d  In  I d e a l  MHO- The t o r o i d a l  f l u x  must  a l s o  be c o n s e r v e d  when 

t h e  plasma i s  c o n t a i n e d  In  a c o n d u c t i n g  s h e l l .  The c u r r e n t  I  i s  o f t e n  

c o n t r o l l a b l e  by m eans  of  f e e d b a c k  c i r c u i t r y  o r  o t h e r  e x p e r i m e n t a l  

a r r a n g e m e n t s .

(3B)

m a g n e t i c  h e l i c i t y  ( a l s o  p e r  u n i t  l e n g t h ) .

(39)

t o r o i d a l  f l u x

(40)

a n d  t o r o i d a l  c u r r e n t

(41)



24

I t  w i l l  be c o n v e n i e n t  t o  e x p r e s s  t h e  v a r i a b l e s  i n  d i m e n s i o n -  

l e sH  fo rm .  One may d e f i n e  a c h a r a c t e r i s t i c  f i e l d  s t r e n g t h  Bq a n d  

m e a s u r e  l e n g t h  i n  u n i t s  o f  th e  c y l i n d e r  r a d i u s .  T he  d i m e n s l o n l e s s  f i e l d  

and c u r r e n t  a r e  t h e n  d e f i n e d  a s

- £  * vt M
* - r -  ; 4 - i —  ( *2 >o o

The dimetiB t o n l e e s  c o n s t r a i n t s  a r e  r e l a t e d  by t h e i r  p h y s i c a l  c o u n t e r p a r t s  

by

4 -  &/2 ira2B ; I ■ u I /2 i raB  o o a
( 4 3 )

u E „
E “ ~” 5—  * H -  H2 * 3 22ira B 2 it a  Ea o

In  d r o p p i n g  t h e  c a r e t  n o t a t i o n  f rom t h i s  p o i n t  o n ,  a l l  r e l e v a n t  q u a n t i 

t i e s  w i l l  be assumed d i m e n s l o n l e s s  u n l e s s  o t h e r w i s e  n o t e d .

I t  i s  mos t  n a t u r a l ,  f rom t h e  fo rm o f  t h e  im posed  c o n s t r a i n t s ,  

t o  t a k e  a s  b a s i c  v a r i a b l e s  t h e  i n d e p e n d e n t  f i e l d s  and  B . The  a i m  i s  

t h e n  t o  c o n s t r u c t  t h e  a  p r i o r i  p r o b a b i l i t y  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  r e a l i 

z a t i o n  o f  a  p a r t i c u l a r  m a c r o s c o p i c  s t a t e  c h a r a c t e r i z e d  by t h e  B a n dz
3

p r o f i l e s .  To t h i s  e n d  Montgomery ,  e t  a l .  i n t r o d u c e d  a f i e l d - l i n e

m o d e l .  The m a c r o s c o p i c  s t a t e  i s  d e s c r i b e d  by a  s e t  o f  o c c u p a t i o n  

B Jnumber a , and  which c o u n t  t h e  number o f  f i e l d  l i n e s  o r

C u r r e n t  l i n e s  w h ic h  p a a s  th r o u g h  a  s m a l l  a r e a  o f  t h e  c y l i n d e r
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c r o s s  s e c t i o n .  To s i m p l i f y  t h e  m ode l  a s  much a s  p o s s i b l e  f i e l d

a n d  c u r r e n t  l i n e s  o f  o n l y  o n e  d i r e c t i o n  w e r e  a l l o w e d *  T h i s  r e s t r i c t e d

a l l  p o s s i b l e  p r o f i l e s  o f  B ,  J  t o  b e  n o n - n e g a t i v e  f u n c t i o n s .z z

The mean f i e l d  v a l u e s  w i t h i n  a  c e l l  A^ a r e  d e f i n e d  i n  

t e r m s  o f  t h e  o c c u p a t i o n  n u m b e rs  by

AN J  AN B
J -  ~  ; 11 -  — 1  (44 )

* i  h  Ei  Ai

w h e r e  A l a  a s m a l l  s c a l i n g  p a r a m e t e r .  The  f l u x  and c u r r e n t  a r e  g i v e n  by

$ -  A NB 1 I  -  ANJ (45)

B E J  Jw h e r e  N ■ I  a n d  N * E N^ a r e  t h e  t o t a l  n u m b e rs  o f  l i n e s *

U s i n g  s t a n d a r d  B o l t z m a n n  c o m b i n a t o r i c s  o n e  c a n  w r i t e  an

e x p r e s s i o n  f o r  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  a  p a r t i c u l a r  s e t  o f  o c c u p a t i o n

n u m b e rs  N, i s  r e a l i z e d  f o r  t h e  B f i e l d ,  i . e . ,
z B

B <Ai  >Wg -  c o n s t ,  x N j~j ------— (46)

i  Ni  l

A s i m i l a r  e x p r e s s i o n  r e s u l t s  f o r  t h e  i n d e p e n d e n t  f i e l d  J ^ .  Thus  t h e  

J o i n t  p r o b a b i l i t y  f o r  t h e  ( B ^ p J ^ )  f i e l d s  i s

Wi B +  Ni J
W ■ c o n s t *  x (47)

i  Nt B! N±J !



In  t h i s  d i s c r e t e  r e p r e s e n t a t i o n  t h e  en e rg y  and h e l i c i t y  c o n s t r a i n t s  

a r e  f o r m u l a t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  way* For t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  one 

i s  f r e e  t o  impose  th e  c o n d i t i o n  A^ {1) * 0 .  (This i s  t h e  n a t u r a l  

boundary c o n d i t i o n  fo r  t h e  v a r a t i o n a l  c a l c u l a t i o n  which  f o l l o w s . )  

A f t e r  i n t e g r a t i o n  by p a r t s  t h e  e n e rg y  and h e l i c i t y  t a k e  t h e  form

1

(46)

o

1

H -  2 (49)

o

One th e n  s o l v e s  f o r  A i n  t e r m s  of  J  by c o n s t r u c t i n g  a  symmetr ic2 Z

G r e e n ' s  f u n c t i o n  G t r ^ r 1) f o r  which

|  -  .  I  i ( r  -  O (50)

w i th  G ( r . r ' )  r e g u l a r  a t  t h e  o r i g i n  and G ( l * r f ) -  0* Thus

- l n r '  ( r  < r ' )
G ( r . r ' )  - (51)

- l n r  ( r  > r ' )

In t e rm s  o f  J  and  G ( r . r ’ ) ,  
z



For t h e  d i s c r e t e  model  t h e  e n e r g y  end  h e l i c i t y  c o n s t r a i n t s  a r e  t h e r e f o r e  

v r i t t e n  a s

x2 I « i _ >  + ^  NjJ (S3)

H "  * 2 i j  ° l j  H1 B Nj J  (S4)

where G^j i s  t h e  a n a l o g  o f  C { r , r M  In  t h i s  r e p r e s e n t a t i o n .  U s i n g  

S t e r l i n g 1 a a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  f a c t o r i a l s  f o r  l a r g e  NT t h e  l o g  o f  t h e  

j o i n t  p r o b a b i l i t y  i s  a p p r o x i m a t e l y

i V K i )

We t h e n  s e e k  t h e  moa t  p r o b a b l e  s t a t e  by  m a x i m i z i n g  InW s u b j e c t  

t o  g i v e n  v a l u e s  o f  4 ,  1 ,  E,  a n d  H, and t h e r e b y  o b t a i n  t h e  v a r i a t i o n a l  

c o n d i t i o n s
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w h er e  a _ ,  a T, EJ, and y  a r e  L a g r a n g e  m u l t i p l i e r s  a s s o c i a t e d  w i t h  f l u x  
□ J

c u r r e n t  l f e n e r g y  E,  a n d  m a g n e t i c  h e l i c i t y  H r e s p e c t i v e l y .  M aking  

u s e  o f  E qs .  ( 4 5 )  and  ( 4 5 )  and  g e t t i n g  t h e  b r a c k e t  e d  e x p r e s s i o n s  t o  

i e t o ,  Eqs .  ( 5 6 )  and  ( 5 7 )  become

1
—B . A, |
~ ~  -  * | l  + “ B +  2fJBz i

J s l  -  I  exp '  ■’ z i V 1 -  '  1  +  a J

I I

L e t t i n g  -> 0 y i e l d s  t h e  c o n t i n u u m  e x p r e s s i o n s

Bz ( r )  -  e x p  ( - a ^  - 0 * z ( f )  - v A ^ r ) )  (60 )

J  ( r )  -  e x u  ( - a .  -0A  ( r )  - y J U r ) )  (61 )z J  z

w h e r e  c o n s t a n t a  h a v e  b e e n  a b s o r b e d  I n t o  t h e  u n d e t e r m i n e d  m u l t i p l i e r s

w h e r e v e r  p o s s i b l e .  H ( r )  I s  a n  a u x l l i l a r y  v a r i a b l e  w hose  d e f i n i t i o n *

a n a l o g o u s  t o  t h a t  o f  A * i sz

1

JI(r) -  j  r 'd r  J‘G (r ,r ' ) B i ( r ')  (62)
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E q u a t i o n s  {60)  a n d  (6 1 )  t o g e t h e r  w i t h  t h e  d i f f e r e n t i a l  f o rm a  

o f  t h e  i n t e g r a l  d e f i n i t i o n s  o f  n and A

±  a s .  ■ - a  ( 6 3 )
d r  r  d r  Z

i  A i * dAz (6 4 )
dC2 ; ’ *

and t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s

A (1 ) - [1(1 ) - 0 (6 5 )
z

( t o g e t h e r  w i t h  t h e  r e q u i r e m e n t  o f  r e g u l a r i t y  a t  t h e  o r i g i n )  d e t e r m i n e

t h e  m os t  p r o b a b l e  B and J  p r o f i l e s *  H a v in g  found  t h e s e  p r o f i l e s ,3- z

t h e  r e m a i n i n g  e q u i l i b r i u m  q u a n t i t i e s  f o l l o w  from M a x w e l l ' a  e q u a t i o n s ,  

and t h e  p r e s s u r e  l a  d e t e r m i n e d  f rom  t h e  p r e s s u r e  b a l a n c e  e q u a t i o n  

w h ich  i n  t h i s  s i m p l e  g e o m e t r y  i s

dp dB dB B 2
-j—  — -B — j— * -j— ~ — “ —  (6 6 )d r  z d r  6  d r  r

E q u a t i o n s  ( 6 0 )  a n d  (61)  d e r i v e d  ab o v e  a r e  o n l y  a p p r o p r i a t e  i f

t h e r e  i s  some r e a s o n  t o  r e s t r i c t  t h e  random f u n c t i o n s  B and J  t oz  z

t h e  c l a s s  o f  h o u n d ed  n o n - n e g a t i v e  f u n c t i o n s .  I n  many a p p l i c a t i o n s  

t h i s  a e s u m p t i o n  i s  n o t  v e r y  s e v e r e *  H owever ,  t h e r e  a r e  i n s t a n c e s
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Ltl w h ich  s u c h  An a s s u m p t i o n  1 b t o n  r e s t r i c t i v e *  e . g .  t h e  a p p l i c a t i o n  

t o  r e v e r s e d - f i e l d  p i n c h  e q u i l i b r i a .  The  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h i s  method 

to  i n c l u d e  a r b i t r a r y  f u n c t i o n s  w i t h  p o s s i b l y  n e g a t i v e  b e h a v i o r  I s  n o t  

s t r a i g h t - f o r w a r d .  One p o s s i b l e  g e n e r a l i z a t i o n  w i l l  be p r e s e n t e d  In 

C h a p t e r  III together w i t h  n u m e r i c a l l y  com pu ted  s o l u t i o n s  o f  t h e  

r e s u l t i n g  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  I n  t h e  s p i r i t  o f  s t a t i s t i c a l  m e th o d s ,  

one s h o u l d  r e g a r d  t h e s e  "m os t  p r o b a b l e ’- e s t i m a t e s  f o r  t h e  e q u i l i b r i u m  

p r o f i l e s  a s  s p e c u l a t i v e .  The m e r i t s  o f  t h e s e  m o d e l s  w fL l  u l t i m a t e l y  

depend upon  how r e a s o n a b l e  t h e i r  p r e d i c t i o n s  a r e  when c o m p a re d  w i t h  

e x p e r i m e n t a l  e v i d e n c e .  The p u r p o s e  o f  t h i s  d i s s e r t a t i o n  i s  n o t  to  

make a d e t a i l e d  c o m p a r i s o n  w i t h  e x p e r i m e n t s *  b u t  t o  d i s c o v e r  t h e  

b a s i c  f e a t u r e s  o f  s o l u t i o n s  t o  t h e  m o s t  p r o b a b l e  e q u a t i o n s  i n  two 

main p a r a m e t e r  r e g im e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  tokamak and t h e  r e v e r s e d -  

f i e l d  p i n c h .

B. A n a l y t i c a l  S o l u t i o n s  f o r  Most  P r o b a b l e  MHD E q u i l i b r i a  i n  t h e  

Case  o f  U n c o n s t r a i n e d  M a g n e t i c  H e l i c i t y

I n  t h e  mos t  p r o b a b l e  s t a t e  e q u a t i o n s  < 6 0 ) - { 6 1 )  o f  S e c .  At any  

□f t h e  f o u r  c o n s t r a i n t s  $ ,  1 ,  £ ,  o r  H may be d r o p p e d  by  s e t t i n g  t h e  

a s s o c i a t e d  L a g r a n g e  m u l t i p l i e r  e q u a l  t o  z e r o .  C o n s i d e r  t h e  c a s e  in  

which  b o t h  e n e r g y  and  h e l i c i t y  a r e  u n c o n s t r a i n e d .  S e t t i n g  fl -  y -  0 ,  

t h e  r e s u l t  l a
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B * e  ■ c o n s t a n t  ( 6 7 )z

" “ j
J  ■ e » c o n s t a n t .  ( 6 8 )z

P u t  s i m p l y ,  t h i s  means  t h a t  i f  t h e  o n l y  i n f o r m a t i o n  a v a i l a b l e  a b o u t  

t h e  c o n f i g u r a t i o n  w h e re  t h e  f l u x  and t h e  c u r r e n t  I ,  t h e  m oa t  r e a s o n 

a b l e  g u e s s  a b o u t  t h e  s t a t e  w o u ld  b e  t h a t  t h e  m a g n e t i c  f i e l d  a n d  c u r r e n t  

d e n s i t y  a r e  u n i f o r m .

To o b t a i n  s o l u t i o n s  i n  t h e  c a s e  i n  w h i c h  e n e r g y *  f l u x *  and  

c u r r e n t  a r e  c o n s t r a i n e d ,  b u t  m a g n e t i c  h e l i c i t y  i s  n o t ,  o n e  s e t a  y ■ 0 * 

L e a v i n g  y a r b i t r a r y  f o r  t h e  moment,  we may t a k e  t h e  d e r i v a t i v e  o f  Eq.  

(60 )  o b t a i n i n g

dB -YdA e x p ( - u _  -  PB ~ yA )
4  z (6 9 )

d r  d r  | l  + & e x p ( - a  -  PB -  yA >

H en ce ,  f o r  y “  0 ,  B l e  a  c o n s t a n t  d e t e r m i n e d  by  t h e  f l u x  4 ;  i . e .£

B m 2+ “  c o n s t .  ( 7 0 )z

U s i n g  E q s , ( 6 1 )  and  ( 6 4 )  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  t h u s  r e d u c e s  t o  t h e  

s i n g l e  e q u a t i o n  f o r  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l

d 2A 1 dA
 1 ^  + exp [ - “ j  “  &A ] * 0 ( 7 1 )

d r  r  d r



3
s u b j e c t  t o  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  A ( 1 )  ■ 0 .  M ontgomery , e t  a l .z

have  shown t h a t  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n s  o f  t h i s  p ro b le m  c a n  be  found*

E q u a t i o n  (71) i s  a o n e - d i m e n s i o n a l  v e r s i o n  o f  a p a r t i a l

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  s o m e t im e s  c a l l e d  L i o u v i l l e ' s  e q u a t i o n  f o r

21w h ich  g e n e r a l  s o l u t i o n s  i n  one  a n d  two d i m e n s i o n s  a r e  known. 

L e t t i n g  & ■ - 6 A a n d  - 6  e x p ( — ^ <5, t h e  e q u a t i o n  t a k e s  a s i m p l e r  

form

+  -  —  + 6 e 0 -  0 (72 )
d r  r  d r

I t s  s o l u t i o n  i s

|  (B +  1 ) / < B r 2 +  1 ) J8 -  2 I n  | (B +  1)  / ( B r  +  1>1 (73)

2
w h ere  6 ■ 8 B /(B  +  1)  and  B l a  a p a r a m e t e r  w h i c h  m u s t  be  r e a l  a n d  

> - 1 .

The c u r r e n t  a n d  e n e r g y  a r e  r e a d i l y  c a l c u l a t e d  f rom  t h e  

s o l u t i o n  f o r  6  by i n t e g r a t i n g
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And

\ f < B s 2  +  “ e 2 >  r d r

1 2
^  i  i a <ie- 2 * + — /  r d r  —  (75)

9H /2 p * d ro

F or  a r b i t r a r y  # o n e ,  f o r  c o n v e n i e n c e ,  d e f i n e s

B2^  = 02 (2E -  4 *2) -  j  r d r  ^  (76 )

Upon i n t e g r a t i o n

1  -  ^  2  ~B  ̂ exp  ^"a j ^  ( 77^

-  - 2  [ i n  (1 + B) -  B(B +  l ) ' 1 ] (7 8 )

2
w i t h  6  e x p ( - t t j )  * - 8 B/(B  + 1) . E l i m i n a t i o n  o f  a n d  (5 g i v e s  a 

fo rm u la  f o r  t h e  r a tL o

-  2Ak±JL j l n  (1  +  b )  -  B ( 1  +  B ) ” 1  J  ( 7 9 )

T h i s  r a t i o  l a  a  a o n o t o n i c  f u n c t i o n  o f  t h e  p a r a m e t e r  B. T h u s ,  I f  one  I s
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g i v e n  I a n d  ^  t h e  v a l u e  o f  B i s  u n i q u e l y  d e t e r m i n e d .  I n  t e r n s  o f  t h i s  

p a r a m e t e r  t h e  f i e l d  p r o f i l e s  a r e  e x p l i c i t l y

B ( r )  ■■ 2 * c o n s t .  (80 )Z-

R frl * I (1 + B)r
V  Cl +  B r 2 ) ( 8 1 >

2 2J  ( r )  -  2 1 ( 1  + B) /  (1 + Br  ) (82 )z

2 2 
p ( r )  « [  (2 + B) -  r 2  (2  + R r 2 ) ] /  (1 + B r 2)

N o te  t h a t  t h e  p r e s s u r e  p ( r )  I s  d e t e r m i n e d  f rom  Eq.  (83 )  

t o g e t h e r  w i t h  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  p ( l )  ■ 0 .  The s o l u t i o n *  s o  d e t e r 

mined*  I s  n o t  m a t h e m a t i c a l l y  c o n s t r a i n e d  t o  b e  a  n o n - n e g a t i v e  f u n c t i o n  

o f  r ,  P h y s i c a l l y  we w i l l  r e q u i r e  p ( r )  > 0 f o r  a l l  r ,  a n d  s o  w i l l  r e j e c t  

t h e s e  m oa t  p r o b a b l e  s t a t e  p r o f i l e s  f o r  B and J  w h i c h  l e a d  t o  n e g a t i v e£r Z

p r e s s u r e .  F o r  t h e  c a s e  o f  u n c o n s t r a i n e d  m a g n e t i c  h e l i c i t y  o n e  s e e s  

f rom Eq.  (8 3 )  t h a t  t h e  p r e s s u r e  p ( r )  > 0 f o r  a l l  m o s t  p r o b a b l e  s t a t e s  

w i t h  c o n s t r a i n e d  v a l u e s  o f  e n e r g y ,  c u r r e n t ,  a n d  f l u x .  I t  w i l l  be  

shown t h a t  t h e r e  e x i s t  c h o i c e s  o f  t h e  c o n s t r a i n t s  E* I ,  K f o r  w h ich  

t h i s  w i l l  n o t  be t r u e  ( a n d  h e n c e  t h e s e  s t a t e s  w i l l  be r e j e c t e d  on 

p h y s i c a l  g r o u n d s ) .  T y p i c a l  p r o f i l e s  f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  B a r e  r e p r o 

du ced  f rom R e f .  3 I n  F i g .  ( 1 ) .  Note  t h a t  t h e  p r e s s u r e  p ( r )  i s  a l w a y s  

a  m o n o t o n l t a l l y  d e c r e a s i n g  f u n c t i o n  o f  r  w i t h  a  maximum o n  a x i s  ( r  -  0 ) .
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(M

o
J:

Fig ,  l .  Most Probable B^ and 

p r o f i l e s  for unconatrained  

magnetic h e l i c i t y  (> = 0)*

4

j

1

1

B <0

0
a i



36

C* F o r c e - F r e e  S t a t e s

I t  i s  o f  acme i n t e r e s t  t o  a s c e r t a i n  w h e t h e r  o r  n o t  t h e  B e s s e l

f u n c t i o n  f o r c e - f r e e  s t a t e s  g i v e n  by  E qs ,  ( 3 4 ) - ( 3 6 )  o f  C h a p t e r  1 e r e  

o b t a i n a b l e ,  i n  some a p p r o x i m a t i o n ,  a s  s o l u t i o n s  o f  t h e  n o n l i n e a r ,  

inhomogeneous  moat  p r o b a b l e  s t a t e  e q u a t i o n s  ( 6 0 ) - ( 6 l ) i  ( 6 3 ) - ( 6 5 ) <

S i n c e  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s  a r e  s o l u t i o n s  o f  a  l i n e a r  homogeneous  d i f f e r 

e n t i a l  e q u a t i o n ,  we a h a l l  examine l i n e a r i z e d  fo rm a o f  E q s .  ( 6 0 ) - ( 6 1 ) .

I f  f o r  B and  J  z
one assum ea

(84)

(85 )

t h e n  and TI m u s t  a a t i a f y

J M r )  + 7  t l ' ( r )  -  -B J  (At) r  o o (86)

Ajjfr)  + i  * ' ( r )  -  -  » V 0 ( l r ] (87 )

s u b j e c t  t o  t h e  boun d a ry  c o n d i t i o n s

Aa ( D  -  n t i )  -  o (SB)
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The  s o l u t i o n s  f a r  H and A a r e  t h e r e f o r e
z

B
H (r )  -  | J 0 <Ar) -  J 0 ( D ]  (89)

*  <r ,  .  ! °  l v i r )  -  V » > 1  ( » )
Z A

By t h e  d e f i n i t i o n s  of  t h e  f l u x  a n d  c u r r e n t ,  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  II 

and a t  t h e  b o u n d a r y  a r e

A (1) -  - I  ; IT ( 1 )  -  - *  (9 1 )z

T a k i n g  d e r i v a t i v e s  o f  E q s .  (8 9 )  and  ( 9 0 )  o n e  o b t a i n s

Bo J l ( ** — A* — I  ( 9 2 )

T hus  t h e  e i g e n v a l u e  i s  d e t e r m i n e d  by  e x t e r n a l  c o n d i t i o n s ,  i . e .

a n d  t h e  a m p l i t u d e  i a

3o -  I /  J t  (X) ( 9 4 )
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One way o f  l i n e a r i z i n g  E qs ,  (60)  a n d  (61)  i s  t o  a e s u m e

+ SB +  yA 1 «  1 ( 9 5 )B Z z

otj + BA^ +  yll [ << 1 (96 )

T h i s  a l l o w s  one  t o  w r i t e

B -  1 -  n_ -  flB -  yA (97 )z B z z

J  -  l -  n . - & A  -  ylt (98)z J  z

a s  a p p r o x i m a t i o n s  t o  Eqs.  ( 6 0 )  and ( 6 1 ) .  S u b s t i t u t i n g  Eqs ,  ( 8 4 ) ,  ( 8 5 ) ,

( 8 9 ) ,  a n d  (90) i n t o  Eqs.  (9 7 )  and  (9 8 )  and e q u a t i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  n f

J  ( \ r )  we o b t a i n  o

1 + 0 + y /*  -  0 (99 )

X +  8 /* + y / 1 2  -  0  ( 1 0 0 )

w h i l e  e q u a t i n g  t h e  c o n s t a n t  t e r m s  g i v e s

^ .  Y! p  « >  - 1 -  o  ( 1 0 1 )
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E q u a t i o n s  <99) a n d  (100) can  be s a t L a f l e d  s i m u l t a n e o u s l y  o n l y  i f  X ^ I ,  

Thus  from Eq* <93)

1 -  t  (103)

S e t t i n g  X “  1 i n  e i t h e r  Eq. (99) o r  (100) o n e  f i n d s  t h a t  fl I s  a r b i t r a r y  

and t h a t

y -  -  (1+S) (104)

The r e m a i n i n g  L a g ra n g e  m u l t i p l i e r s  a r e  d e t e r m i n e d  from Eqs* (1 0 1 )  and 

( 1 0 2 ) :

a -  1 -  (& + 1) I J (1)  (105)D -Q
J ^ l )

<*j -  1 -  I Jo U> (106)

^ 1 T)
Thus  t h e  a s s u m p t i o n s  (95)  and (96)  a l l o w  f o r c e - f r e e  s o l u t i o n s  o f  t h e  

form
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B -  I  J  ( r )  * J  ( r )  ( 1 0 7 )z o I
j j H )

" s '  j j h  J l ( r )  ( l 0 8 )

E q u a t i o n s  (97 )  a n d  (98 )  a r e  n o t  t h e  o n l y  l i n e a r i z e d  fo rm e  

p o s s i b l e ,  how eve r .  I f  one makes  a  d i f f e r e n t  a s s u m p t i o n :

+ yA, I «  1

3A„ + ytl j << 1

(1 0 9 )

( 110)

then

a -  k Z (1  -  BB -  VA ) ( 1 1 1 )£ Z Z

J -  t 2 (1  -  BA -  yll) ( 1 1 2 )z z

where

k = e ® ( 1 L3 )

( 1 U )



41

S u b s t i t u t i n g  E q s ,  ( 8 4), (05) t ( 8 9 )  ± and (9 0 )  I n t o  t h e  l i n e a r  f o rm s  

( 1 1 1 )  and ( 1 1 2 )  and e q u a t i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  ( A t ) ,

1 +  k2  ( e  + *tf\) -  0  (115)

A + t 2
( 6  +  7 / 1 ) -  0  (116)

w h i l e  e q u a t i n g  t h e  c o n s t a n t  t e rm s  y i e l d s

k 2 (1 + f  BoJq (A ) )  -  0 (117)

I2 |  1 +  ( 0  + ^ >  Bo J o <*) I -  0  ( 1 1 0 )
l I

w h e r e  A 1 b g i v e n  by Eq.  (93) a n d  by E q . ( 9 4 ) .  From Eq.  (1 1 5 )

(B + t / a ) ” _ 1 / k 2 ( 119)

w h i c h  a c c o r d i n g  t o  Eq. (116) I m p l i e s

2 2 2
i -  yV  ( n o )

2
S o l v i n g  f o r  v i n  Eq,  (117)  ( w i t h  k i 0)  g i v e s
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y -  -1  f B J  (X) <121)Q 0

2
and s u b s t i t u t i n g  f o r  y I n t o  Eq, <118) ( t  ^  0)  one  o b t a i n s

0 -  <1 -  A) / ( 1 2 2 )

The v a l u e  o f  k i  from Eqs* (1 1 9 ) ,  ( 1 2 0 ) ,  ( 1 2 1 ) ,  a n d  (1 2 2 )  i s

k2 -  B J  (1)  t X ( 1 2 3 )
o c

and t h e r e f o r e

£ Z -  AB J  (X) (1 2 4 )□ o

V a l u e s  of  t h e  L ag ra n g e  m u l t i p l i e r s  and ot  ̂ t h e n  f o l l o w  f rom t h e  

d e f i n i t i o n s  ( 1 1 3 ) - ( 1 1 4 ) .  Thus t h e  a s s u m p t i o n s  ( 1 0 9 )  and (1 1 0 )  a l l o w  

f u m e - f r e e  s t a t e  s o l u t i o n s  of  t h e  form

B. "  ^ u j  V l r l  <l2 5>

B0 ■ T ^ x )  V 2 r > <126)

f o r  a r b i t r a r y  X <■ 2 . 4 .  T h i s  u p p e r  bound on  X l a  r e q u i r e d  s i n c e ,  by
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a s s u m p t i o n  B ( r )  > 0 ,  and  J  ( r )  > 0 f o r  a l l  r .  Note  t h a t  t h e  v a l u e s  o f55 “ £
B a n d  \ g i v e n  by E q s .  (121)  and  (122)  a r e  s i n g u l a r  a t  * * 2 . 4 ,

To c h e c k  t h a t  t h e  l i n e a r i t v  c o n d i t i o n s  a r e  m e t ,  we w r i t e  f o r  

l i n e a r i z a t i o n s  o f  t h e  f i r s t  t v n e

B -  i  + n,  {127)
2. 1

J -  1 + (128)Z X

wh e r e

” 1 ■ ' “ B - flS,  ( 1 2 5 >

^1  “  _ a J " 0 A z  ” y I1  (1 3 0 )

I n t e g r a t i n g  (127)  a n d  (128)  g i v e s

& “  |  +  j  r d r  n L = \  + (131 )

■ ^  +  j  r d r  ~  + <£1', (1 3 2 )

a n d  s o l v i n g  f o r  t h e  a v e r a g e s



( w h e r e  I = <t> i n  t h i s  c a s e ) .

For l l n e a r i z a t i a n s  o f  t h e  s e c o n d  t y p e ,  we l e t

^  2 B -  k £ ( 1  z n 2) ( 135)

S * 2 ( 1 ( 1 3 6 )

w h e r e

n 2 = -  yAz ; = -PA^ -  yTI ( 1 3 7 )

I n t e g r a t i o n s  y i e l d s

1>/k2  *  - j  + j  r d r  ^  +  <n 2> (1 3 0 )

1

* '  i . 2  -  T  +  hiT h ■ 5  +  < e 2 '  < I 3 9 >A K

a n d  s o l v i n g  f o r  and *c^2 >
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<n2> -  + / k 2  -  |  (L40)

<£2 > -  I / a V  -  \  (1 4 1 )

2
S u b s t i t u t i n g  f o r  k and  * f rom E qs .  ( 9 3 )  and  (123)  shows t h a t  t h e

a v e r a g e s  d e p e n d  o n l y  on 1 , I . e .

cn > = _ i  ( 1 4 2 )
n 2 J  U )  2 ' 'o

-  J l 0 )  -  7  ( 1 4 3 )
£ AJ (A) o

T h e  r e l a t i v e  e r r o r  £ made I n  a p p r o x i m a t i n g  exp  <<5) by (1  + 6 ) f o r  

sam e  s m a l l  number i5 > 0  c a n  b e  found  by c o m p u t in g

e -  -  — ^  + (144}
e

A t a b l e  o f  £ f o r  v a r i o u s  6 < 1 i a  shown b e lo w .

T a b l e

6

0 . 0  

0.1

0 . 2

0 . 3

0 . 4

0 .5

e i n  p e r c e n t  

0.0  

0 . 4  

1 . 8  

3 . 7  

6 . 2  

9 . 0
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I f  o n e  i d e n t i f i e s  |< n > |  and  w i t h  t h e n  t h e  e r r o r  made i n

a p p r o x i m a t i n g  t h e  e x p o n e n t i a l s  I n  E q s .  (60 )  a n d  (6 1 )  by l i n e a r  fo rm s  c a n  

b e  e s t i m a t e d  f rom t a b l e  L. Demanding a n  e r r o r  o f  l e s s  t h a n  10% 

restricts t h e  m a g n i t u d e s  o f  t h e  a v e r a g e s  |< n> |  and |< £ > |  t o  b e  n o t  

much more  t h a n  0 . 5 .  F o r  l i n e a r i z a t i o n s  o f  t h e  f i r s t  t y p e  E q s .  (1 3 3 )  

an d  ( 1 3 4 )  s u g g e s t  t h a t  f o r  a  10E e r r o r  t h e  v a l u e s  o f  I  o r  t  b e  l e s s  

t h a n  o n e .  F o r  l i n e a r i z e d  fo rm a o f  t h e  s e c o n d  t y p e  we r e f e r  t o  t a b l e  2 

b e l o w ,  i n  w h i c h  t h e  v a l u e s  o f  and  a t e  shown f o r  0 . 1  < 1 < 2 . 1 ,

1

T a b l e  2

<n2>

0 .1 - 0 .  45 0 . 0 0 0 2 5

0 . 3 - 0 . 3 S 0 . 0 0 4

0 , 5 ’ 0* 24 0 .0 2

0 . 7 - 0 . 1 3 0 . 0 3

0 . 9 0 . 0 0 3 0 . 0 6

1*1 0 . 1 6 0 .1 0

1 . 3 0 . 3 4 0 . 1 5

1 . 5 0 . 5 9 0 , 2 3

1 .  7 0 . 9 5 0 .  35

1*9 1 . 5 6 0 . 5 9

2 .1 2 .9 1 1 .1 2
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T h e s e  v a l u e s  i n d i c a t e  t h a t  a 1 0 % e r r o r  t o l e r a n c e  would r e s t r i c t  \ 

t o  b e  l e a s  t h a n  1 . 4 .  It) Sec.  F o f  t h i s  c h a p t e r , exam ples  of  a p p r o x -

o f  r e g u l a r i t y  a t  t h e  o r i g i n  r e p r e s e n t  a two p o i n t  boundary  v a l u e

p r o b l e m  f o r  a  f o u r t h  o r d e r  sy s tem  of c o u p l e d ,  n o n l i n e a r ,  o r d i n a r y

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  The u s u a l  method o f  s o l u t i o n  la  t o  i n t e g r a t e

t h e  e q u a t i o n s  u s i n g  a s i n g l e  s t e p  method ( s u c h  as  t h e  R u n g e -K u t t a

a l g o r i t h m ) .  R e g u l a r i t y  a t  t h e  o r i g i n  may be g u a r a n t e e d  by e x p a n d i n g

A a n d  f! t o  l e a d i n g  o r d e r  i n  r ,  i . e . ,  n e a r  r  -  0 
z

l t n a te  f o r c e - f r e e  s o l u t i o n s  of  t h e  most p r o b a b l e  a t a t e  e q u a t i o n s  w i l l  be

p r e s e n t e d  and compared w i t h  t h e  p r e d i c t i o n s  o f  t h i s  s e c t i o n .

D, N u m e r i c a l  Method

E q u a t i o n s  ( 6 0 ) - ( 6 l ) ;  ( 6 3 ) - ( 6 5 ) ,  t o g e t h e r  w i t h  c o n d i t i o n s

A ■ a + a „ rz o  2
2 ft -  Pa + P2r 2 (145)

The c o e f f i c i e n t s  att,d ace  found by s u b s t i t u t i o n  g i v i n g

( H 6 >

a2 "  ~ X  exp '  Sao '  r P o J (147)

w h e re  b = B (0 )  and
o E
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bQ * e x p  { - a Q -  pbQ -  y s q ) ( 1 4 8 )

The i n i t i a l  v a l u e s  and may t h e n  b e  a d j u s t e d  t o  s a t i s f y  t h e

boun d a ry  c o n d i t i o n s  a t  r  ■ 1 a f t e r  a  number  o f  i n e r a t l o n s .  A m od i -

22f i c a t i o n  o f  B ro w n 's  m e thod  was u sed  f o r  t h i s  p u rp o s e *  Brown’ s

method i s  a  q u a d r a t i c a l l y  c o n v e r g e n t  a 1g o t I t h u m  s i m i l a r  t o  N e w t o n ' s ,

b u t  r e q u i r i n g  f e w e r  f u n c t i o n  e v a l u a t i o n s  p e r  I t e r a t i v e  s t e p -  The

m o d i f i e d  a l g o r  I thum I s  d e r i v a t i v e - f r e e .  The s p e c i f i c  p ro g ra m  Z5YSTEH

23
was  o b t a i n e d  from t h e  IHSL program l i b r a r y *

From t h e  d e f i n i t i o n s  o f  t t a n d  1 one  f i n d s  upon I n t e g r a t i o n

t h a t

dA ( 1 )
-  -  I (149)

(1) -  -  4 (150)

T h e r e f o r e ,  i f  one s p e c i f i e s  4 and 1 a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  compu

t a t i o n ,  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  on th e  d e r i v a t i v e s  o f  II and  A a r e  a u t o -z>

m a t i c a l l y  p r e s c r i b e d -  One may u se  t h e  two p a r a m e t e r s ,  u t and a .
3 J

t o  s a t i s f y  t h e s e  a d d i t i o n a l  c o n d i t i o n s  l e a v i n g  5  and y a s  t h e  o n l y  

f r e e  p a r a m e t e r s .  The  a n a l y t i c  s o l u t i o n  o f  Sec .  B f o r  y ■ 0 ( u n c o n 

s t r a i n e d  m a g n e t i c  h e l l c l t y )  a r e  u s e f u l  a s  a s t a r t i n g  p o i n t ,  and  a l s o  

a s  a c h e c k  on t h e  a c c u r a c y  o f  c o m p u t a t i o n .  From such  a  s o l u t i o n  y
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may b e  I n c r e m e n t e d  i n  s m a l l  s t e p s  t o  o b t a i n  o t h e r  s o l u t i o n s .  The  o u t 

p u t  o f  t h e  n u m e r i c a l  a l g o r i t h m  m u s t  s a t i s f y  two c r i t e r i a  t o  b e  c o n 

s i d e r e d  a  s o l u t i o n *  F i r s t ,  t h e  e r r o r  made i n  a p p r o x i m a t i n g  t h e  

c o n t i n u o u s  i n t e g r a l s  o f  t h e  e q u a t i o n s  by a  d i s c r e t e  n u m e r i c a l  m e thod  

m u s t  b e  w i t h i n  a c c e p t a b l e  l i m i t s .  S e c o n d l y ,  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

m u s t  b e  m e t  t o  w i t h i n  an  a c c e p t a b l e  e r r o r  t o l e r a n c e .  The  s o l u t i o n  o f  

E q s .  (6 3 )  -  ( 6 5 )  t o  be p r e s e n t e d ,  were  i n t e g r a t e d  u s i n g  a v a r i a b l e  s t e p  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  s o l v e r  DA&CRU, o b t a i n e d  f rom t h e  IM5L l i b r a r y .

DASCRU h a s  a u t o m a t i c  e r r o r  e s t i m a t i n g  c a p a b i l i t i e s  w h i c h  g u a r a n t e e
—4

a  g l o b a l  r e l a t i v e  e r r o r  o f  l e s s  t h a n  10 * The p r o g r a m  ZSYSTEM was

t h e n  a l l o w e d  t o  I t e r a t e  on  I n t e g r a l s  o b t a i n e d  by DASCRU u n t i l  t h e  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w e re  m e t  t o  w i t h i n  a n  a b s o l u t e  e r r o r  o f  1 0

U n f o r t u n a t e l y  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  s p e c i f y  t h e  e n e r g y  and 

h e l i c i t y  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  f l u x  and  c u r r e n t  i n  o r d e r  t o  o b t a i n  

n u m e r i c a l  s o l u t i o n s *  The r e a s o n  i s  t h a t  e a c h  L a g r a n g e  m u l t i p l i e r ,  

e l i m i n a t e d  i n  f a v o r  o f  i t s  c o r r e s p o n d i n g  c o n s t a n t  by B r o w n ' s  a l g o 

r i t h m ,  a d d s  a n o t h e r  d i m e n s i o n  t o  t h e  s p a c e  t o  b e  s c a n n e d  by ZSYSTEM 

and t h e r e b y  i n c r e a s e s  t h e  p o s s i b i l i t y  t h a t  t h e  a l o g r l t h m  w i l l  w a n d e r  

f ro m  t h e  s o l u t i o n  s o u g h t  a n d  f a i l  t o  c o n v e r g e .  T h i s  i s  a  w e l l  known 

p r o b l e m  a s s o c i a t e d  w i t h  N e w t o n ' s  m e thod  e v e n  i n  o n e  d i m e n s i o n .

The  s t r a t e g y  a d o p t e d  h e r e  i s  t o  o b t a i n  s o l u t i o n s  w i t h  f i x e d  f l u x  4 

a n d  c u r r e n t  1 f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  t h e  L a g r a n g e  m u l t i p l i e r s  B and  y 

a f t e r  w h i c h  t h e  v a l u e s  o f  e n e r g y  E and  m a g n e t i c  h e l i c i t y  H may be
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f o u n d  by  n u m e r i c a l l y  i n t e g r a t i n g  t h e s e  s o l u t i o n s .  One t h u s  h o p e s  to  

a s c e r t a i n  t h e  i n f l u e n c e  of  t h e s e  c o n s t r a i n t s  on t h e  s o l u t i o n s  by  n a p p i n g

0  a n d  y o n t o  t h e  c o n s t a n t s  E and  H. Because of t h e  l a r g e  number o f

im p o se d  c o n s t r a i n t s  i t  i a  hoped t h a t  t h i s  mapping i s  o n e - t o - o n e ,  

a l t h o u g h  a  t h e o r e t i c a l  p r o o f  i s  l a c k i n g .

I n  t h e  s u r v e y s  of  s o l u t i o n s  t o  be p r e s e n t e d ,  t h e  v a l u e s  of  

t h e  p a r a m e t e r  0  a r e  chosen  by r e f e r e n c e  t o  th e  p a r a m e t e r  B w h ic h  d e t e r 

m i n e s  t h e  s o l u t i o n s  f o r  u n c o n s t r a i n e d  h e l i c i t y  ( E q s . ( 8 0 ) - ( B 3 ) . For 

Y "  0 t h e  r e l a t i o n  I s

e ~ (B + 1 ) 1

s h o w i n g  t h a t  0 s c a l e s  i n v e r s e l y  w i t h  I fo r  a g i v e n  B. i t  i s  a l s o

o b v i o u s  f rom t h i s  r e l a t i o n  t h a t  when B > 1 0 , fi i s  more  o r  l e a s  I n d e -'u

p e n d e n t  o f  B, a s s y r a p t o t i c a l l y  a p p r o a c h i n g  0 -  - 4 / I .  Some p r e l i m i n a r y  

c o m p u t a t i o n s  showed t h a t  no s i g n i f i c a n t  q u a l i t a t i v e  change  n c c u r r e d  

i n  s o l u t i o n s  f o r  a f i x e d  0 when |y | was g r e a t e r  t h a n  two o r  t h r e e  t i m e s  

| f t | .  T h e r e f o r e  o u r  ad o p te d  n u m e r i c a l  p ro c e d u re  f o r  t h e  s u b s e q u e n t  

s u r v e y s  i s  t h e  f o l l o w i n g :  Using  t h e  a n a l y t i c  s o l u t i o n s  f o r  y ■ 0 a s  

a  s t a r t ,  we c h o o s e  0  f o r  a g i v e n  1 w i t h i n  a r a n g e  c o r r e s p o n d i n g  to  

- 1  < B < 1 0 . We t h e n  move o u tw ard  from y * 0 u n t i l  [y |  ^  3 |& |  .

T h i s ,  i t  i s  e x p e c t e d ,  w i l l  g i v e  a  good i n d i c a t i o n  o f  t h e  b e h a v i o r  o f  

s o l u t i o n s  f o r  a l l  0 and y.
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E. N u m e r i c a l  R e s u l t s  f o r  U n i t  F lu x  and C u r r e n t ,  ( t  I ■ 1)

To r e v e a l  b a s i c  t r e n d s  of  t h e  s o l u t i o n ?  t o  t h e  moat  p r o b a b l e  

s t a t e  e q u a t i o n s *  we f i r s t  ex a m in e  t h e  g a s e  i n  which * ■ 1  *» 1 ,

In  t e rm s  o f  t h e  p h y s i c a l l y  m e asu re d  f l u x  a n d  c u r r e n t ,  ( d e n o t e d  by 

a s t e r i s k s )  t h i s  c h o i c e  i m p l i e s  t h e  s p e c i a l  r e l a t i o n s h i p

p a l  = <t> (152 )o

The c h a r a c t e r i s t i c  m a g n e t i c  f i e l d  i s  l e f t  u n s p e c i f i e d ,  and  any p a r t i -
*

c u l a r  c h o i c e  d e f i n e s  ♦ a c c o r d i n g  to

#* « 2 [Ia2 B (1 5 3 )o

I f  one  t a k e s  B^(a> t h e n  t h e  s a f e t y  f a c t o r  i s

q ( a )  ^  a (154 )
R

These  p a r a m e t e r s  may t h u s  r e p r e s e n t  a  t c k a m a k  (q > 1) w i t h  a c u r r e n t
2

t h a t  i s  g r e a t e r  t h a n  n o r m a l  by a f a c t o r  o f  ( R / e )  , To i n t e r p r e t  a n o t h e r  

way* s i n c e  0 » 1 / 2 * « 1 / 2 * o n e  may t h i n k  o f  t h e s e  v a l u e s  a s  r e p r e 

s e n t a t i v e  o f  a  s t a b i l i z e d  Z - p i n c h  ( 6  ^  1 ) w i t h  h a l f  t h e  u s u a l  c u r r e n t .  

The q u a l i t a t i v e  b e h a v i o r  o f  t h e  s o l u t i o n s *  d e p i c t e d  i n  F i g .  

( 2 - 4 ) ,  seem t o  depend  i n  l a r g e  m e a s u r e  upon  t h e  q u a d r a n t  o f  t h e  S-y
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p l a n e  f ro m  w h i c h  t h e s e  two L a g r a n g e  m u l t i p l i e r s  a r e  c h o s e n ,  f i e g i n n i n g

w i t h  0 < 0 ,  a n d  y > 0  I n  F i g ,  ( 2 ( a ) )  one f i n d s  a  p a r a m a g n e t i c  p r o f i l e

f o r  a n d  a  c u r r e n t  s t r o n g l y  p e a k e d  on  t h e  a x i s ,  ( I n  common u s a g e ,

t h e  word  p a r a m a g n e t i c  d e s c r i b e s  a  p l a s m a  w h ic h  e n h a n c e s  t h e  m a g n e t i c

f i e l d  a s  i n d i c a t e d  by  a  p r o f i l e  w h i c h  d e c r e a s e s  w i t h  r a d i u s .  The

o p p o s i t e  s i t u a t i o n  i s  t e r m e d  d i a m a g n e t i c . )  K e e p i n g  0 f i x e d  w h i l e

d e c r e a s i n g  y c a u s e s  t h e  p r o f i l e  t o  f l a t t e n  t o  a  u n i f o r m  f i e l d  a t

y *  0 a n d  t h e n  t o  become d i a m a g n e t i c  a s  i n  F i g .  ( 2 ( b ) )  f o r  y < 0 .

The b e h a v i o r  o f  t h e  J  p r o f i l e  i s  g e n e r a l l y  u n a f f e c t e d .  At t h e  o p p o s i t ez•

q u a d r a n t  w h e re  & > 0,  a n d  y > 0 s o l u t i o n s  r e s e m b l e  t h e  o n e  shown I n  F i g .  

( 1 ( a ) ) .  H e re  B i s  d i a m a g n e t i c  a s  f o r  0 "> 0 ,  y > 0 b u t  J i s  p e a k e d  a t2 Z

t h e  b o u n d a r y  a s  i t  w ou ld  b e  f o r  a s h e e t - l i k e  c u r r e n t .  D e c r e a s i n g

y f o r  f l s - O  a g a i n  f l a t t e n s  t h e  B p r o f i l e  t o  a  c o n s t a n t  f i e l d  a tz

Y -  0 a n d  t h e n  s w i t c h e s  t o  p a r a m a g n e t i c  B^ f o r  y < 0 ( F i g ,  3 ( b ) ) .

D u r i n g  t h i s  t r a n s i t i o n  J  a l a e  f l a t t e n s  and c h a n g e s  t o  a  p r o f i l e  p e a k e d
z

o n  a x i s .  P e n e t r a t i o n  o f  t h e  c u r r e n t  t o  t h e  c e n t e r  o f  t h e  p l a s m a  o c c u r s  

when y < 0 .  A g l a n c e  a t  F i g s .  ( 4 ( a ) )  -  ( 4 ( b ) )  r e v e a l s  t h a t  t h e  s o l u t i o n s  

f o r  u n c o n s t r a i n e d  e n e r g y  ( 0  ■ 0 ) b e l o n g  t o  t h e  same c a t e g o r y  a s  t h o s e

f o r  0 > 0 .  The  t r a n s i t i o n  i n  B f o r  a f i x e d  y o c c u r s  a t  s m a l l  n e g a t i v e£

v a l u e s  o f  0 .

The g l o b a l  c o n s t a n t s  E a n d  H a r e  f u n c t i o n s  o f  0 a n d  y .

T h a l r  d e p e n d e n c e  o n  t h e  p a r a m e t e r s  i s  shown i n  F i g .  ( 5 ( a ) )  a n d  ( 5 ( b ) )  

p l o t t e d  a g a i n s t  y f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  0 .  The  l i m i t e d  d o m a in  o f  

some o f  t h e  c u r v e s  i s  o f  s i g n i f i c a n c e .  The e n d p o i n t s  r e p r e s e n t  t h e
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F i g -  ;

V :> 0

2.0
S.

t.

(a)

(b)

?. T y p ic a l  most probable e q u i l i b r i a  for G ■ 1 “ 1 vhen [a )  6 < 0 ,

; an d  ( b )  when & < 0 t and y  <■ 0 .
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2 .

(a)

rrtox prossure

tb)

F ig -  3- T y p ic a l  m ost p r o b a b le  e q u i l i b r i a  f o r  $  * I = 1 ( a )  v h en  P > Ot

and y >  0; tb )  v h en  @ > 0 and y  < Q,
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3.

r
0 y

r
0

(a)

2

(b)

F i g .  U. T o p ic a l  moat p r o b a b le  e q u i l i b r i a  fo r  $ = 1 -  1 (a ]  when 6 ■ 0*

and y > 0; (b) when 6 = 0 ,  and y  < 0,



-5.

^ H e l ic i ty (a)

=-3-2

-5.
(b)

F i g .  5 .  D e p e n d e n c e  o f  ( a )  e n e r g y  and (b )  m a g n e t i c  h e l i c i t y  on  t h e  

L a g ra n g e  m u l t i p l i e r  y f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  &.
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v a l u e  o f  y a t  w h i c h  t h e  e q u i l i b r i u m  p r e s s u r e  p r o f i l e s  become 

n e g a t i v e .  N e g a t i v e  p r e s s u r e s  o c c u r  i n  t h i s  mode l ,  a s  d i s c u s s e d  

e a r l i e r ,  b e c a u s e  t h e  m o s t  p r o b a b l e  B a n d  J  p r o f i l e s  a r e  s e l e c t e d?  -Z

from t h e  c l a s s  o f  p o s i t i v e  d e f i n i t e  f u n c t i o n s ,  and t h e  e q u i l i b r i u m  

p r e s s u r e  p r o f i l e s  a r e  c a l c u l a t e d  a  p o a t i o r i  from t h e  r e q u i r e m e n t s  

o f  t h e  p r e s s u r e  b a l a n c e  e q u a t i o n  { E q . ( 6 6 ) > ,  Thus t h e r e  l a  no 

g u a r a n t e e  t h a t  a  p h y s i c a l l y  a c c e p t a b l e  e q u i l i b r i u m  e x i s t s  f o r  a l l  

v a l u e s  o f  t h e  g l o b a l  c o n s t r a i n t s .

One f u r t h e r  p i e c e  o f  I n f o r m a t i o n  i n c l u d e d  i n  t h i s  s u r v e y  

i a  a  p l o t  o f  t h e  e n e r g y  t o  h e l i c i t y  r a t i o  a s  a f u n c t i o n  of  y f ° r  

v a r i o u s  |3 shown i n  P i g .  ( 6 ) .  For v a l u e s  o f  B > 0 a  minimum u s u a l l y  

o c c u r s  a t  t h e  l e f t  e n d p o i n t  o f  t h e  c u r v e s ,  w h i l e  f o r  B * 0  t h e  

minimum v a l u e s  o f  E/H l a  found  i n  t h e  I n t e r i o r .

F ,  Q u a s t - F o r c e - F r e e - S o l u t i o n e

I n  t h i s  s e c t i o n  we s h a l l  i n v e s t i g a t e  t h e  p r e d i c t i o n s  o f  S ec .  C 

r e g a r d i n g  t h e  e x i s t e n c e  o f  f o r c e - f r e e  s o l u t i o n s  t o  t h e  n o n l i n e a r  moat  

p r o b a b l e  s t a t e  e q u a t i o n s .  Once t h e  f l u x  and  c u r r e n t  have  b e e n  s e l e c t e d ,  

t h e  p r o c e d u r e  f o r  o b t a i n i n g  q u a s i - f o r c e - f r e e  s o l u t i o n s  n u m e r i c a l l y  i s  t o  

i n c r e m e n t  t h e  L a g ra n g e  m u l t i p l i e r  y ( a t  f i x e d  13} i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  

t h e  a n a l y t i c a l l y  p r e d i c t e d  v a l u e  of  y* s t a r t i n g  f rom y » 0 . The 

u s u a l  t e n d e n c y  o f  s o l u t i o n s ,  i n  t h e s e  r u n s ,  i a  t o  e x h i b i t  s m a l l e r  end 

s m a l l e r  p r e s s u r e s  u n t i l  ( u n p h y s i c a l )  n e g a t i v e  p r e s s u r e s  a r e  o b t a i n e d .
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E /H
5.r

F i g .  6 . D e p e n d e n c e  o f  t h e  e n e r g y  t o  h e l i c i t y  r a t i o  on t h e  L a g r a n g e  

m u l t i p l i e r  Y f o r  v a r i o u s  8 *
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The q u a s i - f o r c e - f r e e  s o l u t i o n  I s  t h e n  t a k e n  t o  be t h a t  w i th  t h e  

s m a l l e s t  maximum p r e s s u r e  s u c h  t h a t  p ( r )  > 0  f o r  a l l  r»

t y p e  (Eqs* (97 )  and  ( 9 8 ) )  a l l o w  f o r c e - f r e e  s o l u t i o n s  w i th  1 - 0  

and A -  1* T h e s e  s o l u t i o n s  a r e  e x p e c t e d  f o r  any v a l u e  of  &.

We p r e s e n t  t h r e e  s o l u t i o n s  o f  t h i s  t y p e  found  n u m e r i c a l l y  from 

t h e  f u l l  n o n l i n e a r  s y s t e m  Eqs* ( 6 0 } " ( 6 1 ) i  ( 6 3 } - ( 6 5 ) .  One of  t h e s e  

s o l u t i o n s  i s  shown b e l o w  i n  T a b l e  3 ,  w i t h  t h e  v a l u e s  o f  the f i e l d s

a t  s e l e c t e d  p o i n t s  com pared  w i t h  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n  s o lu t i o n s *

O t h e r  d a t a  i n  T a b l e  4 i n c l u d e  t h e  a n a l y t i c  v a l u e s  o f  th e  Lagrange  

m u l t i p l i e r s  ( s u b s c r i p t  z e r o )  v e r s u s  t h e i r  v a l u e s  f o r  th e  computed 

s o l u t i o n s  ( s u b s c r i p t  c ) ;  t h e  maximum p lasm a b e t a ,  6 ^ ;  and the

l a r g e s t  v a l u e s  o f  a n d  w h e re

I n  S e c .  C i t  was shown t h a t  l i n e a r i z e d  forms of  one

(155 )

a T -  0 A -  ytl J £ (156)

A g r a p h i c  c o m p a r i s o n  i s  p r o v i d e d  by  F i g .  (7 )  i n  which  t h e  l o c a l  r e l a t i v e  

d e v i a t i o n  e ( x )  o f  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n s  f rom t h e  B e s s e l  f u n c t i o n  

s o l u t i o n s ,  i s  p l o t t e d  a s  a f u n c t i o n  o f  r ,  w he re  t ( r )  l a  given by
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T a b le  3

r Ba ( r ) B0 ( r ) J , ( r > V> ¥ o { r ) ¥ i ( r

0 . 0 1 .1 3 5 0 . 0 1 .1 3 2 0 . 0 1 .1 3 6 0 . 0

0 , 2 1 .1 2 3 0 .1 1 2 6 1 . 1 2 0 0 .1 1 2 7 1 .125 0 .1 1 3 1

0 . 1* 1 . 0 9 0 0 .2 2 1 7 1 .0 0 5 0 ,2 2 1 2 1 .0 9 1 0 .2 2 2 7

0 . 6 1 .0 3 5 0.321*1 1 .0 3 1 0 .3 2 1 8 1 . 0 3 6 0 .3 2 5 8

o . a 0 .9 6 2 0 0.1*171* O .9 6 2 I* 0 . 1*110 0 .9 6 1 6 0.1*191

1 . 0 0 .3 7 2 0 0 .5 0 0 0 0 .8 8 1 6 0 . 1*865 0,869** 0 . 5 0 0 0
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£

F ig*  7. The  l o c a l  r e l a t i v e  d e v i a t i o n  t ( r )  o f  t h e  n u m e r i c a l l y  computed 

s o l u t i o n s  f ro m  B e s a e l l  f u n c t i o n  f o r c e - f r e e  s t a t e s  f o r  l i n e a r i z e d  most  

p r o b a b l e  s t a t e  e q u a t i o n s  o f  t h e  f i r s t  t y p e  (Eqs* (97)  and (9 8 ) )*  The 

s o l i d  c u r v e s  a r e  s o l u t i o n s  f o r  4 ■ X ■ 1 /2*  The b roken  c u r v e  r e p r e s e n t s  

a  4  “  1 "  1  s o l u t i o n .



(157)

+ ( i y r )  -  B(jJ 1 (Ar)> +  <-l0 ( r> -  A B ^ U r ) )

^  B J.  ( A r )  “  AB J .  (A r )o  i  o i

C om p a r in g  f i r s t  t h e  tw o  s o l u t i o n s  a t  $ =•* I  ■ o n e  f i n d s  t h a t ,  a l t h o u g h  

0 I s  a r b i t r a r y  a c c o r d i n g  t o  t h e  l i n e a r  a n a l y s i s  o f  S e c .  C, 

t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  f o r  B > 0  i a  m o re  n e a r l y  f o r c e —f r e e  t h a n  t h e

s o l u t i o n  f o r  & < 0 .  T h i s  c a n  b e  s e e n  by c o m p a r i n g  t h e  m axim um  p l a s m a

b e t a  & ■, f o r  e a c h  s o l u t i o n  i n  T a b l e  4 ,  One a l s o  n o t i c e s  t h a t  t h e
P i

c o m p u te d  ( n o n l i n e a r )  v a l u e s  o f  t h e  L a g r a n g e  m u l t i p l i e r s  a r e  n e a r e r  t h e  

a n a l y t i c  ( l i n e a r )  v a l u e s  f o r  B > 0 t h a n  f o r  0 < 0 .  T h e s e  r e s u l t s  a r e  

t y p i c a l .  H i g h e r  o r d e r  n o n l i n e a r  e f f e c t s  a r e  p r e s u m e d  t o  be  r e s p o n s i b l e  

f o r  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  com pu ted  s o l u t i o n s  on t h e  L a g r a n g e  m u l t i p l i e r  

0.  A c c o r d i n g  t o  S e c .  C ,  t h e  l i n e a r i t y  a s s u m p t i o n  s h o u l d  n o t  be a s  w e l l  

s a t i s f i e d  f o r  1 ■ 4 ■ 1 bb  f o r  I  ■ * ■ R e f e r r i n g  t o  T a b l e  4 o n e  

n o t i c e s  t h a t  t h e  maximum v a l u e s  o f  a n d  a r e  o n l y  s l i g h t l y  l e s s  t h a n  

one f o e  I  « 1 ■ 1,  The  e f f e c t s  u p o n  t h e  s o l u t i o n  a r e  a  h i g h e r  v a l u e  o f  

flnd p o o r  a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e  c o m p u t e d  v a l u e s  o f  t h e  L a g r a n g e  

m u l t i p l i e r s  and t h e i r  a n t i c i p a t e d  v a l u e s  f rom  t h e  l i n e a r  a n a l y s i s .  From 

F i g .  ( 7 )  o n e  s e e s  t h a t  t h i s  s o l u t i o n  ( I  -  ♦ *  1)  h a s  a  g r e a t e r  d e v i a t i o n  

f rom  t h e  a n a l y t i c  f o r c e - f r e e  s t a t e  t h a n  e i t h e r  o f  t h e  s o l u t i o n s  f o r  1 -
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Computed s o l u t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  t o  L l u e s r l n a t i o n s  o f  t h e  

s e c o n d  fo rm  ( E g s .  ( I l l )  a n d  (112)  h a v e  a l s o  b e e n  c o m p a r e d ,  a t  v a r i o u s  

A, t o  t h e  l i n e a r  f o r c e - f r e e - e t a t e s .  F o r  t h i s  c o m p a r i s o n  $ l a  h e l d  

f i x e d  a t  t  * 1  a n d  I i a  v a r i e d  t o  o b t a i n  s o l u t i o n s  w i t h  d i f f e r e n t  A. 

T a b l e  5 shows a n  e x a m p le  f o r  A ■ 0 , 5 ,  and  T a b l e  6  l i s t s  r e l e v a n t  d a t a  

f o r  f o u r  s o l u t i o n s  w i t h  A r a n g i n g  f ro m  0 . 5  t o  2 . 0 .  As A I n c r e a s e s  

beyond  A ■ 1 . 0 ,  t h e  d i s c r e p a n c i e s  b e t w e e n  t h e  c o m p u te d  v a l u e s  o f  t h e  

L a g r a n g e  m u l t i p l i e r s  and  t h e  a n t i c i p a t e d  v a l u e s  become l a r g e r ;  t h e  

p l a s m a  b e t a ,  0 ^  i n c r e a s e s ;  and t h e  maximum v a l u e s  o f  an^

(w h ich  m u s t  be s m a l l  c o m p a re d  t o  o n e  t o  p e r m i t  l i n e a r i z a t i o n )  I n c r e a s e  

and  e v e n t u a l l y  become g r e a t e r  t h a n  o n e .  T h e s e  t e n d e n c i e s  c o n f i r m  t h e  

e s t i m a t e s  o f  S e c ,  C t h a t  s o l u t i o n s  o f  t h e  n o n l i n e a r  e q u a t i o n s  s h o u ld  

become l e s s  n e a r L y  f o r c e - f r e e  a s  A i n c r e a s e s  a b o v e  1 * 0 .  F i g u r e  ( 8 ) 

i a  a  g r a p h i c  c o m p a r i s o n  o f  t h e s e  s o l u t i o n s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  l o c a l  

r e l a t i v e  d e v i a t i o n  e { r ) ,  N o te  t h e  i n c r e a s i n g  a m p l i t u d e  o f  t h e  

d e v i a t i o n s  a s  A I n c r e a s e s .

On t h e  b a s i s  o f  t h e  f o r e g o i n g  r e s u l t s ,  t h e  p r e d i c t i o n s  o f  t h e  

l i n e a r  a n a l y s i s  o f  S e c ,  C seem l a r g e l y  v a l i d .  L i n e a r i z a t i o n s  o f  t h e  

f i r s t  t y p e  In  w h i c h  I  ■ 0  a n d  A -  1 a r e  n e a r l y  f o r c e  f r e e  when 9 < 1 ,  

Q u a s i - f o r c e - f r e e  s t a t e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  l i n e a r i z a t i o n s  o f  t h e  s e c o n d  

fo rm seem l i m i t e d  t o  v a l u e s  o f  A < 1 . 2 .
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'Table 5

r V rl J £ ( r ) Bs ( r ) V 0 U r ) xVo<lr) V i(ir
0 . 0 2 ,0 6 5 1 .0 6 5 0 .0 2 , 061+ 1.032 0 .0

0 . 2 2 . 0 6 0 1 . 0 5 6 o , i o 6 l 2 .0 5 9 1.030 0 .1031

Q.U 2 . 0*tU 1 ,0 ^ 3 0 .2 1 0 6 2.01+3 1 .022 0 ,2053

0 . 6 2 .0 1 7 1 .0 1 7 0 .3 1 2 0 2 . 0 1 8 1.009 0 .3 0 6 1

O.S 1 . 9 0 2 0 ,9 8 2 0 0 . 1+089 1 ,9 6 2 0.9910 0 ,l+0li6

1 .0 1 .9 3 7 0 .9 3 9 2 0 ,5 0 0 0 1 .9 3 7 0,9665 0 .5 0 0 0
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£

Fig* 8 . The  l o c a l  r e l a t i v e  d e v i a t i o n  e ( t > o f  n u m e r i c a l l y  com puted  

s o l u t i o n s  f rom f o r c e - f r e e  s t a t e s  f o r  l i n e a r i z e d  m o s t  p r o b a b l e  s t a t e  

e q u a t i o n s  o f  t h e  s e c o n d  t y p e  ( E q s .  ( I l l )  a n d  ( 1 1 2 ) ) *
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G. n u m e r i c a l  S o l u t i o n s  i n  t h e  T okam ak  Regime

We t u r n  now t o  c o n s i d e r a t i o n  o f  d i m e n a l o n l e s s  f l u x  and c u r r e n t

v a l u e s  a p p r o p r i a t e  t o  t o k a m a k s .  S i n c e  t h e  t o r o i d a l  m a g n e t i c  f i e l d  and

c u r r e n t  I n  a  t o k a m a k  a r e  known t o  b e  n o n - n e g a t i v e  f u n c t i o n s  o f  t h e

r a d i u s ,  t h e r e  l a  n o  p r o b l e m  i n  a p p l y i n g  t h e  m e t h o d s  o f  t h i s  c h a p t e r  to

f i n d  m o s t  p r o b a b l e  t o k a m a k  e q u i l i b r i a .  To a r r i v e  a t  t h e  a p p r o p r i a t e

24v a l u e s  o f  4 a n d  1 we u s e  t h e  b a s i c  p a r a m e t e r s  f r o m  t h e  PLT d e v i c e  which

h a s  a  m i n o r  r a d i u s  o f  a  ■ 0 , 4 m ,  a n  a v e r a g e  t o r o i d a l  f i e l d  o f  ■ 3 , 5

T e l s a ,  a n d  a c u r r e n t  ^ 0 . 5 4  MA. T a k i n g  ^  B ,̂ o n e  f i n d s  G ^  ,5

a n d  1 ^  , 0 5 ,  S i m i l a r  v a l u e s  a r e  f o u n d  f o r  o t h e r  tok a m ak s*

A s u r v e y  o f  s o l u t i o n s  f o r  t h e s e  v a l u e s  o f  f l u x  and c u r r e n t

r e v e a l  much t h e  same b e h a v i o r  a s  i n  t h e  c a s e  o f  t  -  I ■ 1 .  The m a j o r

d i f f e r e n c e ,  a s  a  r e s u l t  o f  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  im p o s e d  i n  t h i s  c a s e ,

I s  t h a t  B >> EL w h i c h  I s  t h e  p r o p e r  o r d e r i n g  f o r  a to k a m a k .  B e c a u s e  
z f)

d i a m a g n e t i c  t o k a m a k s  ( I n c r e a s i n g  w i t h  r )  h a v i n g  a  c u r r e n t  

d e n s i t y  p e a k  o n  a x i s  a r e  o f t e n  o f  p a r t i c u l a r  i n t e r e s t  we s h a l l  l i m i t  

o u r  d i s c u s s i o n  p r i m a r i l y  t o  v a l u e s  o f  £J < 0 , a n d  y <• 0  w h e r e  t h e s e  

f e a t u r e s  a r e  e x p e c t e d .

F i g u r e  ( 9 )  shows  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  c o n s t a n t s  E and H i n  t h i s  

q u a d r a n t .  One f e a t u r e  t h a t  may b e  d i s c e r n e d  f ro m  t h e s e  p l o t s  i s  t h a t  

t h e  h e l l c i t y  h a s  a much g r e a t e r  r a n g e  o f  v a r i a t i o n  ('vZSOX o f  t h e  minimum 

v a l u e )  t h a n  t h e  e n e r g y  { ^ 6 1 )  I n  t h e  same r e g i o n  o f  t h e  B -  v p l a n e .

T h i a  l a  b e c a u s e  t h e  m a j o r  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  e n e r g y  i s  f rom  t h e  BZ-



8 12 I t  2 0

(a)
.0 3 r

20

Cb)

F i g .  9 .  D ependence o f  e n e r g y  ( a )  and magnetic? h e l i e i t y  ( 13) on 0 and y

f o r  <t -  0*5  *  and I = 0 , 0 5 ,  vhen  6 < 0 ,  and y > 0 .
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f i e l d  w h ich*  a s  w i l l  b e  s e e n  i n  s p e c i f i c  e x a m p l e s *  h a s  a  v e r y  g e n t l e  

g r a d i e n t  i n  t h i s  f l u x - c u r r e n t  r e g i m e .
4

As a n  exam ple  o f  t h e  i n f l u e n c e  a f t h e  c o n s t a n t s  E and  H o n  

s o l u t i o n s  we f i r s t  p r e s e n t  i n  F i g .  ( 1 0 ) ,  t h r e e  p r o f i l e s  w i t h  f i x e d  

h e l i c l t y  (H *■= .0 2 2 7 )  and d e c r e a s i n g  e n e r g y .  The m a j o r  e f f e c t  i s  a  s h a r p  

d r o p  i n  t h e  e q u i l i b r i u m  p r e s s u r e  a s  t h e  e n e r g y  i a  l o w e r e d .  The 

p r o f i l e  t e n d a  to f l a t t e n  and  t h e  p e a k  B^ d e c r e a s e s .  B e c a u s e  o f  

t h e s e  c h a n g e s  i n  t h e  p r o f i l e s  t h e  p l a s m a  b e t a  d r o p s  d r a m a t i c a l l y  

from &pj ■= 0 . 4 7  i n  p r o f i l e  ( a )  t o  B ^ “  0 . 0 8  i n  p r o f i l e  ( c > .  The 

c h a n g e  i n  e n e r g y  i s  o n l y  - 0 . 2 £ ,  S i n c e  t h e  p o l o l d a l  f i e l d  com ponen t  

i a  t h e  mos t  i n f l u e n t i a l  w i t h  r e s p e c t  t o  c o n f i n e m e n t  i n  t o k a r c a k s ,  i t  

i s  o f  some i n t e r e s t  t o  n o t e  t h e  c h a n g e  i n  t h e  p o l o i d s l  b e t a ,  w h e re

S 2- P-t° >  {158)
pol (B .9 max)

As t h e  e n e r g y  d e c r e a s e s  c h a n g e s  f rom ■ Z l . B  i n  ( a )  t o

8  . ■ 6 . 0 5  i n  ( c ) ,p o l

In  t h e  s e c o n d  e x a m p l e ,  shown i n  F i g .  ( 1 1 ) ,  t h e  e n e r g y  i s  h e l d

f i x e d  a t  t -  . 2 5 2 2  and  t h e  m a g n e t i c  h e l l c i t y  i s  I n c r e a s e d .  A c h a n g e  i n

b e l i c i t y  o f  2.5% f rom H ■ 0 . 2 3 3 4  t o  H ■ . 0 2 3 9 4  c a u s e s  c h a n g e s  i n  t h e

p r o f i l e s  w h i c h  a r e  s i m i l a r  t o  t h o s e  i n  w h i c h  E i a  d e c r e a s e d  r e l a t i v e

t o  f i x e d  H. The  B f i e l d  f l a t t e n s  w h i l e  t h e r e  l a  a n  I n c r e a s e  i n  t h ex

maximum B when H i s  i n c r e a s e d  (E f i x e d )  a s  o p p o s e d  t o  a  d e c r e a s e
0

when E l a  l o w e r e d  (H f i x e d ) .  The  d r o p  i n  p r e s s u r e  a n d  t h e  f l a t t e n i n g
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5

1*

F i g ,  1 0 .  Most  p r o b a b l e  e q u i l i b r i a  i n  t h e  t o k a m a k  r e g i m e  w i t h  f i x e d

h e l i c i t y  (H -  0 . 0 2 2 ? )  a n d  d e c r e a s i n g - e n e r g y :  ( a )  E = 0 . 2 5 2 0 ,

B = O A 6 6 ; ( b )  E -  0 . 2 5 1 6 ,  p ,  = 0 . l 6 ? ; ( e )  E -  0 . 2 5 1 5 ,  B = 0 . 0 8 .p i  p i  T p i
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b=C

#

P i g ,  11. Moat p r o b a b l e  e q u i l i b r i a  i n  t h e  tokamak r e g i m e  v i t h  f i x e d  

e n e r g y  (E -  0.2522) a n d  i n c r e a s i n g  h e l i c i t y t  ( a )  H = 0.0233*+, 

e p l  = 0.U27; (b) H -  0 ,0 2 3 0 8 ,  Pp l  -  0 ,2 7 2 ;  ( c )  H * 0.0239!+, Pp l  * 0 2*t3,
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B^ p r o f i l e  c a u s e  a  L o w e r in g  o f  t h e  p l a s m a  b e t a  f rom ■ 0 . 4 2 7  

i n  p r o f i l e  ( a )  t o  0 ^  ■ 0 , 2 4 3  I n  p r o f i l e  ( c ) . The  p o l o i d a L  b e t a  

La a l s o  L e s s e n e d  f rom Pp p l  -  1 2 . 6  t o  ■ 6 . 0 .  Thus  t h e  g e n e r a l

t e n d e n c y  w ou ld  seem t o  b e  a m a rke d  d e c r e a s e  o f  0 ^ a n d  6 p g ^ fla t h e  

r a t i o  E/H d e c r e a s e s .  I t  i s  I m p o s s i b l e ,  o f  c o u r s e ,  t o  a d e q u a t e l y  

a s s e s s  t h e  e f f e c t s  on s t a b i l i t y  w i t h o u t  p e r f o r m i n g  a  p r o p e r  a n a l y s i s  

o f  t h e  g r o w t h  r a t e s  o f  p e r t u r b a t i o n s  t o  t h e s e  e q u i l i b r i a .  However  

a  r o u g h  e s t i m a t e  I s  t h a t  e q u i l i b r i a  w i t h  h i g h e r  0 ^  and  a r e  flP t

t o  b e  more  u n s t a b l e .  T h e r e f o r e ,  t h e  e x p e c t a t i o n  l a  t h a t  a  d e c r e a s e  

i n  t h e  e n e r g y - t o - h e l i c i t y  r a t i o  i s  l i k e l y  t o  l e a d  t o  m ore  s t a b l e  

c o n f i g u r a t i o n s .
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I I I *  r e v e r s e d - f i e l d  p i n c h  c o n f i g u r a t i o n s

AS HOST PROBABLE STATES

A. E x t e n s i o n  o f  t h e  Moat P r o b a b l e  S t a t e  Model t o  R e v e r s e d

M a g n e t i c  F i e l d s

To a p p l y  t h e  m e th o d s  o f  C hapt*  I I  w h i l e  a l l o w i n g  t h e

p o s s i b i l i t y  t h a t  t h e  random f i e l d  B ^ ( r )  n e g a t i v e ,  o n e  mus t  a r r i v e  a t  

a m e a s u r e  o f  t h e  e n t r o p y  f o r  p o s s i b l e  r e a l i z a t i o n s  o f  t h e  sy s tem *  

H ow ever ,  t h e  B o l t z m a n n  c o u n t i n g  m e thod  o f  C hapt*  I I  i s  o n l y  v a l i d  f o r  

n o n  n e g a t i v e  random f u n c t i o n s .  F o l l o w i n g  a s u g g e s t i o n  by Montgomery^ we 

p r e s e n t  i n  t h i s  c h a p t e r  a n  e x t e n s i o n  o f  t h e  p r o c e d u r e  d i s c u s s e d  I n  

C h a p t .  I I  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  e s t i m a t i n g  t h e  m o s t  p r o b a b l e  e q u i l i b r i a  fo r  

a  r e v e r s e d - f i e l d  p i n c h .

The s t a r t i n g  p o i n t  I s  a  d e c o m p o s i t i o n  o f  t h e  random B^ 

f u n c t i o n  i n t o  two random p a r t s ,

-  B
+ (159)B Bz £

w h e r e  B +  a n d  B ”  a r e  n o n  n e g a t i v e  I n d e p e n d e n t  f u n c t i o n s  w i t h  i n t e g r a l s  z £

1

(160)

o
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/ B ( r ) r d r  ( i t ! )£

The t o t a l  f l u x  $ -  -  * i s  t o  be  im posed  a s  a  p h y s i c a l  c o n s t r a i n t .

U s i n g  t h e  B o l t z m a n n  c o u n t i n g  method a s  b e f o r e *  and  c h a r a c t e r i z i n g  t h e

+■ — 3 +
p o s s i b l e  r e a l i z a t i o n  oE B and  B b y  t h e  o c c u p a t i o n  n u m b e r s  w *

j£- J-
D .

and , t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  e n t r o p y  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e

f i e l d  l a

B+
l i t  Wj ■ -  ^ N ^ ^ l n

( 5- )

E „  B , /  W
i  " i  l n

N 4

( 1 6 2 )

r - h - )

We a g a i n  im pose  t h e  c o n s t r a i n t s  I* E ,  a n d  H i n  a d d i t i o n  t o  4 .  A f t e r  

m a x i m i z i n g  t h e  t o t a l  e n t r o p y  s u b j e c t  t o  t h e s e  c o n s t r a i n t s  o n e  o b t a i n s

t h e  c o n t i n u u m  e x p r e s s i o n s

B + ■ t +  e x p  ( - a _  -BB -  yA ) (1 6 3 )z B i z

B “ -  f  e x p  (a_  + BB +  yA )  ( 1 6 4 )
Z B Z 2
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The f i e l d  B t s  t h e n  t h e  d i f f e r e n c e  o f  t h e s e  e x p r e s s i o n s .  S i n c e  t h e  J  z z

c u r r e n t  p r o f i l e s  o f  b o t h  r e v e r e e d - f i e l d  p i n c h e s  a n d  to k a m a k s  a r e  e x p e r i 

m e n t a l l y  o b s e r v e d  t o  be non n e g a t i v e  f u n c t i o n s , we h a v e  n o t  e x t e n d e d  t h e

f o r m u l a t i o n  t o  a l l o w  r e v e r s a l  o f  J  a n d  t h u s  t h e  e q u a t i o n  f o r  t h e  most
2

p r o b a b l e  i s  u n c h a n g e d .  We t h e n  h a v e  t h e  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  

Bz * $>+ e x p  < -n Q -  BBz -  tA ^ )

<165)

-  $ e x p  (n + BB + yA ) f i z z

* exp  < - « j  “  "  YU) (166)

n ” ( r )  + i  n ' ( r )  -  -  B2 ( r >  (167 )

Ap " ( r )  +  i  A ' ( r )  -  (168 )

w i t h

and

* '  -  -  * (1 6 9 )

Az ( l )  -  n < l )  -  0 (170)

f o r  t h e  m os t  p r o b a b l e  p r o f i l e s .
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+ i s  a  f r e e  p a r a m e t e r  i n  t h i s  f o r m u l a t i o n .  t e e  p r e s e n c e

I n  t h e  f i n a l  e q u a t i o n  I n d i c a t e s  a  p o s s i b l e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  s o l u t i o n s  

o n  a n  a r b i t r a r y  d e c o m p o s i t i o n  o f  t h e  p h y s i c a l  f i e l d .  To f i x  t h i s  

p a r a m e t e r  we m u s t  a g a i n  e x a m i n e  t h e  e n t r o p y ,  f o r  o n e  m u s t  c h o o s e  t h e  

m o s t  p r o b a b l e  s t a t e  f rom t h e  l a r g e s t  c l a s s  o f  p o s s i b l e  r e a l i z a t i o n s  

c o m p a t i b l e  w i t h  t h e  g i v e n  I n f o r m a t i o n .  T h e r e f o r e  t h e  e n t r o p y  m u s t  be  

m a x im a l  n o t  o n l y  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o n s t r a i n t s ,  b u t  w i t h  r e s p e c t  t o  

t h e  d e c o m p o s i t i o n  a s  w e l l .

The e n t r o p y  i n  t h e  c o n t i n u u m  l i m i t  may be w r i t t e n  a s

U 7 1 )

r d r  J z L n / ^ z  ^
VI!

Upon s u b s t i t u t i o n  B + , B , and  J  , f r o m  Eqa.  ( 1 6 5 )  and {166)z z  z

i n t e g r a t i o n  o f  E q .  ( 1 7 1 )  y i e l d s

S -  a  * +  O j l  +  2&E +  tH (177 )

F o r  f i x e d  c o n s t r a i n t s  $■, 1 ,  E,  a n d  H, a  v a r i a t i o n  i n  c a n  o n l y

c h a n g e  t h e  e n t r o p y  t h r o u g h  t h e  L a g r a n g e  m u l t i p l i e r s  U j ,  6 ,  a n d  y .
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To exam ine  t h e  b e h a v i o r  o f  t h e  e n t r o p y  w i t h  c h a n g i n g  *+ , l e t  

u s  f i r s t  c o n s i d e r  a  s im p l e  c a s e  f o r  w h i c h  t h e r e  a r e  a n a l y t i c  s o l u t i o n s .  

S e t t i n g  y ■ 0 ( u n c o n s t r a i n e d  h e l i c i t y )  o n e  o b t a i n s  s o l u t i o n s  o f  C h a p t . 

1 1 ,  S e c .  B.

a +  2 8 *
B = 2 *  B inh  ( - u  -  2B*) + * e -  2 + (1 7 3 )z £

J  ■ e x p  ( - n .  -  SA ) ( 1 7 4 )z j  z

AZ -  " I  I n  (B +  1)  /  <Br2  +  1) ( 1 7 5 )

w i t h

a -  .  - 4 S _  • e “ J  -  l & X L  a 7 6 )
P CB+X) I  '  21

The  e n e r g y  a s  i n  C h a p t .  I I  i s

(B +  I ) ' 1 !E -  2* 2 + - 2 |  I n  ( 1  + B) -  B (B +  I )  + [ ( 1 7 7 )

T h e  r a t i o

| l n U  +  B> - _ !  ( 1 7 a )

d e p e n d s  o n l y  on t h e  p a r a m e t e r  B w h i c h ,  f o r  g i v e n  * a n d  1 ,  f i x e s  t h e
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v a l u e  o f  Che e n e r g y .  The p a r a m e t e r  a_ i s  d e t e r m i n e d  by  s p e c i f i c a t i o n  o fP

t h e  d e c o m p o s i t i o n  4+ and  t h e  f l u x  $ i n  Eq.  ( 1 7 3 ) ,  To f i n d  t h e  d e p e n d e n c e  

o f  a B o n  we l e tD

- a  -2d*
Z -  e  (1 7 9 )

w h i c h  by Eq.  ( 1 7 4 )  g i v e s

-  2Z* -  ( 0 + - 4 )  -  0 (180 )

S o l v i n g  f o r  Z t

a n d  t h u a  f rom t h e  d e f i n i t i o n  Eq. (179 )

-  l n 4 +  -  I n  | *  + + *+ ( 4 + -  * ) |  -

( l f l l )

2 0 * (182 )

S i n c e  t h e  L a g r a n g e  m u l t i p l i e r s  a  and  0 a r e  f i x e d  by t h e  c o n s t r a i n t s !J

t h e  e n t r o p y

S -  a n (4+ )4  + a . I  +  26E (103 )II J

i s  a  l i n e a r  f u n c t i o n  onLy o f  o_  (*+ ) > From E q , ( 1 0 2 )  a  l a  a  mono-n A
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t o n i c a l l y  i n c r e a s i n g  f u n c t i o n  o f  4 w i t h  a n  a s y m p t o t i c  l i m i t  o f

l i ra
+ a B (4 ) '  - 2 0 *  (1 8 4 )

l^i - '« J

Thus  t h e  e n t r o p y  l a  a s y m p t o t i c  i n  A p l o t  o f  S, f o r  t h e  s p e c i a l  c a s e

i n  w h ic h  4 * I  ■ B * 1 ,  i s  shown i n  F i g ,  ( 1 2 ) .  T h i s  s i m p l e  e x a m p le

i l l u s t r a t e s  a n  a s y m p t o t i c  t r e n d  i n  t h e  e n t r o p y  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e

d e c o m p o s i t i o n  p a r a m e t e r  t + . I n  t h l a  c a s e  t h e  s o l u t i o n s  a r e  I n v a r i a n t

w i t h  r e s p e c t  t o  4 *  f o r  f i x e d  c o n s t r a i n t s ,  a s  i s  a l r e a d y  d e t e r m i n e d

t o  b e  a  c o n s t a n t  f o r  a r b i t r a r y  4+ . H o w e v e r ,  when y I1 0 ,  B a s  w e l l  a sz

o t h e r  f u n c t i o n s  may w e l l  d e p e n d  on  t h e  d e c o m p o s i t i o n *  F o r  t h e  f u l l  

p r o b l e m  t h e n  { t  t 0 ) ,  we m u s t  d e v e l o p  some c r i t e r i o n  f o r  s e l e c t i n g  a 

d e c o m p o s i t i o n  w h ic h  I s  c o n s i s t e n t  w i t h  o u r  s e a r c h  f o r  t h e  maximum 

e n t r o p y  c o n f i g u r a t i o n *

The s o l u t i o n s  f o r  y f 0 m u s t  b e  found  n u m e r i c a l l y  a s  I n  C b a p t .  

I I ,  Our p r o c e d u r e  i s  t o  f o l l o w  s e v e r a l  s o l u t i o n s  f rom  4*  ■ 4 t o  

4 + 4  h o l d i n g  4 ,  I ,  E,  a n d  H f i x e d  b y  a d j u s t m e n t  o f  a l l  f o u r  L a g r a n g e

m u l t i p l i e r s  w h i l e  c a l c u l a t i n g  t h e  e n t r o p y  f rom Eq* (172)  a t  e a c h  s t e p *

The d i m e n s i o n l e a a  c u r r e n t  a n d  f l u x  v a l u e s  4 ■ 0 . 1 ,  1 ■ . 1 5  w h ic h  w ere  

c h o s e n  f o r  t h e s e  c o m p u t a t i o n s  w e re  d e r i v e d  f rom t h e  maximum f i e l d  and

20c u r r e n t  s p e c i f i c a t i o n s  o f  a n  e x p e r i m e n t a l  r e v e r s e d - f i e l d  p i n c h  (H B T X -l ) , 

i n  w h i c h  B ^  1 T e s l a ,  a  -  6 , 5  cm, a n d  t h e  c u r r e n t  i s  55 kA.Q

F i g u r e  (1 3 )  show s  two s u c h  r u n s  f o r  f i x e d  E a n d  H* N o te  t h e  

d e p e n d e n c e  o f  t h e  L a g r a n g e  m u l t i p l i e r s  o n  t h e  r a t i o  4+ /  4 ,  The
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’0

0,5

0 100 <?

F i g ,  12 .  dg  ag a fu n c t io n  o f  $ + fo r  u n co n stra in ed  h e l i c i t y  (y  = 0 )  

when 4 = 1 ,  1 = 1* and B = 1 ,
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1.10

•it<

Fig. 13 .  Dependence o f  t h e  Lagrange m u l t i p l i e r s  a * a _ t f?, and y ;
S3  tJ

and t h e  e n t r o p y  S on v h e n  y  ^ 0 ,
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m u l t i p l i e r s  a j  a n d  8  a p p r o a c h  c o n s t a n t  v a l u e s  q u i c k l y ,  w h i l e  and 

Y l e v e l  o f f  m ore  s l o w l y .  The e n t r o p y  r i s e s  s h a r p l y  and seems to  

become a s y m p t o t i c  f o r  l a r g e  $+ , As /  4 beco m es  l a r g e ,  t h e  s o l u t i o n s  

t e n d  t o  a n  a s y m p t o t i c  fo rm a s  a  r e s u l t  o f  t h e  c o n t i n u i n g  r e a d j u s t m e n t  

o f  t h e  m u l t i p l i e r s  r e q u i r e d  t o  h o l d  t o  f i x e d  c o n a t t a i n t s , The change  

i n  Bz a s  4>+ i n c r e a s e d  i s  shown i n  F i g .  ( 1 4 ) ,  f o r  r u n  ( a ) .

The v e r t i c a l  b r o k e n  l i n e  i n  F i g .  (1 3 )  m a rk s  a s p e c i a l  v a l u e

$ f o r  w h i c h  t h e  e q u a t i o n  f o r  B t a k e s  on  a  p a r t i c u l a r l y  s i m p l e
5- 2

fo r m .  W r i t i n g  Eq,  (1 6 5 )  a s

B
z

■ -j I e x p  ( l n 2 f l+ -  - n )  -  e x p  ( l n Z $  + 01̂  + q ) l  (1 9 5 )

w h e r e  n * fiB +  yA , s u g g e s t s  d e f i n i n g  a  new p a r a m e t e r  z z

a  * -  -  l n 2 *+  -  +  l n 2 i  (186 )
b a  B p  b

f o r  w h ic h  t h e  r i g h t  hand s i d e  o f  Eq. ( 1 8 6 )  b ecom es  a  h y p e r b o l i c  sine 

function. E q u a t io n  ( 1 8 7 )  im p o s e s  on ^  a n d  ♦ t h e  r e l a t i o nB 9

*+ -  1 / 4 + “  (1 8 7 )s  s

T a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h e  c o n s t r a i n t  <t+ — t m t o n e  o b t a i n s
•9 9
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Fig* lU .  A s y m p t o t i c  b e h a v i o r  o f  t h e  B p r o f i l e  w i t h  : ( a )  t + = 4 ,z

{b) t + = ( o )  t + = 1 0 t  t h r o u g h  t + = 6 o t . F o r  t h e s e  s o l u t i o n s

t  = 0 . 0 1 ,  I  ■= 0 , 1 5 ,  E = 0 . 0 0 5 ^ 8 ,  afld H “  0 . 0 0 1 2 6 3  c o r r e s p o n d i n g  t o  

n u m e r i c a l  r u n  ( b )  o f  F ig*  1 3 *
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( 10 0 )

Thus  f o r  a g i v e n  fl t h e r e  i e  a s p e c i a l  v a l u e  * B f o r  w hich  Eq.  ( IBS)

becom es

B “  s i r t h  ( - a  -  &B -  yA )
E B Z Z

( 1 8 9 )

A p l o t  o f  $ ! $ v s  $ i n  F i g .  ( 1 5 )  show s  t h a t  f o r  s m a l l

v a l u e s  o f  4 ,  4> >> $ w h i l e  f o r  l a r g e r  o n e s  4> ^  Our c h o i c e  o fF r  a

/  t  'v 50 ,  t h e r e b y  p l a c i n g  t h e  s i n h - e q u a t i o n

s o l u t i o n s  w e l l  i n t o  t h e  a s y m p t o t i c  r e g i o n .  The a p p a r e n t  a s y m p t o t i c

s o l u t i o n s  i n  t h e  a s y m p t o t i c  r e g i o n  ( f o r  s m a l l  $)  * and t h e  c o n v e n i e n c e  o f

u s i n g  Eq.  (1 0 9 )  I n s t e a d  o f  Eq,  (1 6 5 )  f o r  n u m e r i c a l  c o m p u t a t i o n  l e a d s

us  t o  a d o p t  t h e  f o l l o w i n g  c o n v e n t i o n .  F o r  t h e  r e v e r s e d —f i e l d  c a s e  we

w i l l  demand t h a t  4 ^  . 0 1  (w hich  c a n  be k e p t  s m a l l  by r e d e f i n i n g  t h e

c h a r a c t e r i s t i c  f i e l d  s t r e n g t h  B^ i f  n e c e s s a r y ) .  E s t i m a t e s  o f  t h e  moat

p r o b a b l e  s t a t e  a r e  t h e n  t o  be f o u n d  u s i n g  t h e  s i n h - f o r ®  o f  B Eq.  ( 1 8 9 ) .z

B. Host  P r o b a b l e  S t a t e s  i n  t h e  R e v e r s e d - F t e l d  P i n c h  Regime

S o l u t i o n s  t o  t h e  m o s t  p r o b a b l e  s t a t e  e q u a t i o n s  w e r e  f o u n d  w i t h  

B g i v e n  by Eq.  ( 1 8 9 )*  and  w i t h  * ■ .01  and I  "  1 . 5 .  The q u a l i t a t i v e  

a p p e a r a n c e  o f  t i e  s o l u t i o n s  c a n  a g a i n  b e  r e l a t e d  t o  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e

t e n d e n c y  o f  t h e  e n t r o p y  w i t h  $ + t t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  a i n h - e q u a t i o n
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so

30

10

?« .0 5 .10

F i g .  1 5 .  D ep en d en ce  o f  t h e  r a t i o  / $  on t h e  c o n a t r a i T i t  4 .



point  (p, y )  In the 0 -  T parameter plane. Beginning with B < 0 .

Y > 0 aa  I n  F i g .  ( 1 6 ( a ) )  o n e  f i n d s  a r e v e r s e d  f i e l d  B f o r  s u f -z

f l c i e n t l y  l a r g e  y w i t h  B (0 )  > 0  and B (1) < 0 .  J  i a  p ea k e d  onz z a

a x i s  f a l l i n g  t o  a  s m a l l  v a l u e  a t  r  -  1.  As y i s  d e c r e a s e d  a t  f i x e d  8 ,

t h e  r e v e r s a l  d i s a p p e a r s  and B f l a t t e n s ,  b e c o m in g  c o n s t a n t  a t  y ■ 0 .z

D e c r e a s i n g  y s t i l l  f u r t h e r  c a u s e s  B (0)  to  become s m a l l e r  u n t i lz

f o r  s u f f i c i e n t l y  s m a l l  y, B i s  a g a i n  a r e v e r s e d  f i e l d  b u t  w i t h  t h e
z

o p p o s i t e  s e n s e  ae  shown i n  F i g . ( 1 6 ( b ) )  . J  r e m a i n s  q u a l i t a t i v e l yz

t h e  same a s  y d e c r e a s e s .  I n  t h e  o p p o s i t e  q u a d r a n t  w h e r e  0 * 0  a n d  y  > 

B I n  F i g .  ( 1 7 ( a ) )  i s  r e v e r s e d  w i t h  B (0) < 0 .  J  i s  p e a k e d  a t  t h e£ £ Z

w a l l .  L o w e r in g  y c a u s e s  l o s s  o f  t h e  r e v e r s a l  a s  f l a t t e n s  t o  a

c o n s t a n t ,  a n d  t h e n  f o r  y < 0 , B a g a i n  r e v e r s e s  w i t h  B (1 )  < 0  a a  I nz t

F i g .  ( 1 7 ( b ) ) .  r e t a i n s  i t s  a k i n  c u r r e n t  a p p e a r a n c e .  I n t e r m e d i a t e

o f  t h e s e  two t r e n d s  a r e  t h e  s o l u t i o n s  f o r  u n c o n s t r a i n e d  e n e r g y  ( 0  -  0 ) .

The  p r o f i l e s  ( F i g ,  ( I B ) )  show t h a t  t h e s e  s o l u t i o n s  f o r  B a r e  much t h ez

same a s  f o r  0 > 0 b u t  w i t h  J p e a k e d  on a x i s  a s  f o r  0  < 0 .£

E x p e r i m e n t a l  m e a s u r e m e n t  o f  f i e l d  p r o f i l e s  u s i n g  p r o b e s

s u g g e s t  t h a t  r e v e r a e d - f l a i d  p i n c h  p r o f i l e s  commonly r e s e m b l e  t h o s e  o f

F i g .  ( 1 6 ( a ) ) ,  w h e re  B > 0 o n  4 x 1 s  and J  i s  p e a k e d  In  t h e  i n t e r i o r ,z z

o r  t h o s e  o f  F i g .  ( 1 6 ( h ) )  w h e r e  B h a s  t h e  o p p o s i t e  s e n s e .  T h e o r e t i c a lz

m o d e l s  u s u a l l y  sBsume t h a t  B ( 0 )  > 0 .  We t h e r e f o r e  r e s t r i c t  o u r
z

I n v e s t i g a t i o n s  to  s o l u t i o n s  w i t h  6  < □, y > 0 -

A p l o t  o f  t h e  energy  nnd  h e l i c i t y  v s .  y i s  shown f o r  c h i a  

r e g i o n  i n  F i g .  ( 1 9 ) .  With  t h e  h e l p  of  t h e s e  c u r v e s  t h e  e f f e c t  o f  t h e
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.70

(a)

1

(b)

Pig .  1 6 . Most p robable  r e v e r s e  f i e l d  e q u i l i b r i a  when [a )  P < 0 ,  and

y  > 0 ;  (b)  P < 0 ,  and Y < 0 ,
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F i g .

y > 0

(a)

(b)

IT- Meet p r o t a b l e  r e v e r s e  f i e l d  e q u i l i b r i a  when ( a )  0 > 0 ,  and

1 (b)  when 0 > 0 and y  < 0.
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Fiff- : 

Y > 0

IB* Magt p r o b a b l e  r e v e r s e

 ̂ ( b )  6 ■= 0 and y  < 0 ,

0-9

0

(a)

(b>

e q u i l ib r ia  when (a l  B = 0 ,  and



01

15 30

. 19 ,  Energy  ( a )  and  m a g n e t i c  h e l i c l t y  ( b )  v e r s u s  y  f o r  v a r i o u s  

t h e  r e v e r s e  f i e l d  p i n c h  r e g i m e .
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e n e r g y  gn  t h e  e q u i l i b r i a  a t  f i x e d  h e l l c i t y  may b e  I n v e s t i g a t e d .

T a k i n g  H ■ . 0 0 2  a r b i t r a r i l y ,  o n e  f i n d s  l o u t  s o l u t i o n s  i n  F i g .  (19 )  

w i t h  d i f f e r e n t  e n e r g i e s  f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  0 a n d  y. T h e s e  

p r o f i l e s  a r e  p l o t t e d  I n  F i g ,  (2 0 )  The s o l u t i o n  w i t h  t h e  h i g h e s t  

e n e r g y  (E ■ *0096) h a s  a  n o n - r e v e r a e d  B^ p r o f i l e  a n d  a  s h a r p l y  

p e a k e d  B„ f i e l d .  As t h e  e n e r g y  i s  d e c r e a s e d  t o  E -  , 0 0 6 8 ,  r e v e r s a l<7

s e t s  i n ,  3^ f l a t t e n s  s o m e w h a t ,  a n d  t h e  p r e s s u r e  o n  a x i s  d r o p s .

The d e v e l o p m e n t  o f  a  s t r o n g e r  r e v e r s e d  f i e l d  c o n t i n u e s  a s  t h e  e n e r g y  

d e c r e a s e s  w i t h  r e s p e c t  t o  f i x e d  m a g n e t i c  h e l l c i t y  The p l a s m a

b e t a  d e c r e a s e s  a s  t h e  e n e r g y  i s  l o w e r e d  a s  a  r e s u l t  o f  t h e  

l o w e r e d  p r e s s u r e  and t h e  I n c r e a s e d  f i e l d  on  a x i s .  E v e n t u a l l y  t h e  

p r e s s u r e  p r o f i l e  b e c o m e s  h o l l o w .  F o l l o w i n g  o t h e r  s o l u t i o n s  a t  f i x e d  

H i n  t h e  same way s u g g e s t s  t h i s  t r e n d  I s  q u i t e  c o n s i s t e n t > T h e s e  

f e a t u r e s  a r e  c o m p a t i b l e  w i t h  t h e  n o t i o n  t h a t  s e l f - r e v e r a a l  o c c u r s  

a s  t h e  e n e r g y  i s  l o w e r e d  a t  f i x e d  h e l l c i t y .  The  d e c r e a s e  i n  B ^ , 

g i v e s  a p o s s i b l e  i n d i c a t i o n  t h a t  s t a b i l i t y  may b e  e n h a n c e d  a s  a  

r e s u l t  o f  t h e  l o w e r e d  e n e rg y *

One may a l s o  ex a m in e  t h e  e f f e c t s  o f  I n c r e a s e d  h e l l c i t y  a t  

f i x e d  e n e r g y .  Such a  s e q u e n c e  f o r  E -  , 0 0 6 3 3 9  l a  p l o t t e d  i n  F i g s .  ( 2 1 ) .  

The m a in  f e a t u r e s  a s  H i n c r e a s e s  a r e  a  d r o p  I n  t h e  p r e s s u r e  on a x i s  

( F i g .  ( 2 1 ( B ) ) ,  a  m o re  p r o n o u n c e d  r e v e r s e d  f i e l d  F i g .  ( 2 1 ( a ) )  p r o f i l e ,

and s m a l l e r  v a l u e s  o f  B i n  t h e  i n t e r v a l  ( F i g .  { 2 1 ( b ) }  w i t h  a  n a r k e d
y

h o l l o w  p r e s s u r e  p r o f i l e .  T h e s e  e f f e c t s  a r e  q u i t e  s i m i l a r  t o  t h o s e  

e n c o u n t e r e d  I n  l o w e r i n g  t h e  e n e r g y  w i t h  r e s p e c t  t o  a  f i x e d  h e l l c i t y .
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P i g .  20 .  Mas t  p r o b a b l e  r e v e r s e  f i e l d  p i n c h  e q u i l i b r i a  e.t f i x e d  

h e l l c i t y  w i t h  d e c r e a s i n g  e n e r f ^ .
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F i g .  21 ,  Most p r o b a b l e  r e v e r s e  f i e l d  p i n c h  e q u i l i b r i a  a t  f i x e d  e n e r g y  

w i th  i n c r e a s i n g  m a g n e t i c  h e l l c i t y .



On t h e  b a s i s  of  t h e s e  o b s e r v a t i o n s  a n d  o t h e r  n u m e r i c a l  r u n e ,  I t  

seems r e a s o n a b l e  t o  c o n j e c t u r e  t h a t  t h e  p r o c e s s  o f  s e l f  r e v e r s a l  a t  

f i x e d  f l u *  and c u r r e n t  i a  c h a r a c t e r i s e d  by a  d e c r e a s i n g  e n e rg y  t o  

h e l l c i t y  r a t i o .

e q u i l i b r i a  f o r  t h e  r e v e r s e d - f i e l d  p i n c h  on t h e  p i n c h  ratio 6. I n  

t h e  p r o c e e d i n g  s o l u t i o n  fl was f i x e d  a t  a  l a r g e  v a l u e  o f  9 * 7 . 5 .  

S e l f - r e v e r s e d  e x p e r i m e n t a l  d i s c h a r g e s  se ldom  h ave  s  p i n c h  r a t i o  so 

l a r g e .  Programmed r e v e r s e d - f i e l d  p i n c h e s  a r e  som e t im e s  s e t  up w i t h  

9 ^ 7 - 0 ,  a f t e r  w h ich  t h e  r a t i o  d e c a y s  to  a v a l u e  o f  a b o u t  2 . I n  

o r d e r  t o  make a p r o p e r  c o m p a r i s o n  we n o t e  t h a t  t h e  r a t i o

(where  a s t e r i s k s  I n d i c a t e  t h a t  t h e s e  a r e  d i m e n s i o n a l  q u a n t i t i e s )  l a  a 

d l m e n s l o n l e s s  number.  The r a t i o  can  be s p l i t  I n t o  two d i m e n s i o n l e s s  

f a c t o r s

F i n a l l y  we s h a l l  exam ine  t h e  d e p e n d e n c e  o f  moa t  p r o b a b l e

(190)

(191)

T h e r e f o r e  a  c o m p a r i s o n  o f  s o l u t i o n s  w i l l  be made a t  a  f i x e d  e n e r g y - t o -  

b e l l c l t y  r a t i o .  The v a l u e  o f  6  I s  v a r i e d  by c h a n g i n g  t h e  c u r r e n t  

r e l a t i v e  t o  a  f i x e d  t o r o i d a l  f l u x .  F o u r  s o l u t i o n s  w i t h  0 < 0 and  y > 0
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w i t h  E/H -  1 . 5  { d in e n B i o n l e H s  E a n d  H) a r c  p r e s e n t e d  I n  F i g .  ( 2 2 ) .  A t

0 - 4  t h e r e  I s  a r a t h e r  l a r g e  r e v e r s e d  f i e l d  a c c o m p a n i e d  by a f l a t t e n e d

a n d  s l i g h t l y  h o l lo w  e q u i l i b r i u m  p r e s s u r e .  As 0 I s  l o w e r e d  t o  3 ,  t h e

r e v e r s a l  p o i n t  moves o u t w a r d  i n  r a d i u s ,  a n d  th e  p r e s s u r e  c h a n g e s  t o  a

m o no tone  d e c r e a s i n g  f u n c t i o n .  D e c r e a s i n g  0  s t i l l  f u r t h e r  r e s u l t s  i n  a

n o n - r e v e r s c d  s t a t e  a t  0 2 .  F o r  0 -  i  t h e  s o l u t i o n  f o r  b i s  n e a r l yz

a c o n s t a n t .  F u r t h e r  c o m p a r i s o n s  made a t  d i f f e r e n t  e n e r g y - t o - h e l i c i t y

r a t i o s  show a s i m i l a r  t r e n d .  S o l u t i o n s  a t  a  s m a l l e r  f i x e d  v a l u e  o f

E/H t h a n  t h o s e  In F i g .  (2 2 )  f i r a t  e x h i b L t  f i e l d  r e v e r s a l  a t  a lo w er

v a l u e  o f  6 , w h i l e  f o r  l a r g e  E/H t h e  r e v e r s a l  f i r a t  o c c u r s  a t  a h i g h e r

0 .  To show t h i s  p a t t e r n  more c l e a r l y  we s h a l l  make u a e  o f  a d i a g r a m  w h i c h

IB 19o f t e n  a p p e a r s  in  t h e  r e v e r s e d - f i e l d  p i n c h  l i t e r a t u r e .  * I n  a d d i t i o n  t o  

t h e  p in c h  r a t i o  0  one may d e f i n e  a n o t h e r  d i m e n s i o n l e s e  p a r a m e t e r

p h y s i c a l l y  m e asu re d  q u a n t i t i e s ) .  I n  t h e  p r e s e n t  d L i n e n s l o n l e s s  u n i t e

F - ( 1 9 2 )

a v e r a g e

w h e r e  B ( a )  l a  t h e  v a l u e  a t  t h e  b o u n d a r y  ( a s t e r i s k s  a g a i n  d e n o t eZ

■,(1)
(193)

F o r  a g i v e n  9* F i n d i c a t e s  t h e  d e g r e e  o f  r e v e r s a l  I n  a  p a r t i c u l a r
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F i e .  2 2 , Dependence  o f  mos t  p r o b a b l e  r e v e r s e  f i e l d  e q u i l i b r i a ,  

on  t h e  p i n c h  r a t i o  0 a t  f i x e d  E/H.
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d i s c h a r g e .  F i g u r e  ( 2 3 )  I s  a  d i a g r a m  o f  F v e r s u s  0  f o r  s o l u t i o n  o f

t h e  m o s t  p r o b a b l e  s t a t e  e q u a t i o n s  w i t h  v a r i o u s  E /H .  The  s o l i d  c u r v e

r e p r e s e n t s  t h e  v a l u e s  o f  F and 0 w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  t h e  a n a l y t i c

19f o r c e - f r e e  s o l u t i o n s  o f  T a y l o r ' s  B e s s e l  f u n c t i o n  m o d e l .  The

v a l u e s  o f  E/H f o r  t h e s e  s o l u t i o n s  a r e  g i v e n  i n  t h e  l e g e n d  o f  F i g .

( 2 3 ) .  One n o t i c e s  t h e  t e n d e n c y  f o r  I n c r e a s e d  r e v e r s a l  w i t h  i n c r e a s i n g

0 f o r  a l l  c a s e s .  As E/H d e c r e a s e s ,  r e v e r s a l  o c c u r s  a t  p r o g r e s s i v e l y

s m a l l e r  v a l u e s  o f  0 . In  t h e  p r e s e n t  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  m o s t  p r o b a b l e

s t a t e  e q u a t i o n s ,  l a  assumed t o  b e  n o n - n e g a t i v e , w h e r e a s  t h e  B e s s e l

f u n c t i o n  f o r c e - f r e e  m ode l  demands t h a t  J be r e v e r s e d  when B l az z

r e v e r s e d ,  a l t h o u g h  s u c h  c u r r e n t  p r o f i l e s  a r e  n o t  u s u a l l y  o b s e r v e d

( t h i s  f o l l o w s  f rom J  ( r )  ■ 1 B ( r )  i n  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n  m o d e l ) .a a

T h e r e f o r e  one  c a n n o t  e x p e c t  t o  f i n d  m o s t  p r o b a b l e  r e v e r s e d  f i e l d  

e q u i l i b r i a  w h ic h  a r e  f o r c e - f r e e  i n  t h i s  f o r m u l a t i o n .

As a f i n a l  r e m a r k ,  i t  s h o u l d  be n o t e d  t h a t  r e v e r s e d - f i e l d

p r o f i l e s  w i t h  0 ■ 2 w e r e  found  f o r  s u f f i c i e n t l y  s m a l l  E/H. H ow e ve r ,  

no r e v e r s e d  f i e l d  s o l u t i o n s  w e r e  o b s e r v e d  f o r  0  “  1 . 0  d e s p i t e  an  

e x t e n s i v e  s e a r c h  f o r  s u c h  s o l u t i o n s  w i t h i n  t h e  6  -  y p a r a m e t e r  s p a c e .  

T h i s  r e s u l t  i s  p a r t i c u l a r l y  i n t e r e s t i n g  i n  l i g h t  o f  p r e d i c t i o n s  by 

T a y l o r * ^  and o t h e r s * ^  w hich  p u t  t h e  c r i t i c a l  v a l u e  o f  0  f o r  r e v e r s a l  

i n  t h e  r a n g e  1 . 2  < 0  < 2 . 0 .
°  'Xi 'Vj
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A E/H = 1.38
□ » -150
O 11 =1.70
— Force Free S tates

F i g .  2 3 . F -  Q d i a g r a m  f o r  s e q u e n c e s  o f  m o s t  p r o b a b l e  r e v e r s e  f i e l d  

p i n c h  e q u i l i b r i a  a t  d i f f e r e n t  e n e r g y  t o  h e l l c i t y  r a t i o s .
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d i s c h a r g e .  F i g u r e  (21)  La a d i a g r a m  o f  F v e r s u s  0 f o r  s o l u t i o n  o f  t h e  

moat  p r o b a b l e  s t a t e  e q u a t i o n s  w i t h  v a r i o u s  E /H.  The s o l i d  c u r v e  r e p r e 

s e n t s  t h e  v a l u e s  o f  F and  0  which c o r r e s p o n d  t o  t h e  a n a l y t i c  f o r c e -

19f r e e  s o l u t i o n s  o f  T a y l o r ' s  B e s s e l  f u n c t i o n  m o d e l . The v a l u e s  o f  

E/H f o r  t h e a e  s o l u t i o n s  a r e  g iv e n  i n  t h e  l e g e n d  o f  F ig*  ( 2 3 ) .  One 

n o t i c e s  t h e  t e n d e n c y  f o r  i n c r e a s e d  r e v e r s a l  w i t h  i n c r e a s i n g  0  f o r  

a l l  c a s e s .  As E/H d e c r e a s e s ,  r e v e r s a l  o c c u r s  a t  p r o g r e s s i v e l y  s m a l l e r  

v a l u e s  o f  0 . I n  t h e  p r e s e n t  fo rm a l  a t  i n n  of  t h e  mos t  p r o b a b l e  s t a t e  

e q u a t t o n s ,  J i s  assumed t o  be n o n - n e g a t i v e ,  w h e r e a s  t h e  B e s s e l
E

f u n c t i o n  f o r c e - f r e e  model demands t h a t  J  be r e v e r s e d  when B i az z

r e v e r s e d ,  a l t h o u g h  such  c u r r e n t  p r o f i l e s  a r e  n o t  u s u a l l y  o b s e r v e d

( t h i s  f o l l o w s  f ro m  J ( r )  -■ X B ( r )  I n  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n  m o d e l ) .?■ z
T h e r e f o r e  ope c a n n o t  e x p e c t  t o  f i n d  most  p r o b a b l e  r e v e r s e d  f i e l d  

e q u i l i b r i a  w hich  a r e  f o r c e - f r e e  i n  t h i s  f o r m u l a t i o n .

Aa a f i n a l  r e m a r k ,  i t  s h o u l d  be n o t e d  t h a t  r e v e r s e d - f i e l d  

p r o f i l e s  w i th  0  « 2 were  found  f o r  s u f f i c i e n t l y  s m a l l  E /H.  H owever ,  

no  r e v e r s e d  f i e l d  s o l u t i o n s  were o b s e r v e d  f o r  & ■ 1 . 0  d e s p i t e  a n  

e x t e n s i v e  s e a r c h  f o r  such  s o l u t i o n s  w i t h i n  t h e  0  -  y p a r a m e t e r  space,

Th i s  r e s u l t  i s  p a r t i c u l a r l y  i n t e r e s t i n g  i n  l i g h t  o f  p r e d i c t i o n s  by 

T a y l o r 1 ^ and o t h e r s 1 8  w h ich  p u t  t h e  c r i t i c a l  v a l u e  o f  (J f o r  r e v e r s a l  

I n  t h e  r a n g e  1 . 2  < 0 < 2 . 0 .'Xt
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