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1. Einleitung

Durch die sténdig wachsende Zahl an drahtlosen Kommunikationssystemen ist
das Frequenzspektrum zu einer der begehrtesten Ressourcen unserer Zeit ge-
worden. Daher wird es immer wichtiger, Frequenzkanile moglichst effektiv zu
verteilen. Mit dieser Aufgabe beschéftigt sich das Frequenzzuweisungsproblem.

Betrachten wir dieses Problem am Beispiel eines terrestrischen Mobilfunknetzes.
Auf dem zu bedienenden Gebiet werden im Abstand von mehreren Kilometern
Sendeantennen — die sogenannten Basisstationen — errichtet. Jede Basisstati-
on ist fiir eine bestimmte Flache — ihre Funkzelle — zustdndig. Die Gréfle und
Gestalt der Funkzelle hangt dabei vor allem von den geographischen Gegeben-
heiten und von der Sendereichweite der Basisstation ab. Um korrekt arbeiten zu
konnen, benétigt jede Basisstation Frequenzkanéle, deren Anzahl sich aus Funk-
verkehrsprognosen ergibt. Liegen die zugewiesenen Frequenzkanéle im Frequenz-
spektrum zu dicht beieinander, kann es zu Interferenzen kommen. Ebenso kann
der Funkverkehr gestort sein, wenn Basisstationen, deren Funkzellen benachbart
sind, auf dhnlichen Frequenzkanélen senden. Je nach Sendekraft der Antennen
und anderen Einfliilen kénnen Interferenzen auch bei weiter voneinander ent-
fernten Basisstationen auftreten. Unter Beriicksichtigung aller dieser Bedingun-
gen miissen nun den Basisstationen aus einem vorgegebenen Frequenzband die
benotigten Frequenzkanéle zugewiesen werden. Dabei kommt erschwerend hin-
zu, dafl aus rechtlichen oder technischen Griinden nicht jeder Frequenzkanal fiir
jede Basisstation verwendet werden darf.

Zusammenfassend ergibt sich beim Frequenzzuweisungsproblem die folgende
Ausgangssituation:

Allgemeines Modell des Frequenzzuweisungsproblems:

e Ein terrestrisches Mobilfunknetz mit n Basisstationen By,..., B,,

e Die Anzahl a; der bendtigten Frequenzkanile fiir die Basisstation B;,
1=1,...,n,

e Die Liste L; erlaubter Frequenzkanéle fiir die Basisstation B;, i = 1,...,n,

e Eine Menge T;; , die simtliche Level enthélt, bei denen Interferenzen zwi-
schen Signalen der Basisstationen B; und Bj, ¢,7 = 1,...,n, auftreten.
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Grob unterscheidet man fiir dieses Problem zwei verschiedene Aufgabenstel-
lungen: Bei realen Mobilfunknetzen ist es iiblich, fiir eine gegebene Menge an
verfiigbaren Frequenzkanélen eine Frequenzzuweisung mit dem Ziel der Interfe-
renzminimierung durchzufithren. Aufgrund der zahlreichen zu erfiillenden Be-
dingungen ist das allgemeine Frequenzzuweisungsproblem jedoch zu komplex,
um es optimal auf effiziente Weise 16sen zu konnen. Daher begniigt man sich in
der Praxis mit Néherungslosungen, die durch Anwendung verschiedener Heuri-
stiken erhalten werden.

In der theoretischen Forschung zieht man eher eine Frequenzzuweisung vor,
bei der alle Bedingungen eingehalten werden, jedoch die Anzahl der dafiir
benétigten Frequenzkanéle bzw. die Differenz zwischen kleinstem und grofitem
verwendeten Frequenzkanal zu minimieren ist. Diese Varianten sollen auch hier
von Interesse sein. Sie sind eng verwandt mit dem Graphenfarbungsproblem.
Um diesen Zusammenhang nutzen zu konnen, mufy zuerst das praktische Pro-
blem in die Sprache der Graphentheorie iibersetzt werden. Der Einfachheit hal-
ber werden dabei die Frequenzkanéle mit natiirlichen Zahlen numeriert und wir
beschrianken uns darauf, jeder Basisstation nur einen Frequenzkanal zuzuweisen.

Um einen Graphen G = (V. E) zu dem realen Mobilfunknetz zu konstruie-
ren, wird jeder Basisstation ein Knoten zugeordnet. Zwei Knoten werden genau
dann durch eine Kante miteinander verbunden, wenn auf mindestens einem Le-
vel Interferenz zwischen den beiden zugehorigen Basisstationen auftreten kann.
Jeder Kante e wird die Menge T'(e) der zugehorigen Interferenzlevel zugeord-
net. Ferner wird jedem Knoten v eine Liste L(v) der erlaubten Farben, d.h. der
moglichen Frequenzkanile, zugewiesen. Damit erhalten wir das folgende Modell:

Graphentheoretisches Modell des Frequenzzuweisungsproblems:

Das allgemeine Frequenzzuweisungsproblem wird graphentheoretisch
beschrieben durch ein Tripel (G, L£,7), wobei G = (V, E) ein Graph
mit der Knotenmenge V' = V(@) und der Kantenmenge £ = E(G) ist,
und £,7 Mengen 2. Stufe sind mit den Eigenschaften:

L={Lw)|veV}mitVveV: Lv)CN,
T={T(e)|ec E}mitVec E: T(e) CIN A 0€T(e).

Das Ziel bei diesem Problem ist, eine Funktion f : V — IN zu bestim-
men, so dafl gilt:

1.YoeV: f(v) € L(v),

2.Vee E: |f(v) — f(w)| ¢ T(e), wobei e = {v,w}.
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Fiir die Modellierung dieses Problems als Graphenfarbung gibt es eine Reihe
von Konzepten, welche unterschiedliche Aspekte des Problems beriicksichtigen.

Der einfachste Ansatz ist anzunehmen, dafl nur zwischen Basisstationen mit
benachbarten Funkzellen Interferenz auftreten kann. Dazu ordnet man jeder
Basisstation einen Knoten zu und verbindet zwei Knoten genau dann durch eine
Kante miteinander, wenn die Funkzellen der beiden Basisstationen benachbart
sind. Die folgende Abbildung zeigt ein Beispiel dafiir.

o0

Basisstation
Funkzelle

Abbildung 1.1.: Funknetz und ein einfaches graphentheoretisches Modell

Die Knoten des entstandenen Graphen G = (V| F) sollen nun zuléissig gefarbt
werden. Da jedoch bei der gewohnlichen Knotenfdrbung weder die verschie-
denen Interferenzlevel noch die Listen erlaubter Frequenzkanile beriicksichtigt
werden, ist es sinnvoller, eines der folgenden erweiterten Farbungskonzepte zu
verwenden:

T-Fdrbung

Es wird eine Menge T" verbotener Differenzen (inklusive 0) vorgegeben.
Eine T'—Farbung ist eine Knotenfarbung f : V' — IN des Graphen, bei der
|f(v) = f(w)| ¢ T fiir je zwei adjazente Knoten v, w € V gilt.

1 5

1

Abbildung 1.2.: T—F#rbung eines Graphen fiir T = {0, 1, 3}

Mit der Menge T lassen sich verschiedene Interferenzlevel simulieren. Dadurch
kann man mit der T'—Farbung eine Frequenzzuweisung erreichen, bei der be-
stimmte Interferenzen vermieden werden. Diese sind aber fiir alle Kanten gleich.
Auflerdem werden die Mengen erlaubter Frequenzkanéle nicht beriicksichtigt.
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Listenfdrbung

Es wird jedem Knoten v € V' eine Menge L(v) erlaubter Farben zugeordnet.
Eine Listenfarbung ist eine Knotenfarbung f : V' — IN des Graphen, die jedem
Knoten v € V eine Farbe f(v) € L(v) zuordnet, so dafl f(v) # f(w) fiir je zwei
adjazente Knoten v, w € V gilt.

1

Abbildung 1.3.: Listenfarbung eines Graphen

Mit den vorgegebenen Mengen L(v), welche auch Listen genannt werden, kénnen
offensichtlich die Mengen der erlaubten Frequenzkanile simuliert werden. Je-
doch werden Interferenzlevel, aufler Level 0, ignoriert.

Um die Vorteile beider Konzepte zu nutzen, wird oftmals die T'—Listenfarbung
betrachtet. Diese beriicksichtigt die Mengen erlaubter Frequenzkanile und eine
Menge von Interferenzleveln, die jedoch fiir alle Kanten gleich ist.

Bei den oben genannten Konzepten werden die Interferenzen, die zwischen Ba-
sisstationen mit nicht benachbarten Funkzellen auftreten, aufler acht gelassen.
Daher ist der néchstliegende Schritt, die Interferenzen zwischen Basisstationen,
deren Funkzellen durch eine dazwischenliegende Funkzelle getrennt sind, in die
Modellierung aufzunehmen. Man betrachtet nun nicht mehr nur die adjazenten
Knoten im zugeordneten Graphen, sondern auch sdmtliche Knoten mit paar-
weise Abstand 2.

Basisstation

Funkzelle

tatséchlicher
Sendebereich

Abbildung 1.4.: Funknetz mit Sendebereichen und ein graphentheoretisches Modell
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Fdrbungen mit Abstandsbedingungen

Es werden Abstandsbedingungen d und s mit d > s festgelegt.

Ein L(d, s)—Labelling ist eine Knotenfarbung f : V' — IN des Graphen, bei der
|f(v) = f(w)| > d gilt, wenn v,w € V adjazent sind, und |f(v) — f(w)| > s,
wenn v, w € V Abstand 2 haben.

6
Abbildung 1.5.: L(3,1)—Labelling eines Graphen

L(d, s)—Labellings vermeiden bei adjazenten Knoten die Interferenzlevel 0, ...,
d — 1 und bei Knoten im Abstand 2 die Level 0,...,s — 1. W&hlt man d und s
hinreichend grof}; so 1a8t sich mit einem L(d, s)—Labelling eine Frequenzzuwei-
sung erreichen, bei der Interferenzen zwischen Basisstationen mit benachbarten
Funkzellen bzw. mit Funkzellen, welche eine gemeinsame Nachbarfunkzelle ha-
ben, ausgeschlossen sind. Im Vergleich zur T'—Farbung ist ein L(d, s)—Labelling
bei den Interferenzen von adjazenten Knoten zu restriktiv. Ferner werden die
erlaubten Frequenzkanéle nicht beriicksichtigt.

Daher gibt es auch zu diesem Farbungskonzept eine Listenversion — die soge-
nannten L(d, s)—List Labellings.

Abbildung 1.6.: L(2,1)—List Labelling eines Graphen

Um auch Interferenzen zwischen weiter entfernten Basisstationen zu vermei-
den, kann man das Konzept der Farbungen mit Abstandsbedingungen auf eine
beliebige Distanz r ausdehnen. D.h., es wird ein r—Tupel P = (p1,...,p;)
von Abstandsbedingungen festgelegt und man bestimmt eine Knotenfarbung
f:V — IN des Graphen, bei der |f(v) — f(w)| > p; fiir je zwei Knoten v,w € V
im Abstand ¢ < r gilt. Solche Farbungen werden als Lp—Labellings bezeichnet.
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Natiirlich kann man Lp—Labellings auch als Listenfarbung modellieren; es erge-
ben sich die sogenannten Lp—List Labellings. Ist dabei r gleich der maximalen
Distanz zweier Knoten, zwischen denen Interferenz auftreten kann, und wahlt
man die Abstandsbedingungen p; grol genug, so kann man mit einem Lp—List
Labelling eine Frequenzzuweisung ermitteln, bei der keine Interferenzen auftre-
ten und alle Frequenzkanile aus den erlaubten Mengen stammen.

Farbungen mit Abstandsbedingungen sind das Thema dieser Arbeit.

In Kapitel 2 werden alle drei soeben erwihnten Knotenfarbungsvarianten ex-
akt definiert und es werden wichtige Resultate und Eigenschaften fiir jedes
Farbungskonzept zusammengefafit. In Kapitel 3 befassen wir uns mit den
L(d, s)—Labellings, d.h. den Féarbungen mit Abstand-1- und Abstand-2-
Bedingung. Den wesentlichen Anteil dieses Kapitels bildet die Berechnung bzw.
Abschétzung von A4z — die minimale Differenz zwischen der grofiten und der
kleinsten verwendeten Farbe bei einem L(d, 1)—Labelling — fiir reguléire Parket-
tierungen, Weg- und Kreispotenzen, Graphen mit Durchmesser 2, Baume sowie
outerplanare und K,—Minor-freie Graphen. In Kapitel 4 betrachten wir die
L(d, s)—List Labellings; hauptsichlich fiir einfache Graphen, wie Wege, Ster-
ne und Kreise. Fiir diese geben wir Schranken fiir X?’s — die Mindestgrofie der
Listen erlaubter Farben, so daf stets ein L(d, s)—List Labelling existiert — an.
Anschliefend berechnen wir Schranken fiir X‘;’O und Xf’l von Kakteen. Im letzten
Abschnitt des Kapitels beweisen wir fiir einige spezielle Bdume die Gleichheit
von X?’l und Ag; + 1. In Kapitel 5 bieten wir einen Einblick in weiterfiihrende
Farbungsarten mit Abstandsbedingungen und stellen drei solcher Varianten ex-
plizit vor. In Kapitel 6 geben wir eine kurze Zusammenfassung der Arbeit und
zeigen eine Reihe offener Fragen sowie mogliche Richtungen fiir weitergehende
Forschungen.
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2. Grundlagen

Fiir das Verstéindnis dieser Arbeit werden grundlegende Begriffe aus der Gra-
phentheorie vorausgesetzt, die der géngigen graphentheoretischen Literatur ent-
nommen werden konnen. Unter anderem empfiehlt sich dabei das ” Handbook of
Graph Theory” [52] bzw. ”Graphentheorie” [30] als Vertreter der deutschspra-
chigen Literatur. Wesentliche Begriffe und Symbole werden im Verlauf dieser
Arbeit definiert bzw. im Anhang ab Seite 148 aufgefiihrt.

Im folgenden sei G = (V, E) ein schlichter, endlicher, ungerichteter Graph mit
der Knotenmenge V' = V(G) und der Kantenmenge £ = E(G). Sofern nicht
anders vereinbart, ist n = n(G) die Ordnung von G, also n = |V|, und E # .
A = A(G) bezeichne den Maximalgrad von G.

Wir beschranken uns in dieser Arbeit auf zusammenhéangende Graphen, da sich
die gesuchte Grapheninvariante bei jeder betrachteten Farbungsart als Maxi-
mum iiber alle Komponenten des Graphen ergibt.

Fiir einen Knoten v € V' sei N(v) die Nachbarschaft von v, d.h. die Menge aller
zu v adjazenten Knoten. Ferner sei N[v] = N(v)U{v}. Fiir den Knotengrad von
v —die Anzahl der zu v inzidenten Kanten — schreiben wir deg(v). Ist deg(v) = k,
so wird v auch als k—Knoten bezeichnet. Der Abstand dist(v, w) zweier Knoten
v,w € V ist die Anzahl der Kanten eines kiirzesten Weges von v nach w. Fiir
eine Abbildung f : V — IN und eine Menge U C V sei f(U) = {f(u) | u € U}.

2.1. Farbungen

Das bekannteste Problem aus der Graphentheorie ) M
ist sicherlich das Vier-Farben-Problem. Bereits 1852 ﬁ S

- |

H

wurde von Francis Guthrie die Vermutung aufge-
stellt, dafl jede Landkarte derart mit vier Farben ge- =
farbt werden kann, dafl benachbarte Lander stets J]
verschiedene Farben erhalten. Dabei wird vorausge-
setzt, dafl jedes Land aus einer zusammenhéngen-
den Flache besteht, und dafl zwei Linder dann als
benachbart gelten, wenn sie eine gemeinsame Gren-
ze, nicht nur einen gemeinsamen Punkt, besitzen.

o,
§ -

Ein Jahrhundert lang blieb dieses Problem ungelost
und war Antrieb fiir zahlreiche Forschungen, die wesentlich dazu beitrugen, die
Graphentheorie zu dem zu machen, was sie heute ist.
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2.1 Farbungen

1879 verdffentlichte Kempe [64] den ersten vermeintlichen Beweis, dessen Feh-
lerhaftigkeit jedoch 11 Jahre spéiter von Heawood [55] nachgewiesen wurde.
Immerhin konnten aber Kempes Methoden, welche unter dem Namen ”Kempe-
Ketten” bekannt wurden, dazu verwendet werden, den Finffarbensatz — Jede
Landkarte ist mit fiinf Farben farbbar — zu zeigen.

Im Jahre 1976 wurde die Vier-Farben-Vermutung von Appel, Haken und Koch
[6],[7] bewiesen. Sie bedienten sich dabei der Hilfe von Computern und iiber
1000 Stunden Berechnungsdauer. Da dieser Beweis so umfangreich und deshalb
schwer nachpriifbar war, waren letzte Zweifel lange nicht ausgerdumt. Inzwi-
schen geht man aber von der Richtigkeit des Vierfarbensatzes aus. Robertson,
Sanders, Seymour und Thomas [85] prisentierten 1996 einen einfacheren und
kiirzeren Beweis, der jedoch auf den gleichen Ideen wie sein Vorgéinger beruht
und ebenfalls nicht ohne Computer verifizierbar ist. Weitere Informationen zur
Geschichte des Vier-Farben-Problems finden sich in [3].

Das Vier-Farben-Problem lit sich graphentheoretisch durch Ubergang zu dem
sogenannten Dualgraphen modellieren. Der Dualgraph zu einer gegebenen Land-
karte ist der Graph, welcher entsteht, indem man jedem Land einen Knoten zu-
ordnet und zwei Knoten genau dann durch eine Kante miteinander verbindet,
wenn die zugehodrigen Lénder benachbart sind. Dualgraphen von Landkarten
konnen stets derart in die Ebene gezeichnet werden, dafl sich die Kanten nicht
iiberkreuzen. Graphen mit dieser Eigenschaft nennt man planare Graphen. Das
Vier-Farben-Problem ist damit dquivalent zu der Fragestellung, ob die Knoten
eines planaren Graphen stets mit vier Farben gefiarbt werden konnen, so daf3
adjazente (benachbarte) Knoten stets verschieden geféirbt sind.

Die Theorie der Knotenfarbungen ist in der Zwischenzeit bestédndig erweitert
worden. Zum einen werden nicht mehr nur planare Graphen untersucht; zum
anderen wird das Farbungskonzept selbst stindig verallgemeinert. Die nun fol-
genden Abschnitte geben einen Uberblick iiber einige Entwicklungen auf diesem
Gebiet. Besonderer Wert wird dabei auf diejenigen Konzepte und Resultate ge-
legt, die in Verbindung mit dem Thema dieser Arbeit stehen.

2.1.1. Klassische Farbungen

Definition 2.1 Fine Knotenfarbung oder kurz Farbung eines Graphen G =
(V, E) ist eine Funktion f :V — IN, so daf$ f(x) # f(y) fir je zwei adjazente
Knoten x,y € V' gilt.

Existiert eine Farbung mit k Farben, so sagt man, der Graph ist k—farbbar.
Das kleinste k, fir welches G k—farbbar ist, heifst chromatische Zahl von G
und wird mit x(G) bezeichnet.
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2.1 Farbungen

Schranken fiir die chromatische Zahl

In einem vollstandigen Graphen miissen die Knoten stets paarweise verschiedene
Farben erhalten. Daher ist die chromatische Zahl eines Graphen G stets minde-
stens so grof} wie die Machtigkeit eines grofiten in GG existierenden vollstéandigen
Untergraphen (Clique). Diese Méchtigkeit heifit Cliqguenzahl w(G) von G.

LaBt sich fiir die Knoten eines Graphen G eine Knotenordnung vy, ..., v, an-
geben, so dafl |N(v;) N {vy,...,v;1} < k —1 fiir alle ¢ = 2,...,n erfiillt ist,
dann heiit G (k — 1)—degeneriert. Offensichtlich ist ein solcher Graph stets
k—farbbar, da man die Knoten in der vorgegebenen Reihenfolge mit Hilfe eines
Greedy-Algorithmus farben kann.

Das kleinste k, fiir welches G (k — 1)—degeneriert ist, bezeichnet man als co-
loring number col(G), was laut [30] mit Reihenzahl von G zu iibersetzen ist.
Neben der Definition durch den Degenerationsbegriff kann man die Reihenzahl
auch als grofite Zahl k auffassen, so dal G einen Untergraphen mit Minimalgrad
k — 1 besitzt. Damit ist col(G) = maxpgcq 0(H) + 1. Insgesamt ergibt sich:

Satz 2.1 Fiir jeden Graphen G gilt
w(@) < x(G) < col(G) < A(G) + 1.

Bereits 1941 veroffentlichte Brooks [16] seinen mittlerweile beriihmten und viel
zitierten Satz:

Satz 2.2 (Satz von Brooks) Ist ein zusammenhingender Graph G vollstin-
dig oder ein Kreis ungerader Linge, dann ist x(G) = A(G) + 1. Andernfalls
gilt X(G) < A(G).

Neuere Uberlegungen (siche u.a. [83]) gehen inzwischen dahin, da8 ”diese obere

Schranke nur die Spitze des Eisbergs ist, und dafl der Eisberg in Wirklichkeit
wie folgt aussieht” (Zitat von Reed):

Vermutung 2.1 (Reed, [83]) Fliir jeden Graphen G gilt

(G < [A(G) +21—|—w(G)_‘ .

Der sogenannte Chudtal-Graph (siehe Bild rechts) —
der kleinste 4—reguldre, dreiecksfreie Graph — mit
Ordnung 12 und chromatischer Zahl 4 zeigt, dafl das

Aufrunden des Bruches w notwendig ist.
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2.1 Farbungen

Differenz zwischen Cliquenzahl und chromatischer Zahl

Einem klassischen Resultat von Erdés [32] zufolge, kann die Differenz zwischen
chromatischer Zahl und Cliquenzahl beliebig grofl sein. Konkret bewies er, daf}
fiir jede beliebige Konstante ¢ und fiir alle k¥ > 1,9 > 2 ein nicht k—férbbarer
Graph mit Taillenweite g und Ordnung c - k%9 existiert.

Der kleinste Graph, fiir den Cliquenzahl und chromatische Zahl nicht {iberein-
stimmen, ist der Kreis C5 der Lange 5 mit w(C5) = 2 und x(C;5) = 3. Fiir
den oben erwidhnten Chvatal-Graphen gilt bereits x — w = 2. Einer Idee von
Mycielski (siehe z.B. [81]) zufolge, 148t sich fiir jedes beliebige k ein dreiecksfreier
Graph mit chromatischer Zahl k konstruieren. Folglich existiert fiir jedes k ein
Graph G mit x(G) —w(G) =k — 2.

Eine besondere Klasse von Graphen bilden die perfekten Graphen. Ein Graph
G heift perfekt, wenn w(H) = x(H) fiir jeden induzierten Untergraphen H C G
gilt. Bereits 1960 stellte Berge [8] die Vermutung auf, da§ perfekte Graphen
genau diejenigen Graphen sind, die weder einen ungeraden Kreis der Linge
mindestens 5 noch das Komplement eines solchen Kreises als induzierten Un-
tergraphen besitzen. Derartige Graphen bezeichnet man als Berge-Graphen.
Berges Vermutung schien lange Zeit unlésbar und initiierte intensive Forschung
und zahlreiche Veroffentlichungen. Aufbauend auf diesen Vorarbeiten konnte
die Vermutung kiirzlich von Chudnovsky, Robertson, Seymour und Thomas
[27] vollstandig bewiesen werden:

Satz 2.3 (Strong Perfect Graph Theorem) _Ein Graph G ist genau dann
perfekt, wenn weder G noch sein Komplement G einen ungeraden Kreis der
Ldnge grofler gleich 5 als induzierten Untergraphen besitzt.

2.1.2. T—-Farbungen

Bereits 1980 fiithrte Hale [54] die sogenannten T'—F#rbungen ein, als er eine
Reihe von Frequenzzuweisungsproblemen graphentheoretisch modellierte. 7" ist
dabei die Menge verbotener Differenzen.

Definition 2.2 Gegeben seien ein Graph G = (V, E) und eine endliche Menge
T von nichtnegativen ganzen Zahlen, wobei 0 € T angenommen wird. Eine
T—Férbung von G ist eine Funktion f:V — {0,1,...}, so daff | f(x) — f(y)| ¢
T fiir je zwei adjazente Knoten x,y € V' qilt.

Die T—Spannweite von G, geschrieben spr(G), ist die kleinste Zahl m, fir die
G eine T—Fdarbung f mit max{f(x) | v € V} = m besitzt.

Allgemeiner kann man spr(G) auch als min max, yev | f(x) — f(y)| definieren,
wobei iiber alle T'—Férbungen f zu minimieren ist. Bei 7" = {0} handelt es sich
um die gewohnliche Féarbung, d.h. spgy(G) = x(G) — 1. Betrachtet man statt
spr(G) die T—chromatische Zahl xr(G), d.h. die minimale Anzahl benotigter
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2.1 Farbungen

Farben fiir eine T'—Farbung, so ist dies keine neue Grapheninvariante, denn es
gilt x7(G) = x(G) fir jeden Graphen G und jede Menge T'. Dies wurde 1982
von Cozzens und Roberts [29] gezeigt. Daher geniigt es, spr(G) zu untersuchen.

Nennenswerte Arbeiten zum Thema T'—Féarbungen sind u.a. [29],[73],[82],[84],
aus denen im folgenden einige Resultate vorgestellt werden.

Schranken fiir die T-Spannweite

Offenbar gilt stets spr(G) > spgoy(G) fiir jeden Graphen G. Farbt man an-
dererseits den Graphen G mit den Farben aus der Menge {0,...,x(G) — 1}
und multipliziert anschliefend alle Farben mit dem Faktor max T + 1, so gilt
|f(x)— f(y)| > max T+1 fiir je zwei adjazente Knoten z,y € V(G). Demzufolge
ist die resultierende Farbung eine T'—F&arbung. Daher gilt:

Satz 2.4 (Cozzens und Roberts, [29]) Fir alle Graphen G und alle Men-
gen T gilt
X(G) =1 < spr(G) < (maxT +1)(x(G) — 1).

Eine verbesserte obere Schranke ist gegeben durch:

Satz 2.5 (Tesman, [90]) Fir alle Graphen G und alle Mengen T gilt
spr(G) < |T|- (x(G) = 1).

Ferner besteht folgender Zusammenhang zur Cliquen- bzw. chromatischen Zahl:

Satz 2.6 (Cozzens und Roberts, [29]) Fir alle Graphen G und alle Men-
gen T gilt
spr(Ku)) < spr(G) < spr(Kyq))-

Gilt also w(G) = x(G) fiir einen Graphen G, wie beispielsweise bei den perfekten
Graphen, so reduziert sich das Problem der Berechnung von spy(G) auf die
Berechnung der T'—Spannweite des vollstdndigen Graphen K, q).

Resultate fiir spezielle Mengen T oder bestimmte Graphen

In mehreren Artikeln sind sogenannte r— Initialmengen Gegenstand der Unter-
suchungen. Dies sind Mengen der Form 7" = {0,1,...,7} U S, wobei S kein
Vielfaches von r + 1 enthilt.

Satz 2.7 (Cozzens und Roberts, [29]) IstT eine r—Initialmenge, dann gilt
fur alle Graphen G

spr(G) = spr(Kyq) = (r + 1)(x(G) = 1).
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Ebenfalls untersucht wurden k— Vielfache von s Mengen; das sind Mengen der
Form T' = {0, s,2s,...,ks}US, wobei s,k > 1und S C {s+1,s+2,...,ks—1}.

Satz 2.8 (Raychaudhuri, [82]) Ist T ein k— Vielfaches von s Mengen, dann
qilt fiir alle Graphen G:

spr(G) = spr(Ky@)
| st(l4+k)—sk—1 ,wenn x(G) =st, t>1
Sl st(l4+k)+1—1 S wenn x(G)=st+1, 1<I<s—1"

Da spr(G) oftmals mit der T—Spannweite von vollstandigen Graphen iiberein-
stimmt, wurden diese besonders intensiv untersucht, siche z.B. [13] und [59].

2.1.3. Farbungen mit Abstandsbedingungen

Im folgenden sei P = (py, ..., p,) ein festes r—Tupel von Abstandsbedingungen,
d.h. von positiven ganzen Zahlen. Aufgrund des praktischen Hintergrundes wird
p1 = p2 = ... 2> p, angenommen.

Definition 2.3 Gegeben seien ein Graph G = (V, E) und ein r— Tupel P. Ein
Lp—Labelling von G ist eine Funktion f : V — {0,1,...}, so daf$ |f(z) —
fy)| > p; fiir je zwei Knoten x,y € V' mit Abstand < i <r gilt.

Die Lp—Zahl von G, geschrieben \p(G), ist die kleinste Zahl m, fir die G ein
Lp—Labelling f mit max{f(x) | x € V} = m besitzt.

Allgemeine Eigenschaften

Lemma 2.1 Fir alle Graphen G und alle Abstandsbedingungen P ezistiert ein
Lp—_Labelling f von G mit mazimalem Label \p(G), so dafl jedes Label als
Linearkombination von p1,...,p,. dargestellt werden kann, d.h.

Ve e V(G) Jay,...,a, e N: f(z)= Zaipi.
i=1

Infolgedessen ist auch Ap(G) von dieser Form.

Dieses Lemma ist bereits in [44] fiir den Fall r = 2 gezeigt worden. Die dort
verwendeten Beweismethoden kénnen wie folgt auf » > 1 adaptiert werden:

Beweis. Sei [ ein Lp—Labelling mit maximalem Label Ap(G). Ferner sei
{lo,l,...,1,} die Menge aller Linearkombinationen der Zahlen py, ..., p,, wobei
0=1Iy <l <...<l,gilt und [, die kleinste Linearkombination gréfier gleich
Ap(G) ist. Wir definieren ein Lp—Labelling f’ durch

fw)y=10L < f(v) €liyliy), veV(q).
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Damit ist f’ ein Labelling, dessen Label alle von der Form " ’_, a;p; sind. Fer-
ner gilt max,cv(q) f' < Ap(G). Folglich mufl nur noch gezeigt werden, daf f’
samtliche Abstandsbedingungen eines Lp—Labellings erfiillt.

Angenommen, es existieren zwei Knoten z,y € V(G) mit dist(x,y) = j < r und
|f'(z)— f'(y)| < p;. O.B.d.A. gelte f(z) < f(y). Wir bestimmen a, b mit f(z) €
(laslas1) und f(y) € [ly, lp11). Da wir, wie bereits erwéhnt, p; > ... > p, anneh-
men, gilt l;,1 — l; < p, fir alle ¢. Damit konnen keine zwei Knoten im Abstand
< r Label aus demselben Intervall [l;,1;11) bekommen haben. Insbesondere ist
dann auch a < b. Wir setzen f(x) =, + ¢4, €4 > 0, und f(y) =l +¢&p, €, > 0.
Da f ein zulédssiges Lp—Labelling ist, gilt f(y) — f(x) =1, — lo + €, — €4 > ;-
Wegen obiger Annahme gilt auBerdem f'(y) — f'(z) =, — l, < p;. D.h.

bh<pi+la<lhh+e—eca=fy) —ca < fy).

Offenbar ist aber auch p; + [, eine Linearkombination der Zahlen py,...,p, und
es gilt I, < p; +1, < f(y). Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von b.
Folglich gibt es keine Abstandsverletzungen, und f’ ist ein Lp—Labelling. [

Desweiteren gelten die folgenden drei Monotonieeigenschaften, die leicht verifi-
zierbar und daher ohne Beweis aufgelistet sind.

Lemma 2.2 Sei G ein Graph und H C G ein Untergraph von G. Dann gilt
Ap(G) > A\p(H) fir alle Abstandsbedingungen P.

Lemma 2.3 Seien P und P' r— Tupel von Abstandsbedingungen mit p; > p;
fir allei=1,...,r. Dann gilt \p(G) > Ap/(G) fiir alle Graphen G.

Lemma 2.4 Seien P = (py,...,p,) und P' = (p},...,pl,) Tupel von Abstands-
bedingungen mit r > r' und p; = p; firi=1,...,r". Dann gilt \p(G) > Ap/(G)
fiir alle Graphen G.

Besitzen alle Abstandsbedingungen einen gemeinsamen Teiler, so kann dieser
Teiler aus dem Tupel herausgezogen werden. Dies wird im néchsten Satz deut-
lich, der analog zum Fall » = 2 in [44] mit Hilfe des Lemmas 2.1 gezeigt werden
kann. Dazu sei dP das Tupel (dpy, ..., dp,).

Satz 2.9 Fir jeden Graphen G, alle Abstandsbedingungen P und d > 1 gilt
Aap(G) = d - Ap(G).

Bewetis. Multipliziert man die Label eines Lp—Labellings mit d, so erfiillt das
resultierende Labelling die Eigenschaften eines Lgp—Labellings, d.h. \jp(G) <
d - Ap(G). Daher geniigt es, A\qp(G) > d - Ap(G) zu zeigen.

Angenommen, es existiert ein Lgp—Labelling f mit max,cv () f(v) < d-Ap(G).
Aufgrund von Lemma 2.1 kénnen wir annehmen, daf fiir alle Knoten v € V(G)
das Label f(v) von der Form f(v) = Y_, da;p; ist. Dividieren wir alle Label
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durch d, so gelten fiir das resultierende Labelling f’ die Beziehungen |f’(z) —
I'(y)| = pi fiir je zwei Knoten z, y € V(G) mit Abstand 7 und max,cy (e f'(v) <
Ap(G). Das wiirde heiflen, f’ ist ein zuldssiges Lp—Labelling mit maximalem
Label kleiner als Ap(G). Dies ist ein Widerspruch. |

Trivialerweise gilt auflerdem:

Lemma 2.5 Fiir jeden Graphen G gilt A\

.....

Schranken fiir die L p—Zahl
Satz 2.10 Flir jeden Graphen G und alle Abstandsbedingungen P gilt

max{p: (x(G) = 1),p,(x(G") = 1)} < Ap(G) < pr(x(G") = 1).

Beweis. Es gilt p, < p; fir allei =1,...,r — 1. Aus Lemma 2.3 und Satz 2.9
schlieBt man damit Ap(G) > A, p)(G) = pr - A1, 1)(G) = pr - A1)(G") =
pr(x(G") = 1).

Mit den gleichen Argumenten und aus Lemma 2.4 erhélt man Ap(G) > A (G)
=p1- A1)(G) =p1(x(G) = 1).

Aufgrund von p; > p; fir alle i« = 2,... 7 schlieft man auf analoge Weise
AP(G) S Agrp) (G) = P1- Ay (G) = p1- Ay (G7) = pi(X(G7) — 1). u

-----

Folgerung 2.1 Ist P = (d,...,d), so gilt \p(G) = d(x(G") — 1).

Ist po (und damit auch ps,...,p,) klein im Vergleich zu p;, so erhdlt man als
bessere obere Schranke:

Satz 2.11 Fiir jeden Graphen G und alle Abstandsbedingungen P gilt
Ap(G) < pi(X(G) — 1) + p2(n(G) — X(G)).

Beweis. Wir bestimmen eine Knotenfarbung mit y(G) Farben und zerlegen die
Knotenmenge in die zugehérigen Farbklassen Vi, ..., V(). Anschlieflend legen
wir in jeder Farbklasse V; willkiirlich eine Knotenordnung v; ;, j =1,...,n; =
[Vi], fest. Fiir ¢ = 1,..., x(G) weisen wir nun den Knoten aus V; in der fest-
gelegten Reihenfolge jeweils das kleinste mogliche Label unter Einhaltung der
Abstandsbedingungen zu. f sei das so entstandene Lp—Labelling.

Da Knoten innerhalb derselben Farbklasse paarweise nicht adjazent sind, miissen
ihre Label paarweise hochstens Differenz p, haben. Daher gilt f(v;n,) < f(vi1)+
pa(n; — 1) fiir allei = 1,..., x(G). Aufgrund der Abstand-1-Bedingung ist wei-
terhin f(vit11) < f(Vin,) +p1 firallei =1,...,x(G) — 1. Summiert iiber alle
1 ergibt sich

x(G)-1 x(G)
Fx@nge) < Y prApe Y (ni—1) =pi(x(G) = 1) + p2(n(G) — x(G)).
i=1 i=1 [ |
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Sei Nj(v) ={w |w € V A dist(v,w) = j} fiir den Graphen G = (V, E). Bei ge-
gebenen Abstandsbedingungen P sei der gewichtete Grad degp(v) eines Knotens
v € V gleich der Summe Y., p;|N;(v)]. Ferner sei Ap(G) = max,ey degp(v)
der maximale gewichtete Grad. Dann gilt:

Satz 2.12 (McDiarmid, [77]) Flir jeden Graphen G und alle Abstandsbedin-
gungen P gilt
Ap(G) < Ap(G).

2.2. Listenfarbungen

2.2.1. Klassische Listenfarbungen

Das Konzept der Listenfirbung und der sogenannten Choosability — Listen-
farbbarkeit — wurde unabhéngig voneinander im Jahre 1976 von Vizing [95]
und im Jahre 1979 von Erdds, Rubin und Taylor [34] eingefiihrt.

Definition 2.4 Jedem Knotenv € V eines Graphen G = (V, E) sei eine Menge
L(v) von Farben, d.h. natirlichen Zahlen, zugewiesen. L(v) wird als Liste von v
bezeichnet, die Menge aller Listen £ = {L(v) | v € V'} heifst Listenzuweisung.
FEine k—Listenzuweisung st eine Listenzuweisung, in der alle Listen die gleiche

Machtigkeit k haben, also Vv € V. |L(v)| = k.

Definition 2.5 Gegeben seien ein Graph G = (V, E) und eine Listenzuweisung
L ={Lw) | v eV} G ist L—listenfarbbar, wenn jedem Knoten v € V eine
Farbe f(v) € L(v) zugeordnet werden kann, so daff f(x) # f(y) fir je zwei
adjazente Knoten x,y € V gilt. f heifit dann Listenfarbung von G.

Definition 2.6 FEin Graph G = (V, E) heifit k—listenfarbbar, wenn G fiir jede
k— Listenzuweisung eine Listenfirbung besitzt. Das kleinste k, fir welches G
k—listenfdarbbar ist, heifit listenchromatische Zahl von G und wird mit ch(G)
oder x,(G) bezeichnet.

In spiteren Kapiteln der vorliegenden Arbeit wird x; statt y, als Bezeichnung
verwendet, da Listenfarbungen dort in einem allgemeineren Kontext betrachtet
werden.

Die nun folgenden allgemeinen Aussagen iiber Listenfirbungen sind den Arbei-
ten [34],[49],[53],[92],[96] entnommen.

Schranken fiir die listenchromatische Zahl

Stellt man sich die Frage, an welcher Stelle die listenchromatische Zahl x, in
die Kette von Ungleichungen im Satz 2.1 einzuordnen ist, so helfen folgende
Uberlegungen weiter:
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Jeder k—listenfarbbare Graph G ist k—farbbar, da er fiir die spezielle k—Listen-
zuweisung Vv € V(G) @ L(v) = {1,...,k} auch eine Listenfdrbung besitzen
mufB. In den meisten Fillen ist ein k—farbbarer Graph jedoch nicht k—listen-

farbbar, was schon kleine Beispiele wie die vollstandigen bipartiten Graphen
K33 und Ky 4 (siche Abb. 2.1) zeigen.

{1,2} {1,3} {2,3} {1,2} {3,4}

{12} {1,3} {23} {r.3}  {1,4} {2,3} {24}
Abbildung 2.1.: Zwei bipartite, nicht 2—listenfarbbare Graphen

Weiterhin kann man sich analog zu den klassischen Farbungen iiberlegen, dafl
ein (k — 1)—degenerierter Graph stets auch k—listenfirbbar ist. Daher folgt:

Satz 2.13 Fiir jeden Graphen G gilt
w(G) < X(G) < x(G) < col(G) < A(G) + 1.

Interessanterweise gilt fiir Listenfarbungen eine dem Satz von Brooks (Satz 2.2)
aquivalente Aussage:

Satz 2.14 (Vizing, [95]) Ist ein zusammenhingender Graph G wollstindig
oder ein Kreis ungerader Linge, so gilt x,(G) = A(G) + 1. Andernfalls ist
X(G) < AG).

Charakterisierung von D—Listenfarbbarkeit

Definition 2.7 Besitzt ein Graph G = (V, E) fir jede Listenzuweisung L mit
Vo e Vi |L(v)| > deg(v) eine Listenfirbung, so heiffit G D—listenférbbar.

Rubin [34] konnte den Satz 2.14 verallgemeinern, indem er zeigte, daf} ein zusam-
menhéngender Graph G = (V, E) stets D—listenfiarbbar ist, sofern mindestens
ein Block von G weder eine Clique noch ein Kreis ungerader Lénge ist. Eine
weitere Verbesserung dieser Aussage ist der folgende Satz:

Satz 2.15 (Tuza und Voigt, [93]) Seien G = (V, E) ein zusammenhdngen-
der Graph und L eine Listenzuweisung mit |L(v)| > deg(v) fir alle v € V. Gilt

(1) v eV : |L(v)| > deg(v), oder
(i1) G enthdlt einen Block, der keine Clique und kein ungerader Kreis ist,

dann ist G L—listenfdrbbar.
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Ein Gallai-Baum ist ein zusammenhéngender Graph, in dem jeder Block voll-
standig oder ein ungerader Kreis ist. Folglich ist jeder zusammenhéngende
Graph, der kein Gallai-Baum ist, D—listenfarbbar.

Vollstédndige Graphen und ungerade Kreise sind gerade die 2—fach zusammen-
hingenden Gallai-Baume. Kostochka et al. [67] erzielten ein dem Satz 2.15
dquivalentes Resultat und zeigten aulerdem fiir die 2—fach zusammenhéngenden
Gallai-Baume:

Satz 2.16 (Kostochka et al., [67]) Ist ein 2—fach zusammenhdingender
Gallai-Baum G = (V, E) fir eine Listenzuweisung £ mit |L(v)| = deg(v) fir
alle v € V' nicht listenfirbbar, so gilt:

(1) G ist regulir, und
(11) L(v) ist fiir alle v € V identisch.

Das Alon-Tarsi- Theorem fiir Listenfiarbungen

Um die folgenden Aussagen verstindlich zu machen, miissen zunéchst einige
Begriffe eingefiihrt werden. Ein (nicht notwendig zusammenhéngender) Unter-
digraph H eines gerichteten Graphen D wird Fulersch genannt, wenn fiir alle
Knoten v € V(H) der Innengrad dj;(v) gleich dem AuBengrad dj;(v) ist. Wei-
terhin sagt man H ist gerade, sofern die Anzahl der Bégen von H gerade ist,
andernfalls ist er ungerade. Mit EE(D) bzw. EO(D) wird die Anzahl der ge-
raden bzw. ungeraden Eulerschen Unterdigraphen von D bezeichnet, wobei der
leere Unterdigraph als gerader Eulerscher Unterdigraph aufgefaf3t wird.

Ausgehend von diesen Definitionen stellten Alon und Tarsi folgenden Satz auf:

Satz 2.17 (Alon, Tarsi, [4]) Sei D = (V, E) ein Digraph. Fir alle v € V(D)
sei eine Liste L(v) mit d},(v) + 1 verschiedenen natiirlichen Zahlen gegeben,
wobei df(v) den Aufengrad von v darstellt. Ist EE(D) # EO(D), so gibt es
eine zuldssige Knotenfirbung f:V — IN mit f(v) € L(v) fir alle v € V(D).

Bemerkt sei, daf§ sich dieses Resultat auf analoge Weise mit Hilfe des Innengra-
des formulieren 148t. Dies ist die inzwischen gebrauchlichere Variante.

Mit diesem Satz ist es Alon und Tarsi gelungen, ein hinreichendes Kriterium
fiir die Existenz einer Listenfarbung eines Graphen aufzustellen: Gibt es fiir
einen ungerichteten Graphen G eine Orientierung D, welche der Bedingung
EE(D) # EO(D) geniigt, wobei der maximale Aulengrad a betrigt, so ist
Xo(G) <a+1.

Der Satz 2.17 gehort wohl zu den ungewohnlichsten und damit interessantesten
Resultaten auf dem Gebiet der Listenfdrbungen. Vor allem auch deshalb, weil
er mit rein algebraischen Mitteln bewiesen wurde. Bemiihungen, einen nicht-
algebraischen Beweis zu finden, waren bisher nur fiir Spezialfille erfolgreich.
Dazu gehort der Fall, daBl die Orientierung des Graphen azyklisch ist. Hier
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148t sich der Satz leicht mit Induktion {iber die Anzahl der Knoten beweisen,
beginnend mit dem stets vorhandenen Knoten mit Innengrad 0. Ebenso noch
relativ einfach zu handhaben ist der Fall, daf kein ungerader Zyklus (orientier-
ter Kreis) in der Orientierung existiert. Bondy, Boppana und Siegel [12] stellten
hierzu fest, daf Satz 2.17 leicht aus Richardsons Theorem (siche z.B. [9]) gefol-
gert werden kann. Dieses Theorem besagt, dafl ein Digraph D ohne ungerade
Zyklen stets einen Kern besitzt, d.h. eine unabhingige Menge U C V(D), so
daBVv € V(D)—U Jw € U : (v,w) € E(D) erfiillt ist. Damit kann man auf fol-
gende Weise eine zuléssige Listenfarbung fiir den zugrunde liegenden Graphen
G gewinnen:

Algorithmus 2.1 (Alon, Tarsi, [4])

Eingabe: Fine Orientierung D von G ohne ungerade Zyklen und eine
Listenzuweisung L = {L(v) | v € V(G)} mit |L(v)] > d5(v) + 1
Ausgabe: Fine zuldssige Listenfirbung fir G

o Wihle eine Farbe c € |,y L(v).

o Stelle den Unterdigraphen H, C D auf, welcher durch die Knoten w € V
mit ¢ € L(w) induziert wird.

o Fdrbe alle Knoten aus dem Kern U, von H,. mit der Farbe c.

e Losche die Menge U. aus V und die Farbe ¢ aus den Listen der Knoten
aus V(H.) — U,.

o Wiederhole diese Schritte, bis alle Knoten gefdrbt sind.

Man kann sich nun leicht {iberlegen, warum es moglich ist, jeden Knoten aus
V' zuldssig mit einer Farbe aus seiner Liste zu firben. Gilt ¢ € L(v) fiir einen
Knoten v, so gehort v zu H,.. Liegt v sogar im Kern U,, so wird der Knoten
gefarbt. Liegt er nicht im Kern, so mufl er mindestens einen Nachfolger in U.
haben. Demzufolge kann es fiir héchstens d7,(v) Farben ¢ aus L(v) passieren, daf
vin V(H,)—U, liegt und nicht mit ¢ gefirbt werden kann. Da |L(v)| > df,(v)+1,
bleibt folglich eine Farbe in L(v) iibrig.

Fiir Orientierungen, welche ungerade Zyklen enthalten, steht der graphentheo-
retische Beweis von Satz 2.17 noch aus. Zumindest kann aber die Frage beant-
wortet werden, warum eine Orientierung D fiir G mit EE(D) # EO(D) stets
garantiert, daf§ in jedem Kreis ungerader Linge in G' mindestens ein Knoten
eine Liste mit mehr als zwei Farben erhélt. Dazu folgende Ausfithrungen:
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2.2 Listenfarbungen

Beobachtung 2.1 Gegeben sei ein Digraph D = (V| E), dessen Bogenmenge
E sich derart in zwei Teilmengen Ey und Ey zerlegen lifit, so daf jeder Zyklus
in D zu genau einem der beiden Unterdigraphen Dy := D|E;] und Dy := D|Es]
gehort. Dann gilt

EE(D) # EO(D) <= EE(D,)# EO(D,) A EE(Ds) # EO(D,).

Bewezts. Ein gerader Eulerscher Unterdigraph von D setzt sich stets aus einem
Eulerschen Unterdigraphen von D; und einem von Dy zusammen, welche gleiche
Paritit haben, folglich gilt FE(D) = EE(D,) - EE(Dy) + EO(D;) - EO(Dy).
Bei einem ungeraden Eulerschen Unterdigraphen von D miissen die beiden Un-
terdigraphen aus D; und D, unterschiedliche Paritdt haben, daher ist hier
EO(D) = EE(D,) - EO(Dy) + EO(D,) - EE(D3y). Nun betrachten wir die
Differenz EE(D) — EO(D) und erhalten:

EE(D) — EO(D) = EE(D,) - EE(Ds) + EO(D;) - EO(Ds)
— EE(Dy) - EO(Dy) — EO(D,) - EE(D,)
= (EE(Dy) = EO(Dy)) - (EE(Dz) — EO(Dy))

Hieraus 1483t sich die Beobachtung sofort ablesen. 0J

Aus dieser Beobachtung l&8t sich schliefen, dafl in einer Orientierung D fiir
G mit EE(D) # EO(D) jeder ungerade Zyklus in D mindestens einen Bogen
mit einem zweiten Zyklus gemeinsam hat. Folglich hat wenigstens ein Knoten
des ungeraden Zyklus Innengrad > 2 und bekommt eine Liste mit mindestens
drei Farben zugeordnet, was eine notwendige Bedingung dafiir ist, daf} stets alle
Knoten des Zyklus zuléssig mit Farben aus ihren Listen gefarbt werden kénnen.

Beispiel 2.1 Als Beispiel zu dieser Aussage betrachten wir die in Abbildung
2.2 angegebenen Orientierungen Dy und Ds fiir den Diamanten. Beide enthalten
einen Zyklus der Liange 3 und haben maximalen Innengrad 3. Jedoch enthélt
D, zusétzlich einen Zyklus der Lange 4, welcher dafiir sorgt, dal der ungerade
Zyklus stets listenfarbbar ist.

{1,2} {1,2} {1,2} {1,2,3}
Dl : D2 :

{1,2} {1,2,3} {1,2} {1,2}

Abbildung 2.2.: Zwei Orientierungen fiir einen Graphen
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Differenz zwischen chromatischer und listenchromatischer Zahl

Von Erdés, Rubin und Taylor [34] stammt der Beweis, dafl die Differenz zwischen
x und x, beliebig grof sein kann. Dazu zeigten sie, dafl der vollstdndige, bipartite
Graph K, ., fiir m > (%k_ 1) nicht k—listenfdrbbar ist. D.h. fiir jedes k existiert
ein Graph G mit x,(G) — x(G) > k — 2. Fiir den Spezialfall £ = 2 konnten sie
sogar ein notwendiges und hinreichendes Kriterium angeben, wann ein Graph
2—listenfarbbar ist.

Der Kdrper (engl.: core) eines Graphen G, sei der Untergraph, der aus G durch
sukzessives Entfernen von Blédttern entsteht.

Weiterhin sei ein Theta-Graph ©,,, ; definiert als ein Graph, y

welcher aus zwei Knoten a; und as besteht, die durch drei

bis auf die Endknoten a; und as knotendisjunkte Wege der

Langen p, » und s miteinander verbunden sind. a2

©2.2,4

Satz 2.18 (Rubin, [34]) Ein zusammenhdngender Graph G ist 2—listenfirb-
bar genau dann, wenn sein Korper zur Menge { K1, Copia, O22.9, | p > 1} gehort.

Folgerung 2.2 (Cogis, Konig, Palaysi, [28]) Fin bipartiter Graph G ist ge-
nau dann 2—listenfarbbar, wenn kein Untergraph H C G isomorph zu einer
geraden Unterteilung eines der im Bild 2.3 dargestellten bipartiten Graphen ist.
Dabei bedeutet gerade Unterteilung, daff Kanten durch Hinzunahme einer belie-
bigen, geraden Anzahl von Knoten unterteilt und damit durch ungerade Wege

ersetzt werden.

Abbildung 2.3.: Minimale nicht 2—listenfirbbare bipartite Graphen

Fiir k—listenfarbbare Graphen mit £ > 2 sind noch keine solchen Charakteri-
sierungen bekannt. Man hat jedoch schon eine Reihe von Graphenklassen aus-
findig machen konnen, fiir welche die chromatische und die listenchromatische
Zahl iibereinstimmen. Offensichtlich gehéren Baume, vollstindige Graphen und
Kreise dazu; aber auch chordale Graphen (Tesman [91]), Kantengraphen von
bipartiten Multigraphen (Galvin [42]) und Komplementérgraphen von dreiecks-
freien Graphen (Gravier und Maffray [49]).
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2.2 Listenfarbungen

Die Knotenfiarbung eines Kantengraphen L(G) entspricht einer Kantenfirbung
des zugehorigen Graphen G. Damit stiitzt das Ergebnis eine sehr bekannte
Vermutung bzgl. der Listenfarbungen von Kanten, welche erstmals 1985 von
Bollobas und Harris verdffentlicht wurde:

Vermutung 2.2 (Listenkantenchromatische Vermutung)
Ist G ein Kantengraph, dann gilt x(G) = x,(G).

Komplementargraphen von dreiecksfreien Graphen koénnen offensichtlich nicht
K 3 als induzierten Untergraphen enthalten und sind daher klauenfrei. Dafi fiir
diese Graphen y = x, gilt, bestdrkt die Vermutung

Vermutung 2.3 (Gravier und Maffray, [49]) Ist G ein klauenfreier Graph,
dann gilt x(G) = x,(G).

2.2.2. T-Listenfarbungen

Tesman [91] brachte im Jahre 1993 das Konzept der 7'—Férbungen und das der
Listenfirbungen zusammen, indem er 7T'—Listenfiarbungen betrachtete.

Definition 2.8 Gegeben seien ein Graph G = (V, E), eine endliche Menge
T wvon nichtnegativen ganzen Zahlen, wober O € T, und eine Listenzuweisung
L ={L(w) |v eV} G ist L— T—listenfarbbar, wenn jedem Knoten v € V
eine Farbe f(v) € L(v) zugeordnet werden kann, so daf |f(x) — f(y)| ¢ T fir
je zwet adjazente Knoten x,y € V' gilt. f heifit dann T—Listenfarbung von G.

Definition 2.9 FEin Graph G = (V, E) mit gegebener Menge T' verbotener Dif-
ferenzen heifit k — T—listenfarbbar, wenn G fir jede k— Listenzuweisung eine
T'— Listenfirbung besitzt. Das kleinste k, fiir welches G k —T'—listenfdrbbar ist,
heifit T—listenchromatische Zahl von G und wird mit T — ch(G) bezeichnet.

Bei T'= {0} handelt es sich um die gewthnliche Listenférbung.

Schranken fiir die T-listenchromatische Zahl

Offensichtlich ist jeder k— T —listenfarbbare Graph auch k—listenfdrbbar, da je-
de T'—Listenfdrbung auch eine zuléssige Listenfarbung darstellt. Existiert keine
T—Fé&arbung mit Spannweite k— 1, so kann es natiirlich auch keine T'—Listenfar-
bung fiir die Listenzuweisung £ mit L(v) = {1,...,k} fiir alle v € V(G) geben;
in dem Falle ist G nicht k£ — T'—listenférbbar.

Féarbt man die Knoten des Graphen G, indem man sukzessive jeweils die klein-
ste oder grofite Farbe in den Listen aller ungefirbten Knoten bestimmt, diese
einem Knoten, in dessen Liste sie vorhanden ist, zuweist und anschliefend die
daraus resultierenden verbotenen Farben aus den iibrigen Listen 16scht, so wer-
den aus der Liste eines Knotens v maximal deg(v) - |T'| Farben entfernt. Aus
diesen Uberlegungen lé8t sich der niichste Satz ableiten:
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2.2 Listenfarbungen

Satz 2.19 (Tesman, [91]) Flir jeden Graphen G und alle Mengen T gilt
max{spr(G) + 1, x,(G)} < T = ch(G) < A(G) - |T] + L.

Wie fiir die gewohnlichen Listenfarbungen kann auch hier die obere Schranke
in ein dem Satz von Brooks dquivalentes Resultat umgewandelt werden.

Satz 2.20 (Waller, [97]) Ist ein zusammenhdngender Graph G weder voll-
standig noch ein ungerader Kreis, dann gilt T — ch(G) < A(G) - |T| fir jede
Menge T

Weiterhin kann man folgende obere Schranke mit Bezug auf die Reihenzahl von
G etablieren:

Satz 2.21 Fiir jeden Graphen G und alle Mengen T gilt
T —ch(G) < (2|T] — 1)(col(G) — 1) + 1.
Beweis. (vollstandige Induktion iiber n = n(G))
IA: n=1.Esgilt T —ch(K;)=1. vV
IV: Die Behauptung gelte fiir n < N — 1.

IS: n=N.

Seien k := (2|T] — 1)(col(G) = 1)+ 1 und £ = {L(v) | v € V(G)} eine
k—Listenzuweisung. Aufgrund der Definition der Reihenzahl hat G stets
einen Knoten u mit deg(u) < col(G) — 1. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt auerdem T — ch(G — u) < (2|T| — 1)(col(G — u) — 1) + 1. Wegen
2|T| = 1)(col(G —u) — 1) + 1 < k, existiert fiir £ eine T—Listenférbung
J fiir den Graphen G' — w. Seien wy, ..., Wgeq(uy die Nachbarn von u. Wir
loschen aus der Liste L(u) alle Farben ¢ mit

deTTiel{l,....,deg(u)} : ce{f(w)—t, flw;)+t}.

Folglich werden maximal (2|7 — 1)deg(u) < k — 1 Farben aus L(u)
geloscht, so dafl wenigstens eine zuléssige Farbe f(u) € L(u) vorhanden
ist. Damit existiert fiir G eine T'—Listenfarbung. v |

Charakterisierung von D — T'—Listenfarbbarkeit

Definition 2.10 Besitzt ein Graph G = (V, E) bei gegebener Menge T fiir jede
Listenzuweisung £ mit Yv € V @ |L(v)| > deg(v) - |T| eine T'— Listenfdrbung,
so heifst G D — T'—listenfarbbar.

Satz 2.22 (Waller, [97]) FEin Graph G = (V, E) ist D — T—listenfirbbar fiir
jede mogliche Menge T genau dann, wenn G kein Gallai-Baum ist.

Satz 2.23 (Waller, [97]) Ist ein Gallai-Baum G = (V, E) fir eine Menge T
nicht D — T—listenfdarbbar, so gilt T = {0,s,2s,...,rs}, r>0,s > 1.
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2.2 Listenfarbungen

Das Alon-Zaks-Theorem fiir T-Listenfarbungen

Satz 2.24 (Alon, Zaks, [5]) Sei L = {L(v) | v € V(G)} eine Listenzu-
weisung eines Graphen G und T eine Menge verbotener Differenzen, die 0
enthilt. Ferner sei GT der Multigraph mit der Knotenmenge V(G), der aus
G entsteht, indem jede Kante aus E(G) durch 2|T| — 1 parallele Kanten ersetzt
wird. Angenommen es gibt eine Orientierung D von G, welche den Bedingun-
gen EE(D) # EO(D) und Yv € V(D) : dy(v) +1 < |L(v)| genigt. Dann
existiert fir G eine T— Listenfirbung.

Resultate fiir spezielle Mengen T oder bestimmte Graphen

Tesman [91] zeigte, daB T'—ch(G) < (2|T]—1)(x(G)—1)+1 fiir jeden chordalen
Graphen G und jede Menge T’ gilt. Ferner wies er nach, dafl chordale Graphen
existieren, fiir welche diese Schranke scharf ist.

Die meisten der bisher gewonnenen Resultate zu T—Listenfarbungen bezie-
hen sich jedoch nur auf sogenannte arithmetische Mengen T, wie z.B. T, :=
{0,1,...,7r} oder allgemeiner T, ¢ := {0,s,2s,...,7s}, 7 > 0,s > 1. Wie der
folgende Satz zeigt, mul man zwischen 7, und 7, ; keinen Unterschied machen:

Satz 2.25 (Alon und Zaks, [5]) Fir jeden Graphen G und aller >0, s > 1
qilt T, — ch(G) =T, — ch(G).

Alon und Zaks zeigten sogar, dafl dieser Satz nochmals verallgemeinert werden
kann auf Mengen der Art 7', := {as, (a + 1)s,...,(a +r)s}, a,r > 0,5 > 1.
Fiir solche Mengen gilt 77, — ch(G) = T, — ch(G) fiir jeden Graphen G' und
a,”> 0,5 > 1.

Fir T = T, ist die T—listenchromatische Zahl bereits fiir eine Reihe von Gra-
phen, u.a. Baume, Kreise, und vollstdndige Graphen, berechnet worden. Da je-
doch T,—Listenfarbungen zu den sogenannten L(d, s)—List Labellings gehoren,
fiir d = r+ 1 und s = 0, sollen diese Ergebnisse erst im Abschnitt 4.1 iiber
L(d,0)—List Labellings vorgestellt werden.

2.2.3. Listenfarbungen mit Abstandsbedingungen

Ein noch relativ junges Konzept ist das der Lp—List Labellings, welches von
Fiala und Skrekovski [39] etabliert wurde. Ein Lp—List Labelling ist eine Kom-
bination von Lp—Labelling und Listenfarbung bzw. kann auch als Verallgemei-
nerung von 7,—Listenfarbungen angesehen werden. P = (py,...,p,) sei wieder
ein festes r—Tupel von Abstandsbedingungen mit p; > ps > ... > p,.
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Definition 2.11 Gegeben seien ein Graph G = (V, E), ein r— Tupel P und eine
Listenzuweisung L = {L(v) | v € V'}. Ein Lp—List Labelling von G ist eine
Funktion f .V — IN, welche folgende Bedingungen erfiillt:

1. YoeV: f(v)e L(v),
2. |f(z) = f(y)| = pi, wenn dist(x,y) <i<r.

Die Lp—Listenzahl von G, geschrieben x¥'(G), ist die kleinste natiirliche Zahl
k, so dafl G fiir jede k— Listenzuweisung ein Lp— List Labelling besitzt.

In spéteren Kapiteln werden fiir die Falle r = 1,2 die in der Literatur gdngigen
Schreibweisen verwendet. Ein L4 —List Labelling wird dabei als L(d, s)—List
Labelling bezeichnet und ng’s) wird ohne Klammern X?’S geschrieben. Ferner

wird ein L(q)—List Labelling durch L(d, 0)—List Labelling ersetzt und Xéd) durch
x4, Analog dazu werden die Begriffe bei der Nicht-Listenversion abgedndert.

Allgemeine Eigenschaften

Auch fiir die Listenversion der Lp—Labellings gelten die folgenden drei Mono-
tonieeigenschaften:

Lemma 2.6 Sei G ein Graph und H C G ein Untergraph von G. Dann gilt
XP(G) > xF(H) fir alle Abstandsbedingungen P.

Lemma 2.7 Seien P und P’ r— Tupel von Abstandsbedingungen mit p; > p.
fiir allei =1,...,7. Dann gilt XY (G) > x¥'(G) fir alle Graphen G.

Lemma 2.8 Seien P = (p1,...,p,) und P' = (py,...,p.,) Tupel von Abstands-
bedingungen mit r > v und p; = p, firi=1,...,7". Dann gilt xF(G) > x}'(G)
fiir alle Graphen G.

Haben die Abstandsbedingungen einen gemeinsamen Teiler, so kann man —
anders als bei den Lp—Labellings — nicht einfach den Teiler aus dem Tupel
herausziehen. Es gilt jedoch der folgende Satz, der fiir den Fall » = 1 (siehe
Satz 4.1 der vorliegenden Arbeit) in [5] gezeigt wurde. Die dort verwendete
Beweisidee findet sich im Beweis der Verallgemeinerung r» > 1 wieder.

Satz 2.26 Fiir jeden Graphen G, alle Abstandsbedingungen P und d > 1 gilt
X¢ (G) =12 d(x; (G) - 1).

Beweis. Sei k := x7(G) — 1. Folglich existiert eine k—Listenzuweisung £ =
{L(v) | v € V(G)}, welche kein Lp—List Labelling zuldBt. D.h. in jeder mog-
lichen Listenfarbung f fiir £ existieren zwei Knoten z,y € V(G) mit |f(z) —

TW)| < Pdist(w.y)-
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Nun ersetzen wir jede Farbe ¢ € U, ey () L(v) durch die Menge A. = {1+ (¢ —
1)d,...,cd} und erhalten eine neue Listenzuweisung £ = {L'(v) | v € V(G)}
mit |L'(v)| = dk fur alle v € V(G). In jeder Listenfarbung f’ fiir £ gibt es
zwei Knoten z,y € V(G) und eine Farbe ¢, so daB8 f'(z) zu A, gehort und
f'(y) zu einer der Mengen aus {A., ..., Actp,..,,, -1} Demzufolge betrigt die
Differenz zwischen f'(y) und f’(z) hochstens [c+paist(ay) — Lld—[14+ (c—1)d] =
d - Ddist(zy) — 1. Daher kann f’ niemals ein zuléssiges Lqp—List Labelling sein,
und es gilt x¢(G) > dk. [ |

Eine recht triviale Eigenschaft, die jedoch erwéhnt werden soll, ist:

Schranken fiir die L p—Listenzahl

Satz 2.27 Fiir jeden Graphen G und alle Abstandsbedingungen P gilt

X¢ (G) = 1+ max{Ap(G), p1 (x,(G) = 1), pr (x,(G") = 1)}

Bewets. Da G = (V, E) fiir die Listenzuweisung gegeben durch L(v) = {0, ...,
Ap(G) — 1} fiir alle v € V kein Lp—List Labelling zuldBt, folgt sofort x7 (G) >
Ap(G) + 1.

Aus Lemma 2.8 und Satz 2.26 schlieBen wir x7'(G) > Xépl)(G) > pl(xﬁl)(G) -
1)+ 1 = p1(x,(G) — 1) + 1. Weiterhin folgt aus Lemma 2.7 und Satz 2.26

XE(G) > PP (@) > po (3 (G) = 1) +1 = e, (G7) — 1) + 1. n

Satz 2.28 Fiir jeden Graphen G und alle Abstandsbedingungen P gilt

X (G) < (2p1 — 1)(col(GT) — 1) + 1.

Ein L,,)—List Labelling ist eine T'—Listenfarbung mit 7" = {0, ...,p; —1}. Da-

mit folgt aus Satz 2.21 die Ungleichung 7' (G) < Xépl)(GT) < (2p1—1)(col(G")—
1)+ 1. m

Seien degp und Ap wie im Abschnitt {iber L p—Labellings auf Seite 15 definiert.

Satz 2.29 (Fiala et al., [36]) Fir jeden Graphen G und alle Abstandsbedin-
gungen P gilt

Dieser Satz 1ait sich leicht aus den Ausfithrungen im folgenden Unterabschnitt
ableiten.
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Charakterisierung von D — P—Listenfarbbarkeit

Definition 2.12 Besitzt ein Graph G = (V, E) bei gegebenen Abstandsbedin-
gungen P fir jede Listenzuweisung £ mit Yv € V . |L(v)| > degp(v) ein
Lp—List Labelling, so nennen wir G D — P—listenfiarbbar.

Mit Hilfe von G kénnen wir ein in [36] vorgestelltes Resultat iiber verallge-
meinerte T—Listenfarbungen von Graphen dahingehend abédndern, daf§ es auf
Lp—List Labellings anwendbar wird:

Satz 2.30 (Fiala et al., [36]) Secien G = (V,FE) ein zusammenhdingender
Graph und L eine Listenzuweisung mit |L(v)| > degp(v) fir alle v € V. Gilt

(i) v eV : |L(v)| > degp(v), oder
(i) G" ist kein Gallai-Baum,
dann besitzt G fir L ein Lp—List Labelling.

Mit Hilfe von [36] lassen sich ferner Graphen G und Listenzuweisungen mit
|L(v)| = degp(v) fur alle v € V(G) charakterisieren, fiir die kein Lp—List
Labelling moglich ist; darauf soll hier aber verzichtet werden.

Das Fiala-Skrekovski-Theorem fiir Listenfirbungen mit
Abstandsbedingungen

Satz 2.31 (Fiala, Skrekovski, [39]) Sei £ = {L(v) | v € V(G)} eine Listen-
zuweisung eines Graphen G und P = (p1,...,p,) ein r—Tupel von Abstandsbe-
dingungen. Ferner sei G der Multigraph mit der Knotenmenge V(G), so dafs
je zwei Knoten mit Abstand i € {1,...,r} in G durch 2p;—1 parallele Kanten in
GT miteinander verbunden sind. Angenommen es gibt eine Orientierung D von
G*, welche den Bedingungen EE(D) # EO(D) und Yv € V(D) : dp(v) +1 <
|L(v)| gentigt. Dann existiert fiir G ein Lp—List Labelling.
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3. Farbungen mit maximal zwei
Abstandsbedingungen

In diesem Kapitel wollen wir uns mit Farbungen beschéftigen, welche Bedin-
gungen an die Differenz der Farben von Knoten im Abstand < 2 stellen.

Definition 3.1 Gegeben seien ein Graph G = (V, E) und zwei nichtnegative,
ganze Zahlen d und s. Ein L(d, s)—Labelling von G ist eine Funktion f:V —
{0,1,...}, so daf fiir je zwei Knoten x und y gilt:

1. | f(x) = f(y) | = d, falls dist(z,y) =1 und

2. | fx) = fy) | > s, falls dist(z,y) = 2.

Die L(d, s)—Zahl von G, geschrieben Ay s(G), ist die kleinste Zahl m, fir die G
ein L(d, s)—Labelling f mit max{f(z) | x € V} = m besitzt.

Fiir s = 0 schreiben wir \; statt A\;o. Soweit nichts anderes vereinbart wurde,
seien auBerdem d > 0 und d > s.

Wir beginnen im Abschnitt 3.1 mit dem einfachen Fall s = 0, d.h. den Farbungen
ohne Abstand-2-Bedingung. Im darauffolgenden Abschnitt 3.2 fassen wir fiir den
Fall s > 0 wichtige Ergebnisse der letzten Jahre zusammen und geben A, fiir
einige Graphenklassen explizit an. In den Abschnitten 3.3 und 3.4 betrachten
wir den Fall s = 1 genauer und berechnen fiir eine Reihe von Graphenklassen
den exakten Wert fiir A ;1 bzw. geben Schranken dafiir an.

3.1. L(d,0)—-Labellings

L(d, 0)—Labellings sollen nur kurz angesprochen werden, da sie keinen wesentli-
chen Unterschied zur gewohnlichen Knotenfarbung darstellen. Dies wird durch
den folgenden Satz deutlich, welcher der Vollstédndigkeit halber mit Beweis aus
[44] tibernommen wurde. Da ein L(d, 0)—Labelling aufierdem eine 7'—Farbung
fir die (d — 1)—Initialmenge 7' = {0, 1,...,d — 1} ist, ist der folgende Satz im
Grunde nur eine andere Schreibweise des Resultates aus Satz 2.7.

Satz 3.1 (Georges und Mauro, [44]) Fir jeden Graphen G gilt

M(G) = d- \(G) = d(x(G) — 1).
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Beweis. Offensichtlich ist A\;(G) = x(G) — 1. Multipliziert man die Label
eines L(1,0)—Labellings mit d, so erfiillt das resultierende Labelling die Eigen-
schaften eines L(d,0)—Labellings, d.h. \y(G) < d - A\(G). Daher geniigt es,
Ai(G) > d - M\ (G) zu zeigen.

Es sei f ein optimales L(d,0)—Labelling fiir G. Wir wihlen eine natiirliche
Zahl ¢, so dal de — d < M\g(G) < dec— 1 gilt. Fiiralle 1 <i <cseiV; = {v €
V(G) | di—d< f(v) <di—1}. Zwei Knoten z,y € V(G) kénnen nur dann in
derselben Menge Y; liegen, wenn |f(x) — f(y)| < d ist, d.h. z und y miissen un-
abhéngig sein. Bekanntermaflen ist die minimale Anzahl unabhéngiger Mengen
zur Uberdeckung der Knotenmenge V(G) die chromatische Zahl x(G). Dar-
aus folgt ¢ > x(G). Mit der obigen Bedingung d(c — 1) < A\4(G) ergibt sich
M(G) > d(x(G) — 1) = d- \(G). .

3.2. L(d, s)-Labellings

Im Jahre 1988 stellte F.S. Roberts eine Variation des Frequenzzuweisungspro-
blems vor, in der "nahe” Basisstationen verschiedene Frequenzkanéle und ”sehr
nahe” Basisstationen Frequenzkanile mit Differenz mindestens 2 erhalten soll-
ten. Mit sehr nah bzw. nah meinte er, daf§ die Basisstationen im zugrunde
liegenden Interferenzgraphen Abstand 1 bzw. Abstand 2 voneinander haben
sollten. Damit war das Konzept der L(2,1)—Labellings geboren. Den ersten
wesentlichen Beitrag lieferten Griggs und Yeh [51] im Jahre 1992, indem sie all-
gemeine Schranken bewiesen und fiir einfache Graphenklassen wie Wege, Kreise,
Réder, Baume, vollstédndige r—partite Graphen und Hyperwiirfel exakte Werte
oder Schranken berechneten. Unter anderem zeigten sie, daf fiir einen Graphen
G der Ordnung n mit Maximalgrad A und chromatischer Zahl y die oberen
Schranken Ay 1 (G) < n+ x — 2 und Ay (G) < A? + 2A gelten. Ferner konnten
Griggs und Yeh beweisen, dal Ay ; (7)) € {A + 1, A+ 2} fir jeden Baum T gilt.
Von ihnen stammt auflerdem die bisher noch unbewiesene Vermutung

Vermutung 3.1 Fiir jeden Graphen G mit Mazimalgrad A> 2 gilt Ay 1(G) < A2,

Deren Richtigkeit wiesen sie fiir Graphen mit Durchmesser 2 nach. Seither er-
schien eine Vielzahl weiterer Artikel, in denen L(2, 1)—Labellings verschiedener
Graphenklassen behandelt werden. Die néchste Tabelle listet die wichtigsten
Graphenklassen auf, zusammen mit den derzeit besten oberen Schranken.

Neben den L(2,1)—Labellings sind L(1, 1)—Labellings die wohl am h#ufigsten
untersuchten Farbungen mit Abstandsbedingung. Da ein L(1,1)—Labelling ei-
nes Graphen G einer gewohnlichen Féarbung des Quadrates von G entspricht, gilt
A11(G) = x(G?)—1. Besonders oft wurde A ; fiir planare Graphen abgeschétzt,
u.a. in [1],[14],[31],[56],[60],[61],[71],[78]. Speziell fiir outerplanare Graphen sind
die Referenzen [2] und [72] zu nennen, sowie [70] fiir K;—Minor-freie Graphen.
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Graphenklasse Schranken fiir Ag q
(Es gilt stets auch Agq > A+ 1.)
Wege A2,1 = 2,3 oder 4 (Griggs, Yeh, [51]
Kreise Ao =4 (Griggs, Yeh, [51]
Regulire Parkettierungen | Ao = A +2 (Satz 3.4
Béume Ao <A+2 (Griggs, Yeh, [51]
Kakteen A1 <A+3 (Satz 4.22

Outerplanare Graphen

Ao < A42fiir A>8 (Calamoneri, Petreschi, [22

Planare Graphen

Ao1 < [2A] 489 (Molloy, Salavatipour, [78

]

|

Hyperwiirfel A+3< X1 <2A (Jonas, [61], Whittlesey et al., [102]
Einheitsintervallgraphen | Aoq < 2w = 2x (Sakai, [86]
Stark Chordale Graphen | A1 < A+42(w—1) (Chang, Kuo, [25]
Kreisgraphen A21 <BA -2 (Kohl, [65]
t—Béume Ao < (A+3—-1t)t (Chang et al., [24]
Partielle t—Béume A1 < (A+2)t (Bodlaender et al., [11]
Split-Graphen A1 = O(ALP) (Bodlaender et al., [11]
Chordale Graphen Ao1 < %Al‘s +0(A) (Kral, [68]
Bipartite Graphen A21 = O(A?) (Jonas, [61], Bodlaender et al., [11]
Durchmesser-2-Graphen | Ag; < A? (Griggs, Yeh, [51]
[48]

Allgemeine Graphen A1 <AZ+A-2

Tabelle 3.1.: Schranken fiir Ag; bestimmter Graphenklassen

Viele dieser Artikel wurden angeregt durch die seit 1977 bestehende Vermutung;:

Vermutung 3.2 (Wegner, [101]) Sei G ein planarer Graph mit Mazimal-
grad A > 3. Dann gilt

6 ,firA=3
A+4 fird<ALZT
22| fir A>3

Agnarsson und Halldérsson [2] sowie Lih und Wang [72] bewiesen unabhéngig
voneinander, dafl A\;; € {A, A 4 1} fiir einen outerplanaren Graphen G mit
Maximalgrad A > 3 gilt, wie auch A\;; = A fiir A > 7. Lih und Wang [70]
konnten \; ; < L%J fiir Ky—Minor-freie Graphen mit A > 4 zeigenund A, ; <5
fiir A = 3. Die derzeit besten oberen Schranken fiir allgemeine planare Graphen
sind A1 < (%1 +77 fir A > 3und A\j; < (%1 +23 fiir A > 241 und stammen
von Molloy und Salavatipour [78].

Ma(G)=x(G*)—1<
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Im Jahre 1995 verallgemeinerten Georges und Mauro [44] das Konzept der
Féarbungen mit Abstandsbedingung und fiithrten die L(d, s)—Labellings ein. Sie
berechneten A4 fiir eine Reihe von Graphen und bewiesen auflerdem die mei-
sten der im Abschnitt 2.1.3 aufgefiihrten Resultate fiir den Spezialfall P = (d, s).
Seit der Verdffentlichung dieses Artikels sind eine Reihe weiterer Arbeiten iiber
L(d, s)—Labellings erschienen. Eine gute Ubersicht iiber die bisher erzielten Re-
sultate zum L(d, s)—Labelling-Problem bietet Calamoneri [19].

3.2.1. Grundlegende Eigenschaften und Resultate

L(d, s)—Labellings gehoren zu den Lp—Labellings, wobei P = (d,s) ist. Da-
mit gelten natiirlich sémtliche im Abschnitt 2.1.3 genannten Eigenschaften. Die
daraus resultierenden allgemeinen Schranken sind im folgenden Satz zusammen-
getragen:

Satz 3.2 Fir jeden Graphen G mit Mazximalgrad A und Ordnung n gilt

(i) Xas(G) > max{d(x(G) — 1), s(x(G?) — 1)}, (Satz 2.10)
(i1) Nas(G) < d(x(G?) —1) < dA?, (Sétze 2.10 & 2.2)
(iii) Ags(G) < sn+ (d—s)x(G) —d, (Satz 2.11)
(iv) Nas(G) < dA + sA(A —1). (Satz 2.12)

Dariiber hinaus gilt:

Satz 3.3 (Georges, Mauro [44]) Sei G ein Graph mit Mazimalgrad A. Ent-
hilt G einen A— Knoten, dessen simtliche Nachbarn A— Knoten sind, dann gilt

(1) Nas(G) > d+2s(A—1), fird> sA,
(1) Nas(G) > 2d+ s(A —2), fird < sA.

Komplexitat

Es ist bekannt, dafl das Entscheidungsproblem, ob ein gegebener Graph mit
r, r > 3, Farben gefirbt werden kann, NP —vollstindig ist. Da ein L(d, s)—La-
belling eine Verallgemeinerung der Knotenfarbung darstellt, liegt die Vermu-
tung nahe, daf§ die Frage, ob ein gegebener Graph ein L(d, s)—Labelling mit
maximalem Label r besitzt, ebenfalls N'P—vollstindig ist.

Betrachten wir dazu folgendes Entscheidungsproblem:

Problem: L(2,1)— Labelling
Eingabe: Ein Graph G = (V, E)
Frage: Ist Ao 1 (G) < |V?
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Es wurde gezeigt, dal L(2,1)— Labelling in P ist, fiir
— Kreise (Griggs und Yeh, [51]),
— Regulére Parkettierungen (Bertossi et al., [10]),
— Bédume (Chang und Kuo, [25]).
Ferner wurde die N"P—Vollstandigkeit von L(2,1)— Labelling nachgewiesen fiir
— Partielle 2—Béaume (Fiala et al., [35]),
— Split-Graphen (Bodlaender et al. [11]),
— Chordale Graphen (Bodlaender et al. [11]),
— Bipartite Graphen (Bodlaender et al. [11]),
— Durchmesser-2-Graphen (Griggs und Yeh, [51)),
— A—regulidre Graphen, A > 3 (Fiala und Kratochvil, [37]).

Damit ist das Problem natiirlich fiir allgemeine Graphen auch N'P—vollstindig.

3.2.2. Exakte Werte fiir \ ;s einfacher Graphenklassen

H Graphenklasse ‘ Ad,s H
0 Jarn =1
Wege d Jfiurn =2
d+s ,furn = 3,4

d+ min{d, 2s} ,firn>5

Kreise
(24 fiir 24n, n>3
fir d > 25 d+2s ,fir n = Omod 4
2d ,dfurn =2mod4 A d < 3s
\d—{—3s ,firn=2mod4 A d > 3s
2d ,fir n = 0mod 3
fir d < 2s 4s ,dfurn =25
L d+2s , sonst
Vollsténdige dir—1)+ s(n—r)

r—partite Graphen
Sterne | d+ s(n — 2)
Cliquen | (n—1)d

d+s(n—1)  fir ¢ < |22
Rider (K7 + C) 3d fir 24n A 4> 2L
2d+ 5s ,fiir2|n/\%>”7_2

Tabelle 3.2.: Exakte Werte fiir A 4 s einfacher Graphenklassen (aus [44])
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3.3. Berechnung von )\;; fiir spezielle
Graphenklassen

3.3.1. Regulare Parkettierungen

Eine Parkettierung (engl.: tiling) ist eine Uberdeckung der Ebene mit Kopien
desselben Polygons. Die einzig moglichen reguldren Parkettierungen (d.h. es
werden nur regulidre Polygone verwendet) sind die hexagonale, die quadratische
und die triangulére Parkettierung. Es ergeben sich daraus regulére Graphen mit
Knotengrad 3, 4 bzw. 6. Im Jahre 2001 wurde der folgende Satz gezeigt:

Satz 3.4 (Calamoneri und Petreschi, [21])
Fiir eine reguldre Parkettierung der Ebene mit Mazimalgrad A gilt \g1 = A +
29 2 fir 0 <d<2.

Es muf beriicksichtigt werden, daf§ hier ein L(0,1)—Labelling so definiert ist,
daBl zwei Knoten, die sowohl adjazent als auch durch einen Weg der Lange 2 mit-
einander verbunden sind (wie es in der trianguléren Parkettierung der Fall ist),
verschiedene Label erhalten miissen. Betrachtet man L(0,1)—Labellings, bei
denen die adjazenten Knoten nicht die Abstand-2-Bedingung erfiillen miissen,
so ergibt sich A\g; = 3 fiir die trianguldre Parkettierung. In Hinsicht auf den
praktischen Hintergrund ist diese Betrachtungsweise aber realitiatsferner.

Im folgenden werden die Werte fiir Ay, d > 2, fiir die drei reguléren Parket-
tierungen berechnet. Diese Ergebnisse wurden in der Zwischenzeit unabhéngig
von den folgenden Betrachtungen auch durch Calamoneri [18] bewiesen und
teilweise auf Ay, fiir s > 1 erweitert.

»» Hexagonale Parkettierung

Satz 3.5 Fir eine hexagonale Parkettierung H gilt \g1(H) = 4+d, fiir d > 3.
Aufgrund grofier Ahnlichkeiten in der Beweisfithrung wird dieser Satz zusam-
men mit dem folgenden Satz 3.6 bewiesen.

»» Quadratische Parkettierung

Satz 3.6 Fliir eine quadratische Parkettierung Q) gilt
8 Jfiur d =3
Aa1(Q) = { 64+d ,fird>4 "

Bewezis. Im folgenden seien x = 3, A = 3 fiir die hexagonale bzw. x =5, A =4
fiir die quadratische Parkettierung.
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5+d 1 3+d 3 5+d
0 4+d 2 6+d 0
3+d 3 5+d 1 3+d
2 6+d 0 4+d 2

Abbildung 3.1.: L(d, 1)—Labelling der hexagonalen und quadratischen Parkettierung

Sei d > 3. Durch explizite Angabe eines zulédssigen L(d,1)—Labellings (siehe
Abb. 3.1) ergibt sich zunéchst A\g; <z +1+d.

Angenommen, es gilt \j1 < = + 1 + d. Dann existiert ein Labelling f mit
max,ey f(v) =2+ d.

Sei u ein Knoten mit f(u) = « + d. Die A Nachbarn von u miissen Label aus
der Menge {0,...,z} erhalten haben. Gelte f(v) =i, 0 < ¢ < z, fiir einen
Knoten v € N(u). Folglich miissen die Knoten aus N(v) — {u} Label aus der
Menge C'=4{0,...,i —d,i+d,...,z — 1+ d} mit Kardinalitit |C| =2+ 1—d
besitzen. Da jedoch alle Nachbarn von v paarweise Abstand 2 haben, mufl C' die
notwendige Bedingung |C| > |N(v) — {u}| = A —1 erfiillen, also x +2 — A > d.
Fiir die hexagonale Parkettierung mit + = 3 und A = 3 fiihrt dies zu d < 2,
was jedoch im Widerspruch zur Voraussetzung d > 3 steht.

Fiir die quadratische Parkettierung mit z = 5 und A = 4 erhélt man die
notwendige Bedingung d < 3. Diese steht fiir d > 4 ebenfalls im Widerspruch
zur Voraussetzung. Fiir den Spezialfall d = 3 zeigt die Abbildung 3.3 (links) ein
L(3,1)—Labelling der quadratischen Parkettierung ) mit maximalem Label 8.
Durch erneute Anwendung der obigen Beweistechnik mit der Annahme \;; <
x + d anstelle von A\g; < z 4+ 1 4+ d erhélt man nun den Widerspruch d < 2.
Demzufolge kann A3 (@) nicht kleiner als 8 sein. |

»» Trianguldre Parkettierung
Satz 3.7 Fliir eine triangulire Parkettierung T gilt

11 fiir d =3
AdJ(T)_{ 6+2d ,fird>4 "

Beweis. Sei d > 3. Durch explizite Angabe eines zuldssigen L(d, 1)—Labellings
mit maximalem Label 6 + 2d (siehe Abb. 3.2) zeigt sich A\j1(T") < 6 + 2d.
Angenommen, es gilt \g1(7") < 6 + 2d. Folglich gibt es ein Labelling f mit
maxyey (1) f(v) =5+ 2d. Sei f(u) =5+ 2d fiir einen Knoten u € V(7).
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3+d 6+2d 1 3+d
5-+2d 0 2-+d 5-+2d 0
2 4+d 4+2d 2 44-d a4+2d
6-+2d 1 3+d 6-+2d 1

2+d 5+2d 0 2+d

Abbildung 3.2.: L(d, 1)—Labelling der triangulidren Parkettierung

Angenommen, es gibt einen Knoten v € V(T') mit f(v) = 5+ d. Dann
miissen die Nachbarn von v, welche einen Kreis der Léange 6 induzieren, Label
aus der Menge {0,...,5,5+ 2d} haben. Bekanntermaflen ist A\;1(Cs) = 3 + d
und demnach \;1(Cs) > 6 fiir d > 3. Folglich mufl f(w) = 5+ 2d fiir einen
Knoten w € N(v) gelten. Die verbleibenden Knoten aus der Menge N (v) — {w}
induzieren einen Weg mit 5 Knoten, fiir den A\yg1(Ps) = 2+ d ist, so daf wir die
notwendige Bedingung 2 + d < 5 erhalten.

Angenommen, es gibt einen Knoten v € V(7') mit f(v) = 4+d. Dann miissen
den Knoten aus N(v) Label aus der Menge {0,...,4,4+ 2d, 5+ 2d} zugewiesen
worden sein. Durch analoge Argumentation wie oben erhalten wir f(w) = 4+2d
und f(z) = 5+ 2d fiir zwei Knoten w, z € N(v). In Abhéngigkeit davon, welche
der Nachbarn diese Label haben, induzieren die Knoten aus N(v) — {w,x}
entweder einen Weg mit 3 Knoten und einen isolierten Knoten oder zwei Wege
mit je 2 Knoten. In beiden Féllen benotigt man mindestens 14 d als maximales
Label. Also mufl 1 4 d < 4 gelten.

Zusammenfassend ergibt sich, daf fiir d > 3 kein Knoten ein Label 4 + d oder
5+d haben kann. Betrachten wir nun die Label der Nachbarn von u mit f(u) =
5 + 2d, so ergeben sich nur die unten aufgezeigten Moglichkeiten:

b 2+d 0 b 3+d 0
a 2 5+2d /1+d a 2 5+2d /1+d
C 3+d 1 C 2+d 1

Offensichtlich gilt @ > 4 4+ d und demzufolge b, ¢ > 4 + 2d. Wegen b,c # 5 + 2d
und b # ¢ ergibt sich ein Widerspruch zu A1 (7") < 6 + 2d.

Als letztes betrachten wir den Sonderfall d = 3. Ein zuléssiges L(3, 1)—Labelling
mit maximalem Label 11 ist in Abbildung 3.3 (rechts) angegeben. Um Gleichheit
—also A\31(7") = 11 — zu zeigen, nehmen wir A3 ;(7") < 11 an und verwenden die
gleichen Ideen wie fiir den Fall d > 3, um einen Widerspruch zu finden. ]

Dissertation, Anja Kohl (2006) 34



3.3 Berechnung von A4, fiir spezielle Graphenklassen

8 3 7 2 6 5 9 1

5 0 4 8 3 10 2 6 10

2 6 1 5 0 3 7 11 3 7
8 3 7 2 6 0 4 8 0

5 0 4 8 3 9 1 5

Abbildung 3.3.: L(3,1)—Labelling der quadratischen und trianguliiren Parkettierung

3.3.2. Potenzen von Wegen

Im folgenden bezeichne P, r > 1, die r—te Potenz eines Weges mit n Knoten.
Entsprechend [24] werden diese auch als r—Wege bezeichnet. In dem Artikel [24]
von Chang et al. wurden bereits Werte fiir die L(d, 1)—Zahl fiir Wegpotenzen
angegeben, jedoch erwiesen sich diese Ergebnisse als falsch.

Bevor wir uns der Berechnung von Ag;(P) zuwenden kénnen, miissen noch
einige technische Hilfsmittel bereitgestellt werden.

>> Vorbetrachtungen: Als erstes zerlegen wir die Knotenmenge V(P!) in
Mengen von r + 1 in P, aufeinanderfolgenden Knoten

™ _ 1,0 0.,1 1. a1 q—1.,4 q
V(P) ={vgs s 03053 Uy e 308 e 08 0l ool )

T

derart, dan = q(r +1)+p, p € {1,...,r+1}. Die Knotenmenge {v}, ..., v},

t = 0,...,q, werden wir als Knotenreihe R; bezeichnen. Dabei sind die Kno-
tenreihen Ry, ..., R,—1 stets vollstindig und die Knotenreihe R, nur dann,
wenn p = r + 1 ist. Weiterhin definieren wir Farbstufen F;, i = 0,1,..., mit

F,:={id,1+id,...,d —1+1id}. Da zwei Label innerhalb derselben Farbstufe
maximal die Differenz d — 1 haben konnen, miissen je r 4+ 1 aufeinanderfolgende
Knoten des r—Weges Label aus paarweise verschiedenen Farbstufen erhalten.

Angenommen, es existiert ein zulédssiges L(d, 1)—Labelling f von P! mit

< 1)d.
verrvl%gg)f(v) (r+1)

Aus dieser Annahme leiten wir nun verschiedene Eigenschaften des Labellings
f ab. Diese Eigenschaften werden in den Lemmata 3.1, 3.2 und 3.3 aufgelistet.
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Wir betrachten im folgenden nur ¢ > 1. Offensichtlich gilt Yo € V(P) :
f(v) € Uy F;. Sei m diejenige Permutation der Zahlen 0,...,r, fiir welche
f(vg(j)) € F;, j=0,...,r, gilt. 7 existiert stets, da die Knoten innerhalb einer
Knotenreihe Label aus paarweise verschiedenen Farbstufen bekommen miissen.

Lemma 3.1 Dann gilt:

(2) Jede Cliqgue mit r + 1 Knoten, folglich auch jede vollstindige Knotenreihe
R;, besitzt aus jeder Farbstufe F;, j =0,...,r, genau ein Label, welches
in der Form a; + jd mit a; € {0,...,d — 1} geschrieben werden kann.
Dabei muf$ die Beziehung ag < a1 < ... < a, gelten.

= f(Ufr(r)) —rd > f(Ufr(rq)) —(r=Dd>...> f(“;u)) —d= f(v;L:r(O))?
1=0,...,9—1.

(3) Je zwei aufeinanderfolgende Knotenreihen R; und R;11, i =0,...,q — 1,
missen verschiedene Label aus der Farbstufe F;, j=0,...,r, besitzen.

= f(ulg) # f5), i=0,...¢=1; j=0,...1.

(4) Liegt in der Knotenreihe R; der Knoten mit dem Label aus Fji1 rechts
vom Knoten mit dem Label aus F;, so ist er auch zum in R;i; liegenden
Knoten mit dem Label aus F; adjazent.

7(4) m(5)

= Gilt 7(j) < m(j+1), so ist f(vfr(jﬂ)) > max{f(yi , ),f(viﬂ)} +d,
i=0,...q—1j=0,...r—1.

(4°) Liegt in der Knotenreihe R; der Knoten mit dem Label aus Fjii links
vom Knoten mit dem Label aus F;, so ist er auch zum in R;_ liegenden
Knoten mit dem Label aus F; adjazent.

= Gilt 7(j) > 7(j + 1), so st f(viqy) > max{f(v;(j)),f(v;zjl))} +d,
1=1,...q; j=0,...7r— 1.

Bewezs.

Zu (1): Da je r 4+ 1 aufeinanderfolgende Knoten eine Clique bilden, miissen
sie Label aus paarweise verschiedenen Farbstufen erhalten. Beginnen wir also
in der ersten Knotenreihe mit einer bestimmten Permutation der Farbstufen, so
muf} diese Permutation fiir alle anderen Knotenreihen beibehalten werden.

Zu (2): Diese Beziehung ergibt sich aus der Abstand-1-Bedingung, die be-
sagt, da} adjazenten Knoten zugewiesene Label stets mindestens Differenz d
aufweisen miissen.

Zu (3): Diese Beziehung folgt aus der Tatsache, daf§ vfr(j) und v
0,...q—1; j=0,...7r, Abstand 2 haben.

i+1 s
=(j)
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adjazent zu vjr(j) und

Zu (4) und (47): Gilt 7(j) < 7(j + 1), so ist v ;)
Ufrzl), 'i =0,...¢q—1; 7=0,...7 — 1. Andernfalls ist v;(jﬂ) adjazent zu vfr(j)
und v;?jl), 1=1,...q; 7=0,...r—1. Die Anwendung der Abstand-1-Bedingung
fithrt dann zu den angegebenen Beziehungen. 0

Diese vier Beziehungen sollen an folgendem Beispiel verdeutlicht werden:

Beispiel 3.1 Es sei der Graph P? gegeben. Wir betrachten ein L(d, 1)—Label-
ling, bei dem der erste Knoten ein Label aus der Farbstufe 0 erhélt, der zweite
aus der Farbstufe 2 und der dritte aus der Farbstufe 1.

e T N

| |
xr1 z1 +2d y1+d | X2 29 +2d y2+d | X3 z3 + 2d

Abbildung 3.4.: L(d,1)—Labelling des P2

Zu (1): Da der vierte Knoten adjazent zum zweiten und dritten ist, muf} er
wieder ein Label aus der Farbstufe 0 erhalten. Auf analoge Weise folgert man,
dafl der fiinfte Knoten ein Label aus der Farbstufe 2 erhalten muf}, usw.. Es
ergibt sich ein Labelling-Schema wie im Bild 3.4 dargestellt, wobei die von d
verschiedenen Variablen aus der Menge {0, 1,...,d — 1} sind.

Zu (2): Betrachtet man die erste Knotenreihe, so ergibt sich sofort z; > y; >
x1, da andernfalls die Abstand-1-Bedingung verletzt wire.

Zu (3). Ebenso erkennt man, dafl x; # x5 sein muf}; da der erste und der
vierte Knoten Abstand 2 haben.

Zu (4). Der dritte Knoten ist adjazent zum ersten und vierten. Daraus resul-
tiert y; > max{xy, z2}.

Zu (47). Der fiinfte Knoten ist adjazent zum dritten und sechsten. Daraus
resultiert zo > max{y, y2}.

Lemma 3.2 Seien k € {0,...,7} und iy die Anzahl der Zahlen j € {0, ... k-
1} mit 7(j+ 1) < 7w(j). Dann gilt max{f(vir(k)), f(v:(“kl))} > k+1+kd,

(i) firi=ig,...,ix +q—k—1, wenn w(0) =0,
(ii) firi=ig, ..., ik +q—k—2, wenn w(0) > 0.

Bewets.
Zu (i): (vollsténdige Induktion iiber k)

IA: k£ =0.
Es gilt ig = 0 und f(v;(o)) >0,7=0,...,9. Aus Lemma 3.1 (3) folgt

max{f(v;(o)),f(v;f&))} >1, firi=0,....,g—1. V
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IV: Die Behauptung gelte fiir £ < K.

IS: k=K +1.

(a) Angenommen, 7(K) < 7(K + 1), d.h. ig4 =ik.
Dann folgt aus IV mit Hilfe von Lemma 3.1 (4) f(vfr(KH)) > K+1+
(K+1)d, i=ig,...,ix +q— K — 1, und aus Lemma 3.1 (3)

max { f(vh i) P05 ) | 2 K + 2+ (K + 1)
firi=ig,...,ix+q—(K+1)—1.

(b) Angenommen, 7(K) > n(K + 1), d.h. igy =ix + 1.
Dann folgt aus IV mit Hilfe von Lemma 3.1 (4°) f(vix,yy) > K+ 1+
(K+1)d, i=ix+1,...,ig +¢— K, und aus Lemma 3.1 (3)

max {f(vf;(K+1>), f(v:',t}m))} > K+ 24 (K 4 1)d,

firi=ix+1,...;ig+14+q—(K+1)—-1. V
S~—— N~——

=i 41 =141

Zu (ii): Bei w(0) > 0 kann max{f(vfr(o)),f(v?(rol))} > 1 nur bis i = ¢ — 2
garantiert werden. Alles weitere ist analog zum Fall (i). Damit verschiebt sich
nur die in (i) angegebene obere Grenze fiir die Variable ¢ um 1 nach unten. O

Lemma 3.3 Es ezistiert eine Knotenreihe R; in P mit f(vjr(r)) >r+1+rd,
wenn q > 1+ 2, und f(vfr(r)) >q+rd, wenn ¢ <r+1.

Beweis. Wir setzen t := 7 1(0).

Fall 1. ¢ > r + 2. A _
Nach Lemma 3.2 gilt max{f(v},,), f(vj;'(j)l)} > r+ 1+ rd. Wegen i, > 0 und

zr+1

i, +1 <r+4+1<q—1 existieren beide Knoten Uf:( ) und v und folglich auch

derjenige Knoten mit dem Label > r + 1 + rd.

Fall2. ¢ <r+1 A t=0.
Offensichtlich ist dann 7, < k — 1 fiir k£ > 1.
Laut Lemma 3.2 (i) gilt max{f(v; Zq Ly flo e 1+1)} > ¢+ (¢ — 1)d. Wegen

7T(q 1
tg-1 > 0und 71 +1 < g —1 smd belde Knotenrelhen Ri,_, und R;_ 1

vollstindig, weswegen wir 0.B.d.A. f(vjf(;l_l)) >q+(qg—1)d Setzen konnen. Es
ergibt sich f(v a 1) > ¢ + rd aus Lemma 3.1 (2).

Fall3.q=1 A t > 0.

Offensichtlich gilt max{ f(v), f(v})} > 1+td. Ist t = r, so existiert der Knoten
mit Label > 1+ rd. Ist ¢ <7, so ist der Knoten v}, adjazent zu vy und vy,
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woraus f(v),,,)) > 1+ (¢t + 1)d folgt. Aus Lemma 3.1 (2) resultiert f(v],)) >
14+7rd=q+rd.

Fall4.2<¢g<r+1 A t>0.

Aus Lemma 3.2 (ii) schlieBen wir max{f( g 2)) flv ;q(;;l)} >q—1+(q—2)d.
Fall 4.1. ¢t > q— 2.

Nach Lemma 3.1 (2) folgt max{ f(v zq : ) f o 2+1)} >q— 1+ (t—1)d. Sei
vf:(t_l), i* € {ig—2,ig—2+ 1}, derJemge Knoten Imt Label >q—1+(t—1)d. Da
die Knoten vjr( " UW(-S existieren und adjazent zu v’ (t 3 sind, folgt aus Lemma
3.1 (4) max{f (v, ), flv ;(j)l)} > ¢+ td. Aus bzw. analog zu Lemma 3.1 (2)
ergibt sich max{f( Upry)s (v ;H)} > q+rd.

Fall 4.2. t < g — 2.
Aus 0 <t < ¢q—2 folgt 3o > 1 und ¢ > 3.

Ist Qg— 2—q—2 dh . 7(¢g—2) <m(qg—3) <...<m(0),sogilt t =q— 2. Sei
v (q g 1€ {ig—2,14—2 + 1}, derjenlge Knoten mlt Label > ¢ — 1+ (¢ — 2)d.
Dann ex1st1eren die Knoten v’ (q 1), vw(q 1 und sind adjazent zu vﬁ(q_Q). Daher

folgt max{ f (v~ 1)) f(vﬂ(q_ )} > q+ (q — 1)d aus Lemma 3.1 (4). Mit bzw.
analog zu Lemma 3.1 (2) ergibt sich max{f(vf:(;)l), f(Uf:(T))} > q+rd.

—Ist 442 < ¢ — 3, so sind die Knotenreihen R; _, 1,..., R; _, 12 vollsténdig, so
dafl wir 0.B.d.A. f(v Zq(qQ 2)) = ¢—1+(g—2)d annehmen. Gilt 7(¢—2) < 7(¢—1),

so folgt max{ f(v ,Zf(qz 1)1) fv ,Zf(qz )} = ¢+(g—1)d aus Lemma 3.1 (4) und damit
max{ f (v ;‘1 > (v :Tq 2)} > q+rd aus Lemma 3.1 (2). Fiir 7(¢ —2) > n(¢—1)

ergibt sich analog mit Lemma 3.1 (4”) max{f(v 7r(T)), f(v :f Y=z q+rd O

>> Berechnung von \g:

Satz 3.8 Fir einen r—Weg gilt A\ 1(F)) = min{n — 1,2r} und fir d > 2,

(n—1)d , firn <r+41
Xaai(Pr) = (mW—l—i—rd cfirr+1<n<a(r+1) ,
a+rd , fiira(r+1) <n

wobei a := min{d,r + 1}.

Beweis. Es gilt A\ 1(P)) = A\ o(P?) = w(P?")—1. Wegen w(P2") = min{n, 2r+
1} folgt die Behauptung fiir Ay ;1(P)). Seinun d > 2. Firn <r+1ist P, = K,
und damit Ay (P)) = (n — 1)d.
Betrachten wir r—Wege mit n > r + 1, so bilden je r 4+ 1 aufeinanderfolgende
Knoten eine Clique, woraus Aq1(P)) > rd geschlossen werden kann. Ebenso
1aBt sich sofort eine Sequenz von 2r + 3 Labeln angeben:

0,d,....,(r + 1)({ ; L1+d,...,1+7d,

~\~ '

r+2 Terme r+1 Terme
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welche, wiederholt angewendet, ein zulissiges L(d, 1)—Labelling des r—Weges
mit maximalem Label (r + 1)d liefert. Folglich ist Ay1(P)) < (r + 1)d.
Angenommen, es existiert ein L(d, 1)—Labelling f von P} mit max,cy(pry f(v) <
(r+1)d. Aus Lemma 3.3 folgt dann max,cy(pry f(v) > 7+ 1+ rd fiir ¢ > r +2
und max,cy(pry f(v) > q+rd = [HLJ —1+47rdfirg<r-+1.

Dies bedeutet aber, daf fiir den Fall d < min{q,7+1} die Annahme max,cy (pr
f(v) < (r+1)d verletzt worden ist. Somit reichen die 7+ 1 Farbstufen hier nicht
aus. Demzufolge brauchen wir eine weitere Farbstufe F, ., aus der wir das La-
bel d + rd nehmen. In diesem Fall ist das obige Labelling-Schema, welches zu
der oberen Schranke fiir A4, fiihrte, bereits optimal.

Ist d > min{q,r + 1}, so weisen wir durch Angabe spezieller Labelling-Schemen
nach, daf§ die soeben gewonnenen unteren Schranken scharf sind.

Fiir ¢ < r+1 zeigt sich durch Verwendung des folgenden ”abfallenden Labelling-
Schemas”

¢,q+d,....,q+rd, g—1l,g—1+d,...q—14+rd,..., 0,d,...,(p— 1)d,
r+1 7Iferme r+1 Erme p 'I?e;me

daB ein zuléssiges L(d, 1)—Labelling von P! mit maximalem Label [T,_Z—J —1+4rd
existiert. Ist ¢ > r + 1, so verwenden wir die Sequenz

0,1+d,....r+rd; 1,24d,...,(r+1)+rd

und wiederholen diese solange, bis allen Knoten des Graphen ein Label zuge-
wiesen worden ist. ]

Bemerkung 3.1 Bemerkt sei, daf$ das letzte Labelling aus dem Beweis nicht
das einzige magliche L(d, 1)— Labelling fiir diesen Fall ist. Betrachten wir jedoch
Labellings, welche fiir beliebig lange r— Wege zuldssig sind, so ist allen diesen
Labellings gemeinsam, daf bis auf wenige Ausnahmen

fiyy) € {d+jd,j+ 1+ jd} (3.1)

erfillt sein muf. Ausnahmen kann es dabei nur an den ”Enden” des Weges
geben, wie z.B. das folgende Labelling-Schema des P% zeigt:

2,24d,3+2d; 0,1+d,24+2d; 1,2+d,3+2d; 0,d,2d.

Labellings, deren Struktur (bis auf die Ausnahmen an den Wegenden) der Bedin-
gung (3.1) folgt, wollen wir als ”alternierende Labelling-Schemen” bezeichnen.

Beispiel 3.2 Die im letzten Beweis verwendeten Labelling-Schemen sollen an
zwei Graphen veranschaulicht werden. Dem Graphen P§ werden die Label
gemif dem abfallenden Labelling-Schema und P7, werden die Label gemif3
einem alternierenden Labelling-Schema zugewiesen (siehe Bild 3.5).
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Abbildung 3.5.: L(d,1)—Labelling des P§ und des P2

3.3.3. Potenzen von Kreisen

Mit C7, r > 1, sei die r—te Potenz eines Kreises mit n Knoten bezeichnet. C)
wird im folgenden auch r—Kreis genannt.

Lemma 3.4 (Materna, [76]) Firn < 2r+1 ist C] = K,, und daher x(CI) =
n. Firn > 2r+1 gilt

n

r+1

Dieses Lemma liefert sofort A ; fiir r—Kreise, ndmlich:

Folgerung 3.1
, , n—1 Jfirn <4dr+1
Ma(Cr) = x((C)7) =1 =x(C") —1= {ﬁ-‘ —1 ,firn>4r+1
prasy

Weiterhin ist bereits A 41(Cy,) fiir r = 1 bekannt:

Satz 3.9 (Georges und Mauro, [44])

2+d ,fiir n = 0mod 4
Aa1(Cr) = < min{2d,3 +d} ,fir n=2mod4
2d Jfur 24 n

Seien nun d > 2 und r > 2. Bevor wir uns der Bestimmung von A 4;(C}) wid-
men konnen, sind noch einige Vorbetrachtungen vonnéten.

Wie schon bei den Potenzen von Wegen, bilden auch im r—Kreis je r + 1 auf-
einanderfolgende Knoten eine Clique. Greifen wir den Begriff der Farbstufe aus
dem Beweis zu Satz 3.8 wieder auf, so miissen also je r + 1 aufeinanderfolgende
Knoten Label aus paarweise verschiedenen Farbstufen erhalten. Es wire dem-
nach sehr bequem, die Knotenmenge V' (C7) in disjunkte Mengen von je r + 1
aufeinanderfolgenden Knoten zu zerlegen. Natiirlich ist das nur méglich, wenn n
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durch r+1 teilbar ist. Im allgemeinen Fall werden wir stattdessen V(C7) in dis-
junkte Mengen von je mindestens r 4+ 1 aufeinanderfolgenden Knoten zerlegen.
D.h. wenn im folgenden von einer Knotenreihe die Rede ist, so ist damit eine
Folge von mindestens r+1 im r—Kreis (im Uhrzeigersinn) aufeinanderfolgenden
Knoten gemeint. Eine k— Knotenreihe bezeichne eine Knotenreihe mit genau &
Knoten. Ferner definieren wir eine Zerleqgung Z als Menge von disjunkten Kno-
tenreihen, die zusammen V (CT) ergeben. Der Kiirze wegen werden Zerlegungen
der Knotenmenge im folgenden einfach als Zerlegungen der Knotenanzahl n in
Summanden auf die Art

Z: n:ibi'gi bzw. n:ib&gﬁ
i=0 1=0

geschrieben, wobei b; hier die Anzahl der Knotenreihen der Méchtigkeit g; an-
gibt. Die Klammern () sollen, wenn notig, hervorheben, welche Zahlen fiir Kno-
tenreihen stehen.

Die Ermittlung einer Zerlegung l&3t sich recht schnell erlautern: Man beginnt
mit einer Knotenfirbung mit > x(C;) Farben und fat dann jeweils mindestens
r+1im Uhrzeigersinn aufeinanderfolgende Knoten zu einer Knotenreihe zusam-
men. Dabei ist zu beachten, dafl die Farben der Knoten innerhalb einer jeden
Knotenreihe paarweise verschieden sind. Um anschliefend ein Labelling fiir die
vorliegende Zerlegung zu konstruieren, weist man jeder Farbe eine Farbstufe
zu, so daf} die entstehenden Farbstufen paarweise disjunkt sind. Der Kernpunkt
bei solchen Zerlegungen ist, dafl Knoten innerhalb derselben Knotenreihe Label
aus paarweise verschiedenen Farbstufen erhalten miissen. So wird gewéhrleistet,
daBl bei der Zusammensetzung aller Knotenreihen zum Gesamtkreis die Knoten
mit Label aus derselben Farbstufe auch tatséachlich gentigend grofien Abstand
haben.

>> Zerlegungseigenschaften von Kreispotenzen: Um die verschiedenen r—
Kreise auf ihre Zerlegungseigenschaften zu untersuchen, ist es hilfreich, auf die
Division mit Rest zuriickzugreifen. Dies wird im Verlauf dieses Kapitels ofters
geschehen und soll deshalb moglichst kurz aufgeschrieben werden. Eine Formu-
lierung wie n = q(r+1) +p, 0 < p < r+ 1 steht beispielsweise fiir die Division
von n durch r + 1, wobei ¢ der Faktor und p der Rest ist.

Wir setzen zunéchst:

x=x(Cr), n=q(r+1)+p, 0<p<r+lundp=*kq+a, 0<a<gq.

Diese Festlegungen behalten wir bis zum Ende des Abschnittes bei. Bemerkt

sei, daf sich x(CT) = {ﬁw nun auch schreiben 1afit als x(C7) =r+1+ [ﬂ.

r+1

Im folgenden méchten wir nur die Falle C7 2 K,,, d.h. n > 2(r + 1) und damit
q > 2 betrachten.
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Lemma 3.5 Seien p = a, ¢ > max{da,r + 2+ a} und d > 3. Dann existiert
eine Zerlegung der Knotenmenge V(Cr) derart, dafs

n=ap(r+2)+a(r+1), ap < a; < (d—1)ay,
aufler fiir die Fille:
1. d>3, ¢<2(r+1+a);
2.d=3, 3r+3a+5<q<4r—+2a+b.

Fiir diese Sonderfille existieren nur Zerleqgungen mit entweder ag < ay oder
aq S (d - ].)CL().

Beweis. Wenn es eine solche Zerlegung gibt, so mufl gelten:
n=gqr+1)+a=ay(r+2)+ai(r+1) = (g—a1—a)(r+1)= (ag—a)(r+2).

Da r 4+ 1 und r + 2 teilerfremd sind, mufl ag — a ein Vielfaches von r 4 1 sein,
weshalb wir ag —a = h(r + 1), h > 1, setzen. Zusammen mit der Bedingung
ag < ay ergibt sich fiir n:

n > ag(r+2)+ag(r+1) =[h(r+1)+a|(2r + 3)
=[h(2r+3)+2a|(r+1)+a> (2r+3+2a)(r+1).

Folglich ist
q>2r+2a+3 (3.2)

eine notwendige Bedingung fiir die Existenz der gewiinschten Zerlegung. Um
zu untersuchen, wann dies auch hinreichend ist, setzen wir ¢ —a —r — 2 =
r(2r+4)+y, 0<y<2r+4.Dhn=a(r+2)+(¢—a)r+1)=la+ 2z +
Dr+1Dl(r+2)+y(r+1).

Fall 1. a+7r <z +y.
Wir zerlegen die Knotenmenge in der Art, dafl

n=la+ @+ 1)+ D){r+2)+[z0r+2)+ylr+1).
~ ——

=ag =ai

Es folgt ag =x(r+ 1)+ (a+r+1) <z@r+1)+(x+y) =z(r+2)+y=a.
Ferner ergibt sich

a=z(r+)+e+y<zir+1)+ax+2r+3<z(r+1)+z(r+1)+2r+3
=2x+1)(r+1)+1<(d-1)(xz+1)(r+1)+a<(d—1)ay,
aufer fire =0 A d=3 AN a=0 A y=2r+3.

In dem genannten Ausnahmefall gilt ¢ —r —2 =y = 2r + 3, also ¢ = 3r + 5.
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Fall 2. a+7r >z +y.
Hier wird als Zerlegung

(- J

n=1la+zr+Dr+2)+ x4+ +2)+yr+1)
=ag :‘gl

verwendet. Es mufl x > 0 sein, um die Ungleichung (3.2) zu erfiillen. Auflerdem
sieht man sofort ay < a; wegen a < r. Weiterhin erhalten wir

a=+)r+)+l+zx+y<(z+1)r+1)+14+r+a
=(x+2)r+1)+a<(d—Dz(r+1)+a<(d—1)a,
aufler firz =1 A d=3 und

a;=2(r+2)+y=2r+1)+2+y) <2(r+1)+2a=(d—1)ay,
fire=1ANd=3 N y<2a-—1).

Der Sonderfall fiir d = 3 ist demnach ¢ —a —r —2=2r+4+y, y > 2(a — 1)
unda+r>14y,dh. 3r+3a+5<qg<4r+2a+5.

Als Ausnahmefille verbleiben folglich die in 2. genannten, da ¢ = 3r+5 fiira = 0
auch als ¢ = 3r + 3a + 5 geschrieben werden kann. Der Vollstdndigkeit halber
muf fiir diese Falle noch gezeigt werden, dafl tatséchlich eine Zerlegung mit ay <
a; < (d—1)ag ausgeschlossen werden kann. Dazu die folgenden Betrachtungen,
wobei h wie am Anfang des Beweises definiert ist:

Die Bedingung ag < a; < (d — 1)ay ist dquivalent zu

ap < qg—a—nh(r+2)<(d—1)ag
& h(2r+3)<qg—2a<(d—2)a+h[dr+1)+1].

Durch weitere Umformungen und aus h € IN erhalten wir

_g=da } a2

dr+1)+1] = — |2r+3
Fird = 3 und 3r + 3a +5 < ¢ < 4r 4+ 2a + 5, ergibt sich die Bedingung
2 < h <1, was ein Widerspruch ist. Demzufolge besitzen alle diese Sonderfélle
Zerlegungen mit entweder ay < a; oder a; < (d—1)ag. Auf die explizite Angabe

solcher Zerlegungen soll hier verzichtet werden, da sie analog zu den Zerlegungen
aus den letzten zwei Fillen konstruiert werden konnen. 0

Lemma 3.6 Seip # 0.
(i) Dann ezistiert eine Zerlequng der Knotenmenge V(C) derart, dafl
n=ay(r+1+e)+a{r+e)y, e>1, ap+a;=q, r+1+e=x(C).
Dabei gilt:
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—ag=¢q, ay =0, e=Fk fiira=20,

—ay=a, ag=q—a, e=k+1 fira>0.

(i1) Es existiert jedoch keine Zerlegung der Knotenmenge V (CT) mit

nzZaé(T—i—l—i-e—i), ay < ap.
i=0

Beweis. Zu (i): Fiir a = 0 ist p = kq und folglich gilt n = q¢(r + 1+ k) = ¢qx.
Daher existiert hier die gewiinschte Zerlegung. Sei nun a > 0. Wir formen n wie
folgt um:

n:q(r+1)+p:q(r+1)+qEJ +a:q(r+ EDHL

=p

=q(x —1)+a=al(x)+(g—a){x—1).

Wegen a > 0 folgt sofort x — 1 > r + 1. Damit besitzt diese Zerlegung die
geforderte Eigenschaft, dafl jede Knotenreihe wenigstens r+1 Knoten enthalten
muB. AuBerdem ist y =r + 1+ (ﬂ =r+1+k+ (ﬂ =r+2+k.

Zu (ii): Angenommen, es gibe die angegebene Zerlegung. Dann ist wegen

e

(q+1)(r+1)>n:Za;(r+1—l—e—i)Zia;(r+l)

=0 =0

auf jeden Fall }~°  a! < ¢. Somit ergébe sich zusammen mit a < ag folgende
Abschétzung:

n:Za;(rJrl—l—e—i)gZa;(r—l—e)—%aggq(r—l—e)%—ag
i=0 i=0

<q(r+e)+a=n % O

>>> Labelling-Eigenschaften von Kreispotenzen: Es sei noch einmal erwéhnt,
daB die Farbstufe F;, i = 0,1, ..., fiir die Menge {id,1+id,...,d—1+id} steht.
Ferner sei im folgenden mit V; die Menge aller Knoten gemeint, welche ein Label
aus der Farbstufe F; erhalten. f,,.. sei das grofite vom Labelling f verwendete
Label, d.h. fpee = max,ev(cr) f(v). Ferner bezeichnen wir mit )\il(Cﬁ) die
kleinste Zahl ¢, fiir die bei gegebener Zerlegung Z ein zuldssiges Labelling f
mit f,,. = ¢ existiert.

Lemma 3.7 Seienp =0, d>r+1 und Z: n = q{r+1) mit 2t q. Dann
existiert fir Z kein Labelling f mit fiee <7+ 1+ rd.
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Beweis. Aus Satz 3.8 ist bekannt, daB A ;1(P)) = r + 1+ rd fiir einen r—Weg
mit mehr als (r + 1)? Knoten gilt. Gilt demnach n > (r + 1) fiir den r—Kreis
Cr, so folgt A7 [ (Cr) > Aq1(Ch) > 7+ 1+ rd aus Lemma 2.2. Andererseits gilt
A71(Ch) > r+ 1+ rd auch fiir 2(r +1) <n < (r+1)% da man den r—Kreis in
gewissem Sinne als unendlich langen r—Weg auffassen und daher das abfallende
Labelling-Schema (zumindest fiir das Labelling des gesamten r—Kreises) nicht
verwenden kann. Dies 148t sich wie folgt erklaren:

Es seien die ¢ (r + 1)—Knotenreihen im Uhrzeigersinn mit Ry, ..., R,—; nume-
riert, und wir setzen wir R, := Ry. Ferner sei Uf, 1 =0,...,7 9 =0,...,q,
der Knoten aus R;, welcher ein Label aus der Farbstufe F; besitzt. Dann mufl
bei einem abfallenden Labelling-Schema f die Zahlenfolge { f (vf )} =0, 4 fiir je-
des i € {0,...,7} monoton fallend sein. Dies fiihrt zum Widerspruch f(vY) >
f(hH = f(v!). Damit gilt stets )\il(C;) >r+1+rdfirn>2(r+1).
Angenommen, es existiert fiir Z ein Labelling f mit f,0. =7+ 1+ rd.

Schritt 1. Wir zeigen: Es gibt maximal q%l Knoten mit demselben Label im
r—Kreis.

Angenommen, es gibt in Vi, s € {0,...,r}, genau % + 4,2 > 0, Knoten mit
demselben Label und somit %1 — 1 Knoten mit einem anderen Label. Da alle
Knoten aus V; paarweise nicht adjazent sind, und Knoten mit demselben Label

sogar einen Abstand > 3 haben miissen, wire dann:

—1 1
n > [%4—2}(27’4—1) + %—i =q(r+1)+r(2i—1).
~—

VvV
Knoten aus Vs mit demselben
Label bzw. adjazent dazu

Knoten aus Vg mit
einem anderen Label

Wegen n = ¢(r + 1) mufl zwangsldufig i < 0 sein. §

Schritt 2. Wir zeigen: Vs € {0,...,r}Fv e Vi: f(v) <s—1+ sd.
(vollstdndige Induktion iiber s)

TA: s=r.

Wegen Schritt 1 darf es in V, maximal ¢ — 1 Knoten mit einem Label
aus {r + rd,r + 1 4+ rd} geben. Folglich existiert ein Knoten v € V, mit
foy<r—14rd. v

IV: Die Behauptung gelte fiir s > S + 1.

IS: s= 5.

Aufgrund der Induktionsvoraussetzung gibt es einen Knoten v € Vg1 mit
f(v) < S4(S+1)d. Dieser Knoten ist zu genau zwei Knoten wy, we aus Vg
adjazent, weswegen f(wy), f(wy) < S+ 5d erfiillt sein muf. Da allerdings
wy und wy Abstand 2 haben, miissen ihre Label verschieden sein, und es
folgt: min{ f(wy), f(w)} <S—1+S5d. V
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Laut Schritt 2 miifite es in [ einen Knoten mit Label —1 geben, dies ist ein
Widerspruch. Damit kann es das Labelling f nicht geben. O

Lemma 3.8 Seienp=aund Z: n=ae(r+1+e€), 0<e<r, ay> 2, wobei
age{q—l,Q}

(i) Dann ezistiert fir Z kein Labelling f mit fia. < (r + e)d.

(i1) Sei 2t ag. Dann gibt es fir Z kein Labelling f mit fra. < 1+ (r + e)d,
wenn n < ag(r + 1) +r 4 2.

Bewezts.

Schritt 1. Wir zeigen: Es gibt maximal GOTH Knoten mit demselben Label im
r—Kreis.

Angenommen, es gibt in V;, s € {0,...,r + e}, genau GOTH + 1,7 > 0, Knoten
mit demselben Label und somit ‘IOT_I — 7 Knoten mit einem anderen Label.
Analog zum Schritt 1 des Beweises von Lemma 3.7 erhalten wir als notwendige

Bedingung fiir n:

1 ~1
nz(m;_4w)@r+n+fm2 —i=ag(r+1)+ (2i + 1)r

Wegen n=¢q(r+1)+a,r > 1und ao € {qg—1,q} folgt i <O0. §

Folglich kann es kein Labelling f mit f,.. = (r + e)d geben, da hier genau
ag > “+ Knoten das Label (r + e)d erhalten miifiten.
Sei nun 2 1 ap und ein Labelling f mit f,.. < 1+ (r + e)d gegeben.

Schritt 2. Wir zeigen: n > ag(r + 1) + r + 2.
Sei s/ = min{s | s € {1,...,7r+e} AP €V, : f(v) > 1+ sd}. (s existiert
immer, da die Knoten aus V,,. nur die Label (r + e)d und 1 + (r + €)d haben
diirfen.) Angenommen, es gibt in Vi genau a°2—+1 — 14, 1 > 0, Knoten mit Label
s'd und in Vy_; genau a0_2+1 — 4, j > 0, Knoten mit Label (s — 1)d. Wir
filhren die Bezeichnungen V,°, V! bzw. V;>! fiir die Menge der Knoten aus
V; mit Label td, 1+ td bzw. > 1+ td ein. Folglich ist [V}]| = %=1 +{ und
Vo, U ‘/;’>El| - aOTil +J-

e Es ist klar, daB weder die Knoten aus VY ; noch die Knoten aus V) zu
einem Knoten aus Vj_l U V;,>_11 adjazent sein diirfen. Damit gilt vorerst:

ap—1 . a+1 . a+1
n > +j)@2r+1)+ —-J + —i.
2 2 2
N s - 7 (- _
~~ o v )
Knoten aus V|, UV7 1 ) Knoten aus V) | Knoten aus V)
bzw. adjazent dazu (*) (%)

o Ist VO || —|V) UV Y| =1—25 <0, so kénnen die Knoten aus Vi _1 so
angeordnet werden, da die Knoten aus V| bereits paarweise einen Abstand
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> 3 haben. Ist dies nicht der Fall (bei j = 0), miissen 2r(1 — 2j) weitere
Knoten hinzukommen, um den Abstand > 3 zwischen den Knoten aus VJ_,
zu gewihrleisten. Da nun aber in jede der 1 — 2j ”Liicken” ein Knoten aus V.
plaziert werden kann, muf§ 1 — 25 von (%) abgezogen werden. Es ergibt sich in
Wirklichkeit nur ein Knotenzuwachs von (2r — 1)(1 — 25) Knoten.

o Ist [V} — V2, |=i—j+|V2| <0, so kénnen die Knoten aus V} in der
Menge (*) untergebracht werden. Andernfalls miissen i — j + |V}, | zusétzliche
Knoten eingesetzt werden.

Zusammengefafit ergibt sich die folgende Abschétzung fir n:

1
nZaO(T+1)+(2j—1)r+a0; iy

+ (2r — 1) max{0, 1 — 25} + max{0,i — j + |V, |}.

Bekannt ist aus Schritt 1, dafl ¢ nur die Werte 0 oder 1 annehmen kann. Damit
erhédlt man aus der vorherigen Ungleichung wegen j > 0:

CLO—]_

j=0: n>ay(r+1)+r+ + max{—i, |V [}

CLQ—l

+H/s’>—11’7
(I0—|—1

=ap(r+1)+r+

j>0: n>a(r+1)+2j—1)r+ —i+max{0,i —j + [V}

ag— 1
= ao(r +1) + 7+ =+ (2r = 1)(j — 1) +max{j — 4, V74 |}
ag— 1
>ap(r+1)+r+ 0 + V4
Insgesamt ergibt sich:
CLO—l >1 ao—]_
n>ap(r+1)+r+ + |V > ao(r+1)+7r+ 5

Schritt 3. Wir zeigen: n > ao(r + 1) + r + 22,

Gelte n = ag(r+1)+7+ “OT*I Die obige Ungleichung zeigt, dafl nur noch der
Fall Vs € {0,...,7 + e}Vv € V; : f(v) € {sd, 1+ sd} untersucht werden muf.

Fall 1. [V}'] = e

Mit Hilfe von dhnlichen Uberlegungen wie im Schritt 2 schlieBt man |V}!| = a°2—+1
fir s = r+ 1,...,r + e. Dies ist aber nur moglich, wenn die Knoten aus
V..., Viye in einer festen Reihenfolge im r—Kreis angeordnet sind, welche
in Abbildung 3.6 links angedeutet ist. (Dabei sind jeweils die Knoten aus V,_;
gegeniiber denen aus V; um einen Knoten im Uhrzeigersinn versetzt.) Die Kno-
tenmenge M, welche im Bild durch eine gestrichelte Linie kenntlich gemacht
wurde, enthélt 2r — e Knoten. Wegen e < r ist |[M| > r + 1. Folglich enthélt
M eine Clique mit r + 1 Knoten. Jedoch brauchen diese r + 1 Knoten Label
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3d o4

O
3d  4d 144 1424113

Abbildung 3.6.: Ausschnitte von L(d, 1)—Labellings des C3s, wobei ag = 5,e = 1

aus paarweise verschiedenen Farbstufen, es sind aber nur noch die Farbstufen

Fo, ..., F._1 vorhanden. Daher ist dieser Fall ausgeschlossen.

Fall 2. |V!| =

Es gilt dann |V0] = @t fiir s = 0,...,7 (analog zu Schritt 2). Auch hier gibt
es eine fest Vorgegebene Reihenfolge fur die Knoten aus Vg, ..., V, (siehe Bild

3.6 rechts). Wir betrachten erneut die hervorgehobene Menge M. Diese besitzt
nun r aufeinanderfolgende Knoten, welche eine Clique bilden. Fiir diese Knoten
stehen nur noch die Farbstufen F,..4,..., F,,. zur Verfiigung. Wegen r > e
ergibt sich ein Widerspruch.

Demzufolge kann es fiir die vorgegebene Knotenanzahl n = ag(r + 1) + 7+ “02—*1
kein Labelling f mit f,,.. = 1+ (r + €)d geben. O

Lemma 3.9 Sei Z: n =qay(r+1+e)+a{r+e), 0 <e, a < ay, wobei
ap+ay; € {q¢—1,q}. Dann gibt es fir Z kein Labelling f mit fine. < (r+ e)d,
wenn n < ap(2r + 1) + 2a; + 1.

Beweis. Angenommen, es sei ein r—Kreis mit den geforderten Eigenschaften
gegeben, fiir den es ein Labelling f mit f,... < (r + e)d gibt. Da die Zerlegung
n = aog(r +1+e) + a;(r + e) verwendet werden soll, und die Knoten innerhalb
einer Knotenreihe ihre Label aus paarweise verschiedenen Farbstufen erhalten
miissen, ist fa = (1 + e)d.

Schritt 1. Wir zeigen: Vs € {0,...,r+e—1}: [{v|v e Vi A f(v) > sd}| > a;.
Angenommen, es gibt in V; genau a; — 4,7 > 0, Knoten mit einem Label > sd
und somit ag + ¢ Knoten mit dem Label sd. Wir bezeichnen die Knoten aus
Vi, s €{0,...,r+e—1}, im Uhrzeigersinn mit w{, ..., w; ,,, und die Menge der
Knoten zw1schen w; und Wi 1) mod (ag-+a1) jeweils mit V7. Ferner bezeichne ug die
Anzahl der Indizes j mit f(w]) = f(W{;11)mod (aptar)) = 5@ J € {1,...,a0+ar}.
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Es mufl [Nf| > r fir f(w]) # f(w? W} 1 mod (ap-ar) ) und |NF| > 2r fiir f(wf) =
S WG4 1) mod (ag +ay)) €Tfilllt sein, damit die Knoten w; und wj,, im ersten Fall
wenigstens Abstand 2, im zweiten Fall wenigstens Abstand 3 haben. Damit
ergibt sich als notwendige Bedingung fiir n:

n>lag+1—(a; —9)](2r+1)+ (2a1 — 20)(r + 1) = apg(2r + 1) + a; + 2ir
=(a+a+1)(r+1)+(ag—ar+2i—1)r — 1.

Wegen n = q(r + 1) +a, ap > a; und ag + a1 € {q — 1,q} folgt i < 0. §

Schritt 2. Wir zeigen n > ao(2r + 1) + 2a;.

Wir betrachten die Mengen V, .. und V,.. ;. Offensichtlich ist |V, .| = ap und
|Vite—1| = ao + a1, und alle Knoten aus V,,. haben das Label (r + e¢)d. Wie
im Schritt 1 festgestellt, gibt es mindestens a; Knoten aus V,,._; mit einem
Label > (r + e — 1)d. Angenommen, dies sind genau a; Knoten und sie sind im
Uhrzeigersinn mit vy, . .., v,, bezeichnet. Ferner sei M;, i =1, ..., a;, die Menge
der Knoten zwischen v; und v(;41)moda, allerdings ohne die ersten r» Knoten und
die letzten r Knoten (da diese zu v; bzw. v(;11)moda, adjazent sind). Damit gilt
vorerst: n > ay(2r + 1) + | J;L, M;|. Offensichtlich diirfen weder die restlichen
ap Knoten aus V4.1 (bezeichnet mit V,* ;) noch die ay Knoten aus V,,. zu
einem v; adjazent sein. Damit liegen alle diese Knoten in (i, M;. Da | [J:L, M;|
minimiert werden soll, kann man davon ausgehen, daf§ gilt:

Vie{l,...,al} ]T+elﬂMi|:]Vr+eﬁMi]21.

Dies 148t sich daraus ableiten, dafl erstens Knoten aus verschiedenen M; stets
einen Abstand > 3 haben und zweitens Knoten innerhalb derselben Menge M;
nur dann Abstand > 3 haben konnen, wenn mindestens 2r Knoten zwischen
ihnen liegen. Da ferner ay > a; ist, erhélt man relativ einfach die notwendige
Bedingung;:

n>ay(2r+1) 4+ 2ay + (ag — a1)(2r + 1) = ap(2r + 1) + 2a.

Der Vollstéandigkeit halber mufl noch der Fall betrachtet werden, dafl a; +1, ¢ >
0, Knoten aus V,.,._1 mit Label > (r 4+ e — 1)d existieren. Hier zeigt sich jedoch
mit analoger Argumentation, dafl n > ag(2r + 1) + 2(a; + ) gelten mufl.

Schritt 3. Wir zeigen n > ag(2r + 1) 4+ 2a; + 1.

Gelte n = ag(2r 4+ 1) + 2a;. Geméf Schritt 2 gibt es in V.1 genau ay Knoten
mit Label (r + e —1)d und a; Knoten mit Label > (r + e — 1)d. Damit kommen
nur n — ao(2r + 1) — a; = a; Knoten aus dem Graphen fiir die Knoten aus
Vite—2 mit Label > (r + e — 2)d in Frage. Aus Schritt 1 wissen wir, daf es
nicht weniger als a; sein diirfen. Demzufolge miissen genau die verbliebenen
a1 Knoten dafiir verwendet werden. Dies ist nur moglich, wenn diese paarweise
mindestens den Abstand 2 haben. Um dies zu gewéhrleisten, miissen die Knoten
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® Knoten aus Vi = V3
@ Knoten aus Vyye—1 = V7

® Knoten aus Vyye—2 =V

Vr*+e—1 = V¥ ist die Menge

der Knoten mit Label 7d

Abbildung 3.7.: Ausschnitt eines L(d, 1)—Labellings des C%;, wobei e = 2,a¢ = 3,a; = 2

aus V' ._; und V. innerhalb der Mengen M; immer nach demselben Prinzip
angeordnet sein: Ist der erste Knoten in M; aus V, .. und der zweite aus V. ,_,
so muf} diese Reihenfolge bei den M;, ¢ > 1, beibehalten werden, umgekehrt
genauso. Bestimmt man anschlieBend die Lage der Knoten aus V.. o, so stellt
man fest, dafl diese genau wie die Knoten aus V,,. ; angeordnet sind, nur
um einen Knoten im Uhrzeigersinn verschoben (siche auch Abb. 3.7). Dieses
Prinzip setzt sich bei den Vi, s < r 4+ e — 2, fort, was zwangsldufig zu einem
Widerspruch fithren muf, da in der Menge der Knoten zwischen zwei Knoten
mit Label (7 + e — 1)d nicht alle Knoten ein Label erhalten konnen. Daher kann

n nicht gleich ag(2r + 1) + 2a, sein. O

>> Berechnung von \g; fiir d > r+1 > 3:

Satz 3.10 Ist n < 2r + 1, so ist Ag1(Cy) = (n — 1)d. Ansonsten gilt fiir
d>r+12>3:

Aa1(C)) | Bedingungen fir p, q, a undr

1+ d+1)r | p=0A 2]|q
p=0 A 21qg A [¢<2r+3V
(g=2r+3 A d>r+1)

(r+1)d|p=0A24qg AN qg>2r+3 Nd=r+1
(x—1)d | 0<2a<gq
1+(x—1)d| (p#0=a A 2|q) V (0<a<qg<2a)
2+ (x—Dd | p#0=a A 21{q
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Beweis. Firn <2r+1ist C] = K, und damit A\;1(C}) = (n — 1)d.

Fiir grofere n bilden je r+ 1 aufeinanderfolgende Knoten eine maximale Clique.
Die Idee ist nun, fiir jeden r—Kreis eine geeignete Zerlegung der Knotenmenge
in Knotenreihen zu finden. Wurde eine solche Zerlegung ermittelt, erhélt jede
Knotenreihe {vy, ..., vs} eine Label-Sequenz [ly, ..., 15| derart, dafl der Knoten
v; das Label [; bekommt. Grundlegend dabei ist, dafl alle [; aus verschiedenen
Farbstufen stammen. Dieses Labelling mag vielleicht nicht immer fiir den durch
die Knotenreihe induzierten Untergraphen optimal sein, jedoch fiir den gesam-
ten r—Kreis schon. Mit dem Ziel, jeweils eine geeignete Zerlegung von V(C7) zu
bestimmen, miissen wir zwischen den verschiedenen Féllen unterscheiden, die
bei der Division von n durch r + 1 auftreten.

Fall 1. p=0.

Hier gibt es die Zerlegung Z; : n = q(r + 1) = ¢(x). Daher entspricht das
Labelling des r—Kreises dem Labelling von r—Wegen, da wir die Knotenmenge
in Knotenreihen zu je r + 1 Knoten zerlegen konnen. Der einzige Unterschied
besteht darin, daf§ das abfallende Labelling-Schema nicht verwendet werden
kann. Dies 148t sich wieder dadurch erklaren, dafl dieses spezielle Labelling nach
rechts nicht erweitert werden kann, was jedoch bei einem r—Kreis im Sinne eines
unendlich langen r—Weges notwendig ist (siehe auch Beweis von Lemma 3.7).

Fall 1.1. q gerade.

Wir wihlen ein alternierendes Labelling-Schema, z.B. [0, 1+d, ..., r+rd] ; [1,24+
d,...,(r+1)+rd]. Diese beiden Label-Sequenzen wenden wir auf zwei benach-
barte Knotenreihen an. Dies wiederholen wir so oft — insgesamt £—mal — bis
sich ein komplettes Labelling f des C] mit f,.. = r+ 1 + rd ergibt. Da —
wie schon angesprochen — der r—Kreis als unendlich langer r—Weg angesehen
werden kann, folgt A41(Cj) = AZ4(Ch) = r + 1+ rd aus Satz 3.8.

Fall 1.2. ¢ ungerade.

Hier kommt dieselbe Methode wie im vorherigen Fall zum Einsatz. Jedoch tref-
fen dabei zwei Knotenreihen mit derselben Label-Sequenz aufeinander, was auf-
grund der Abstand-2-Bedingung nicht erlaubt ist. Dies umgehen wir, indem die
letzte Knotenreihe die Label-Sequenz [2,3+d, . .., (r+2)+rd] bekommt. Damit
erhalten wir ein Labelling f mit f,,.. = v+ 2+ rd, welches laut Lemma 3.7 fiir
die Zerlegung nicht verbessert werden kann. Folglich ist )\5}1(0;) =r+2+rd.
Nun mufl noch die Frage beantwortet werden, ob die verwendete Zerlegung und
somit auch das Labelling optimal ist.

In jeder von Z; verschiedenen Zerlegung mufl wenigstens eine Knotenreihe der
Méchtigkeit > r 4+ 2 vorkommen. Damit wire das maximale verwendete Label
auf jeden Fall > (r+1)d. Im Vergleich zu r+2+rd ist also nur eine Verbesserung
der Schranke fiir +1 = d denkbar, da ansonsten d > r+1 und somit (r+1)d >
r+2+rd gelten wiirde. Diese Verbesserung 148t sich jedoch nur erreichen, wenn
ein Labelling f mit f,,.. = (r+1)d existiert. Dies ist genau dann der Fall, wenn
es eine Zerlegung Z5 : n = ag(r +2) + a1 (r + 1) mit ag < ay gibt.
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Unterfall 1.2.a. ¢ < 2(r + 1).

Geméf Lemma 3.5 ist ag < ay fiir Z; nicht moglich. So kann die aus Lemma
3.9 bekannte notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Labellings f mit
fmaz = (r 4+ 1)d nicht eingehalten werden, da

n=ag(r+2)+a(r+1)=ag(2r+1)+ (a1 —ao)(r — 1) + 2a4
<ap(2r+1)+4+2a; — (r—1) <aog(2r +1)+2a; + 1

ist. Demnach wire hier )\i?l(Cg) > )\ill(C’fl) = Xa1(C)).

Unterfall 1.2.b. ¢ > 2(r + 1).

Lemma 3.5 zeigt, daB es hier stets eine Zerlegung Z; mit ay < ay gibt (siehe
Zerlegungen im Beweis von Lemma 3.5, a1 < (d — 1)ap muf nicht erfiillt sein).

Dann konnen die Knotenreihen derart angeordnet werden, dafl keine zwei (r +
2)—Knotenreihen benachbart sind. So diirfen wir allen (r 4+ 2)—Knotenreihen
die Label-Sequenz [0, d, ..., (r+1)d] zuweisen. Die dazwischen liegenden Folgen
von (r + 1)—Knotenreihen behandeln wir als 7—Wege, weshalb die Labelling-
Techniken aus dem Beweis von Satz 3.8 zum Einsatz kommen koénnen. Jedoch
muf} darauf geachtet werden, daf aufgrund der Abstand-2-Bedingung und wegen
d = r+1 ein Labelling-Schema verwendet wird, welches nicht die Label 0 und r+
1+rd einer Knotenreihe zuteilt, welche direkt neben einer (r+2)—Knotenreihe
liegt. Dies vermeiden wir folgendermaflen:

e Liegt eine ungerade Anzahl von (r 4+ 1)—Knotenreihen zwischen zwei (r +
2)—Knotenreihen, so verwenden wir alternierend

[1,1+d,2+42d,...,j+jd,...,r+rd], [0,24+d,34+2d, ..., j+1+jd, ... r+14+rd].

e Liegt eine gerade Anzahl von (r + 1)—Knotenreihen zwischen zwei (r +
2)—Knotenreihen, so realisieren wir das Labelling wie folgt: Die erste (direkt
im Uhrzeigersinn auf die (r + 2)—Knotenreihe folgende) (r + 1)—Knotenreihe
erhilt die Sequenz [2,2 + d,2 + 2d,...,j + jd,...,r + rd], die letzte (direkt
vor der néchsten (r + 2)—Knotenreihe liegende) erhilt die Label [1,1+d, 1 +
2d,...,j—14jd, ..., r—1+rd], alle dazwischen liegenden Knotenreihen erhalten
paarweise

[1,1+d,342d,...,j4+1+j4d, ..., r+1+rd], [0,24d,242d, ..., j+jd, ..., r+rd.
Damit ist also Ag1(Ch) = AZ3(Cp) = (r + 1)d.

Insgesamt ergibt sich Az1(C7) = (r +1)d wenn ¢ > 2r+3 A d =r+ 1 und
Xa1(Cr) =r+ 2+ rd sonst.

Als Beispiel fiir den Fall 1.2. betrachten wir den Graphen C3. Offensichtlich
gilt hier ¢ = 7 = 2r + 3. Somit ist A41(C3;) = 4+ 2d fiir d > 3 = r + 1, sowie
A31(C3) =9 (vgl. Bild 3.8).

Fall 2. p#0 A a#0.

GeméB Lemma 3.6 (i) existiert die Zerlegung Z : n = a{x) + (¢ — a)(x — 1).
Es miissen nun noch die Knotenreihen in geeigneter Weise geordnet werden.
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Abbildung 3.8.: L(d,1)—Labelling des C3, fiir d > 3 und d = 3

Fall 2.1. 2a < q.

Wegen a < ¢ — a gelingt es, die Knotenreihen so anzuordnen, da} zwischen
je zwei xy—Knotenreihen wenigstens eine (xy — 1)—Knotenreihe vorkommt. Da-
mit ist es erlaubt, allen y—Knotenreihen die Label-Sequenz [0,d, ..., (x — 1)d]
zZuzuweisen.

Unterfall 2.1.a. p=a (d.h. x =7+ 2).
Die dazwischen liegenden Folgen von (r+1)—Knotenreihen sind wieder r—Wege.
So kann das Labelling dieser Folgen analog zu Unterfall 1.2.b. vonstatten gehen.

Es soll dieses Labelling noch einmal anhand eines Beispiels gezeigt werden. Wir
betrachten die Graphen C?, und C3,. Dies sind Graphen mit n = (r +2) + (¢ —
1){r 4+ 1), wobei r = 3 und ¢ = 4 bzw. ¢ = 5 ist. Bild 3.9 zeigt die Labellings
dieser beiden Graphen.

Unterfall 2.1.b. p > a (d.h. x >+ 2).

Es werden den (x — 1)—Knotenreihen sukzessive die Label-Sequenzen [1,1 +
d,...,14+(x—2)d] und [2,2+d,...,2+ (x — 2)d] zugewiesen.

Diese Methoden auf alle Folgen von (x — 1)—Knotenreihen angewendet, liefert
ein komplettes Labelling f des Graphen mit f,,,. = (x — 1)d. Dieses Labelling

ist bereits optimal, da fiir jeden Graphen G die untere Schranke A,,(G) >
Ai(G) = d(x(G) — 1) gilt (vgl. Satz 3.1).

Fall 2.2. a < g < 2a.

Wir zerlegen die Knotenmenge wie gehabt, ordnen jedoch die Knotenreihen so
an, daf keine zwei (xy — 1)—Knotenreihen benachbart sind. Diesmal 148t sich
nicht vermeiden, dafl wenigstens zwei y—Knotenreihen nebeneinander liegen.
Wir geben den besagten Knotenreihen die Label-Sequenzen [0,d, ..., (x — 1)d]
und [1,1+d,...,1+ (x — 1)d]. Durch geeignete Label-Sequenzen fiir die (y —
1)—Knotenreihen erhalten wir relativ einfach ein Labelling des gesamten Gra-
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d
3+2d 1+d

(Der Ubersichtlichkeit halber wurde eine Vielzahl von Kanten weggelassen)

Abbildung 3.9.: L(d,1)—Labelling des C%; und des C3;

phen. Damit gilt vorerst )\‘371(0,’;) <1+ (x—1)d.

Um die Optimalitdt dieses Labellings zu beweisen, ziehen wir Lemma 3.6 (ii)
hinzu. Dort wurde gezeigt, dafl es keine Zerlegung in Knotenreihen der Grofien
r+1,...,x gibt, so da die Anzahl der y—Knotenreihen kleiner ist als a. Dies
auf Lemma 3.9 bezogen, bedeutet, dafl der r—Kreis fiir die gegebene Zerle-
gung nur dann ein Labelling f mit f,,.. = (x — 1)d besitzen kann, wenn
n>a(2r+1)+2(q—a) + 1 erfiillt ist. Diese Bedingung gilt wegen

n=q(r+1)+p>al2r+1)+2(¢—a)+1>a(2r—1)+2q

+1
>qT(Zr—1)+2q>q(7“+1)—|—7’2q(r+1)~|—p §

aber nicht. Als letzte Moglichkeit kdmen noch Zerlegungen in Betracht, die
Knotenreihen mit mehr als y Knoten enthalten. Jedoch wére hier das maximale
Label > yd > 1+(x—1)d, dad > 2. Somit ist A1 (C;) = A5, (Ch) = 1+(x—1)d.

Zum besseren Verstindnis werden diese Techniken am Beispiel des C, und des
(45 veranschaulicht. Beide 4—Kreise haben die chromatische Zahl 6 und sind
dem Fall 2 zuzuordnen. Speziell gehort der Graph Cj, zum Fall 2.1, da 22 =
4-5+2 und damit 2a = 4 = ¢ gilt. Der Graph Cj; hingegen ist wegen 23 = 4-5+3
und damit 2a = 6 > 4 = ¢ ein Vertreter vom Fall 2.2. Die Abbildung 3.10 zeigt
eine optimale Zerlegung fiir den jeweiligen 4—Kreis, sowie das daraus entste-
hende Labelling der y—Knotenreihen. Den verbleibenden (x —1)—Knotenreihen
konnen anschliefend sehr einfach zuldssige Label zugewiesen werden.

Fall 3. p#0 A a=0.

Als Zerlegung wird Z : n = q(r+1+k) = q(x) verwendet. Fiir gerades ¢ weisen
wir sukzessive den Knotenreihen die Label-Sequenzen [0,d, ..., (x — 1)d] und
[1,1+d,...,14+ (x — 1)d] zu, fiir ungerades ¢ erhilt die letzte Knotenreihe die
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(Der Ubersichtlichkeit halber wurde eine Vielzahl von Kanten weggelassen)

Abbildung 3.10.: L(d, 1)—Labelling der x—Knotenreihen beim Cj, und Cj;

Label-Sequenz [2,2+d, ..., 2+ (x—1)d]. Daf} diese Labellings fiir die verwendete
Zerlegung bereits optimal sind, zeigt sich anhand von Lemma 3.8. Es gilt dabei
agzqunde:kzg§%<7’undn:q(r+1)+p<q(r—l—l)—i—r—i—%.
Angenommen, die Zerlegung selbst wire nicht optimal. In Lemma 3.6 (ii) wurde
gezeigt, dafl jede andere Zerlegung mindestens eine Knotenreihe mit mehr als x
Knoten enthalten muf}. Somit wére das maximale verwendete Label > yd, was
wegen d > 2 ein schlechteres Resultat liefert als 2 + (y — 1)d.

Auch der Fall 3 soll an zwei speziellen Kreispotenzen verdeutlicht werden. So-
wohl der Cf als auch der Graph C3, gehéren zu diesem Fall, da jeweils p = ¢
gilt. Beide haben die chromatische Zahl 6. Optimale Labellings fiir diese Gra-
phen sind in Abbildung 3.11 angegeben. |

>> Weitere Zerlegungseigenschaften von Kreispotenzen: Wie wir bei der
Berechnung von A g (Cy) fiir 2 < d < r + 1 sehen werden, miissen fiir einzelne
Fille neben den bereits bekannten Zerlegungen weitere betrachtet werden. Da-
her greifen wir auf Lemma 3.5 zuriick und stellen nun weitere Lemmata bereit.

Wir verwenden weiterhin die Bezeichnungen vom Anfang dieses Abschnittes:

x=x(Cp), n=q(r+1)+p, 0<p<rundp==Fkqg+a, 0<a<qg-—1

Zusitzlich sei nun noch | 41 — l(g—1)+b, 0<b<qg—1.
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(Der Ubersichtlichkeit halber wurde eine Vielzahl von Kanten weggelassen)

Abbildung 3.11.: L(d, 1)—Labelling des C}g und des C3,

Lemma 3.10 Seien p =a und d-a < q < r+ 2+ a, d.h. es gibt bereits die
Zerlegung n = a{r +2) + (¢ — a)(r + 1).

(1) Dann ezistiert aufierdem eine Zerlegung der Knotenmenge V(Cr) derart,

dafs
n=ay(r+1+e)ta{r+e), e>1 ag+a=q—1, r+14+e=x(C).
Dabei gilt
—ap=q—1, a1=0, e=1 fira+b=0,
—ay=a+b, ai=q—1—a—b,e=l+1fir0<a+b<qg-—1,
—ag=a+b, a1 =0, e=I0l+4+1fira+b=q—1,
—a=a+b+1—q, a1 =2¢g—2—a—-0b, e=1+4+2 fira+b>qg—1.

(i1) Es existiert jedoch keine Zerlegung der Knotenmenge V (CJ) mit
n:Za;(r+1+e—i), ay < ag, a, < q— a.
i=0
Beweis. Zu (i): Wir formen n wie folgt um:

n=qr+1)+a=@-Dr+1)+r+1)+a
=(@@-Dr+D)+l¢g-1)+bt+ta=(g-1)(r+1+1)+a+b.
—_——

=r+1

Gilt dabei a +b < g — 1, so zerlegen wir n in der Art:

n=(a+b){r+2+0)+(@—-—1—a—->b){r+1+1).
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Andernfalls erhalten wir

n=(g-1)r+2+)+a+b—(¢—1)
=(a+b+1—-q)(r+3+0)+2¢—2—a—-b)(r+2+1).
Bemerkt sei dabei, dal wegen a < ¢—1 und b < q—2 der Koeffizient 2¢—2—a—b

niemals kleiner als 1 ist.
Um die Behauptung r + 1+ e = x(C’*!) zu beweisen, wihlen wir als Ansatz

n=q¢(r+2)+p, 0<p <r+2. Dann gilt X(C’"+1)—r+2+{ -‘ Aufgrund
von

n=qr+1)+a>q(r+1)+q—r—2=(¢—1)(r+2) und
n=qr+1)+a<qr+1)+q-1=(-Dr+2)+r+1,

st (g—1)(r+2)<qdr+2)+p <(¢g—1)(r+2)+r+1,dh esmuB ¢ =qg—1
gelten. AuBerdem ergibt sich p’ = a + r + 2 — ¢. Somit kénnen wir nun die
chromatische Zahl von C"*! berechnen:

/

2 —
X(C )y =r+2+ 3}=r+2+[3iﬁi——ﬁw

/ q_l
P a+(r+1)—(q—1)-‘ il [a%—(r—i—l)-‘
q—1 -1
i l(g—1 b b
S A Ciend Ll ) IS )
q—1 q—1

Beachtet man dabei die Konstellation von a4 b und ¢—1, so ergeben sich gerade
die im Lemma angegebenen Werte.

Zu (ii): Angenommen, es gibe die angegebene Zerlegung. Dann ist wegen
n=a(r+2)+(¢g—a)(r+1) :Za;(r+1+e—z’)
=0
und @, < ¢ —a auf jeden Fall > a; < ¢—a— 1. Somit ergébe sich zusammen
mit af, < ap folgende Abschétzung:

n—Za (r+14+e—1) <Z (r+e)+a,<(qg—a—1)(r+e)+a

(q—a—l)(r+e)+a0 (q—l)(r—i—e)—i—ao:n. § ]

Im Lemma 3.5 wurden Zerlegungen der Art n = ao(r + 2) + a;(r + 1) mit
ap < a; < (d — 1)ag betrachtet. Wie wir auflerdem gesehen haben, gibt es
nicht fiir jede Konstellation von d und ¢ eine derartige Zerlegung, sondern nur
Zerlegungen mit entweder ag > a; Aa; < (d—1)ag oder ag < a3 Aa; > (d—1)ag.
Das néchste Lemma wird zeigen, dafl die Zerlegungen mit ag < a;Aa; > (d—1)ag
beiseite gelassen werden kénnen.
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Lemma 3.11 Seien p = a, v+ 1 > d > 3 und ¢ > max{da,r + 2 + a}.
Gibt es nur Zerlegungen n = ao(r + 2) + a1 (r + 1) mit entweder ag < a; oder
ar < (d—1)ao, so reicht es bei der Berechnung von X 41(C) aus, nur diejenigen
Zerlegungen mit a1 < (d — 1)ag, d.h. mit ag > a1, zu betrachten.

Beweis. Angenommen es gelte ag < a3 A a; > (d — 1)ap. Numeriert man
die Knoten aus V,;; im Uhrzeigersinn mit vy, ..., v,,, so gibt es ein ¢, so dafl
zwischen v; und v;41 mod ¢ Mmindestens (r+1)d+ 1 Knoten liegen. Dies resultiert
aus dem Schubfachprinzip, da (ag + a1)(r + 1) Knoten auf ao ”Liicken” verteilt
werden miissen:

[(ag—i—al)(r%—l)-‘ :HH[MW - r+1+[(d_ 1)ao(7”+1)-‘ (1),

Weiterhin ist aus Satz 3.8 bekannt, daBl A\yj1(P)) = (r + 1)d fir n > (r +
1)d+1 gilt. Wie man allerdings im Beweis von Satz 3.8 sehen konnte, erreichte
man diesen Wert nur, indem man (r + 2)—Knotenreihen zulie. Folglich miifite
zwischen v; und ;11 mod q, €ine weitere (r+ 2)—Knotenreihe liegen. Damit hétte
man in Wirklichkeit eine Zerlegung n = a((r + 2) + a{(r + 1) mit ay > ao,
fiir welche offensichtlich n < af, + (r + 1)day = ap(r + 2) + ap(d — 1)(r + 1)
gilt. Dann wiére aber auch a} < (d — 1)ay und damit ay > af. LaBt man keine
(r 4+ 2)—Knotenreihen zwischen v; und v;+1moda, 21, S0 gilt Ag1(Pr) =r+1+d
fiir den r—Weg zwischen diesen beiden Knoten. Dies wére wegen r+1 > d nicht
besser als 1+ (r + 1)d. O

>> Berechnung von )\ fiir 2 <d < r+1: Fiirden Fall 2 < d < r+1 ergeben
sich dieselben Werte wie in Satz 3.10, bis auf die zwei Ausnahmen p = 0 und
0 < 2a < ¢q, p=a. Der Grund fiir die Andersartigkeit dieser beiden Félle ist,
dafl Folgen von r—Wegen bei der Zerlegung der Knotenmenge in Knotenreihen
auftreten. Dies hat den Nachteil, dafy die Abstand-2-Bedingung besonders zum
Tragen kommt und speziell bei sehr langen Wegen die Anzahl der benétigten
Label in die Hohe treibt. Dieser Effekt kann vermieden werden, indem neue
Zerlegungen definiert werden, welche moglichst kurze oder gar keine r—Wege
enthalten, so dafl auf alternierende Labelling-Schemen verzichtet werden kann.
Damit ergeben sich folgende Resultate:

Satz 3.11 Ist n < 2r + 1, so ist Ag1(C},) = (n — 1)d. Ansonsten gilt fiir
2<d<r+1, wobei xo = x(C1):

Xa1(CF) Bedingungen fiir p, q, a, b und r

p=a A q¢>max{da,2(r+1+a)} A
(r+1)d | [d>3V q¢{3r+3a+5,...,4r +2a+5}] V
p=a>0 A (2a <q<da)
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p=a A [max{da,r+2+a}<qg<2(r+1+a)V

Br+3a+5<q¢g<4r+2a+5 AN d=3)]
(x—1Dd|p#a>0 A 2a<g

1+ (x=1)d| (p#£a=0 A 2|q) V (0<a<qg<2a)

24 (x—Dd |p#a=0 A 21q

. r+2+rd
! = < = —
m1n{1+(x2_1)d} p=0Aqg<r+2 AN 2fqg AN [b=0V 2b>q—1]
r+24+rd
) _ < <qg—
mm{ (xo — 1)d }p 0Ng<Tr+2AN2{gN0<20<qg—1
{ r+1+nrd, } p=a ANda<qg<r+2+a A 2|qgA
min
24 0e=1d [ | [a+b=0V a+b=q—1]
p=0ANqg<r+2AN2|gAN2b>qg—1)V
{ r+1+rd, } p=a#0 AN da<qg<r+2+a)A
min
L+ 0e—1d J | [(g=1=a+b A 2tq) V a+tb<qg—1<2(a+b)V

2(a+b) > 3(qg—1)]
Pp=0ANgqg<r+2 AN 2|gAN0<20<qg—1)V
min{ r+1+rd, } p=a#0 ANda<qg<r+2+a)A
[q—1>2(a+b)V
g—1<a+b A 2(a+b) <3(qg—1)]

Beweis. Fiir p = a (und damit x = r+2) verwendeten wir bisher die Zerlegung
Zi:n=alr+2)+(¢g—a){r+1).
Damit ergab sich

r+1+rd firp=0 A 2| ¢
AL (Cy =3 r+2+4rd firp=0 A 2fgq . (33)
r+1+rdoder (r+1)d ,firp=a>0 A 2a<gq

Der letzte Wert hidngt davon ab, welche Knotenanzahlen die r—Wege bei der
Zerlegung haben. Warum die Lénge der r—Wege relevant ist, wird bei den
folgenden Fallunterscheidungen deutlich.

Fall1.p=a>0 A 2a <q <da.

In diesem Fall gilt @ < ¢ — a < (d — 1)a fir die Zerlegung Z;. Daher ist es
moglich, die Knotenreihen so anzuordnen, daf alle (r +2)—Knotenreihen durch
mindestens eine und hochstens d—1 (r+1)—Knotenreihen voneinander getrennt
sind. Somit kénnen alle (r 4 2)—Knotenreihen die Label-Sequenz [0,d, ..., (r +
1)d] erhalten, und den dazwischen liegenden Folgen von (r 4+ 1)—Knotenreihen
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konnen Label-Sequenzen geméfl dem abfallenden Labelling-Schema in der Art:
[d—1,2d—1,...,(r+1)d—1], [d—2,2d—2,...,(r+1)d—2],...,[1,14d, ..., 14rd]

zugewiesen werden. Folglich gilt X ;1 (C)) = /\ill(C’T’;) = (r+1)d.

Fall2. p=a AN da<q¢<r+2+a.

Ist p = 0, so wissen wir bereits, dafl )\5}1(6’;) =r+ 14 rd, wenn ¢ gerade, und
)\i}l(C’fl) = r + 2+ rd, wenn ¢ ungerade. Sei nun p = a > 0. Hier handelt es
sich bei Z; um eine Zerlegung mit ¢ — a > (d — 1)a, d.h. in jeder moglichen
Anordnung der Knotenreihen gibt es zwei (r+2)—Knotenreihen, zwischen denen
eine Folge von mindestens d (r+1)—Knotenreihen liegt. Bei dieser Folge mufi ein
alternierendes Labelling-Schema zum Einsatz kommen (vgl. auch Lemma 3.11).
Ferner muf dieses Labelling zuléssig auf die benachbarten (r+2)—Knotenreihen
und anschlieend auf den gesamten Graphen erweitert werden. Dies geschieht
folgendermaBen: Die Folgen von (r+1)—Knotenreihen erhalten ihre Label durch
das Schema aus dem Unterfall 1.2.b vom Beweis des Satzes 3.10. Bei diesen
alternierenden Labelling-Schemen kommt es dabei wegen r 4+ 1 > d beim Label
d+ (d —1)d = 0 + dd zum Wechsel der Farbstufe. Dies mufl beim Labelling
der (r + 2)—Knotenreihen beriicksichtigt werden. Die ersten d + 1 Knoten der
(r + 2)—Knotenreihe kénnen wie gewohnt die Label 0,d,...,dd erhalten, ab
dem néchsten Knoten aber miissen die Label mit dem alternierenden Schema
quasi "mitwachsen” | wie in Abbildung 3.12 dargestellt.

d+1+dd
d+1+4dd

0

0 0 0,0 0 1,1 1
Vo V31 Vg—1 Vg Yd+1 VUr41 Yo U1 Va—1 Vg v

Abbildung 3.12.: Ubertragen eines alternierenden Labellings auf eine (r + 2)—Knotenreihe

Damit erhalten wir fiir Z; relativ einfach ein Labelling f des gesamten r—Kreises
mit f.ae =+ 1+ rd. Dieses ist wegen Satz 3.8 fiir die vorliegende Zerlegung
bestmoglich, so dafl )\5}1(0;) = r+ 1+ d resultiert. Es stellt sich nun die Frage,
wann die Zerlegung Z; bereits optimal ist. Um das zu klédren, miissen noch
die Zerlegungen mit verringerter Anzahl von (r + 1)—Knotenreihen untersucht
werden, welche in Lemma 3.10 (i) aufgelistet wurden.

Fall 2.1. 0 #a+b#q— 1.
Aufgrund von Lemma 3.10 (i) zerlegen wir die Knotenmenge in Z5 : n =

ao{x2) + a1{x2 — 1), ap+ a1 = q—1, ag,a; # 0. Dabei seien ag und a; wie im
Lemma angegeben.
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Unterfall 2.1.a. ag < a;.

Es lassen sich alle yo—Knotenreihen voneinander trennen. Damit kann allen die-
sen Knotenreihen die Label-Sequenz [0, d, . . ., (x2 —1)d] zugewiesen werden. Die
dazwischen liegenden Folgen von (o — 1)—Knotenreihen erhalten abwechselnd
die Label-Sequenzen [1,1+d,..., 14 (x2 —2)d] und [2,2+d,...,2+ (x2 —2)d].
Folglich ist A7 (CT) = (x2 — 1)d.

Jede von Z; und Z5 verschiedene Zerlegung wiirde eine Knotenreihe der Méch-
tigkeit > 2 + 1 enthalten und damit ein maximales Label > yod nach sich
ziehen. Demzufolge ist hier A4 (C") = min{ A% (C7), A7 (C1)}.

Insgesamt ergibt sich fiir den Unterfall 2.1.a., wobei p= a A da < q<r+2+a

min{r +2+rd,(x2 —1)d} ,firp=0A0<2b<qg—1A21q

min{r + 1 +rd,(xo — 1)d} ,firp=0A0<2b<qg—1A2]q
oderp#O0A[g—12>2(a+Db)
Va+b>qg—1AN2(a+b) <3(qg—1)]

a1 (Cy) =

Unterfall 2.1.b. ag > a,.

Hier sind mindestens zwei yo—Knotenreihen benachbart, also bekommt eine da-
von die Label-Sequenz [1,1+d, . . ., 14+(x2—1)d]. Die (x2—1)—Knotenreihen wer-
den so angeordnet, dafl zwischen zwei von ihnen jeweils mindestens eine gréflere
Knotenreihe vorkommt, so dafl jeder (x2 — 1)—Knotenreihe die Label-Sequenz
(2,2+d, ..., 2+ (x2—2)d] gegeben werden kann. Es resultiert )\5’21(02) < 14+ (x2—
1)d. In Lemma 3.10 (ii) wurde gezeigt, daf es fiir diesen Fall keine Moglichkeit
gibt, die Anzahl der y,—Knotenreihen zu verringern ohne die Méchtigkeit der
grofiten vorkommenden Knotenreihe zu erhchen. Angewendet auf Lemma 3.9
heifit das, daf3 )\5721(07’;) = (x2—1)d lediglich fir n > ag(2r+1)+2a; + 1 moglich
ware. Wegen

n=q(r+1)+a>a2r+1)+2(q—1—ap)+1=ay(2r—1)+2¢—1

2%(2r—1)+2q—1:q(r—|—1)+g—1

und da + 1 < ¢ kommen nur a = 0ANg < 2bzw.a =1ANd =3ANq < 4in
Frage. Diese Moglichkeiten konnen jedoch vernachléssigt werden, da fiir ¢ < 4
die Zerlegung Z, kein besseres Ergebnis als Z; liefert:

/\5}1(02)§r+2—|—rd:l(q—1)+b+1+rd§(q—l)(H—l)—i—rd
<31+ 1) +rd < (r+1+10)d < (x2—1)d= X7 (C).

Somit ist AZ% (Cr) = 14 (x2 — 1)d fiir ¢ > 5 und AZ3(Cl) > M54 (Cy) fiir ¢ < 4.
Analog zum Unterfall 2.1.a. gilt wieder A q;(C7) = min{\5,(C"), \Z%(C")}.
Zusammenfassend ergibt sich fiir den Unterfall 2.1.b., wobeip=a A da<q<
r+24a:
min{r + 2 +rd, 1+ (x2 — 1)d} ,flirp=0A26>qg—1A21q
min{r + 1 +rd, 14+ (xo — 1)d} ,firp=0A20>qg—1A2]q

oder p#O0A[2(a+b) >3(¢g—1)

Va+b<qg—1<2(a+0)]

Aa1(Cp) =
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Fall 22. a+b=0 V a+b=q— 1.

Hier ist Z5 : n = (¢ — 1){x2). Fiir ungerades ¢ weisen wir sukzessive den
Knotenreihen die Label-Sequenzen [0,d, ..., (x2 — 1)d] und [1,1+d,..., 1+
(x2 — 1)d] zu, fiir gerades ¢ erhilt die letzte Knotenreihe die Label-Sequenz
[2,24+d,...,24+(x2—1)d]. Fiir ¢ = 2 wiirde [0, d, . .., (x2—1)d] bereits ausreichen.
Nun mufl noch die Optimalitit dieser Labellings tiberpriift werden. Ist ¢ > 5, so

gilt 1+l =1+ LZ:—%J < r. Demzufolge konnen wir Lemma 3.8 mit ag = ¢—1, e <

1 + [ anwenden. Folglich gibt es fiir 2 1 ¢ kein Labelling f mit f4. < (x2 — 1)d
und fiir 2 | ¢ kann es nur ein Labelling f mit f.. < 14 (x2 — 1)d geben, wenn
die notwendige Bedingung n > (¢ — 1)(r + 1) 4+ r + £ erfiillt ist. Dies ist nur
fir ¢ < 2(a + 1) moglich. Da auBlerdem noch die Bedingungen da + 1 < ¢ und
q > 5 erfiillt sein miissen, ergibt sich ein Widerspruch.

Sei nun ¢ < 4. Dann liefert Z; kein besseres Ergebnis als Z7, denn fiir a+b = g—1

gilt:

My <r+2+rd=1qg—1)+b+1+rd<(+1)(¢—1)+rd
<3+ 1) +rd < (r+140d < NP(C),

und fir a + b = 0 ist:

N(C) <r424rd=1g—1)+1+rd=(r+1)d+1—1(d+1—q)
S(r+0)d+1-1<(r+1)d < A33(C), fiir ¢ < 3,
N2(CH) <t 14rd =3l +rd < (r+1)d < A2(CL),  fiir g = 4.

Es gilt also AZ% (Cr) > AZ4(Cy) fiir ¢ < 4. Fiir ¢ > 5 st A7 (Ch) = 1+ (x2—1)d,
wenn 2 { ¢, und )\3721(0};) =24 (x2 — 1)d, wenn 2 | q.

Ferner hat Lemma 3.10 (ii) gezeigt, dafl aufler den beiden Zerlegungen Z; und
Z5 keine weiteren Zerlegungen in Knotenreihen der Méchtigkeiten »+ 1, ..., x2
existieren. Alle anderen moglichen Zerlegungen wiirden mindestens eine Kno-
tenreihe mit > yo+1 Knoten besitzen, so dafl hier das maximale Label > yod >
2+ (x2 — 1)d wire. Daher gilt A4,(C7) = min{\Z}(C7), \7% (C")}. Explizit be-
deutet das fiir den Fall 2.2., wobeip=a A da <q<7r+2+a:

min{r +2+rd, 1+ (x2 —1)d} ,fira+b=0A21{q

min{r +1+rd,2+ (xo — 1)d} ,fira+b=0A2]q
odera+b=q—1AN2]q

min{r+1+rd, 1+ (xo —1)d} ,fira+b=qg—1A21q

Aai(Cp) =

Fall 3. p=a A ¢ > max{da,r + 2+ a}.
Wir wihlen als Zerlegung 25 : n = ao(r + 2) + a1 (r + 1) mit a9 < a; oder
aj < (d — 1)&0.
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Fall 3.1. ¢ >2(r+1+a) AN [d>3 V q¢ {3r+3a+5,...,4r +2a+5}].
Lemma 3.5 hat gezeigt, daf§ hier fiir Z, die Relation ay < a3 < (d — 1)ag
moglich ist. Daher kann das Labelling analog zu Fall 1 erfolgen. Es ergibt sich

Aiﬁl(cg) = (r+1)d.

Dieser Fall soll an einem Beispiel demonstriert werden. Fiir d = r = 3 ist der
r—Kreis C3, ein Vertreter vom Fall 3.1. Er besitzt wegen n = 52 = 13-4 =
4-(5) +8-(4) eine Zerlegung, in der die 5—Knotenreihen immer durch ein Paar
von 4—Knotenreihen getrennt werden. Somit erhalten alle 5—Knotenreihen die
Label-Sequenz [0, 3, 6,9, 12] und jeweils die zwei dazwischen liegenden 4—Kno-
tenreihen die Label-Sequenzen [2,5,8,11] ; [1,4,7,10] gemifl dem abfallenden
Labelling-Schema (siche Abb. 3.13).

Abbildung 3.13.: Ausschnitt aus dem L(3,1)—Labelling des C3,

Fall 3.2. ¢ <2(r+1+4+a) V[d=3 AN g€ {3r+3a+5,...,4r +2a + 5}].
Hier gibt es nur Zerlegungen Z; mit ay > a3 A a; < (d — 1)ag oder ag <
a; A a; > (d — 1)ag. Aufgrund von Lemma 3.11 reicht es aus, die Zerlegungen
mit a; < (d— 1)ag zu betrachten. Damit gilt nun aber auch ay > a;. Somit gibt
es auf jeden Fall zwei groflere Knotenreihen, welche direkt aufeinanderfolgen.
Damit benétigen wir fiir eine dieser Knotenreihen die Label-Sequenz [1,1 +
d,...,1+ (r+1)d]. Alle anderen Knotenreihen kénnen wie gewohnt ihre Label-
Sequenzen erhalten. Somit haben wir vorerst /\3,21(02) < 1+ (r+1)d. Weiterhin
148t sich n wie folgt abschétzen:

n=ay(r+2)+a(r+1)=ay2r+1)+ (a1 —ag)(r — 1) + 2a;
<ap(2r+1)+2a; — (r—1) < ap(2r+1) + 2a; + 1.

D.h. n erfiillt nicht die aus Lemma 3.9 bekannte notwendige Bedingung fiir die
Existenz eines Labellings f mit fp. < (r + 1)d. Demzufolge ist Xj’?l(og) =
1+ (r+1)d.

Auch hier soll ein Beispiel zum Versténdnis beitragen. Fiir d = r = 3 gehort
der r—Kreis C3; zum Fall 3.2. Bei diesem Graphen ist das Vorgehen wie beim
r—Kreis C2, wegen n = 56 = 14 -4 = 4-(5) +9- (4) = 8- (5) +4 - (4)
nicht moglich. In der ersten moglichen Zerlegung gébe es zwei 5—Knotenreihen
zwischen denen drei 4—Knotenreihen auftreten, so dafl geméfl dem abfallendem
Labelling-Schema die dritte dieser 4—Knotenreihen die Label-Sequenz [0, 3, 6, 9]
bekommen miifite, was aufgrund der Nachbarschaft zu einer 5—Knotenreihe
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nicht zuléssig ist. Da demnach ein alternierendes Labelling-Schema genommen
werden muf3, ergibt sich als maximales Label r 4+ 1 4 rd = 13. Zu diesem maxi-
malem Label fithrt auch die zweite mogliche Zerlegung, in welcher mindestens
zwei b—Knotenreihen benachbart sind. Bild 3.14 zeigt Ausschnitte aus dem
Labelling fiir beide moglichen Zerlegungen.

Abbildung 3.14.: Ausschnitte aus dem L(3,1)—Labelling des C34

Zur Optimalitit 148t sich folgendes sagen: Zerlegungen, bei denen Knotenreihen
der Méchtigkeit > r + 3 auftreten, liefern offensichtlich schlechtere Ergebnisse.
Folglich sind nur die Zerlegungen Z; und 2, relevant. Da ferner 1 + (r + 1)d <
r + 1+ rd gilt, ist die Zerlegung Z, stets besser als Z;. Damit ergibt sich
Xa1(Ch) = XZ4(Cp). u

Tabelle 3.3 falt die Ergebnisse der letzten beiden Sétze zusammen.

>> Abschatzung von \;;: Wie wir bereits im letzten Abschnitt gesehen ha-
ben, ist die Berechnung von A4, fiir kleine d sehr umfangreich. Der grofite
Aufwand ist sicherlich bei d = 2 zu erwarten. Daher verzichten wir hier in den
meisten Féllen auf die exakte Berechnung von A;; und geben obere Schranken
an. Fir die im Vergleich zu d > 2 problematischen Fille bei d = 2 zeigen wir
Losungsansétze fiir die Ermittlung von A ;.

Anders als bei den Féllen fiir d > 2 bereiten bei d = 2 die Zerlegungen in eine
ungerade Anzahl von Knotenreihen Probleme. Dies resultiert aus der Tatsache,
daB in der Farbstufe F;, i > 0, nur die zwei Werte 2i,2i 4+ 1 vorhanden sind,
wir aber bei einer ungeraden Knotenreihenanzahl meistens einen dritten Wert
aus der Farbstufe brauchen.

Da die Falle mit einer geraden Knotenreihenanzahl davon nicht betroffen sind,
lassen sich folgende Ergebnisse aus fritheren Untersuchungen ableiten:

X2,1(C}) | Bedingungen fiir p, ¢, a und r
2x—=1) | [p#a#0 A g>2a AN 2|q] V ¢=2a
142(x—1) | [p#a=0V a<qg<2a A 2]|q
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Bedingungen fiir d, p, ¢, a, b und r Ad1
(n=q(r+1)+p, p=kg+a, r+1=1qg—1)+0) (L=r+i+rd i=1,2)
(x2 = x(C; )
| | g<2 | (x—1)d=(n—1)d |
2|q h
~|P=0 24 q<2r+3 Ly
1\ ! q=>2r+3 min{ls, xd}
2a < —1)d
Mpa#o0 =1 5 (x=1)
+ a<qg<?a 1+(x—1)d
) #a=0 214
P 21 g 21 (x— 1)d
o 2|4 min{l,2 + (xz — 1)d}
o 21q min{ly, 1 + (x2 — 1)d}
2 i -1
J{ 0<2b<qg-1 4 m?n{h, (x2 — 1)d}
Vi 21q min{ls, (x2 — 1)d}
= 2b>q—1 2]q m?n{ll,1+(><2—1)d}
21q min{lz, 1+ (x2 — 1)d}
p=0 qg<2(r+1) 1+ vd
N
2 1
Ll20r+1)<g<3r+5 v
= d>3
Al 3r+5<qg<4r+5
SH d=3 14+ xd
qg>4r+5 xd
— 20 < g<da (x —1)d
T 2 <qg—1 ' 1
= s|latb<g—1 2(a+z)_q : min{l;, (x2 )d}
< h Q(f D20 g, 1+ (o — d)
v +la+b=qg-1 4 .
™ N 2| q min{ly,2 + (x2 — 1)d}
Vi 2a+b) <3(g—1 in{l —1)d
p=a#0 || >|at+b>qg-1 (at+b) <3(g—1) m?n{l, (x2 }
I 2(a+b) >3(¢g—1) | min{ly,1+ (x2 — 1)d}
> s | ¢<L2(r+1+a) 1+ (x—1d
C—L— 2r+1+a)<g<3r+3a+5
(x —1)d
1’ 3r+3a+5<q|d>3
A| S4r+2a+5 | d=3 14+ (x—1)d
(=)
q>4r+2a+5 (o 1)d
pFa#0 2a < q
p,a#0 a<q<2a L (1)
pFa=0 2|4
21q 2+ (x —1)d

Tabelle 3.3.: Ag1(Cr), d >3
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e Haben wir eine ungerade Knotenreihenanzahl in der Zerlegung, so ist eine
Moglichkeit zur Behebung dieses Problems, statt der bisherigen Farbstufen F;
nun die neuen Farbstufen F = {3i,3i + 1,3i+ 2}, ¢ > 0, zu verwenden. Damit
kénnen wir beispielsweise im Fall p # a =0 A 21 ¢ bei der Zerlegung Z : n =
q¢(x) = q(r + 1+ k) den Knotenreihen nun alternierend die Label-Sequenzen
0,3,...,3(r+k) und [1,4,...,14+3(r+k)] zuweisen und die letzte Knotenreihe
erhilt die Sequenz (2,5, ..., 2+3(r+k)]. Daraus wiirde sich A3, (C") < 2+3(x—
1) = 3x—1 ergeben. Dieser Wert weicht jedoch sehr von der allgemeinen unteren
Schranke A\ ;(G) > 2(x(G) — 1) ab. Daher ist sicherlich eine Verbesserung
moglich, wenn eine andere Zerlegung verwendet wird.

Neben der bereits bekannten unteren Schranke Ao (Cy) > 2(x — 1) erhalten wir
durch Anwendung der Farbstufen F/ vorerst folgende obere Schranken:

A2.1(Cr) < | Bedingungen fiir p, ¢, a und r

3x—1) | (0<2a<qg AN 21q) V p=a#0 AN 2a<qg N 2]|Qq)
1+3(x—1) | (a<g<2a AN 2{q) V (p=0A 2]|q)
243(x—1)|a=0 A 21{¢q

Bemerkt sei, dafl bei p = 0 wieder das bekannte alternierende Labelling-Schema
0,1+d,2+2d,...,7r+rd]; [1,2+d,34+2d,...,7+ 1+ rd] (bei ungeradem ¢
erhélt die letzte Knotenreihe [2,3 +d, 4+ 2d,...,r + 2 + rd]) verwendet wird.
Da dies aber fiir d = 2 gerade die Label-Sequenzen

0,3,6,...,3r]; [1,4,7,...,3r + 1] und ggf. [2,5,8,...,3r + 2]

ergibt, fiilhrt das alternierende Labelling-Schema auf dasselbe Resultat wie die
Verwendung der Farbstufen F}.

e Eine andere Moglichkeit ist, eine der Knotenreihen aus der Zerlegung heraus-
zunehmen und ihre Knoten auf die verbleibenden Knotenreihen zu verteilen.
Damit ergeben sich natiirlich groflere Kardinalitdten der Knotenreihen, trotz-
dem wird dies in den meisten Féllen die besseren Schranken fiir Ay ; liefern. Die-
ses Vorgehen wurde schon bei den Féllen 2 <d <r+1firp=a, ¢<r+2-+a
demonstriert. Ist ¢ ungerade, so hétten wir nun eine gerade Anzahl von Kno-
tenreihen. Auf diese Art lassen sich die folgenden Ergebnisse erzielen:

X2,1(Cr) | Bedingungen fiir p, ¢, a und r

2x2—1) | p=0 A qg<74+2 AN2fg N0<2b<g-—1
14+2(x2=1) | p=0 A qg<r+2 A 2{qg A[b=0V 2b>q—1]
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Fiir d > 2 ergab sich bei diesen Féllen \y1(Cr) = min{r + 2 + rd, (xo — 1)d}
bzw. Ag1(C)) = min{r + 2 + rd,1 + (x2 — 1)d}. Bei d = 2 lafit sich dieses
Minimum aber direkt bestimmen:

~Ist p=0, ¢ <r+2und b > 0, so gilt laut Lemma 3.10 xyo = r + 2 +[.
Folglich ist

r+1—0>
qg—1

<2r+ 1) +7r+1-0=3(r+1)—b<3r+2.

20— ) =2(r+14+0)=2(r+1)+2

Ist zusétzlich 2b > ¢ — 1, so mufl b > 2 wegen q > 3 gelten. Damit wére
dann auch 14 2(x2 — 1) < 3r + 2.

~Istp=0, ¢ <r+2und b =0, so gilt laut Lemma 3.10 xyo =r+1+1[. Es
folgt

1
T420n—1) = 1420 +1) = 142 +2-— <3r+2
q_

Fiir p = a # 0 und ¢ ungerade ergeben sich analog zum Fall 2 < d < r 4 1:

Aa1(Cy) Bedingungen fiir p, ¢, a, b und r

(p=a#0 AN2a<qg<r+2+a) AN 2fqgA
min{ 14‘:’(27"(;213’1) } (q—1=a+b) Va+b<qg—1<2a+b)V
2(a+b) > 3(qg—1)]
min{ 3(r+1),} (p=a#0 A2a<qg<r+2+4a) A 2fqg A [g—1>
2(x2 — 1) 20a+b) Vg—1<a+b A 2(a+0b) <3(q—1)]

Auch hier kann man das Minimum fiir a +b < ¢ — 1, d.h. xo = r+ 2+, direkt
bestimmen. Fiir ¢ > 5 ist:

r+1-5

qg—1
1—b
§3+2r+%§4+2r+g§3r+3.

1422 —1)=14+2(r+1+1)=3+2r+2

Fiir ¢ = 3 ist a = 1 wegen ¢ > 2a, so daf n = 3(r + 1) + 1 ist. Ist r > 3, so
gilt n < 4r+1, d.h. alle Knoten miissen paarweise verschiedene Label erhalten.
Damit wire 3(r +1) > M1 (C)) >n—1=3(r + 1), also A\y1(CF) = 3(r + 1).
Fiir » = 2 ist n = 10 = 2(5) die néchstkleinste Zerlegung mit maximalem Label
9=3(r+1).
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Als néchstes wollen wir auch fiir andere Félle mit ungerader Knotenreihenanzahl
neue Schranken durch Wegnahme einer Knotenreihe erzielen. Dazu seien neben
den bekannten Bezeichnungen nun noch:

x=U(g—1)+V,0<V <q—1, x—q+a=1"(g—1)4+V", 0<V <qg—1.

Den Fall ¢ = 3 konnen wir dabei aufler acht lassen, da sich die oberen Schranken
mit dieser Methode nicht verbessern lassen.

Satz 3.12 Ist n < 2r + 1, so ist M\y1(C)) = 2(n — 1). Ansonsten gilt fiir
24q, ¢>5undr > 2:

X21(CF) < Bedingungen fiir p, q, a, b’ und r

2x pFa=0 A qg>2x+1

14 2x pFa=0 A x+1<qg<2x+1

2Lq‘77—X1J—1 p#a=0 A b =0

QL;]—_XIJ pFta=0 AN 0<2V<qg-—1

2| 5] +1 p#£a=0 A2V >q—1

2(x —1 a0 AN (p#a V a<qg<2a) N qg>2a+2x—1

1+2(x—1) a0 AN (p#a V a<qg<22a) N x+a<g<2a+2y-—1

QLQ(X_IHCLJ—l a0 AN (p#a V a<qg<22a) N ¢g<2a+2xy—1A
q—1 b =0

2Lq(x_1)+aJ aZ0 AN (p#£a V a<qg<22a) N ¢g<2a+2x—1A
-t 0<20 <g—1

2Lq(X71)+aJ+1 a0 AN (p#a V a<qg<22a) N ¢g<2a+2xy—1A
-1 2 >q—1

Beweis. Da die hier verwendeten Methoden analog zum Fall 2 < d < r + 1
sind, wird der Beweis nur stichpunktartig ausgefiihrt.

Fall 1. p#a=0.

Bisher verwendeten wir die Zerlegung Z; : n = ¢(x). Nun nehmen wir eine
Knotenreihe aus der Zerlegung heraus und verteilen ihre Knoten gleichméfig
auf die verbleibenden ¢ — 1 Knotenreihen.

Fall 1.1. ¢ —1 > x.
Hier ist die Zerlegung Z5 : n = x(x+1)+(¢—1—x){x), so daB Aiﬁl(c;;) = 2y,
wenn g > 2y + 1, und )\321(0;) =1+ 2y, wenn ¢ < 2y + 1 folgt. Da alle von Z;
und Z, verschiedenen Zerlegungen eine Knotenreihe der Méchtigkeit > x + 2
enthalten und damit ein Label > 2(x + 1) nach sich ziehen wiirden, ist )\223721(6’2)
hier sogar optimal.
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Fall 1.2. ¢ — 1 < x.

Wir erhalten die Zerlegung 25 : n = b (x +1U'+ 1)+ (¢ — 1 =V){x +1').
Daher ist >\§,21(C£) =142(x+!—-1), wenn b’ =0, /\gfl(C;) =2(x + '), wenn
0<2V <g—1,und A‘;‘?l(cg) =14+2(x+1!), wenn 2V’ > ¢ — 1. Da aulerdem
I'= Lq%lj gilt, folgen die Behauptungen.

In beiden Fillen ist A3%(C7) besser als A3%(C) = 2+ 3(x — 1), denn fiir
pFa=0ist xy=r+1+k>7r+22>4und daher

142D 1oyt X | <t1doy+X<3y—1
qg—1 qg—1 2

Fall2. a #0 A (p#a V a<q< 2a).

Es gibt bereits die Zerlegung Z; : n = a{x) + (¢ — a)(x — 1). Nun vertei-
len wir eine y—Knotenreihe auf die anderen ¢ — 1 Knotenreihen. Die im Satz
angegebenen Resultate lassen sich analog zum Fall 1 erzielen. ]

Ist ¢ gerade, so wére nun g—1 ungerade, so dafl sich mit den iiblichen Farbstufen
F; wieder Probleme bei der Zuldssigkeit des Labellings ergeben kénnen. Daher
wiére hier womoglich die bessere Alternative, zwei Knotenreihen aus der Zerle-
gung zu nehmen und ihre Knoten auf die restlichen Knotenreihen gleichméfig
zu verteilen. Dies soll hier aber nicht ausgefiihrt werden.

Eine weitere Moglichkeit der Schrankenverbesserung gibt es fiir den Fall p =
a, ¢ > 1+ 2+ a in ausgewihlten Fillen. Dies wird im néchsten Satz deutlich:

Satz 3.13 Firr > 2 und g >r+a+ 2 gilt:

X21(C}) | Bedingungen fir p, q, a und r

2r+2|p=a N ¢g—2a=1i(2r+3), i >1
2r+3 |p=a AN (i—1)(2r+3)<qg—2a<i(2r+3), i>1, A ¢g=imod2

Beweis. Hier gilt vorerst die Zerlegung 2 : n = a{r+2)+ (¢—a)(r+1). Fir
1 > 1 ist eine weitere mogliche Zerlegung:

Zy:n=la+i(r+D]{r+2)+[¢g—a—i(r+2)]{r+1).

Ist ¢ = 2a + i(2r + 3), dann gilt ap = ay. Somit wére hier /\321(0];) =2(r+1).
Ist (i —1)(2r +3) < ¢ — 2a < i(2r + 3), dann gilt ay < a;. Da wir eine gerade
Knotenreihenanzahl benétigen, mufl ag 4+ a; bzw. ¢ — ¢ gerade sein. Dies ist der
Fall, wenn ¢ = imod 2 ist. Dann gilt A3%(Cr) =14 2(r + 1).

Mit analogen Uberlegungen zum Fall 2 < d < r + 1 1i8t sich die Optimalitit
zeigen, also A\ 1(C)) = Agfl(C;). [
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Bedingungen fiir d, p, ¢, a, b, ¥', b und r 21
(m=q(r+1)+p, p=kq+a, r+1=1g—1)+b) | (x2 = x(CItY))
x=U(g-1)+V, x—qg+a=1"(g—1)+1b")
Z:ia =2(x—1)
21]q <143(x—-1)=3r+1 (%)
- 0<2<q—1 = 2x—1)
) P R L1 e
26 >q—1
g>r+2 <243(x—1)=3r+2 (%)
2|q <3(x—1)=3r+3 (%)
3 qg=3 =3(x—-1)=3r+3
A b atb<g1 2@+b)<q-1 = 2x2-1)
N " -? P S — Aatb)>q-1 — 14202 — 1)
“rk VI
ﬁ Sl atbsqo1 20a+b)<3(g—1) | =min{3r+3, 2(x2—1)}
=y o 2a+0b) >3(q—1) | =min{3r+3,1+2(x2— 1)}
g>r+2+a <3(x—-1)=3r+3 (%)
5 | 2l = 2x-1
A q>2x+2a—-1
: x+a<qg<2(x+a-—1) =1+2(x—-1)
S | 21a b =0 < min{3y — 3,2 LX1Fa |}
s ¢<2(x+a—-1) [0<2' <g—1 < min{3x — 3,2 LX-1* )
=Y 20 >q—1 < min{3x — 32LQ(XCI_11)+GJ+1}
s |24 =1+2(x—1)
Y ¥ =0 < min{3y —2,2[10-0* | 1)
5| 21q 0<20 <qg—1 < min{3y — 2,2| LX-1+ |3}
S W >q—1 < min{3y — 2,2 LXD*e | 4 1)
2|q =1+2(x—1)
q=>2x+1 = 2x
? x+1<qg<2x =142y
+ 21¢q V=0 = -
=Y 5<g<x+1 0<2 <qg-1 < 2l K]
W >q—1 <1+2[ 2
q=3 < 3x —1

Tabelle 3.4.: Schranken fiir Ay 1 (CJ)

((+)

= Es existieren bessere Schranken in bestimmten Féillen, siehe Satz 3.13)
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3.4. Abschatzung von )4 fiir spezielle
Graphenklassen

3.4.1. Graphen vom Durchmesser 2

Der Durchmesser eines Graphen G gibt den grofiten Abstand zweier Knoten
an. Somit haben je zwei Knoten eines Graphen mit Durchmesser 2 Abstand 1
oder 2 zueinander. Damit miissen natiirlich sémtliche Knoten des Graphen ver-
schiedene Label erhalten. Zusammen mit der schon bekannten unteren Schranke
Aa1 > (x — 1)d ergibt sich fiir alle Durchmesser-2-Graphen:

A1 (G) > max{n —1,d(x — 1)}. (3.4)

>> Existenz und Eigenschaften: Sei 1., (G) die grofitmogliche Ordnung ei-
nes Graphen G vom Durchmesser 2, Maximalgrad A und ggf. weiteren Bedin-
gungen. Da von einem beliebigen Knoten des Graphen ausgehend jeder andere
Knoten im Abstand 1 oder 2 zu diesem Knoten liegen muf}, kann jeder Graph
mit Durchmesser 2 héchstens np. < A2 + 1 =: Ny.. Knoten besitzen. Die
néichsten beiden Lemmata zeigen sogar, dal Durchmesser-2-Graphen der Ord-
nung Npax und Nya — 1 bis auf wenige Ausnahmen nicht existieren.

Lemma 3.12 (Hoffman, Singleton, [57]) Fin Graph vom Durchmesser 2
mit Maximalgrad A und Ordnung A* + 1 — auch bekannt als (A,2)—Moore-
Graph — kann nur fir A =2, 3, 7 und mdglicherweise A = 57 existieren.

Die hier genannten (2,2)—, (3,2)— und (7,2)—Moore-Graphen sind explizit be-
kannt: Es handelt sich um den Kreis der Lénge 5, den Petersen-Graphen und den
Hoffman-Singleton-Graphen. Die Existenz des (57, 2)—Moore-Graphen, welcher
gelegentlich als Aschbacher-Graph bezeichnet wird, ist immer noch offen. Es
wird jedoch stark vermutet [62], dafl es diesen Graphen nicht gibt.

Der Hoffman-Singleton-Graph, der wegen seiner 50 Knoten und 175 Kanten
recht uniibersichtlich ist, hat jedoch eine schéne Konstruktion, die von Ro-
bertson (vgl. [88]) eingefiihrt wurde. Er ordnete die Knoten in 5 Pentagonen
Py, ..., P, und 5 Pentagrammen (@), ..., an, so dafl — neben der Adjazenz
innerhalb eines Pentagons oder Pentagramms — gilt:

fir ¢,5,k =0,...,4 ist Knoten ¢ aus Pentagon P; adjazent zu
Knoten i + jkmod 5 aus Pentagramm ().

Die chromatische Zahl des Hoffman-Singleton-Graphen ist 4. In Bild 3.15 ist so-
wohl die Knotenbezeichnung zu sehen, auf die sich die vorangehende Definition
bezieht, als auch eine optimale Knotenfiarbung.

Lemma 3.13 (Erd6s et al., [33]) Mit Ausnahme des Cy gibt es keinen Gra-
phen vom Durchmesser 2 mit Mazimalgrad A und Ordnung A2
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Abbildung 3.15.: Konstruktionsschema und eine optimale Knotenfirbung des Hoffman-
Singleton Graphen

Lemma 3.14 FEin Graph G vom Durchmesser 2 mit Mazximalgrad A und Ord-
nung n > A(A — 1) + 2 ist A—reguldr. Fir A und n ungerade, existiert ein
derartiger Graph nicht.

Beweis. Angenommen, es existiert ein Knoten v € V(G) mit deg(v) < A —
1. Dann gilt fiir die maximale Knotenanzahl, welche der Graph haben kann,
Nmax(G) < 14 deg(v) + deg(v)(A —1) < A(A — 1) + 1, was ein Widerspruch
ist. Die zweite Aussage folgt direkt aus dem Handschlaglemma. OJ

Lemma 3.15 Fin Graph G vom Durchmesser 2 mit Mazimalgrad A und Ord-
nung A% — 1, welcher einen Cs enthilt, ist (A — 1)—firbbar, wenn A > 4. Fiir
A = 3 ist solch ein Graph 3— fdrbbar.

Beweis. Wir wéhlen einen Knoten = € V(G), welcher zu dem Cj gehort, und
bezeichnen seine Nachbarn mit vy, ..., va, so dafl v; und vy die beiden anderen
zum Cj gehdrenden Knoten sind. Ferner seien Ly = N(vy) — {z,v2}, Ly =
N(vy)—{x,v1} und L; = N(v;)—{x} fiiri = 3,..., A. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

Fakt 1. L; U Ly ist eine unabhéngige Menge.

Angenommen, diese Aussage stimmt nicht. Dann gehort 0.B.d.A. v; zu einem
anderen C5 oder (4. Zéhlen wir anschliefend die maximale Anzahl von Knoten
im Abstand < 2 zu vy, erhalten wir A? — 4 bzw. A% — 3, was ein Widerspruch
zur Ordnung des Graphen ist.

Fakt 2. L; ist eine unabhéngige Menge fiir ¢ = 3,..., A.

Jeder Knoten w € L; muf} einen Nachbarn in jedem L;, j # ¢ besitzen, an-
dernfalls ist w nicht im Abstand < 2 zu v;. Damit ist die Anzahl an mdoglichen
Nachbarn bereits ausgeschopft.
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Abbildung 3.16.: (A — 1)—Firbung eines Graphen vom Durchmesser 2 und Ordnung A? — 1
(Kanten zwischen zwei Knoten im Abstand 2 zu 2 wurden weggelassen)

Mit Hilfe dieser Aussagen sind wir in der Lage, den Graphen auf folgende Weise
zu farben: Farbe x und alle Knoten aus L U Ly mit der ersten Farbe. Farbe die
Knoten aus Ly U N(x) — {ve,v4} mit der zweiten und diejenigen aus Lj sowie
v9 und vy mit der dritten Farbe (analog fiir A = 3 ohne vg und Ly). Fiir A > 5
farbe die Knoten aus L;, i = 5,..., A mit der (: — 1)—ten Farbe. Dies liefert
eine (A — 1)—Féarbung, aufler fiir A = 3.

Bild 3.16 zeigt die Farbungstechnik fiir den Fall A = 5. Der Ubersichtlichkeit
halber wurden dabei die Kanten zwischen verschiedenen L; weggelassen. 0J

Bemerkung 3.2 Fulls A = 3, so ist diese Farbung offensichtlich optimal. Fiir
A > 4 erhalten wir die obere Schranke x < A — 1. Diese erwies sich fir zwei
— je einer fir A = 4 und A = 5 — getestete Graphen der oben genannten
Figenschaften als scharf. Leider sind fiir A > 6 noch keine derartigen Graphen
explizit bekannt (siehe [94]).

>> Labelling-Algorithmen: Um eine Schranke fiir A4, anzugeben, werden wir
eine Labelling-Heuristik anwenden und nach oben hin abschétzen, wie grof3 das
maximale verwendete Label sein kann.

Es existiert bereits ein Labelling-Algorithmus von Chang und Kuo [25]. Dieser
war urspriinglich dafiir gedacht gewesen, ein zulédssiges L(2,1)—Labelling mit
maximalem Label A? + A fiir jeden beliebigen Graphen zu finden. Kurze Zeit
spiter wurde er jedoch von Chang et al. [24] dahingehend verallgemeinert, A2+
(d — 1)A fiir alle d > 2 als eine allgemeine Schranke zu beweisen. Wir werden
den besagten Algorithmus nun ebenfalls verwenden, jedoch schneiden wir ihn
ganz speziell auf die Eigenschaften eines Graphen vom Durchmesser 2 zu. Es
ergibt sich folgende Labelling-Methode:

Algorithmus 3.1

Eingabe: Fin Graph G mit Durchmesser 2
Ausgabe: Ein zuldssiges L(d,1)— Labelling f
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o Anfinglich seien alle Knoten ohne Label.

o Fin Label soll leer genannt werden, wenn es keinem Knoten zugewiesen
werden kann. Aus technischen Griinden bezeichnen wir die Zahlen —d +
1,—d+2,...,—1 auch als leere Label.

o [iiri=0,1,..., sei, falls alle Label < 1 zugewiesen oder leer sind, aber
immer noch Knoten ohne Label in G existieren,

F, ={y € V(G) : y ist ohne Label und dist(y, z) = 2
fiir alle z mit f(2) e {i —d+1,...,i—1}}.

e Wiihle einen Knoten y € F; und setze f(y) = i. Im Falle F; = () bleibt das
Label v leer.

e Fuahre mit diesem Prozefs fort, bis allen Knoten Label zugewiesen sind.

Angenommen, k ist das grofite vom Algorithmus benétigte Label, und x sei der
Knoten mit f(z) = k. Wir definieren

L= {i: 0<i<k-—1, i= f(y) und dist(z,y) = 1},
L= {i: 0<i<k-—1, 1= f(y) und dist(z,y) = 2},
Iy= {i: 0<i<k—1und7iist leer}.

Dann ist k = |I|+ |I2| +|I3]. Da der Graph vom Durchmesser 2 ist, miissen alle
anderen Knoten Abstand 1 oder 2 zu x haben. Ebenso ist klar, daf3 alle Knoten
paarweise verschiedene Label erhalten haben. Somit folgt |I1]| + |2 = n — 1
bzw. k =n—1+|I3|. Ist i € I3, dann gilt = ¢ F;, andernfalls hétte z das Label
7 bekommen. Demzufolge mufl mindestens einer der Nachbarn von x ein Label
aus der Menge {i —d+ 1,...,i7 — 1} erhalten haben, d.h. es gibt ein j € I, so
daBi7—d+1<j <i—1. Ein Label j € I; kann schlimmstenfalls d — 1 leere
Label aus I3 nach sich ziehen, womit wir zu der Abschéitzung |I3| < (d — 1)|[1]
gelangen. Insgesamt liefert das

E<n—1+4(d—1)deg(x). (3.5)

Mit nmax < Nmax erhalten wir fiir Graphen vom Durchmesser 2 vorerst nur die

bereits erwihnte obere Schranke Ay; < A? + (d — 1)A. Diese wird jedoch im
néchsten Satz durch eine genauere Abschétzung von k verbessert.

Fiir den néchsten Algorithmus bendtigen wir die folgende Definition: Sei [ >
X(G). Weiterhin sei ¢, : V(G) — {1,...,l} eine [—Farbung des Graphen G,
fiir welche die zugehorigen Farbklassen Vi, ...,V die Eigenschaft haben, daf
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die Knoten innerhalb der Farbklassen derart geordnet werden kénnen, daf fiir
t=1,...,0—1die letzten t — 1 Knoten von V; und die ersten t — 1 von V;,; im
Komplementérgraphen G eine Wegpotenz P&il) mit ggf. weiteren Kanten in-
duzieren. t;(G) sei die groBite ganze Zahl ¢, fiir welche eine zulissige [—Férbung

c; existiert.

Beispiel 3.3 Fiir den Petersen-Graphen, welcher 3—férbbar ist, seien V; =
{01,1701,277)1,3,711,4}7‘/2 = {U2,1>Uz,2,1)2,3} und V3 = {03,171)3,2,“3,3} die Farb-
klassen wie im Bild dargestellt. Betrachtet man den Komplementérgraphen,
so erkennt man, dal sowohl die Knoten vy 3, v 4,021,022 als auch die Knoten
V9.2, V23, V3.1, V32 jeweils einen P? induzieren. Folglich ist t3 = 3.

im Komplementirgraphen enthaltene Wegpotenz:

T INTNTNTN N

V1,3 V14 2,1 V2,2 V2,3 3,1 V3,2

Abbildung 3.17.: Giinstige Knotenordnung im Petersen-Graphen

Fiir t = 1, wie es z.B. beim vollsténdig [—partiten Graphen der Fall ist (da jeder
Knoten zu allen anderen Knoten auflerhalb seiner Farbklasse adjazent ist), kann
die Knotenordnung beliebig gewéhlt werden.

Algorithmus 3.2

Eingabe: Ein Graph G mit Durchmesser 2, | > x(G), t < t;(G) und eine
l—Fdrbung c,
Ausgabe: Ein zulissiges L(d,1)— Labelling f

e Zerlege die Knotenmenge in die Farbklassen Vi, ..., V, und definiere n; =
\Vil, i=1,...,L

o Fiirt > 1 bezeichne die Knoten von V; mit vy ... v;p,, 1 =1,...,1, derart,
dafy Knoten viy1; nicht adjazent zu den Knoten v, —(1—j)+1, - - -, Vi, JUr
allev =1,...., 0 — 1 und 5 = 1,...,t — 1 ist. Firt = 1 verwende eine
beliebige Knotenordnung innerhalb jeder Farbklasse.

o Unter Verwendung der gegebenen Knotenordnung gib jedem Knoten ein
Label nach folgender Vorschrift:
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o) -1 | fiir i =1
PTGt - DA+ T fir2<i<l

Das grofite verwendete Label ist demzufolge k =n — 14 (I — 1)(d —1).

>> Abschdtzung von )\g1: Es geniigt, Durchmesser-2-Graphen mit Maximal-
grad A > 3 zu betrachten, da die Ergebnisse fiir A < 2 der Tabelle 3.2 zu
entnehmen sind.

Satz 3.14 Ist G ein Graph vom Durchmesser 2 mit A > 3, n < A? — 1 und
d> 2, so gilt
Aa1(G) < A%+ (d—2)A - 1.

Bewetis. Wir verwenden den Algorithmus 3.1 mit den dort eingefiihrten Be-
zeichnungen.

Angenommen n < A(A — 1). Eingesetzt in Ungleichung (3.5) 148t sich k
sofort durch k < A(A—1) =1+ (d—1)A = A2 + (d — 2)A — 1 abschitzen, da
deg(z) < A.

Seinunn = A(A—1)+1+4a, 0 < a < A—2. Nach Lemma 3.14 mufl der Graph

A—regulér sein, aufer fiir a = 0. Gilt in diesem Spezialfall deg(x) < A — 1, so
erhalten wir sofort £k < A(A—1)+(d—1)(A—-1) < A? +(d—2)A -1, da
d>2.
Deshalb werden wir im folgenden nur deg(xz) = A betrachten. Wir definieren
D, := N(x) und Dy := V(G) — NJz]. Damit gilt |Dy| = A(A —2) 4 a. Sei
m’ die Anzahl der Kanten, deren Endknoten beide zu D; gehoren. Es ist leicht
einzusehen, dafl dann A(A — 1) — 2m/ > | Ds| gelten muB, d.h.

2m’ < A —a. (3.6)

Fall 1. A — a ist ungerade.

D.h. A und n sind entweder beide gerade oder beide ungerade. Ist A ungerade
und a > 0, so existiert solch ein Graph nicht (vgl. Lemma 3.14). Fiir alle anderen
jedoch 148t sich die Ungleichung (3.6) auf 2m’ < A —a — 1 verbessern. Daraus
148t sich schliefen, dafl es wenigstens a + 1 Knoten in D, gibt, welche keinerlei
Nachbarn in D; besitzen. Die Menge Y’ dieser Knoten ist also unabhingig und
kann durch einen Knoten aus D; —Y” zu einer unabhingigen Menge Y C D, der
Méchtigkeit |Y'| = a+ 2 erweitert werden. Dies ist stets moglich, weil a < A —2
und deshalb |Y| < A = | D] gilt.

Fall 2. A — a ist gerade.

Ist 2m’ < A — a — 2, dann haben wenigstens a + 2 Knoten aus D; keinen
Nachbarn in D;. So kénnen wir wieder eine unabhéngige Menge Y C D; der
Grofe > a + 2 finden. Betrachten wir nun 2m’ = A — a.
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Unterfall 2.1. 3y € Dy : |[N(y) N Dy| =b> 2.

Dann kann es maximal 2m’— (b—1) = A—a—b+1 Knoten in D; geben, welche
Nachbarn in D, besitzen. Also gibt es eine Menge Y’ C D; von Knoten ohne
Nachbarn in Dy, so daB |Y/| =a+b—1> a+ 1 erfiillt ist. Wieder kann diese
Menge durch Hinzunahme eines Knotens aus D; — Y’ zu einer unabhéingigen
Menge Y der Méachtigkeit > a + 2 erweitert werden.

Unterfall 2.2. Vy € Dy : |N(y) N Dy| < 1.

Somit existiert eine Menge Y’ mit genau a Knoten aus D;, welche zu keinem
Knoten aus D, adjazent sind. Ferner bildet die Kantenmenge innerhalb von D,
ein perfektes Matching von G[D; — Y’ der GréBe (A — a). Nehmen wir nun
von jeder dieser Matchingkanten genau einen Endknoten, erhalten wir %(A —a)
unabhéngige Knoten. Offensichtlich ist die Vereinigung Y dieser Knoten und
der Knoten aus Y’ eine unabhingige Menge mit a + %(A — a) Knoten. Fiir
a < A—4 folgt auflerdem |Y| > a+2. Der Fall a = A — 3 ist nicht moglich, weil
A — a gerade sein soll. Folglich bleibt nur ein Ausnahmefall — ndmlich a = A —2
— fiir welchen keine unabhéngige Menge in D; mit a + 2 Knoten angegeben
werden kann. Hier findet man nur |Y| = a + 1 zusammen mit m’ = 1. Diesen

Spezialfall werden wir zuletzt behandeln.

Betrachten wir nun alle Félle, in denen wir eine unabhingige Menge Y der
Méchtigkeit a+2 gefunden haben. Seiy € Y, so dafl j := f(y) maximal ist. Dann
gab es also zu jedem Zeitpunkt des Algorithmus, an dem gerade einem Knoten
z € Y mit f(z) < j sein Label zugewiesen wurde, einen Knoten w € V(G) ohne
Label, der nicht adjazent to z ist. Folglich konnte z héchstens d — 2 leere Label
nach sich ziehen, weil spatestens f(z)+d—1 fiir f(w) verwendet werden konnte.
Da es auBerdem wenigstens a + 1 solcher Knoten z € Y mit f(z) < j gibt, gilt
I3 < (d—2)(a+ 1)+ (d—1)(A —a—1) und eingesetzt in Ungleichung (3.5)
folgt k < A(A—1)+a+(d—2)(a+1)+(d—1)(A—a—1) = A?+(d—2)A—1.

1

a ‘A'

(=)

d 3 1+2d
Abbildung 3.18.: Optimales L(d, 1)—Labelling, d > 3, zweier Durchmesser-2-Graphen
Als letztes miissen wir uns dem Sonderfall fiir « = A — 2 und m' = 1 zu-

wenden. Die zugehérigen Graphen sind von der Ordnung A2 — 1 und haben
mindestens ein Dreieck. Geméafi Lemma 3.15 besitzen derartige Graphen eine
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[—Knotenfarbung, wobei I = max{A —1,3}. Verwendet man im Falle | = A —1
eine Knotenfiarbung wie in Lemma 3.15 beschrieben und zerlegt die Knotenmen-
ge in die Farbklassen Vi, ..., Va_q, so ist es recht einfach, eine Knotenordnung
zu bestimmen, in der Art, dafl jeweils der letzte Knoten der Farbklasse V; nicht
adjazent zum ersten Knoten der Farbklasse V;,; fiir alle 7 = 1,..., A — 2 ist.
Damit ist es uns moglich, den Algorithmus 3.2 mit den Eingaben [ = A —1 und
t = 2 aufzurufen. So erhalten wir A? — 2+ (A —2)(d —2) < A? 4+ (d—2)A -1
als obere Schranke fiir A4 ;. Fiir l = A = 3 ist der Graph links in der Abbildung
3.18 der einzige Graph mit Ordnung A? — 1, der ein Dreieck enthélt. Fiir diesen
Graphen ist A\y; = 7 und A\g; = 2 + 2d fiir d > 3. [ |

Im vorangegangenen Satz wurden alle Durchmesser-2-Graphen der Ordnung
n < A% — 1 betrachtet. Gemi8 Lemma 3.13 miissen nur noch die Graphen der
Ordnung A2+ 1 untersucht werden. Wie bereits erwihnt, gibt es nur zwei solche
Graphen mit Maximalgrad A > 3, wenn wir den Aschbacher-Graphen auflen
vor lassen.

1. Der Petersen-Graph P: Hier ist Ay ; (P) = 9, was bereits von Griggs und Yeh
[51] bewiesen wurde. Fiir d > 3 gilt A\y1(P) = 3 + 2d (siehe Bild 3.18 auf der
rechten Seite).

2. Der Hoffman-Singleton-Graph H: Bild 3.19 zeigt ein L(d, 1)—Labelling mit
maximalem Label 19 + 3d, welches zuléssig ist fiir alle d > 10. Dieses Labelling
wurde durch Anwendung von Algorithmus 3.2 erhalten. Als Eingabe dienten
dabei die bereits in Abbildung 3.15 préisentierte 4—Farbung und ¢t = 10. Der
Wert fiir ¢ wurde durch eine heuristische Suche ermittelt.

Zusammen mit der unteren Schranke (3.4) ist max{49,3d} < Ag:(H) < 19 +
3d fir d > 10. Weiterhin ist fiir d = 10 das maximale Label gleich 49, also
optimal. Da fiir d < 10 jedes L(10, 1)—Labelling gleichzeitig auch ein zuldssiges
L(d,1)—Labelling ist, gilt generell \;;(H) = 49 fiir d < 10.

7+ 3d 2 13 4 2d d 9 14 + 3d 7 5+ 3d 4 4+d
9+ 2d 8 1+d 3+4d 6

12 4 3d 114 3d

10+ 4d i §9+3d 0 i i i il7+3d 8+ i il8+3d 7+ 2d 74+
15 + 3d 10 + 3d 16 + 3d 12 +d 6 4+ 2d 13+d 19 + 3d 8 4 3d

Abbildung 3.19.: L(d, 1)—Labelling des Hoffman-Singleton Graphen fiir d > 10
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3.4.2. Baume

Griggs und Yeh [51] untersuchten bereits 1992 L(2,1)—Labellings fiir Baume
und bewiesen Ao1(7T) € {A + 1, A + 2} fiir jeden Baum 7. Ferner zeigten sie,
daB fiir die Baume in Abbildung 3.20 Aoy = A + 2 gilt.

Saresioe

O Knoten
© Knoten vom Grad A — 2
® Knoten vom Grad A (Nachbarn mit Grad 1 sind weggelassen)

Abbildung 3.20.: Baume mit Ao1 = A+2, A >3

Ein Baum 7" wird Ay ;—kritisch genannt, wenn fiir jeden echten Untergraphen
H C T die Bedingung \y1(H) < A1 (T') gilt. Georges und Mauro [43] stu-
dierten 5—kritische Bdume mit Maximalgrad A = 3 durch Untersuchen ih-
rer wegdhnlichen Struktur. Ferner ermittelten sie eine unendliche Familie von
5—kritischen Baumen mit A = 3. Diese Resultate wurden von Sakai Troxell
[87] auf Ay ;—kritische Bdume mit Maximalgrad A > 4 verallgemeinert. Im
Jahr 2006 présentierte Wang [98] eine hinreichende Bedingung fiir Baume mit
A21 = A+ 1. Diese lautet

Satz 3.15 (Wang, [98]) Ist T ein Baum mit Mazimalgrad A > 3, so daj$ keine
zwei A—Knoten x,y mit dist(z,y) € {1,2,4} existieren, dann gilt Ao (T) =
A+1.

Weitere Ergebnisse fiir Baume erzielten Georges und Mauro [46], die Ay fiir
den unendlichen A—regulidren Baum ermittelten; sowie Calamoneri et al. [20],
welche das eher untypische Konzept der L(d, s)—Labellings mit d < s unter-
suchten. Sie konstruierten optimale L(d, s)—Labellings fiir Baume fiir sémtliche
Parameter d, s, A mit d < s. Betrachtet man L(d, 1)—Labellings fiir d > 1, so
kennt man fiir A4, folgende Schranken:

Satz 3.16 (Chang et al., [24]) Fir einen Baum T mit Maximalgrad A gilt:

A+d—1<Ng1(T) < A+d—2+min{d, A}

Die obere Schranke dieses Satzes ist scharf fiir Baume, welche einen Knoten
vom Grad A haben, dessen Nachbarn wiederum alle Grad A haben. Dies kann
aus Satz 3.3 gefolgert werden. Die Aussage von Satz 3.3 soll dahingehend ver-
allgemeinert werden, daf sie fiir sémtliche Bdume eine untere Schranke fiir A 5,
liefert. Dazu betrachten wir eine neue Grapheninvariante Deltagrad, welche die
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maximale Anzahl von Nachbarn vom Grad A eines Knotens angibt:

A*(G) = maz)é) Hu|uwe Nw) A deg(u) = A(G)}.

veV

Eine weitere neue Kenngrofle, welche die Knotengrade der Nachbarn eines A—
Knotens verwendet, soll der Nachbargrad sein, definiert durch:

0 (G) = ma min deg(u).
( ) vEV(G),de);(v):A u€eN (v) g( )
Mit Hilfe dieser beiden Invarianten werden wir im néchsten Satz eine untere
Schranke angeben. Jedoch ist fiir den Beweis dieses Satzes folgendes Lemma
erforderlich.

Lemma 3.16 Sei S ein Stern mit Mittelknoten x und den Bldttern yy, ..., y;.
Ferner sei f ein zulissiges L(d, 1)— Labelling von S und fmax := max,cv(s) f(v).
Ist das Label von x maximal oder minimal in S, dann gilt fpax > d+1 — 1.
Andernfalls ist fiax > 2d +1— 2.

Beweis. Angenommen, x hat das groite oder kleinste Label erhalten. O.B.d.A.
sei 0= f(z) < f(y1) < ... < f(y). Dann erhilt man direkt f(y;) > d+1— 1.
Nehmen wir im Gegenzug an, dafl f(y;) < ... < f(y) < f(z) < f(yiz1) <

... < f(y). Dann folgt wegen |f(x) — f(y;)| > d und |f(x) — f(yis1)| > d, daB
fly) > 2d+ 1 — 2 gelten muf. ]

Satz 3.17 Sei T ein Baum mit Mazimalgrad A, Deltagrad A* und Nachbargrad
0*. Dann gilt

X1 (T) > max{A*, 0"} + min{d, A} +d — 2.

Beweis. Sei u € V(T) ein Knoten, welcher A* Nachbarn vy, ..., va+ vom Grad
A besitzt. Nun betrachten wir ein zuléssiges L(d, 1)—Labelling f des induzierten
Untergraphen 7" = T[{u, N[v4], ..., N[va<]}]. Der Knoten v; formt zusammen
mit seinen Nachbarn einen Stern K a. Existieren wy, ws € N(vy) mit f(w) <
f(v1) < f(ws), so erhalten wir entsprechend dem Lemma 3.16 sofort frax >
2d+ A —2 > A* +min{d, A} + d — 2. Daher geniigt es, 0.B.d.A. Yw € N(vy) :
f(v1) > f(w) zu betrachten.

Fall 1.1. Vi € {2,...,A*}Vw € N(v;) = f(v;) > f(w).

Dann folgt f(v;) > A+d—1 fiir allei = 1,...,A*. Wegen f(v;) # f(v;) fiir
1 <i<j < A*ergibt sich auerdem max;—1  a~ f(v;)) > A4+d—1+(A*—1) =
A4+ A" +d—2.

Fall 1.2. 35 € {2,...,A"}Fw € N(v;) : f(v;) < f(w).
Ist w = wu, erhalten wir f(v1) > f(u) > f(v;). Lemma 3.16, angewandt auf den
Stern mit Mittelknoten u, liefert A 41 (T'[N[u]]) > 2d+A*—2. Ist w # u, erhalten

,,,,,

Dissertation, Anja Kohl (2006) 81



3.4 Abschitzung von A4 fiir spezielle Graphenklassen

wir f(w) > f(v;) > f(u), was zusammen mit Lemma 3.16 zu A4 (T[N[v;]]) >
2d+ A —2 > 2d+ A* — 2 fiihrt.

Folglich gilt stets Ag1(T") > A* +d — 2 + min{d, A}.

Sei nun u € V(7T') ein A—Knoten, dessen Nachbarn vy, ...,va alle mindestens
Grad §* haben. Ferner sei f ein zuldssiges L(d,1)—Labelling des induzierten
Untergraphen 7" = T[Ny[u]], wobei Na[u] die Menge aller Knoten im Abstand
< 2 zu u (inklusive u) sei. Laut Lemma 3.16 erhalten wir fiax > 2d+ A —2 >
2d+ 6" —2falls 4,5 mit 1 <7 < j < A sowie f(v;) < f(u) < f(v;) existieren.
Daher gelte 0.B.d.A. Vv; € N(u) : f(u) < f(v;).

Fall 2.1. Vi € {1,...,A}Vw € N(v;) — {u}: f(v;) > f(w).
Man erhélt Vo; € N(u) : f(v;) > 0*+d—1 und wegen f(v;) # f(v;) fiir 1 <i <
J < A ergibt sich sofort max;—; A f(v;)) > 0*+d—1+(A—1) = A+ +d—2.

Fall 2.2. 35 € {1,...,A}3w € N(v;) —{u}: f(v;) < f(w).

Dann konnen wir sofort fu.x > 2d + 6* — 2 schlieflen.

Folglich gilt stets Ag1(7") > 0* +d — 2+ min{d,A}. Da 7' C T und 7" C T,
gelten diese Schranken natiirlich auch fiir 7'. [

Bemerkung 3.3 Ist A < d, dann ist die Schranke scharf fiir Raupen. Fine
Raupe ist ein Baum mit der Figenschaft, dafl nach Léschen sdamtlicher Bldtter
ein Weg tibrigbleibt. Zu den Raupen gehoren auch die Doppelsterne. Ein Dop-
pelstern st ein Baum, der genau zwei Knoten enthdlt, die keine Bldtter sind.

Folgerung 3.2 Gilt max{A*,§*} = A, dann ist A y1(T) = A+d—2+4min{d, A}.
Die Voraussetzung ist genau dann erfillt, wenn es einen A— Knoten gibt, dessen
Nachbarn alle Grad A haben.

Betrachten wir nun Biume T mit Maximalgrad A, fiir welche A < d und
max{A*(T),0*(T)} = A — 1 ist. Fir T gilt dann 2A +d — 3 < X\1(T) <
2A +d - 2.

Beobachtung 3.1 FEs existieren Baume T mit Maximalgrad A, A*(T) = A—1
und A < d, fir welche X 41(T) = 2A +d — 2 gilt.

Beweis. Enthdlt 7' den Baum aus Bild 3.21 a) als Untergraphen, so ist
Aa1(T) = 2A+d—2. Angenommen, es gibt ein Labelling f mit fy. = 2A+d—3.
Bestimmt man zuerst ein zuléssiges Labelling fiir die Knoten in den schwarzen
Késtchen, so muB f(u), f(v) € {A—=1,...,2A =3} U{d,...,A—2+d} gelten.
Da keine zwei Label innerhalb dieser Menge eine Differenz > d haben koénnen,
ist stets die Abstand-1-Bedingung verletzt.

Ist d > A+ fiir ein ¢ > 0, dann gilt auch A4 (7)) = 2A +d — 2 fiir jeden Baum
T, welcher den Baum aus Bild 3.21 b) als Untergraphen enthélt. Angenommen,
es existiert ein Labelling f mit fi.. = 2A + d — 3. Analog zu oben fiihrt das
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] Knoten
® Knoten vom Grad A —i4, ¢ >0
® Knoten vom Grad A

Abbildung 3.21.: Bdume mit A\y1 =2A +d—2und A*=A -1

Labelling der Knoten in den schwarzen Késtchen zu f(u;) € {A —1,...,2A —
3fudd,...,A—2+d} fir j =1,...;i+ 1. Gibt esein j € {1,...,i + 1},
so daf Knoten wy,ws € N(u;) mit f(wr) < f(u;) < f(ws) existieren, so wére
fmax > 2d—2+ (A —i) =d+A -2+ (d—1i) > 2A 4+ d — 2 nach Lemma
3.16. Daher geniigt es, 0.B.d.A. Vj € {1,...,i+ 1}Vw € N(v;) : f(w) < f(v;)
anzunehmen. Damit folgt f(v;) > A —i—1+d fiir alle j = 1,...,i+ 1. Es
miissen folglich i+ 1 Knoten mit paarweise verschiedenen Labeln aus der Menge
{A—i—1+d,...,A+d—2} versehen werden. Da die Menge aber nur ¢ Label
enthélt, ergibt sich stets eine Verletzung der Abstand-2-Bedingung. U

Der nun folgende Satz zeigt sogar, dafl A* > A — 1 ein notwendiges Kriterium
fiir Agy = 2A +d — 2 ist.

Satz 3.18 Ist A*(T) < A —2 und A < d fir einen Baum T mit Maximalgrad
A, dann gilt
Na1(T) <2A+d—2.

Der Beweis dieses Satzes erfolgt konstruktiv durch Anwendung des folgenden
Algorithmus.

Algorithmus 3.3 (Labelling-Strategie fiir spezielle Biume)

Eingabe: Fin Baum T mit A* < A —2
Ausgabe: Fin L(d,1)— Labelling f

Wihle einen A—Knoten x € V(T) als Wurzel. Sei e := e(x) die Exzentrizitit
des Knotens x, d.h. e(x) = maz,ey rdist(z,v). Damit seien die Schichten

So={z} und S;:={v|veV(T), dist(z,v)=1i}, i=1,... €,

des Wurzelbaumes definiert.
Schritt 1: Anfinglich seien alle Knoten ohne Label. Wihle einen Knoten u € Sy

mit deg(u) < A und weise thm das Label A +d —2 zu. Firj =2,...,e —1
gehe schichtenweise wie folgt vor: Ist u € S; ein A—Knoten und hat der Vater
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von u kein Label, so wihle einen Sohn v von u mit deg(v) < A. Gib ithm ein
Label nach der Vorschrift

o A—1 s fur v € Sgl' . €
f(v)_{A—l—d—Q 7fﬁrUESQZ'+1 726{07”"\;§J}‘
Schritt 2: Weise den restlichen Knoten w schichtenweise, beginnend mit Sy,
durch einen Greedy-Algorithmus Label zu, so daf$ f(w) € {0,..., A —2}, wenn

w € Soi, und f(w) € {A+d—1,...,2A +d — 3}, wenn w € Syy1, fir alle
i €4{0,..., 5]} erfillt ist.

Der Algorithmus liefert fiir 7" immer ein zulédssiges L(d,1)—Labelling f mit
max,cy(r) f(v) < 2A 4 d — 3. Dies kann mit Hilfe der folgenden Argumente
gezeigt werden:

Beweis. Sei V;, j = 1,2, die Menge der Knoten, welche ihr Label im Schritt
j des Algorithmus erhalten haben. Offensichtlich muf3 der Vater von jedem
Knoten aus V; ein A—Knoten sein. Da auflerdem nur jeweils ein Knoten in
der Nachbarschaft eines A—Knotens sein Label im Schritt 1 erhalten hat, gilt
dist(z,y) > 2 fiir je zwei Knoten z,y € Vj. Damit konnen die Knoten aus V;
nicht die Abstandsbedingungen verletzen.

Untersuchen wir nun das Labelling eines Knotens v € V5 N Sy,0 <4 < |5
(der Fall v € V4 N Sy;11 ist analog). Da der Greedy-Algorithmus den Knoten
schichtenweise Label zuweist, miissen wir nur den Vater u von v und alle Knoten
in N(u) betrachten. Offenbar gilt f(u) € {A+d —2,...,2A +d — 3}. Ist
deg(u) < A, dann haben die Knoten N(u) — {v} paarweise verschiedene Label
aus {0,...,A — 2} erhalten. Aufgrund von |N(u) — {v}| < A — 2 gibt es also
stets ein Label, welches dem Knoten v zugewiesen werden kann. Angenommen,
deg(u) = A. Jeder A—Knoten hat wenigstens einen Sohn vom Grad kleiner als
A, wegen A* < A — 2. Dies garantiert die Existenz eines Knotens in (N(u) —
{v}) N Vi. Demzufolge ist |(N(u) — {v}) N V5] < A — 2, so daB ein zuléssiges
Label fiir v iibrig ist. O

Folgerung 3.3 Fiir einen Baum T mit Maximalgrad A, 6*(T) = A — 1,
A (T)<A—=1und A <d gilt A\g1(T) =2A+d— 3.

Bemerkung 3.4 Enthdlt ein Baum T mit Mazimalgrad A, A*(T) = A —1
und A < d eine Knotenteilmenge M mit den Eigenschaften

1. Yve M: deg(v) < A,
2. dist(z,y) > 2 fir je zwei Knoten x,y € M und

3. jeder A—Knoten von T besitzt einen Nachbarn in M,
dann gilt Xg1(T) = 2A 4+ d — 3.

Dies 148t sich anhand der Vorgehensweise von Algorithmus 3.3 nachvollziehen.

Dissertation, Anja Kohl (2006) 84



3.4 Abschitzung von A4 fiir spezielle Graphenklassen

3.4.3. Outerplanare und K,—Minor-freie Graphen

Ein outerplanarer Graph ist ein planarer Graph, welcher eine iiberkreuzungsfreie
Einbettung in die Ebene besitzt, so dafl alle Knoten auf derselben Fléche liegen.
Ferner werden outerplanare Graphen als diejenigen Graphen charakterisiert, die
weder K, noch Kj3 als Minor enthalten (vgl. [15]). Ky—Minor-freie Graphen
sind auch als partielle 2— Biume bekannt (siche z.B. [15]).

Auf Seite 29 wurden bereits Schranken fiir A, ; fiir outerplanare bzw. K,—Minor-

freie Graphen angegeben. Resultate zu Ay; von outerplanaren Graphen bieten
die Arbeiten [11],[22],[75] (siche auch Tabelle 3.1).

Die Ausfithrungen zu A4; von diesen Graphen sollen hier nur kurz ausfallen,
da sich die Methoden zur Abschétzung von A aus [72],[70] relativ einfach zur
Abschétzung von A4; verwenden lassen. Das wichtigste Hilfsmittel dazu ist:

Lemma 3.17 (Lih, Wang, [70]) Sei G ein K,—Minor-freier Graph und
S(u) ={x | deg(x) >3 A [(u ist adjazent zu x) V (es gibt einen 2— Knoten z,
der zu w und x adjazent ist)]}. Dann gilt eine der folgenden Aussagen:

(i) 0(G) < 1;
(i1) Es existieren zwei adjazente 2— Knoten;

(111) Es existiert ein Knoten u mit deg(u) > 3 und |S(u)| < 2.

Folgerung 3.4 FEin Graph G enthilt einen Knoten x mit deg(x) < 2 und ma-
ximal A + 1 Knoten im Abstand 2 zu x, wenn G outerplanar ist bzw. maximal

|3A] — 1 Knoten im Abstand 2 zu x, wenn G K,—Minor-frei ist.

Gilt (i) oder (ii) aus Lemma 3.17 fiir einen K;—Minor-freien Graphen G, so ist
die Richtigkeit dieser Folgerung leicht nachzuvollziehen. Gilt fiir G nur (iii) aus
Lemma 3.17, miissen sdmtliche nichtisomorphen Graphen H betrachtet werden,
welche durch die Knotenmenge {u} U S(u) und aller dazu adjazenten Knoten
induziert werden kénnten. In H 148t sich stets ein Knoten x mit den geforderten
Eigenschaften finden.

Satz 3.19
(i) Fiir einen outerplanaren Graphen G gilt X41(G) < A +4d — 1.
(it) Fiir einen K,—Minor-freien Graphen G gilt Xq1(G) < [3A] +4d — 3.

Beweis. Im folgenden sei aaq) = A(G) + 1, wenn G outerplanar, und aa(q) =
[3A(G)] -1, wenn G K;—Minor-frei ist. Angenommen, es gibt einen outerpla-
naren bzw. K;—Minor-freien Graphen Gy mit minimaler Ordnung, fiir den kein
L(d,1)—Labelling mit maximalem Label < 2(2d — 1) + aa(q,) existiert. Gemaf
der Folgerung 3.4 besitzt G einen Knoten 2 mit deg(x) < 2 und maximal aa ()
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Knoten im Abstand 2.

—Ist deg(x) = 1, so gibt es fir H := Gy—{z} ein L(d, 1)—Labelling f mit maxi-
malem Label < 2(2d—1)+aam) < 2(2d—1)+aa(c,) (aufgrund der Minimalitét
von Gp). Da f jedoch nur maximal 2d — 1 4+ A(Go) — 1 < 2(2d — 1) + aacy)
Label fiir x verbietet, kann f stets auf den Knoten x erweitert werden. §

— Ist deg(z) = 2, dann seien vy, vy die Nachbarn von z. Sind v; und vy adjazent,
so setzen wir H := Gy — {z}; sind sie nicht adjazent, dann setzen wir H :=
Go—{x}+{v1,v2} (d.h. die Kante {v;, vy} wird eingefiigt). Offensichtlich ist H
ebenfalls outerplanar bzw. K;—Minor-frei und es gilt sowohl A(H) < A(Gy) als
auch disty(u,w) < distg,(u,w) fiir alle Knoten u, w € V(Gy) — {z}. Aufgrund
der Minimalitét von Gy existiert fiir H ein L(d, 1)—Labelling f mit maximalem
Label < 2(2d — 1) 4+ aam) < 2(2d — 1) 4+ aa(g,)- Dieses verbietet maximal
2(2d—1)+aa(q,) Label fiir z und ist damit ebenfalls zu einem L(d, 1)—Labelling
fiir Go erweiterbar. § [ |

3.4.4. Schranken fiir \;; wichtiger Graphenklassen

Graphenklasse Schranken fiir Ag 1, A >3
(Es gilt stets auch Aqq > A +d—1.)

Parkettierungen (Calamoneri, [18])
Hexagonale | A\g1=4+4d, fird>3 (Satz 3.5)
Quadratische | Ag1 =6+d, fird >4 (Satz 3.6)
Trianguldre | Ag1 =6+ 2d, fird >4 (Satz 3.7)
Béume Aga <min{2d + A —2,2A +d — 2} (Satz 3.16)
t—Baume Aag < (2d+A—-1-1t)t (Chang et al., [24])
Kakteen A1 <A+3d-3, fird>2 (Satz 4.22)
Outerplanare Graphen Ai1 <A+4d-1 (Satz 3.19
K,—Minor-freie Graphen | Mg < L%AJ +4d -3 (Satz 3.19
Einheitsintervallgraphen | A41 < min{dw,w + d(w — 1)}, fir d > 2 (Kohl, [65])
Planare Graphen Mg < [%A] + 12d + 65 (Molloy, Salvatipour, [78])
Stark Chordale Graphen | Ag1 <A+ (2d —2)(w —1) (Chang et al., [24])
Chordale Graphen A1 < (2d+A—1)2/4 (Chang et al., [24])
Aa1 = O(AY® +dA) (Kral, [68])
Kreisgraphen Aag <ARd+1)—-2 (Kohl, [65])
Durchmesser-2-Graphen | g1 < A%+ (d — 2)A, fiir d > 2 (Satz 3.14)
Allgemeine Graphen Na1 < A%+ (d—1)A -2, fiir d > 2 (Gongalves, [48])

Tabelle 3.5.: Schranken fiir X 4; wichtiger Graphenklassen
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4. Listenfarbungen mit maximal
zwei Abstandsbedingungen

In diesem Kapitel behandeln wir die Listenversion der Farbungen mit Abstands-
bedingungen. Neben den Abstand-1- und 2-Bedingungen besteht nun zusétzlich
die Restriktion, den Knoten aus vorgegebenen Mengen Label zuzuweisen.

Definition 4.1 Gegeben seien ein Graph G = (V, E), zwei nichtnegative, ganze
Zahlen d und s und eine Listenzuweisung L = {L(v) | v € V'}. Ein L(d, s)—List
Labelling von G ist eine Funktion f : V — IN, welche folgende Bedingungen
erfillt:

1. YoeV: f(v) e Lv),
2. |f(v) = f(w)| > d, wenn dist(v,w) =1,
3. |f(v) = f(w)| > s, wenn dist(v,w) = 2.

Die L(d, s)—Listenzahl von G, geschrieben x°(G), ist die kleinste natiirliche
Zahl k, so daff G fiir jede k— Listenzuweisung ein L(d, s)— List Labelling besitzt.

Fiir s = 0 schreiben wir x¢ statt Xj’o. Ferner gelte d > 0 und d > s.

Der folgende Abschnitt 4.1 behandelt den Fall s = 0, d.h. die Listenfarbungen
ohne Abstand-2-Bedingung. Im Abschnitt 4.2 betrachten wir einige Eigenschaf-
ten von L(d, s)—List Labellings bzw. fassen zusammen, was bisher zu diesem
Thema erarbeitet wurde. AnschlieBend werden fiir Biaume, besonders Sterne
und Wege, und fiir Kreise Schranken fiir X?’S mit Hauptaugenmerk auf s = 1
und s = d berechnet. Im Abschnitt 4.3 betrachten wir ferner die Fille s = 0,1
fiir Kakteen und geben Schranken fiir y¢ und X‘Z’l an. Im darauffolgenden Ab-
schnitt untersuchen wir einige Graphen, fiir welche X?’l = o1 + 1 gilt.

4.1. L(d,0)-List Labellings

Im Gegensatz zu den L(d,0)—Labellings, fiir welche Ay = d - A; ist, lafit sich
x4 nicht einfach aus x} berechnen. Als obere Schranke gilt wieder ein dem Satz
von Brooks dquivalentes Resultat, welches aus den Sétzen 2.19 und 2.20 durch
Setzen von T' = {0,...,d — 1} gewonnen werden kann. Weiterhin gelten die
folgenden Schranken, wobei die untere Schranke von Alon und Zaks und die
obere Schranke von Waters gezeigt wurde.
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4.1 L(d,0)—List Labellings

Satz 4.1 (Alon und Zaks, [5], Waters, [99])
Fiir jeden Graphen G und d > 1 gilt stets

d(x¢(G) = 1) + 1 < x¢(G) < (2d = 1)(col(G) — 1) + 1.
Vermutung 4.1 (Waters, [99]) Fir jeden Graphen G und d > 1 gilt
Xi(G) < (2d = 1)(x(G) — 1) + 1.

Natiirlich ist die Vermutung richtig fiir Graphen G mit x;(G) = col(G), wie
z.B. die chordalen Graphen. Schon Tesman [91] konnte zeigen, daB fiir jeden
chordalen Graphen G die Beziehung x¢(G) < (2d — 1)(x(G) — 1) + 1 gilt (vgl.
auch Abschnitt 2.2.2). Dariiber hinaus konnte Waters seine Behauptung bereits
fiir alle 2—listenfarbbaren Graphen beweisen:

Satz 4.2 (Waters, [99]) Fir alle Graphen G mit x}(G) = 2 und d > 1 gilt
x{(G) < 2d.

Zur Vermutung 4.1 1a8t sich weiterhin feststellen:

Satz 4.3 Fiir jeden K,—Minor-freien Graphen G und d > 1 gilt x4(G) <
(2d - 1(xHG) ~ 1) + 1.

Beweis. Es ist bekannt, dafl §(G) < 2 fur jeden Ky—Minor-freien Graphen G
gilt. Daher ist x}(G) < 3. Wenn G = K7, so gilt x¢ = x}(G) = 1. Aufgrund von
Satz 4.2 muf nur noch der Fall x}(G) = 3 betrachtet werden. Angenommen,
Gy sei ein Ky—Minor-freier Graph minimaler Ordnung, so da8 x;(Go) = 3 gilt
und eine (4d — 1)—Listenzuweisung £ = {L(v) | v € V(G)} existiert, fiir die Gy
kein L(d,0)—List Labelling besitzt. Wir wihlen einen Knoten u € V(G) mit
deg(u) < 2. Aufgrund der Minimalitét von Gy ist entweder x}(Go — {u}) = 3
und es existiert fiir Go — {u} und £ ein L(d,0)—List Labelling f; oder es gilt
Xt (Go — {u}) < 2, so daBl wegen x¥(Gy — {u}) < 2d ebenfalls das gewiinschte
Labelling f existiert. Da die Label aus f(/N(u)) maximal 2(2d — 1) Label fiir
u verbieten, enthélt L(u) mindestens ein zulédssiges Label, mit dem f zu einem
L(d,0)—List Labelling von G erweitert werden kann. § [

Bemerkung 4.1 Fiir nichitriviale Ky—Minor-freie Graphen G lifit sich der
Satz 4.3 auch aus den vorherigen Sitzen schliefen. Ist x}(G) = 2, so verwenden
wir Satz 4.2; ist x;(G) = 3, so gilt x}(G) = col(G) und wir verwenden Satz 4.1.

Satz 4.4 (Alon und Zaks, [5]) Sei p := 2d — 1 eine Primzahl. Hat G eine
Orientierung D mit EE(D) # EO(D)mod p, dann existiert fir jede Listenzu-
weisung L = {L(v) | v € V(G)} mit |[L(v)] > p-dp(v) + 1 ein L(d,0)—List
Labelling fiir G. Folglich ist x{(G) < p - max,ey(p) dp(v) + 1.

Wir geben nun einen Beweis an, der einfacher als der Originalbeweis aus [5] ist.
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4.2 L(d, s)—List Labellings

Beweis. Als erstes konstruieren wir eine Orientierung D’ fiir G, indem wir
jeden Bogen in D durch p := 2d—1 parallele Bégen mit derselben Richtung erset-
zen. Damit ist dp, (v) = p-d,(v) fiir alle v € V(D'). Weiterhin ist offensichtlich,
daBl durch dieses Ersetzen keine grundsétzlich neuen Zyklen entstehen, jedoch
kénnen die bereits in D vorhandenen Zyklen nun sozusagen p—fach verwendet
werden. Zihlen wir die Eulerschen Unterdigraphen von D', so unterscheiden wir
dabei zwei verschiedene Arten von Eulerschen Unterdigraphen H' C D':

Fall 1. Zwischen je zwei Knoten aus V' (H') existieren entweder 0 oder p Bogen.
Jedem dieser Unterdigraphen H’ entspricht eineindeutig ein Eulerscher Unter-
digraph H C D, namlich derjenige, der entsteht, indem man jeweils p parallele
Bogen wieder zu einem Bogen zusammenfafit. Ist |F(H)| ungerade, so ist auch
|E(H')| =p-|E(H)| ungerade. Analog ist |E(H')| gerade, wenn |E(H)| gerade
ist. Demzufolge gibt es genau FFE(D) gerade und EO(D) ungerade Eulersche
Unterdigraphen dieses Typs.

Fall 2. Es existieren zwei Knoten in V(H’), zwischen denen b Bogen, 0 < b < p,
verlaufen.

Sei M die Menge aller Eulerschen Unterdigraphen, die zwischen je zwei Knoten
aus V dieselbe Anzahl von Bogen wie H' besitzen.

Die Anzahl der Moglichkeiten, die b Bogen aus den p vorhandenen Bogen in D’
auszuwihlen, betrigt (}) = fo ;)1,;)', Da p eine Primzahl ist, kann sie sich niemals
aus diesem Term wegkiirzen. Multipliziert mit der Anzahl der Md&glichkeiten,
die restlichen Bogen fiir H' zu wéhlen, ergibt sich also stets ein Vielfaches von
p. Folglich ist die Méachtigkeit von M durch p teilbar; daher sind Eulerschen

Unterdigraphen dieses Typs bei der Modulo p Rechnung nicht relevant.

Insgesamt bedeutet dies, da§ EE(D’) # EO(D')modp ist, da EE(D') =
EE(D)modp und EO(D') = FEO(D)modp gelten und laut Voraussetzung
EE(D) # EO(D)modp ist. Nach Satz 2.31 hat G fiir jede Listenzuweisung
L={L()|veV(G)}mit |L(v)| > dp(v)+1=p-dy(v)+1ein L(d,0)—List
Labelling. Damit ist x{(G) < p - max,ey(p) dp(v) + 1. |

Folgerung 4.1 Besitzt die Orientierung D fir G die FEigenschaft, daf
max,ev(p) dp(v) < x7(G) — 1 ist, so stimmt die Vermutung 4.1 fir G.

4.2. L(d, s)-List Labellings

Wie bereits erwéhnt, wurden Farbungen mit einer Abstandsbedingung erstmals
von Tesman [91] im Jahre 1993 mit Listenfirbungen in Verbindung gebracht.
Das verallgemeinerte Konzept der Listenfarbungen mit mehreren Abstandsbe-
dingungen ist relativ jung und wurde unabhéngig von Fiala und Skrekovski
[39] sowie Kohl et al. [66] eingefiihrt. In [39] wurden der Satz 2.31 bewiesen
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und ;" fiir Wege und Kreise berechnet. In [66] stehen Schranken fiir Béume —
hauptséchlich Wege und Sterne — im Vordergrund (siehe Kapitel 4.2.2).

4.2.1. Grundlegende Eigenschaften und Resultate

L(d, s)—List Labellings sind Lp—List Labellings fiir P = (d, s). Es gelten daher
alle im Abschnitt 2.2.3 genannten Eigenschaften. Zusammenfassend ergeben
sich vorerst als allgemeine Schranken:

Satz 4.5 Fiir jeden Graphen G mit Mazimalgrad A gilt
(i) X (G) — 1> M\go(@), (Satz 2.27)
(i) X7*(G) = 1> max{d(x,(G) = 1),s(x,(G*) = 1)}, (Satz 2.27)
(iit) x;*(G) —
(@)

(iv) X

< (2d — 1)(col(G?) — 1) < (2d — 1)A?, (Sétze 2.28 & 2.1)

G)—1<dA+sA(A-1). (Satz 2.29)

Komplexitat

Wie wir bereits im Kapitel 3.2.1 gesehen haben, ist L(2,1)— Labelling im all-
gemeinen Fall N’P—vollstindig. Wir konnen daher nicht erwarten, daf die Li-
stenversion dieses Problems eine geringere Komplexitét besitzt. Konkret wurde
fiir das algorithmische Problem

Problem: L(d,s)—List Labelling
Fingabe: Ein Graph G = (V, E) und eine Listenzuweisung £
Frage: Gibt es fiir £ ein L(d, s)—List Labelling?
gezeigt, dafl es sowohl bei Wegen fiir beliebiges s > 1 als auch bei allgemeinen

Baumen fiir s = 1 in P ist (Tuza und Voigt [66]), und daf es bei Biaumen fiir
s > 1 bereits N'P—vollstindig ist (Fiala et al. [38]).

Technische Hilfsmittel fiir die folgenden Abschnitte

Definition 4.2 Gegeben seien ein Graph G, eine Listenzuweisung £ = {L(v) |
v e V(G)} sowie zwei adjazente Knoten v,w € V(G).

Ein Label ¢ € L(w) i—eliminiert die Liste L(v), wenn es keine i Label ¢; €
L(v), j = 1,...,4, mit |cj —c| > d gibt. Ist i = 1, so ist L(v) C {c—d+
1,...,c+d— 1} und wir sagen: ¢ eliminiert die Liste L(v).

Lemma 4.1 Gegeben seien ein Graph G und eine Listenzuweisung £ = {L(v) |
v e V(G)}. Ferner seien {v,w} € E(G), i > 1 sowie k := |L(v)|. Dann gilt:

(i) Ist k > 2d—1+1i, so gibt es in L(w) kein Label, welches L(v) i—eliminiert.
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(11) Isti < k < 2d—1+1, so gibt es mazimal 2d+2(i — 1) — k Label ¢ € L(w),
die L(v) i—eliminieren.

Beweis.

Zu (i): Fiir ein Label ¢ € L(w) gibt es maximal 2d — 1 Label ¢ € L(v) mit
|c — | < d, ndmlich die Label c—d+1,...,c+d—1. Da k—(2d—1) > i, folgt
die Behauptung.

Zu (ii): Seien my,...,m;, my < ... < m;, bzw. My,... . M;, My > ... > M,
die 7 kleinsten bzw. gréiten Label aus L(v). Folglich ist M; —m; > k —2j +1
fir alle 7 € {1,...,7}. Gilt fiir ein Label ¢ € L(w) die Bedingung ¢ < M; — d,
so gibt es stets mindestens ¢ Label ¢; € L(v), j = 1,...,i, mit [c — | > d
(ndmlich die Label M;, ..., M;). Analog dazu 148t sich der Fall ¢ € L(w) mit
¢ > m; + d behandeln. Demzufolge miissen wir nur diejenigen Label aus L(w)
betrachten, die keine der beiden Bedingungen erfiillen. Dies sind die Label ¢ mit
M; —d < ¢ < m; + d. Deren Anzahl betrigt

2 — (M; —m;) —1<2d— (k—2i+1)—1=2d+2(i—1)—k. O

Mit Hilfe dieses Lemmas lassen sich L(d, 1)—List Labellings fiir Wege konstru-
ieren und es kann abgeschéitzt werden, welche Listengroflen erforderlich sind,
um diese Labelling-Methoden anwenden zu kénnen.

Definition 4.3 Fin Weg mit kleinen Randlisten ist ein Weg (vy,vq,...,0y,)
mit n > 3 Knoten, fiir den eine Listenzuweisung L = {L(v;) | i € {1,...,n}}
mit k; := |L(v;)| und k := max;—1__, k; gegeben ist; sowie fir n > 4 mit den
FEigenschaften

-----

1. Vie{3,....n—2}: k; =k,
2. Vie{l,?,n—l,n}: 1§/€1§]{7, klgkg, k‘ngk’n_l,

und fiir n = 3 mat den Figenschaften ki, ks < ky = k.

>>> Labelling-Strategien fiir Wege:

Algorithmus 4.1 (Konstruktion eines L(d,1)—List Labellings)

Eingabe: Ein Weg P, = (v1,...,v,), n > 3, sowie eine Listenzuweisung
£—{L{w)]ie{l,....n})
Ausgabe: Fin L(d,1)— Labelling f

Setze L'(vy) := L(vy1). Fiiri = 2,...,n — 1 lésche alle Label aus L(v;), welche
L'(v;_1) 2—eliminieren, und erhalte die neue Liste L'(v;). Losche anschliefsend
aus L(vy,) alle Label, die L'(v,—1) eliminieren und bezeichne die verbleibende
Liste mit L' (vy,).
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Nun weise den Knoten in umgekehrter Reihenfolge auf folgende Art Label zu:
Teile dem Knoten v, ein beliebiges Label f(v,) aus L'(v,) und dem Knoten
Up—1 €in Label f(v,_1) € L'(vp—1) mit | f(vn) — f(vn—1)| > d zu. Sind bereits die
Knoten v,,v,_1,...,v;, © > 2, mit etnem Label versehen worden, so enthdlt die
Liste L'(v;_1) mindestens zwei Label mit einer Differenz > d zu f(v;). Wihle
f(vi_1) aus diesen beiden Labeln so, dafi es verschieden von f(viy1) ist.

Lemma 4.2 Sei (vy,vs,...,v,), n > 3, ein Weg mit kleinen Randlisten und
L=A{L(v)|ie{1,...,n}} mitk; :=|L(v)| firi=1,...,n die zugehdorige Li-
stenzuweisung. Der Algorithmus 4.1 liefert ein zuldssiges L(d, 1)— List Labelling,
wenn folgende Eigenschaften erfillt sind:

Y k> (2d+2)(n—1)—2 (x) und ky > 2, kyoy + Ky > 2d + 1k, < 2d,
j=1
sowie ki + ko > 2d + 4, fir n > 4.

Beweis. Sei L'(v;) wie in Algorithmus 4.1 definiert, sowie k] := |L'(v;)|. Es ist
zu zeigen, da k; > 2 firi=1,...,n—2und k/_,,k/, > 1 gilt.

Offenbar gilt & = k; > 2. Laut Lemma 4.1 (ii) werden aus L(v;), i = 2,...,n—1
hochstens 2d 4+ 2 — ki_, Label geloscht. Ist 2d +2 — kI, < 0, so gilt k] = k;,

andernfalls &k} > k; — (2d + 2 — k_,).

Existiert ein [ € {2,...,n— 1} mit 2d+2—k;_; <0, so sei [* das kleinste [ mit
dieser Eigenschaft. Existiert kein solches [, so sei [* := n. Dann 148t sich mittels
Induktion & > >7°_ kj — (2d +2)(i — 1) fiir i = 2,...,1" — 1 zeigen. Ferner ist
ki >2firi=2,..., min{l* — 1,n — 2}, wegen:

Dk-it9i-1) 2 3 (d+2-k)-1zn-itl-122
= () kn < 2d)  G—jiq

fir £ < 2d + 2,

k- (2d+2)(i-1) > (i-2)(k-2d-2)+2>2, firk>2d+2.
= (k1 + ko > 2d +4)

Fiir die restlichen Félle ¢ > min{l* — 1,n — 2} resultiert:

—Ist I* < n —2, dann ist wegen 2d + 2 < kj._; < kp_1 < ki» < k stets
ki =k; >k >2firallei=10*...,n—1, denn es werden keine Label aus L(v;)
geloscht. Fiir &/ folgt dann &, > min{k,, k, 1 + k, — 2d} > 1.

—Ist I* =n—1, dann gilt &/, = k,_1 > 1 aufgrund der Definition von [*, sowie
k! > min{k,, k,_1 + k, — 2d} > 1.

— Ist I* = n, soist kK, ; > Z;:ll ki — (2d + 2)(n — 2). Daraus folgt k|, >

min{kn, k, — (2d — k;,_1)} > min{k,, > 7, k;j — (2d +2)(n — 1) + 2} > 1. Man
erkennt ferner k,_, > Z;_ll ki—2d+2)(n—2)>2d—k,+1>1
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Demzufolge ist k, > 2 fiir alle ¢ = 1,...,n — 2 und k/,_,, k], > 1; daher liefert

n—1s"n

der Algorithmus ein zuléssiges L(d, 1)—List Labelling. O

Algorithmus 4.2
(Konstruktion eines L(d,1)—List Labellings f mit f(vq) # f(v,))

Eingabe: Ein Weg P, = (v1,...,v,), n > 4, sowie eine Listenzuweisung
L={L(v)|ie{l,...,n}}
Ausgabe: Ein L(d,1)—Labelling f mit f(vi) # f(vn)

Setze L'(v1) := L(v1). Lische alle Label aus L(vq), die L'(vy) 3—eliminieren
und erhalte die neue Liste L'(vy). Firi = 3,...,n — 1 losche alle Label aus
L(v;), welche L'(v;_1) 2—eliminieren und erhalte die neue Liste L'(v;). Zuletzt
losche aus L(vy,) alle diejenigen Label, welche die Liste L'(v,_1) eliminieren und
bezeichne die entstandene Liste mit L'(vy,).

Weise den Knoten v,,v,_1,...,vs wie in Algorithmus 4.1 ihre Label zu. Als
letztes weise dem Knoten vy ein Label f(vy) € L'(vq) zu, so daf die Bedingungen

|f(v2) = f(v1)| = d, f(v1) # fvs) und f(v1) # f(vn) erfillt sind.

Lemma 4.3 Sei (v1,vq,...,v,), n > 4, ein Weg mit kleinen Randlisten und
L={L(w) |i€{l,...,n}} mit k; :==|L(v;)| firi=1,...,n die zugehdérige Li-
stenzuweisung. Der Algorithmus 4.2 liefert ein zuldssiges L(d, 1)— List Labelling
f mit f(v1) # f(vn), wenn folgende Eigenschaften erfillt sind:

ikj > (2d+2)(n—1), (o)

j=1
und k1 >3,k1+ ke >2d+6,k,_1+ k, >2d+1,k, <2d.

Beweis. Sei L'(v;) wie in Algorithmus 4.2 definiert, sowie k; := |L'(v;)|. Zu
zeigen ist, daB k7 >3, kl > 2firi=2,...,n—2und k/_,, Kk, > 1 gilt.

k} = ki > 3ist nach Voraussetzung bereits erfiillt. Es werden aus L(v,) maximal
2d + 4 — K Label geloscht. Ist k; > 2d + 4, dann wiirden wegen k > ky > ky >
2d + 4 aus den Listen L(vs), ..., L(v,—1) keine Label geloscht, d.h. k] = k; > 2
fir i = 2,...,n — 1. Fiir die letzte Liste ergibt sich dann k!, > min{k,, k,_1 +
k, — 2d} > 1. Damit wéren in diesem Fall alle Bedingungen erfiillt.

Sei nun k; < 2d + 4 und damit k) > ky + ko — 2d — 4. Der Algorithmus 4.2
bestimmt fiir die Knoten wvs,...,v, auf dieselbe Weise wie der Algorithmus
4.1 ein L(d,1)—List Labelling. Folglich geniigt es nachzuweisen, dafl der Weg
(ve,...,v,) mit einer Listenzuweisung £* = {L*(v;) | i = 2,...,n}, wobei
|L*(v2)| := k1 + ko —2d —4 und |L*(v;)| := k; fiir i = 3, ..., n, die hinreichenden
Bedingungen aus Lemma 4.2 erfiillt. Sei &} := |L*(v;)| fiir i = 2, ..., n. Die zwei
Bedingungen k) _, + k% > 2d + 1 und k] < 2d sind laut Voraussetzung schon
gegeben. Es mufl nun noch gezeigt werden:
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Zk* (2d+2)(n—2)—2, ki>2 und ki +ki>2d+4, fallsn > 5.

Es gllt k3 = ki + ko —2d — 4 > 2, denn gemé&f der Voraussetzung ist ki + ko >
2d + 6. Weiterhin ist:

Zk* Zkl—Qd—4> (2d+2)(n—1)—2d — 4= (2d+2)(n — 2) — 2.
= ©)
Ist k > 2d+2, so gilt k3 +k3 = (k1+ke)+ks—2d—4 > (2d+6) —2 = 2d+4 wegen
ks = k. Fiir £ <2d + 1 folgern wir aus k) _; = k,—1 < kund k) =k, < 2d:
l{1+/€2+k‘3 Z (2d+2)(n—1)+1—(n—4)k—kn

()

>2d4+2)(n—1)4+1—-(n—4)(2d+1) —2d =4d +n + 3,
dh kS +k; =k +ke+ks—2d—4>2d+n—1>2d+4, fiirn > 5.
Folglich sind alle Bedingungen erfiillt; daher existiert fiir den durch die Kno-
ten vy, ..., v, bestimmten Weg stets ein L(d,1)—List Labelling f. Dieses kann
wegen k} > 3 um den Knoten v; mit der Bedingung f(v1) # f(v,) erweitert

werden. Daher liefert der Algorithmus unter den gegebenen Bedingungen stets
das gewiinschte L(d, 1)—List Labelling. O

Bemerkt sei, daf§ die beiden Algorithmen auch im Fall k, > 2d angewendet
werden konnen, jedoch geniigte es fiir unsere Belange, k, < 2d zu betrachten.

4.2.2. Schranken fiir X?’S von Biumen und Kreisen

Es gibt bereits eine geschlossene Formel fiir x¢ fiir Biume:

Satz 4.6 (Tesman, [91]) Fir einen Baum T,, der Ordnung n gilt
2d(n — 1
iry = [He=D)

n
Damit ist x¢(7,,) < 2d fir n < 2d und x¥(T;,) = 2d = x} - d fiir n > 2d.
Stellt man sich die Frage, wieviele Label aus einer 2d—Listenzuweisung entfernt
werden kénnen, so daf trotzdem noch die Existenz eines zuléssigen L(d, 0)—List
Labellings gewahrleistet ist, so gelangt man zu folgendem Resultat:

Satz 4.7 Gegeben sei ein Baum T, mit n Knoten. Ferner definieren wir o (T,
als die kleinste natirliche Zahl, so dafiT,, fir jede Listenzuweisung £ = {L(v)
v e V(T,)} mit den Eigenschaften

> L) =0T, und Vo€ V(T,): |L(v)| < 2d
veV (Ty)

ein zuldssiges L(d,0)— List Labelling besitzt. Dann gilt 0(T,) = 2d(n — 1) + 1.

)
|
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Beweis. Als erstes zeigen wir, dafl die Bedingung hinreichend fiir die Existenz
eines L(d, 0)—List Labellings ist. Dies geschieht mittels vollstandiger Induktion
iiber n:

TA:
1V:

IS:

n=1Esgilt x{(T1)=1. Vv
Die Behauptung gelte fiir alle Baume 7, mit n < N — 1.

n=N > 2.

Gegeben sei eine Listenzuweisung £ = {L(v) | v € V/(Tx)} mit >0 cy(p,)
|L(v)] > 2d(N — 1)+ 1 und Yo € V(Tn) : |L(v)| < 2d. Ferner sei u
ein Blatt des Baumes Ty ; u existiert stets, da jeder Baum mit mehr als
einem Knoten mindestens zwei Blatter besitzt. Sei w der Nachbar von
wund [ := |L(u)|. Aufgrund der Voraussetzung gelten 1 < [ < 2d und
> vev(ty—fuy) [L(V)] = 2d(N —1) +1—1. Weiterhin wissen wir aus Lemma
4.1 (ii), da maximal 2d — [ Label aus L(w) die Liste L(u) eliminieren
kénnen. Loschen wir diese Label aus L(w), so gilt nun 3 v r gy [L(0)]
> 2d(N—1)4+1—1—(2d—1) = 2d(N —2)+1. Nach Induktionsvoraussetzung
existiert fir Ty — {u} ein zuldssiges L(d, 0)—List Labelling. Da auflerdem
das dem Knoten w zugewiesene Label die Liste L(u) nicht eliminiert, kann

dieses Labelling stets auf u erweitert werden. Folglich existiert auch ein
L(d,0)—List Labelling fir Ty. v

Die Notwendigkeit der Summenbedingung beweisen wir, indem wir eine Listen-
zuweisung £ = {L(v) | v € V(T,)} fiir T, mit >0 oy py [L(v)] = 2d(n — 1) =
04(T,,) — 1 konstruieren, die kein L(d,0)—List Labelling zul:iit. Dabei bezeichne
E(v) die Liste der Label, welche die Liste L(v) des Knotens v eliminieren.

Sei V := (). Wir wihlen einen beliebigen Knoten x € V(T,,) als Wurzel und
setzen V) = Ny := {x}. Anfangs habe z die Liste L(z) := () und es sei h := 2.

1.

2.

Wiihle einen Knoten u € Vj,—; und setze Ny, := N(u) N (V(T},) — Vi-1).

Seien wy, ..., wy,| die Knoten aus INV;,. Weise jedem Knoten w; eine Liste
L(w;) zu, so daB folgende Eigenschaften gelten:

oL(wi):{li—i—l,li+2,...,li—|—2d—si}mitli,siE]N,
o F(w)NL(u)=0furie{1,...,|Nyl},
L E(wl)ﬂE(wj):@fur Z,]€{1,7|Nh|} mltl%]

Setze L(u) := L(u) U UM E(w;).

st Vi = Vg U N, # V(T,), so setze h := h + 1 und gehe zu 1.

Sonst, STOPP.
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Betrachten wir einen Knoten v € V(T},). Dazu sei h* € IN mit v € Np-. Im
h*—ten Schritt des Algorithmus erhielt v eine Startliste L(v). Galt N(v) —
Vis_1 # 0, so wurden in einem spéteren Schritt h, h > h*, ggf. weitere Label
zu L(v) hinzugefiigt; jedoch nur solche, welche die Liste eines Nachbarn von v
eliminieren. Da v bei einem L(d,0)—List Labelling keines dieser Label haben
kann, geniigt es anzunehmen, dafl v nur die Label der Startliste zur Verfiigung
hat. Da die Startliste der Wurzel x leer ist, kann diesem Knoten kein Label
zugewiesen werden. Daher kann fiir die so konstruierte Listenzuweisung £ kein
L(d,0)— List Labelling fiir 7;, existieren.

Sei hiax mit Vi, = V(7). Wir zeigen als néchstes > oy, |L(v)| = 2d-(|V,|-1)
fiir 1 < h < hyax mittels vollstandiger Induktion iiber h.

IA: h=1 BEsgilt [Vi|=1und [L(z)] = 0=2d- ([Vi| = 1). v

IV: Es gelte > v |L(v)|=2d-(|Vs] —1) fir h < H — 1.

vEV
IS: h = H > 2. Im H—ten Schritt werden die Knoten aus Ny zu Vy_;
hinzugefiigt. Seien wy, ..., w|y, die Knoten aus Ny. Der Knoten w; erhélt
dabei eine Liste L(w;) = {l; + 1,l; + 2,...,l; + 2d — s;} mit [;,s; € IN.
Folglich gilt |L(w;)| = 2d — s; und E(w;) = {l; +d,...,l; + d — s; + 1},
d.h. |E(w;)| = s;. Da die eliminierenden Listen F(w;) paarweise disjunkt
sind, gilt auflerdem ULZ’f' E(w;) = Zg{" si, d.h. zur Liste L(u) werden
|Z’f | s; Label hinzugefiigt. Daraus ergibt sich:

(2

[Nl [Nl
STLw)l= > |L(v)|+Z(2d—si)+Zsi

=2d- (|Vu1| = 1) +2d- |[Ny|=2d-(|[Vy| - 1). v

Daher ist 32, cy g [L(0)] = 2d - (|Viyoel = 1) = 2d(n — 1) = 0(T;,) — 1. u

max

Folgerung 4.2 Aus diesem Satz lifit sich ebenfalls x¢ fiir Biume ableiten, als
die kleinste natiirliche Zahl, welche der Bedingung x¢ -n > 0% =2d(n —1)+1

geniigt. Also
2d(n —1 1 2d(n — 1
X?:{—(n )+ w:{i(” )J+1.
n n

Bemerkung 4.2 Der Satz liefert auch dann ein hinreichendes Kriterium fiir
die Ezistenz eines L(d,0)— List Labellings, wenn Listen der Mdchtigkeit > 2d
existieren. In dem Fall gentigt es, die zu groffen Listen durch Ldschen von
Labeln auf die Mdichtigkeit 2d zu reduzieren, und erst dann die Summe der
Mdichtigkeiten zu berechnen.
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Bemerkung 4.3 Die Idee, ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz eines
L(d, s)—List Labellings nur durch Summation der Listengrifien zu gewinnen,
laft sich im allgemeinen weder auf Graphen mit Kreisen noch auf L(d, s)— List
Labellings mit s > 0 erweitern. In diesen Fillen ist die Verteilung der Label auf
die einzelnen Knoten relevant.

Beim Py ist dies natiirlich nicht der Fall: Fiir zwei adjazente Knoten u und v,
deren Listen L(u) bzw. L(v) die Eigenschaften |L(u)|+|L(v)| > 0%(P,) = 2d+1
sowie |L(u)|,|L(v)| < 2d aufweisen, existiert stets ein L(d, s)— List Labelling.

Beispiel 4.1 Als Beispiel zur letzten Bemerkung betrachten wir fiir den Kreis
(v1,vs,v3,v1) der Linge 3 zwei Listenzuweisungen mit > |L(v;)| = 6d. Die
Listenzuweisung L(v;) = {1,2,...,2d}, i = 1,2, 3 erfiillt diese Bedingung, aber
es existiert dafiir kein L(d,0)—List Labelling. Wahlt man hingegen eine beliebi-
ge Listenzuweisung mit |L(vq)| = 2d — 1, |L(vy)| = 2d und |L(v3)| = 2d + 1, so
existiert stets ein L(d, 0)—List Labelling. Dies kann man sich wie folgt iberlegen:
Sel ¢pin := min U?:1 L(v;) und L'(v;) := L(v;) — {Cminy - - -  Cmin + d — 1}.

L. Cmin € L(v1) = |[L/(v2)|+ |L'(vs)| > d+ (d+1) =2d+ 1
2. Cmin € L(Ug) N Crin ¢ L(’Ul) = |L/(U1)| + |L/(U3)| >2d+1
3. Cmin € L(v3) A Cmin & L(v1), L(v2) = |L'(v1)| +|L(v2)] > 2d + 1

Damit ist es unabhéngig von der konkreten Listenzuweisung stets moglich, ei-
nem Knoten das Label c¢,;, zuzuweisen, so dafl die verbleibenden beiden Knoten
zusammen mindestens 2d + 1 = 0%(P,) Label in ihren Listen haben.
Betrachtet man L(d, s)—List Labellings mit s > 0, so werden in gewissem Sinne
durch die Abstandsbedingungen Kreise induziert, da je zwei Knoten im Abstand
2 zusammen mit ihrem gemeinsamen Nachbarn paarweise Abstandsbedingun-
gen einzuhalten haben.

Fiir le’s, s > 0, von Bédumen gibt es bisher noch keine geschlossene Formel zur
Berechnung. Aufgrund von X?’S > x4 und X?’S > Ag1 + 1 liefern die Sétze 3.17
und 4.6 untere Schranken. Als beste allgemeine obere Schranke gilt:

Satz 4.8 (Voigt, [66]) Fir jeden Baum T und d,s > 1 gilt
XP(T) < sA +2d — 1.

Fiir Sterne und Wege lassen sich diese Schranken wie folgt verbessern.

»» Sterne

Es gibt bereits einige Resultate fiir X?’l bzw. X?’S von Sternen, welche im
nédchsten Satz aufgelistet sind. Zu beachten ist, dal n nicht wie sonst fiir die
Ordnung des Graphen steht, sondern fiir die Anzahl der Blétter.
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Satz 4.9 Fir den Stern K, gilt Xé’l(KLn) =n+1, sowie fird> 2:

(i) Xi*(Kin) <2d—1+s(n— 1), (Voigt, [66])
(ii) X{*(Kiq) > |22 | 41, (Lemma 2.8 & Satz 4.6)
(iii) X¥* (K1) > d+s(n—1)+1, (Satz 2.27 & Tabelle 3.2)
(iv) Xi' (K1) > [(2d — 1)#} +n—1, wobei a = | 35]. (Tuza, [66])

Es werden nun zwei weitere Schranken fiir XZ’ bzw. X‘Z’S présentiert, beginnend
o o dl . C

mit einer unteren Schranke fiir x,”". Besonders fiir grofie n ist diese Schranke

besser als die im vorherigen Satz genannten.

Satz 4.10 Ist n > [(d_%ﬁﬂd +a)+ 1 fir eina € {0,1,...,d — 2}, so gilt
Xy (K1p) > d+a+n.

Beweis. Seien w der Mittelknoten vom Grad n und vy, ..., v, die Blatter des
Sterns K ,,. Ferner sei eine Listenzuweisung £ gegeben, die jedem Knoten eine
Liste der Méchtigkeit & :=n — 1 4+ d + a zuordnet. Es sei

LiULUL,ULU...ULULUL;j, (4.1)

eine Zerlegung der Menge {¢c +1 — (d —1),...,c+ k + (d — 1)} in disjunkte
Intervalle, so daf} gilt:

1. maxL; +1=min/; und max [; + 1 =min L; 1, 1 = 1,...,1,

2. YLl =2(d=1) und |Li| <d —1—a, i=1,...,1+1,

3. Ll =kuwd |L] >d+a, i=1,...,1.
Damit 1a8t sich die Listenzuweisung £ wie folgt definieren:
Lw)={c+1,....c+k}, Lv)=LULU...UI, firi=1,...,n

Offensichtlich ist |L(w)| = |L(v1)| = ... = |L(v,)| = k. Aufgrund der speziellen
Listenkonstruktion gilt auflerdem fiir jedes j € L(w) die Bedingung [{j — (d —
1),....54+ d-1}ynU_, Ll > d+ a Weist man demnach dem Knoten w
ein beliebiges Label aus L(w) zu, so verbleiben in L(v;), ¢ = 1,...,n maximal
k — (d+ a) = n — 1 Label, so daf§ nicht alle Blitter ein Label erhalten kénnen.

Es verbleibt zu untersuchen, fiir welche n die Zerlegung (4.1) existiert. Die 2.
Bedingung liefert (41 > f%], aus der 3. Bedingung erhalten wir k > [(d+a)
und damit n > (I — 1)(d + a) + 1. Folglich existiert die Zerlegung (4.1) fiir

nZ([%—‘—2)@[4—&)4-1:’V%—‘(d—%a)%-l. .
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Folgerung 4.3 Ist n > 2d(2d — 6) +9, so gilt x\;" (K1) = 2d — 2+ n.
Dies ist eine Verbesserung zu Satz 4.9 (iv), wo erst ab n > 2d(2d — 1) die
Beziehung X‘Z’l(KLn) =2d — 2+ n folgt.

Fiir kleine n (im Vergleich zu d) 148t sich auf folgende Weise eine Verbesserung
der oberen Schranke erreichen.

Satz 4.11 x{*(Ky,) < | 222020 | 41 fird > s

Beweis. Seien w der Mittelknoten vom Grad n und vy, ...,v, die Blatter des
Sterns K7 ,,. Ferner sei eine Listenzuweisung £ gegeben, die jedem Knoten eine
Liste der Méchtigkeit £ zuordnet. Sei h € IN fest vorgegeben und i := 1. Es
werden den Knoten Label nach folgendem Verfahren zugewiesen:

L(v).

1. Bestimme cyin == minJ, .y,

2. Ist w € V und ¢, := min L(w) < ¢pin + h, weise dem Knoten w das Label
o zu; 16sche die Label {cpin, ¢min+1, . . ., cp+d—1} aus L(v), v € V—{w}.
Setze u; := w.

3. Ist w € V und ¢, := min L(w) > ¢min + h, wihle u; € V — {w} mit
Cmin € L(v) und weise u; das Label ¢y, zu. Losche die Label {cmin, Cmin +
L,...,Cmin+$— 1} aus L(v), v € V — {w,u;} und die Label {cmim + h +
L,...,Cmin +d— 1} aus L(w).

4. Ist w ¢ V, wahle u; € V mit ¢ € L(v) und weise u; das Label ¢y, zu.
Losche die Label {¢min, ¢min + 1, - -+, Cmin +§ — 1} aus L(v), v € V — {w;}.

5. Setze V :=V — {u;} und i := i+ 1.
6. Ist V # 0, gehe zu 1. Sonst, STOPP.

DaB der Algorithmus die Abstandsbedingungen eines L(d, s)—List Labellings
einhélt, ist offensichtlich. Daher mufl nur noch die notwendige Listengrofie k
bestimmt werden, damit stets jedem Knoten ein Label auf diese Weise zugewie-
sen werden kann.

Angenommen, im (j 4+ 1)—ten Durchgang, j € {0,...,n}, wurde w sein Label
zugewiesen, d.h. u;4; = w. Daher mufl k — j(d — 1 — h) > 0 angesetzt werden,
denn vor dem Labelling von w wurde j—mal der Schritt 3 durchlaufen und da-
bei wurden jeweils bis zu d — 1 — h Label aus L(w) geléscht. Ist j = n, so muf}
also k > n(d — 1 — h) gelten. Ist j < n, so mufl im schlimmsten Fall die Bedin-
gung k — [s(n — 1) + h +d] > 0 erfiillt sein, denn bevor der letzte Knoten
sein Label erhielt, wurden (n — 1)—mal jeweils bis zu s Label aus seiner Liste
L(up41) geloscht und einmal maximal h + d Label wegen der Zuweisung von ¢,
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im Schritt 2. Da beide Situationen fiir j eintreffen konnen, mufl £ beide Bedin-
gungen erfiillen. Es folgt daraus k > n(d—1—h) > n[d—1—(k—s(n—1)—d—1)] =
n[2d + s(n — 1) — k] und damit:

. [2d 4+ s(n —1)]n bow, k> {[2d—|— s(n — 1)]nJ ey

n+1 n-+1 u

Bemerkung 4.4 Die im Satz angegebene Schranke ist in dem Sinne bestmaglich,
dafs sie fiir einige Konstellationen der Grdfien d,s und n scharf ist. Dazu
gehoren d = 1,2 und der Falld = s, denn es gilt X?’d(Kl,n) = X} K1) = dn+1.

Folgerung 4.4 Zusammen mit Satz 4.9 (iii) laf$t sich schliefien:
1. X?’d_l(Kl,n) =(d—1)n+2 fir allen > 1,

2. (d—2)n+3 < x{" (K1) < (d—2)n+5 — [-45] fir allen > 1.
D.h. es gilt X7 2Ky 5) = xP2(Ps) = 2d—1 und fiirn > 3 unterscheiden
sich obere und untere Schranke nur um 1.

3. Allgemein betrdgt die Differenz zwischen oberer und unterer Schranke

45t

4. Es gilt stets x}* (K1) < 2d + s(n — 2) fird > s.

»» Wege

Es laBt sich recht einfach zeigen, daf§ fiir jede Wegpotenz die listenchromatische
Zahl gleich der chromatischen Zahl ist, d.h. x}(P") = x(P!) = min{n,r + 1}.
Fiala und Skrekovski [39] zeigten auflerdem die Beziehung ;"' (P,) = Ao (Py) +
1. Weitere Resultate sind die folgenden:

Satz 4.12 Fiir den Weg P, gilt X;’l(Pn) = min{n, 3}, X?’S(Pl) = 1,X?’S(P2) =
1+ d, sowie fiird > 2, n > 3:

(i) X“*(B) > L@J 4, (Lemma 2.8 & Satz 4.6)

(ii) XP5(P,) > 1+d+s, firn=34, (Satz 2.27 & Tabelle 3.2)
> 1+ d+ min{d, 2s}, firn >5,

(iii) x}*(P,) < 2d+2s—1, (Voigt, [66])

(iv) X' (P) < [ 200 43 (Voigt, [66])

Fiir kleine Werte n 148t sich die Schranke (iv) des letzten Satzes verbessern:

Satz 4.13 x¢'(P,) < L(Qdﬁ)(nin_l)_ﬂ +1fir3<n<d+2undd>2.
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Bewesis. Dieser Satz folgt aus Lemma 4.2. Dazu sei k : LMJ +1
und k; := k fiir « = 1, ..., n. Offensichtlich erfiillt £ die hmrelchende Bedingung
> iy Ky =nk > (2d+2)( 1)—2. Weiterhin ist ersichtlich, daf fird > 2, n > 3
stets k > d + 2 gilt, denn:

[ e N T P

Damit ist auch die Bedingung ki + ky = 2k
natirlich k&, = & > 2 und k,_; + k, = 2k
2d+3 — (@] < 2d, wegen n < d + 2.

Da sdmtliche hinreichenden Bedingungen aus Lemma 4.2 erfiillt sind, existiert
fiir jede k—Listenzuweisung ein L(d, 1)—List Labelling. [

2d + 4 immer erfiillt, sowie

>
> 2d + 1. AuBerdem gilt k£ =

Betrachten wir nun den Fall d = s. Aus Satz 4.12 (ii) und (iii) ergibt sich
1+2d < x4(P,) < 4d — 1 fiir n > 4.

Vermutung 4.2 Fiir den Weg P, und d > 2 gilt X?’d(Pn) < LSd(Z—nJ ey
Mit vielen Fallunterscheidungen lassen sich die folgenden Ergebnisse ermitteln:
a) XPUP) =1+2d=|%| 41, fir d = 2,3,
b) ¢ (Py) =2+2d = |%| + 1, fir d = 4,5,

¢) XJ(P) = L@J + 1, fiir n < 5.

Fiir diese Spezialfiille gilt demzufolge die Vermutung. Weiterhin 148t sich fest-
stellen:

Satz 4.14 Gegeben seien der Weg P,, n > 4, und eine k— Listenzuweisung
= {L(v) | v € V(Pu)}. Ferner seien cun = minl{,cy(p,) L(v) und cmax
analog. Dann existiert fir d > 2 stets ein L(d,d)— List Labellmg f, wenn k =

13d (1= 1)|+1 und (Vu € V(P,) : Cumin € L(w))V(Vu € V(P,) ¢ cimax € L(u)).
Beweis. Sei (vg, . ..,v,-1) ein Weg mit n Knoten. O.B.d.A. gelte Cmin € L(v;),
i=0,...,n— 1. Wir setzen f(vs;) = cmi fiir j = 0,...,[5] — 1. Loschen wir

die dadurch verbotenen Label aus den Listen L(v) der restlichen Knoten, neue
Listen L'(v) erhaltend, so gilt nun |L'(v;)| > k — d fiir 3 1 4.

Ein L(d,d)—List Labelling von P, ist dquivalent zu einem L(d,0)—List Label-
ling von P?. Loschen wir aus P? alle Knoten vs;, die bereits ein Label haben, so
induzieren die restlichen Knoten einen Weg mit n — [%] = [ 2] Knoten. Daher
muf nur noch gezeigt werden, da§ k —d > xJ (PLQ?n |) gilt, d.h.:

k> d+x{(Pa)) =d+ Pd(l— LiJ)J +1=3d+1- Wéﬂ.

Dies folgt aus [2*] < 2 und k = 3d + 1 — [24]. [ |
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Satz 4.15 Gegeben seien der Weg P,, n > 4, und eine k— Listenzuweisung
L ={L(w) | v e V(P,)} mit der Eigenschaft, daf$ jede Liste L(v) aus auf-
einanderfolgenden Labeln (d.h. L(v) = {a, + 1,a, + 2,...,a, + k} fir ein
a, € IN) besteht. Dann existiert fir d > 2 stets ein L(d,d)—List Labelling
f, wenn k = L?)d (1 — %)J + 1 gilt.

Bewets. Dieser Satz ist eine Folgerung des Satzes 5.6 aus Kapitel 5. Dort
werden k—Listenzuweisungen betrachtet, bei denen sémtliche Listen aus auf-
einanderfolgenden Labeln bestehen. Der Satz 5.6 sagt aus, dafl fiir jede sol-
che k—Listenzuweisung mit k¥ = dyx(G) — (@] + 1 ein L(d,0)—List Label-
ling fiir den Graphen G existiert. Da ein L(d, d)—List Labelling von P, einem
L(d,0)—List Labelling von P? entspricht und x(P2?) = 3 fiir n > 3 gilt, folgt
die Behauptung. [ |

»» Kreise

Fiir Kreise ist x¢ bereits bekannt: Tesman [91] berechnete x¢ fiir ungerade
Kreise; Alon und Zaks [5] lieferten eine untere Schranke fiir x¢ fiir gerade Kreise,
deren Schirfe von Sitters [89] gezeigt wurde.

Satz 4.16 (Tesman, [91], Sitters, [89]) Fiir einen Kreis C,, gilt

YUC,) = 2d+1 ,fir n ungerade
en L2d (1 — in_ )J +1 ,fiir n gerade

1

Von Prowse und Woodall [80] stammt der Beweis, daf§ die listenchromati-
sche Zahl gleich der chromatischen Zahl fiir samtliche Kreispotenzen ist, d.h.
X(Cr) = x(Cr). Daher kann x, " (C,) aus Lemma 3.4 gewonnen werden.
Bekannt ist auBerdem ;' (C,) = Ag1(C,) + 1 = 5; dies wurde von Fiala und
Skrekovski [39] mit Hilfe von Satz 2.31 gezeigt. Weitere Resultate sind:

Satz 4.17 Fiir den Kreis C,, gilt Xé’l(Cn) = {LL X?’S(Cg) = 2d + 1, sowie

5]

fiird>2, n>4: ’
(i) X¢°(Cy) > 2d+1, fir 2¢n (Lemma 2.8 & Satz 4.16)

> |2d (1 - 55) ] + 1, fir2|n,
(ii) X7*(Ch) > Nas(Cn) + 1 (siehe Werte in Tabelle 3.2), (Satz 2.27)
(iii) d+ 2s+ 1 <x%*(Cy) <2d+ s+1, (Tabelle 3.2 & Satz 2.29)
max{2d,4s} + 1 < x$*(C5) < 2d + 25 + 1,

(iv) X0°(C,) < 2d + 2s, fiirn > 6. (Satz 2.30)
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Fir s = 1 kénnen die oberen Schranken (iii) und (iv) des letzten Satzes auf
2d + 1 verbessert werden, wenn man Zusatzbedingungen an n und d oder an
die Listenzuweisung stellt. Der néchste Satz ist ein Beispiel dafiir und bietet
gleichzeitig einen alternativen Beweis fiir ' (C,) < 2d + 2 bei d > 3.

Satz 4.18 Gegeben seien der Kreis C,,, n > 4, und eine k— Listenzuweisung
L = {L(v) | v € V(Cn)}. Ferner seien cmin = minlU,cy (o) L(v) und cmax
analog. Dann existiert fir d > 3 stets ein L(d, 1)—List Labelling f, wenn

(i) k= 2d+1 und (Vu eV(C,) : Cmim € L(u))\/(Vu e V(C,) 1 Cmax € L(u)),
(it) k =2d+2 und (3u € V(Cy) : min & L(w))A(Bu € V(Ch) & Cmax ¢ L(u)).

Beweis. Es seien die Knoten des Kreises im Uhrzeigersinn mit vy, ..., v, 1
numeriert. Ferner seien sdmtliche Indizes Modulo n zu verstehen.

Zu (i): Sei k :=2d + 1 und 0.B.d.A. gelte Yu € V(C,,) : cmin € L(u).

Fall 1.1. n=0mod3 A Ju e V(C,): cmin+1 ¢ L(u).

O.B.d.A. sei cpin + 1 & L(v,—1). Wir setzen f(vsj) = cmin fiir j =0,...,% — 1.
Fir die Listen L'(v;) := L(v;) — {Cmin,- - -, Cmin + d — 1} aller verbleibenden
Knoten gilt |L'(v;)| > d + 1, sowie |L'(v,_1)| > d + 2.

Fiir j = 0,..., % — 1 weisen wir den Knoten vzj,; und vsj,» Label f(vs;11) und
f(v3j42) mit Differenz > d zu. Ist 0 < j < ..., 2 — 2, so wird ggf. f(vsjt2)
aus L'(vs(j+1)41) geloscht, sowie bei j = 0 das Label f(v1) aus L'(v,—1). Da fiir
alle j die beiden Knoten vs;1 und vs;42 einen P, induzieren und |L'(vsj41)| +
|L'(v3j42)| = d+ (d+ 1) = 0%(P,) gilt, erhalten wir auf diese Weise stets ein
zuléissiges L(d, 1)—List Labelling f.

Fall 1.2. n=0mod3 A Yu e V(C,): cmin+ 1 € L(u).

Unterfall 1.2.a. n > 9.

Wir setzen f(vg) = f(vn—4) = Cmin + 1, f(Un—2) = Cmin, SOWie f(v3;) = Cpin fiir
j=1,...,% — 2. Daraus folgt |L'(v;)| > d fiir i € {1,n —5,n —3,n — 1} und
|L'(v)| > d+1 fiir alle verbleibenden Knoten v € V(C,,) ohne Label. Analog zum
vorherigen Fall weisen wir fiir j = 0,..., 2 —3 den Knoten v3;1; und v3j5 Label
f(vsjq1) und f(vsjyo) mit Differenz > d zu und l6schen daraus resultierende
verbotene Label aus den anderen Listen. Aufgrund von | L' (vsj+1)|+| L' (vsj42)] >
d+(d+1) = 0%(P,) ist diese Strategie stets anwendbar. Anschlieend weisen wir
den Knoten v,,_5, v,,_3, v,_1 in dieser Reihenfolge jeweils ein zuléssiges Label zu.
Wegen | L' (v,—5)|, | L' (vp—3)| > d—1und |L'(v,-1)] > d—2 > 1 ist dies immer
moglich. Somit erhalten wir ein zuléssiges L(d, 1)—List Labelling f.

Unterfall 1.2.b. n = 6.

Angenommen, Jv € V(Cs) : cmin +2 € L(v).

O.B.d.A. gelte cin + 2 € L(vy). Wir setzen f(vg) = Cmin, f(V2) = Cmin + 1 und
f(vy) = Cmin + 2. Daraus ergeben sich |L/(vq)| > d und |L/(v3)|, | L' (vs)| > d — 1.
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Folglich ist es moglich, den Knoten vs,vs,v; in dieser Reihenfolge jeweils das

kleinste mogliche Label aus ihrer verbliebenen Liste zuzuweisen.
Angenommen, Yv € V(Cg) : ¢in + 2 ¢ L(v).

Wir setzen f(vy) = f(v3s) = Cmin. Damit gilt nun |L'(v;)] > d + 2 fir i €

{1,2,4,5}. Wir weisen den Knoten v; und vy zuléssig Label zu. Es ergibt sich

|L'(vg)| + |L (vs)| > 2(d + 1) > 0%(P,), so daBl auch diesen beiden Knoten stets

Label zugewiesen werden konnen.

Fall 2.1. n=1mod3 A Ju € V(C,): cmn+ 1 € L(u).

O.B.d.A. sei ¢pin + 1 € L(v,—2). Wir setzen f(vsj) = cin fiir j =0,..., ”T_l —
1 und f(vp—2) = Cmin + 1. Fiir die verbleibenden Listen gilt nun |L'(vsj41)|,
|L(v3]+2)] > d—|— 1fir j =0,...,%% — 2 und |L'(v,_3)|,|L (vp—1)| = d. Fiir
j=0,..., 2= —2 weisen wir Wleder den Knoten vs;4+1 und vs;42 Label f(vsji1)
und f (1)3]+2) mit Differenz > d zu und l6schen ggf. die verbotenen Label aus den
Listen der verbleibenden Knoten. Danach weisen wir den Knoten v,,_3 und v,,_;
zuldssig Label zu. Analog zum Unterfall 1.2.a. kénnen wir hier die Zuléssigkeit
dieser Labelling-Strategie beweisen. Wir erhalten ein L(d, 1)—List Labelling f.
Fall 2.2. n =1mod3 A Yu e V(C,): cmin+1 ¢ L(u).

Wir setzen f(vs;) = Cumin fiir j = 0,...,%5% — 1. Somit ist nun |L'(vsji1)],
|l (vsj42)| = d+2 fiir j =0,...,2%% — 2, [L'(vo-3)|,|L/(vn-1)] = d+ 2 und
|L'(vp—2)] > 2d. Mit Hilfe des Algorithmus 4.1 bestimmen wir fiir den Weg
(Un—3,Un_2,V,_1) ein L(d,1)—List Labelling f. Dies ist stets moglich, denn es
werden die dafiir nétigen Voraussetzungen (sieche Lemma 4.2) erfiillt:

n—1
S L) > 4d+4>22d+2) -2, |L(v_s)| >d+2>2
i=n—3

und | L' (v, _3)| + |L (vn—2) |, |L' (vp_2)| + | L' (vn_1)| > 3d + 2 > 2d + 4.

Fir j = 0,..., 251 — 2 weisen wir den Knoten v3;41 und vs; o Label f(vsj41)
und f(v3]+2) mlt Differenz > d zu. Ist 0 < j < ”31 — 3, so wird wenn notig
f(vsj2) aus L'(vg(j41)41) geldscht. Diese Labelling-Strategie ist stets anwend-
bar, da jeweils die beiden Knoten wvsj;; und vzj;2 einen P, induzieren und

L' (v3j41) ] + [ (v3j52)| = 2(1 + d) > 0(P) gilt.
Fall 3.1. n =2mod3 A Ju e V(C,): cmin + 1 € L(u).

O.B.d.A. sei cpin+1 € L(vg). Wir setzen f(vg) = cmin+1, sowie f(v3j) = Cpin flir
j=1,...,%2 Es ergeben sich |L'(v1)|,|L'(vp—1)| = d und |L'(v;)| > d + 1 fiir
i ¢ {1,n—1}. Analog zum Unterfall 1.2.a. weisen wir fiir j = 0,..., %52 —1 den

Knoten vs;41 und vs;49 Label f(vsj41) und f(vsjs2) mit Differenz > d zu, und
danach erhélt der Knoten v,,_; ein Label. Dies ist wegen |L'(v,—1)| > d—2>1
immer moglich. Wir erhalten folglich ein zuléssiges L(d, 1)—List Labelling f.
Fall 3.2. n =2mod3 A Yu € V(C,) : cmin+1 ¢ L(u).

Unterfall 3.2.a. n > 11.
Wir setzen f(vs;) = cmin fir j =0,.. ., ’%2 —2und f(vp_4) = Cpin. Somit ist
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nun |L'(v,_¢)|, |L'(vn_2)| > 2d und fiir alle anderen Knoten v € V(C,,) ohne
Label gilt |L/(v)| > d + 2. Man bestimmt nun Labellings fiir die beiden indu-
zierten Wege der Lange 3, zuerst denjenigen mit den Knoten v, _3,v,_2,v5_1,
danach denjenigen induziert durch die Knoten v, _7, v,_g, v,_5. Analog zum Fall
2.2. kann man mit Hilfe von Lemma 4.2 zeigen, dafl dies stets moglich ist. An-
schlieflend weisen wir ebenfalls wie im Fall 2.2. fiir j =0, ..., ”7_2 — 3 den durch
die Knoten v3;1; und vsj19 induzierten Wegen der Lénge 2 zuldssig Label zu.
Dies ist moglich, da wieder |L'(vsji1)| + | L/ (vsjz2)| = 2(1 + d) > 0%(P,) gilt.
Unterfall 3.2.b. n = 8.

Angenommen, Jv € V(C5) 1 ¢min +2 € L(v).
O.B.d.A. gelte cpin + 2 € L(vg). Wir setzen f(vg) = Cmin + 2 und f(v3;) = Cmin
fur j = 0,1. Damit erhalten wir |L'(vs)|, |L (v7)] > d und |L'(v;)] > d + 2 fiir
i € {1,2,4}. Wir weisen nun den beiden Knoten vy, vy Label mit Differenz > d
zu, danach den Knoten vy, v5. Zuletzt weisen wir dem Knoten v; ein zuldssiges
Label zu. Die Zulédssigkeit dieser Labelling-Strategie 148t sich analog zu den
vorherigen Féllen zeigen.

Angenommen, Yv € V(Cy) : ¢pin + 2 ¢ L(v).
Wir setzen f(vg) = f(v4) = Cmin- Damit gelten nun |L'(v;)| > d + 3 fiir i €
{1,3,5,7} und |L/(v;)| > 2d fur i € {2,6}. Analog zum Unterfall 3.2.a. weisen
wir mit Hilfe von Algorithmus 4.1 zuerst den Knoten des Weges (vs, vg, v7),
dann den Knoten des Weges (vq, vg, v3) zulédssig Label zu. Mit Lemma 4.2 kann
gezeigt werden, dafl wir auf diese Weise immer ein zuléssiges Labelling erhalten.

Unterfall 3.2.c. n = 5.
Angenommen, 35 € {2,...,d —1}Fu € V(C,) : cmin +J € L(u).
Sei j* das kleinste j mit dieser Eigenschaft. D.h. es gilt Vi € {1,...,j*—1}Vu €
V(Cy) : cmin+1 & L(u). O.B.d.A. sei cpin +j* € L(vg). Wir setzen f(vg) = min
und f(ve) = Cmin + j*. Dann gilt fiir die Listen nach Loschen der verbotenen
Label |L'(v1)],|L' (vs)| > d und |L'(v4)| > d + j* > d + 1. Wegen |L'(v3)| +
|L'(vy)| > 2d + 1 = 0%(P,) kénnen wir den Knoten vs und v, zulissig Label
geben. Damit sind nun fiir v; noch maximal zwei weitere Label verboten und
es gilt jetzt |L'(v1)| > d — 2 > 1. Daher kann auch v; stets ein Label erhalten.
Angenommen, Vj € {1,...,d — 1}Vu € V(C}) : cmin +J & L(u).
Wir setzen f(vg) = cmin- Da deswegen nur das Label ¢, fiir die anderen Knoten
verboten wird, gilt nun |L'(v;)| = 2d fur ¢ = 1,2,3,4. Ist d > 3, so wissen wir

aus Lemma 4.3, dafl fiir den durch die Knoten vy, ... v, induzierten Weg ein
L(d,1)—List Labelling f mit f(vy) # f(v4) existiert, denn

4
D L (v)| =8d > 3(2d+2), |L'(vy)|=2d >3
j=1

und |L'(v1)| + |L' (ve)| = | L' (v3)| + | L' (v4)| = 4d > 2d + 6.
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Betrachten wir nun d = 3. Es sei ¢; := min{J._, L' (v;).

Es gelte ¢; € L(vq) oder ¢; € L(vs). O.B.d.A. sei ¢; € L(vg). Wir setzen f(vy) =
c1. Loschen wir die verbotenen Label aus den verbleibenden Listen, so gilt nun
|L'(v1)], | L/ (v3)| > 3 und |L'(vq)| > 5. Wegen |L'(v3)] + | L' (vy)| > 8 > 3(Py),
konnen den Knoten v3 und vy zuléssig Label gegeben werden. Dadurch gilt jetzt
|L'(v1)| > 1, d.h. auch der Knoten v; kann ein Label erhalten.

Es gelte ¢; ¢ L(vq), L(vs). O.B.d.A. sei ¢; € L(vy). Wir setzen f(vy) = 1.
Dann gilt |L'(vy)| > 5, |L'(v2)| > 6 und |L'(v3)| > 4. Fiir den durch die Knoten
v1, U2, v3 induzierten Weg existiert ein L(3, 1)—List Labelling, denn er erfiillt die
Bedingungen aus Lemma 4.2:

3
ML) 215>8-2-2, |L'(v)] >5>2, |L'(v)|+|L(v3)] >10 > 7.

J=1

Zu (ii): Sei k := 2d + 2 und 0.B.d.A. cpin € L(vo) A Cin ¢ L(v,—1). Wir
weisen dem Knoten vy das Label ¢y, zu. Loschen wir die damit verbundenen
verbotenen Label aus den Listen der restlichen Knoten, so ergibt sich fiir die ver-
bleibenden Listen |L'(vy)| > d+2, |L' (v,—1)| > d+3,|L (va)], | L' (v—2)| > 2d+1
und |L'(v;)| =2d+2 firi =3,...,n—3. Sei L :={L/'(v;) |i € {1,...,n—1}}
und k; ;= L'(v;) fir i = 1,...,n — 1. Es geniigt den Fall zu betrachten, dafl die
GroBlen k; minimal sind, d.h. ky =d+2,k,_1 =d+ 3, ks =k,_o =2d+ 1 und
ki=2d+2firi=3,...,n—3.

Offensichtlich induzieren die Knoten vy, ..., v,_; einen Weg mit kleinen Rand-
listen, wobei £ die zugehorige Listenzuweisung ist. Laut Lemma 4.3 gibt es fiir
diesen Weg ein L(d, 1)—List Labelling f mit f(v;) # f(vn_1), denn es gelten

S
—

ki=(d+2)4+(d+3)+22d+ 1)+ (n—5)(2d +2)

7

=(2d+2)(n—2)+1> (2d+2)(n—2), furn>5,

3
S ki=(d+2)+ (d+3)+2d+1>202d+2), fiirn=4,
i=1

k1 >d+2>3und k, o+k, 1 > 2d+1. Ferner sind k1 +ky > (d4+2)+(2d+1) =
3d+3>2d+6und k,_; =d+3 <2d,dad > 3. |

Folgerung 4.5 Fliir ungerade Kreise gilt 2d + 1 < X‘Z’I(C’glﬂ) < 2d+2. Ferner
ist 2d < ij’l(Cgl) < 2d + 2 fiir gerade Kreise mit einer Lange grofier als d.

Satz 4.19 Seid > 2 undp := 2d—1 eine Primzahl. Dann gilt X?’l(Cn) < 2d+1,
wenn n = 0mod 4.
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Beweis. Zum Beweis ziehen wir Satz 2.31 hinzu. Dazu konstruieren wir eine
Orientierung D fiir C&" mit EE(D) # EO(D) und maxdp(v) = 2d.

Sein > 8. Es seien die Knoten des Kreises im Uhrzeigersinn mit vy, ..., v,,_1 be-
zeichnet. Fiir CY"") konstruieren wir eine Orientierung D derart, dafl alle Kanten
im Uhrzeigersinn gerichtet werden, d.h. es gibt p parallele Bogen (v;, v;11) und
einen Bogen (v;, v;4o) fiir i = 0,...,n — 1, wobei die Indizes hier und auch im
folgenden stets Modulo n gerechnet werden. Bogen der Art (v;, v;41) wollen wir
als kurz, Bogen der Art (v;,v;12) als lang bezeichnen. Es gilt d,(v) = 2d fiir alle
v € V(D). Nun muf gezeigt werden, dafl D die Bedingung EE(D) # EO(D)
erfiillt, dann folgt der Satz direkt aus dem Satz 2.31. Dazu zéhlen wir die Eu-
lerschen Unterdigraphen H C D, wobei mit kg die Anzahl der kurzen Bogen in
H bezeichnet werden soll:

Fall 1. kg =0 V kg =pn.

Offenbar ist H gerade, da |E(H )| nur die Werte 0, 5, n fiir kg = 0 und pn, pn +
5, (p + 1)n fiir kg = pn annehmen kann. Es ergeben sich 8 Eulersche Unter-

digraphen, da jeweils zwei Zyklen der Linge § aus den langen Bogen gebildet

werden kénnen, ansonsten aber die Unterdigraphen eindeutig bestimmt sind.

Fall 2. 0 < kg < pn.

Es existiert mindestens ein ¢ € {0,...,n — 1}, so da} in H b parallele Bogen
(vi, v;11) vorhanden sind, wobei 0 < b < p.
Angenommen, dies wére falsch. Dann gilt fir alle i € {0,...,n — 1}, daf genau

0 oder p Bogen (v;,v;11) in H existieren. Wegen 0 < ky < pn gibt es in H ein
j €{0,...,n—1} mit 0 Bogen (vj,v;41) und p Bogen (vj11,v;42). Da demnach
dy(vjs1) > p gelten muB, jedoch nur ein langer Bogen (v;_1,v;41) vorhanden
ist, muf es wenigstens p — 1 > 2 kurze Bogen (v;,v;41) geben. Dies ist ein
Widerspruch zur Wahl von j.

Die Anzahl der Moglichkeiten, die b Bogen (v;,v;+1) aus den p vorhandenen
Bogen in D auszuwéhlen, betrégt (12) Wie schon im Beweis von Satz 4.4 fest-
gestellt, kiirzt sich p nicht aus dem Term weg. Zahlt man also die Anzahl der
(un)geraden Eulerschen Unterdigraphen, so ergeben sich stets Vielfache von p.

Daraus resultieren EO(D) = 0mod p und EE(D) = 8 mod p. Wegen 8 = 23 und
p > 3 ist p niemals Teiler von 8, weswegen EFE(D) # 0mod p geschluffolgert
werden kann. Demzufolge konnen FE(D) und EO(D) nicht gleich sein.

Sei n = 4. Die nachfolgende Grafik zeigt eine Orientierung fiir Cid’l).

A Es gibt nur zwei Eulersche Unterdigraphen H mit ky =
2 0 bzw. kg = 4p; diese sind gerade. Die Anzahlen der ge-
v raden bzw. ungeraden Unterdigraphen H mit 0 < ky <

4p sind analog zum Fall 2 wieder Vielfache von p. Da-
A mit ist auch hier FE(D) # FO(D)modp und daher
N— EE(D) # EO(D). ]
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Beobachtung 4.1 Fiir den Kreis C, gilt x$**(C,,) = d(n — 1) + 1 wenn n =
3,4,5 ist; andernfalls

dd 3d ,fir n #Z 0mod3
X (Cn)>{ 2d ,fiir n =0mod3 ~

Beweis. Es gilt x7(C,) = x4/(C?) = x4(K,) = d(n — 1) + 1 fiir n = 3,4,5. Da
der Satz 4.1 auf jede Potenz eines Graphen G angewandt werden kann, erhélt
man stets x74(G) > d(x;'(G) — 1). Fiir einen Kreis C,,, n > 6, gilt somit
XPUC,) > d(xy (C) — 1) = d([ ] = 1), dh. XP4(C,) > 3d falls 3t n und

XH(C,) > 2d falls 3 | n. 0

Folgerung 4.6 Zusammen mit Satz 4.17 (iv) ergeben sich firn > 6 die Schran-
ken 1+ 3d < xPU(C,) < 4d, fir 34n, und 14 2d < x94(C,) < 4d, fiir 3 | n.

4.3. Abschatzung von x¢ und x' fiir Kakteen

Ein zusammenhéngender, endlicher Graph ist ein Kaktus, genau dann, wenn
jede Kante in hochstens einem Kreis enthalten ist. Es ist bekannt (vgl. [15]),
dafl ein Kaktus Baumweite < 2 besitzt und daher ein partieller 2—Baum ist.

>> Vorbetrachtungen: Besitzt der Kaktus einen Kreis C', der durch eine Ar-
tikulation (trennender Knoten) mit dem Restgraphen verbunden ist, so nennen
wir C' einen Endkreis. Endkreise der Linge [ sollen der Kiirze halber mit EC;
bezeichnet werden.

Lemma 4.4 FEin Kaktus der Ordnung mindestens 3, welcher keine Blitter (End-
knoten) besitzt, enthdlt einen Endkreis.

Beweis. Sei G, n(G) > 3, ein Kaktus ohne Blétter, d.h. 6(G) > 2. Ist G selbst
ein Kreis, so ist das Lemma erfiillt. Angenommen, G besitze nun mindestens
zwei Kreise, und keiner seiner Kreise ist ein Endkreis. Dann ist jeder Kreis
C* durch eine trennende Knotenmenge U* = {uf, ... ,ufk}, [ > 2, mit dem
Restgraphen verbunden. Wir wéhlen nun einen beliebigen Kreis aus und starten
in ihm eine Tour 7" durch den Graphen. Diese Tour soll die Eigenschaft haben,
dal wann immer wir einen Kreis C* durch einen Knoten u* betreten, wir ihn
durch einen anderen Knoten u*, a # e, wieder verlassen.

Angenommen, T' = (v, €1, v1, . . ., €, v;) enthélt einen geschlossenen Kantenzug.
Sei Z = (v;, €41, Vit1, - - -, €5,0; = v;) ein solcher Kantenzug minimaler Lénge.
Aufgrund der Minimalitét miissen die Knoten v;, . .., v;_1 paarweise verschieden

sein, d.h. Z ist ein Kreis. Das wiirde bedeuten, dafl wir in 7" den Kreis Z durch
den Knoten v; betreten und auch verlassen haben. Dies ist ein Widerspruch zur
Definition der Tour. Damit ist T" sogar ein Weg in G.
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Da T ein Weg ist, werden wir in der Tour niemals einen Kreis doppelt betreten.
Da ferner I, > 2 gilt, ist es stets moglich, einen Kreis C* wieder zu verlassen,
so daB diese Tour unendlich fortgefithrt werden kann. Dies ist jedoch ein Wi-
derspruch zur Endlichkeit des Kaktus. Folglich mufl die Tour in einem Endkreis
zum Stillstand kommen. O

Fiir Kakteen mochten wir eine spezielle Graphenoperation definieren und zwar
die Kontraktion eines Endkreises. Dabei wird ein Endkreis mit der Artiku-
lation = zu einem Superknoten s zusammengezogen, und s erhélt die Liste
L(s) := L(z). Ferner soll als nichstes das grobe Vorgehen beschrieben werden,
wie man ein Labelling fiir einen Kaktus mit mindestens einem Kreis konstruie-
ren kann. Dessen Niitzlichkeit wird sich im weiteren Verlauf der Untersuchung
von Kakteen zeigen.

Algorithmus 4.3 (Reduktion-Labelling-Methode fiir Kakteen)

Eingabe: Fin Kaktus K, der mindestens einen Kreis enthdlt sowie eine
Listenzuweisung £ = {L(v) | v e V(K)}

Ausgabe: Fin Labelling f fir den Kaktus

Schritt 1: Setze zundchst K =: G[zo]. Im i—ten Reduktionsschritt, i > 1, losche
erstens sdmtliche Bldtter aus dem Graphen G[Zi_l] und erhalte so den Gra-
phen G[f]. Zweitens kontrahiere jeden Endkreis in G[lﬂ zu einem Superknoten
und erhalte Gg]. Die Reduktion bricht ab, sobald G[zi] fur ein i =: tye, kreis-
frei ist. (Wihrend der gesamten Reduktion ist es wichtig, die Reihenfolge der
Knotenldschungen bzw. Endkreiskontraktionen zu speichern, um die Reduktion
spdter in umgekehrter Reihenfolge wieder riickgingig machen zu kénnen.)

Schritt 2: Bestimme ein zuldssiges List Labelling fiir den entstandenen Baum
G[zim’”“]. In umgekehrter Reihenfolge entfalte die Endkreise und fiige geloschte
Blditter wieder ein, und erweitere im 1—ten Labellingschritt, 1 < i < ip42, das
Labelling des Graphen G[Qi’"”_iﬂ] zu einem zuldssigen Labelling von G[f’"”_iﬂ]
und dann zu einem von G[;’””_i]. Dies fiihrt zu einem List Labelling f des
urspringlichen Graphen K.

Sei G ein Graph mit Taillenweite 3. Der Abstand dist(x,C) eines Knotens
x € V(G) von einem Kreis C C G betragt minycy (o dist(z,v). Ferner sei
die Exzentrizitit e(C) eines Kreises C definiert als max,cy (q) dist(z,C). Wei-
terhin wollen wir einen Kreis der Lange 3 als zentrales Dreieck Z := Z(G) von
G bezeichnen, wenn e(Z) minimal ist.

Mit Hilfe dieser Begriffe werden nun spezielle Kakteen charakterisiert, welche
spater in Hinblick auf \ z; untersucht werden sollen.
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Definition 4.4 Der Kaktus K (A, e) sei derjenige Kaktus mit Mazimalgrad A,
so dafs gilt:

1. es existiert ein zentrales Dreieck Z mit e(Z) = e,
2. ist dist(z,C) < e, so gilt deg(z) = A,
3. die Anzahl der Kreise ist maximal.

Man kann sich nun Eigenschaften des Kaktus K (A, e) iiberlegen:

Da bei einem Kaktus jede Kante in hochstens einem Kreis enthalten sein darf,
kann ein Knoten z in maximal L@J Kreisen liegen. Mochte man die Anzahl
der Kreise maximieren, ist offensichtlich, dal x zu genau L@J Kreisen gehort
und alle Kreise die Lénge 3 haben miissen. Als Beispiele solcher Kakteen seien

die beiden folgenden aufgefiihrt:

Abbildung 4.1.: Kakteen K(4,2) und K(3,4)

>> Abschdtzung von y¢: Da ¢ fiir Biume bereits bekannt ist, wollen wir
uns im folgenden auf Kakteen mit mindestens einem Kreis beschrénken.

Satz 4.20 Sei K ein Kaktus mit genau einem Kreis. g sei die Linge dieses
Kreises. Dann gilt x4(K) = 2d + 1 fiir g ungerade und fiir g gerade ergibt sich
2d +1 —min{[3], [57%]} < x{(K) < 2d.

Bewets. Sei K ein Kaktus, der genau einen Kreis C' = (vy,va,...,04,01)
enthélt. Als erstes weisen wir allen Knoten aus C' auf optimale Weise ihre La-
bel zu. Anschlieend 16schen wir sémtliche Kreiskanten aus C' und betrachten

fiir jedes v;, @ = 1,...,g, den Baum T; mit der Wurzel v;. Die Knoten w} =
Vi, Wh, ,wfwn” dieses Wurzelbaumes seien so geordnet, daf dist(v;, w}_;) <

dist(vy, w}) fir j = 2,...,[V(T;)| erfiillt ist. In dieser Reihenfolge, beginnend
mit w}, weisen wir nun den Knoten auf Greedy-Art ihre Label zu. Angenom-
men, die Knoten w?, . .. ,wj_l, Jj€{2,...,|V(T;)|}, haben bereits ein Label. Da
IN(w?) N {w}, ..., wi_ }| = 1ist, hat w!} genau einen Nachbarn, der bereits ein
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Label hat. Folglich sind hochstens 2d — 1 Label fiir w} verboten, so dafl insge-
samt 2d Label fiir das Labelling des Wurzelbaumes 7; geniigen. Da ein Kaktus
stets zusammenhéngend ist, gilt V(K) = J_, V(T;), d.h. jeder Knoten von K
hat ein Label erhalten. Demzufolge ist x¢(K) < max{x4(C), 2d}.

Ferner sind offensichtlich x¢(K) > x4(C) und x¢(K) > x4(H) fiir jedes Geriist
H von K. Damit ergibt sich aus den Sétzen 4.16 und 4.6 die untere Schranke.
Fiir ungerade Kreise stimmen obere und untere Schranke {iberein. |

Folgerung 4.7 Enthilt ein Kaktus K der Ordnung n genau einen Kreis C,,
und sind g gerade und max{n,2g — 1} > 2d, so ist x}(K) = 2d.

Satz 4.21 Sei K ein Kaktus mit Taillenweite g > 3 und mindestens zwei Krei-
sen. Dann gilt

X{(K) < ng_ ﬂ :

g—1
Bewets. Sei k; := [2;5:11
Satz 2.31. Dazu konstruieren wir fiir den Multigraphen K (4 eine Orientierung
D mit FE(D) # EO(D) und max,cy(p)dpy(v) < kg — 1. Dies geschieht auf
folgende Weise:

1, j > 3. Wir beweisen die Behauptung mit Hilfe von

Zuerst reduzieren wir den Kaktus geméfl dem Schritt 1 von Algorithmus 4.3
zu einem Baum 7. Fiir den Multigraphen 79 wird eine Orientierung wie folgt
festgelegt: Wir wihlen einen beliebigen Knoten x € V(T'?) als Wurzel und
richten alle Bogen von x aus gesehen nach auflen. D.h. fiir je zwei adjazente
Knoten u,v € V(T) mit dist(z,u) < dist(z,v) existieren in 7Y genau 2d — 1
parallele Bogen (u,v). Nun erweitern wir schrittweise die Orientierung von T
zu einer Orientierung von K(@:

Fall 1. Wiedereinfiigen eines Blattes v.
Ist u der Nachbar von v, so fiigen wir v und 2d — 1 parallele Bogen (u,v) hinzu.

Fall 2. Entfalten eines Superknotens s, der ein £C}; mit [ > g war.

Sei vy die Artikulation des urspriinglichen Endkreises und die restlichen Knoten
im Uhrzeigersinn mit v, . .., v; numeriert. vy wird mit s identifiziert. Es werden
die Knoten vy, ..., v, hinzugefiigt, jeweils 2d — 1 parallele Bogen (v, v2) und
(v1,v;), sowie fiir ¢ = 2,...,1 — 1 jeweils min{(k; — 2d)(i — 1),2d — 1} Bogen
(vit1,v;) und max{k; +i(2d — k;) — 1,0} Bogen (v;, vit1).

Dies liefert eine Orientierung D fiir K¥. D kann keine ungeraden Zyklen ent-
halten, da jeder induzierte Kreis C' der Lénge mindestens 3 einen Knoten v mit
do(v) = 0 besitzt. Damit gilt sofort EE(D) # EO(D). Wesentlich ist weiterhin,
daBl das Wiedereinfiigen von einem Blatt oder das Entfalten eines Endkreises
die Innengrade der bereits vorhandenen Knoten nicht verdndert. Daher geniigt
es zu untersuchen, welchen Innengrad ein Knoten aus V (7@) hat bzw. welchen
Innengrad ein Knoten direkt bei seiner Wiedereinfiigung bekommt. Knoten,
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welche bereits in 7@ vorhanden waren oder als Blétter wieder eingefiigt wur-
den, haben maximal Innengrad 2d —1 < k, — 1. Fiir Knoten, die innerhalb eines
Endkreises C' = (vy, ..., v, v1) wieder eingefiigt wurden, gilt d(v;) = k; — 1 fiir
i=2,....,0—1und d;(v) =1(2d — k;) +2(k; — 1) < k; — 1. Der Knoten v; muf3
nicht beriicksichtigt werden, da er schon vorher vorhanden war.

Da offensichtlich k; < k, fiir alle [ > g ist, folgt der Satz. [ |

Folgerung 4.8 Mit Hilfe der Sdtze 4.16 und 4.6 lafst sich feststellen:

1. Fiir einen Kaktus, welcher einen ungeraden Kreis enthdlt, gilt die Bezie-
hung 2d +1 < Y4 K) < (239_11} = 2d + [%5]. Insbesondere fir g > 2d
folgt also Gleichheit.

2. Ist der Kaktus bipartit und gilt n > 2g — 1, so liefert Satz 4.6 eine bessere
untere Schranke als Satz 4.16 und es gilt 2d + 1 — (%d} < xHK) < 2d+
(Zd%ﬂ Fir g > 2d unterscheiden sich die obere und untere Schranke
lediglich um 1.

3. Ist der Kaktus bipartit und gilt n < 2g—1, so liefert Satz /.16 eine bessere
untere Schranke als Satz 4.6. Aufserdem kann der Kaktus nur einen Kreis
enthalten und es wird Satz 4.20 angewendet. Dies folgt aus der Tatsache,
daf$ jeder Kreis mindestens g Knoten besitzen mufl und zwei verschiedene
Kreise hdchstens einen Knoten gemeinsam haben kénnen. Daher ist hier
2d+1— [52%5] < x{(K) < 2d. Fiir g > d+1 besteht Gleichheit.

Folgerung 4.9 Ein Kaktus K erfiillt stets die Ungleichung x4(K) < d-x}(K).

Beweis. Ein nichttrivialer Kaktus ist 2— bzw. 3—listenfdarbbar. Fiir Kakteen
mit x; = 2 folgt die Behauptung direkt aus Satz 4.2. Fiir Kakteen mit y; = 3
(inklusive solcher mit nur einem Kreis) ist x§ < [239:111 < 94217 = 3d. O

Bemerkung 4.5 Es existieren Kakteen mit Taillenweite 3, fiir welche die im
Satz angegebene Schranke scharf ist.

Beispiel 4.2 Als Beispiel fiir die letzte Bemerkung soll der Graph G' mit Tail-
lenweite 3 dienen, der aus 2d Endkreisen C, . .., C?? der Lange 3 besteht, welche
durch eine gemeinsame Artikulation v miteinander verbunden sind. Angenom-
men, es gelte x¢(G) < 3d — 1. Fiir i = 1,...,2d weisen wir den Knoten aus
C' — {v} die Liste {i —d +1,...,i + 2d — 1} zu. Wie man leicht sieht, darf
v nicht das Label ¢ oder 7 + d erhalten, da mit diesen Labeln kein zuldssiges
L(d,0)—List Labelling fiir C* moglich ist. Durchléuft ¢ alle Werte von 1 bis 2d,
so zeigt sich, dafl v kein Label aus der Menge {1,...,1 4 3d} erhalten darf.
Weist man also dem Knoten v eine Liste von 3d — 1 Labeln aus der Menge der
verbotenen Label zu, so kann kein L(d, 0)—List Labelling fiir G existieren.
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Bemerkung 4.6 Im Beweis von Satz 4.21 wurde nur die Existenz eines L(d, 0)
—List Labellings bei gegebener k,—Zuweisung nachgewiesen. Ein explizites La-
belling lafit sich mit Hilfe von Algorithmus 2.1 ermitteln. Als Eingabe dient die
im Beweis konstruierte Orientierung D fiir K@,

>> Labelling von Wegen mit speziellen Listenzuweisungen: Dieser und der
néichste Abschnitt stellen weitere Hilfsmittel bereit, die zur Abschitzung von
X?’l von Kakteen benotigt werden.

Lemma 4.5 Ist fiir den Weg (vy,...,v,), n >4, eine Listenzuweisung L mit
=4 (L)L )] > 2, (L), L) > 3,
n=5: |[L(u)],[L(va)| = 2, [L(v2)], [L(vn-1)| = 3, |L(vs)|,- .., |L(vp—2)] = 4

gegeben, so ezistiert stets ein L(1,1)— List Labelling.

Beweis. (vollstandige Induktion iiber n):

TA: n =4.

Wir bestimmen fiir den Graphen P4(1’1) eine Orientie- -
rung D mit EE(D) # EO(D) und dj(v1),dp(vs) <
1, dy(v2),dp(vs) < 2. Dann folgt die Behauptung
aus Satz 2.31. Das Bild rechts zeigt die gewiinschte
Orientierung D mit FE(D) =1+# FO(D)=2. V vs

v1 V4

IV: Die Behauptung gelte fiir alle n < ng — 1.

IS: n=ng > 5.
Wir weisen dem Knoten v; ein beliebiges Label f(v;) € L(v;) zu. Dies
ist wegen |L(vq)| > 2 stets moglich. Sei L'(v;), i = 2,...,n, die Liste,
welche aus L(v;) durch Loschen der wegen f(v;) verbotenen Label her-
vorgeht. Dann ist L'(v;) = L(v;) fur i = 4,...,n, sowie |L'(vy)| > 2 und
|L'(v3)| > 3. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt der Weg (vs, ..., vy,)
fir die Listenzuweisung £’ = {L'(v;) | i € {2,...,n}} ein L(1,1)—List

Labelling. 0
Lemma 4.6 Ist fiir den Weg (vy,...,v,), n >3, eine Listenzuweisung L mit
n=3: |L(v)| =2, [L(v2)| = 4, [L(v3)] = 3,
n=4: [L(v1)| =2, [L(v2)],|L(vs)| = 5, [L(va)| = 3,
n>5: [L(v)| =2, [L(va)],[L(va-1)] =5, [L(vy)| = 3,
|L(U3)|7' 7|L(U7L—2)| >6

gegeben, so ezistiert stets ein L(2,1)— List Labelling.
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Beweis. Wir zeigen die Behauptung zuerst fiir den Fall n = 3, um anschlieSend
vollstéandige Induktion anwenden zu koénnen.

Es geniigt, |L(v1)| = 2, |L(v9)| = 4, |L(vs)] = 3 anzunehmen. Ferner seien
¢; == min{J>_, L(v), ¢ := max|J}_, L(v;) und L'(v;) sei die Liste, die aus
L(v;) durch Loschen verbotener Label hervorgeht.

Fall 1. ¢; ¢ L(vg) Vo & L(vg).

O.B.d.A. sei ¢; ¢ L(vy). Ist ¢; € L(vy), so weisen wir dem Knoten v; das
Label ¢; zu. Es gilt dann |L'(ve)| + |L/(v3)| > 3 + 2 = 0*(P), daher existiert
ein L(2,1)—List Labelling. Ist ¢; € L(v3) und ¢; ¢ L(vy), so weisen wir dem
Knoten vz das Label ¢; zu. Dann ist |L'(vy)| + [ L' (v9)] > 2+ 3 = 0(P).
Fall 2. ¢1,¢9 € L(vs).

Seien M; := {¢1,¢1 + 1} und My := {c3 — 1,¢2}. Diese beiden Mengen sind
disjunkt, denn |L(vq)| = 4.

O.B.d.A. sei |L(vy) N Ms| =2, d.h. [L(vy) N M;| = (). Weisen wir das Label ¢
dem Knoten vy zu, so ergeben sich |L'(vy)| = 2 und |L/(v3)| > 1. Damit kann
man zuléssig v3 und dann v; ein Label zuweisen.

Fall 2.2. |L(vy) N M| < 1A |L(vy) N M| < 1.

Nach dem Schubfachprinzip existiert ein j € {1,2} mit |L(vs) N M,;| < 1.
0.B.d.A. sei 7 = 1. Weisen wir nun das Label ¢; dem Knoten vy zu, so erhalten
wir |L'(v1)| > 1 und |L'(v3)| > 2. Daher kann man hier dem Knoten v; und
anschliefend dem Knoten vz zuldssig ein Label zuweisen.

Damit ist das Lemma fiir n = 3 gezeigt.

(vollsténdige Induktion {iber n):
IA:n=3. V
IV: Die Behauptung gelte fiir alle n < ng — 1.

IS: n =ng > 4.
Wir weisen dem Knoten v, ein beliebiges Label f(vy) € L(vy) zu. Wegen
|L(v1)| > 2 ist dies immer moglich. Sei L'(v;), i = 2,...,n, die Liste, wel-
che aus L(v;) durch Loschen der wegen f(v;) verbotenen Label hervorgeht.
Offensichtlich gilt dann L'(v;) = L(v;) fur i = 4,...,n, sowie |L'(ve)| > 2
und |L'(vs)| > 4 fir n = 4 und |L'(vs)| > 5 fiir n > 5. Nach Induk-
tionsvoraussetzung besitzt der Weg (vs, ..., v,) fiir die Listenzuweisung
L ={L(v;)|i€{2,...,n}} ein L(2,1)—List Labelling. O

Lemma 4.7 Ist fir den Weg (vq,v2,v3) eine Listenzuweisung L mit
|L(Ul)’ Z d— 1, |L(U2)| 2 2d+ 2, |L(’U3)| 2 4

gegeben, so ezistiert fir d € {3,4} stets ein L(d, 1)— List Labelling.
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Beweis. Es reicht aus, die Aussage fiir den Fall |L(vi)| =d—1, |L(vs)| = 2d +
2, |L(v3)| = 4 zu zeigen. Es seien ¢; := min | J>_, L(v;), ¢3 := max|J>_, L(v;) und
L'(v;) sei die Liste, die aus L(v;) durch Loschen verbotener Label hervorgeht.

Fall 1. ¢; € L(vy) V¢ € L(vy).

O.B.d.A. sei ¢; € L(vy). Wir weisen dem Knoten v, das Label ¢; zu. Es gilt
dann | L' (vg)|+|L (v3)| > (d+2)+3 > 2d+1 = 0*(P,) fiir d < 4. Daher kénnen
den Knoten v, und v3 stets Label zugewiesen werden.

M. [01 S L(Ug) Ny ¢ L(Ul)] V [02 € L(?Jg) N Cy ¢ L(Ul)]

O.B.d.A. gelte ¢; € L(vs) Acy ¢ L(v1). Wir weisen das Label ¢; dem Knoten v
zu. Fiir die verbleibenden Listen gilt nun |L'(vy)| > d — 1 und |L'(ve)| > d + 2
und folglich |L'(vy)| + | L' (v2)| > 2d + 1 = o2 ().

Fall 3. C1,Co ¢ L(U1> U L(Ug).

Es mufl ¢1,¢0 € L(vg) gelten. Seien M; := {c1,...,c; +d — 1} und M, =
{ca —d+1,...,¢c2}. Nach dem Schubfachprinzip existiert ein j € {1,2} mit
|L(vi) N M| < [52]. O.B.d.A. sei j = 1. Wir weisen das Label ¢; dem Knoten
vg zu. Dies fiihrt zur Loschung von maximal d—1 Labeln aus L(vs) und maximal
| %1 | Labeln aus L(v;). Daher gilt fiir die verbleibenden Listen |L'(v;)] > [451]
bzw. |L'(v3)| > 5 —d. Ist d = 3, so kann man wegen |L'(vy)| > 1, |L/'(v3)| > 2
zuerst dem Knoten v; und dann dem Knoten vy ein Label zuweisen. Ist d = 4,
weist man den beiden Knoten in umgekehrter Reihenfolge Label zu. 0
>>> Labelling-Strategien fiir Endkreise: Mochte man die Reduktion-Labelling-
Methode fiir L(d, 1)—List Labellings von Kakteen verwenden, so mufl genau un-
tersucht werden, wie ein Labelling auf einen zu entfaltenden Endkreis erweitert
werden kann.

Es sei eine k—Listenzuweisung £ = {L(v) | v € V(K)} fiir den Kaktus K gege-
ben. f seiein L(d, 1)—List Labelling fiir den bisherigen Graphen. Angenommen,
wir entfalten einen Superknoten s, der urspriinglich ein Endkreis der Léange [
war. Seien vy, v, ...,v; die Knoten dieses Kreises im Uhrzeigersinn, so dafl vy
der trennende Knoten ist. Folglich ist v; der einzige Knoten des Kreises, der
adjazent zu Knoten sein koénnte, die bereits ein Label haben. Wir weisen dem
Knoten v; das Label f(s) des Superknotens zu. Sei L'(v;), i = 2,...,1, die Liste
von Labeln, die nach dem Labelling von v; dem Knoten v; zugewiesen werden
konnen, und setze k; := |L'(v;)|. Da v und v; adjazent zu v; sind, kann diesen
Knoten kein Label aus {f(v;) — (d—1),..., f(v1) + (d—1)} zugewiesen werden.
Ferner muf f(vs), f(v) € f(N(v1) — {v2,v;}) wegen der Abstand-2-Bedingung
gelten. Daher sind fiir diese beiden Knoten jeweils bis zu (2d—1)+ (A —2) Label
verboten, so daB ko, ky > k— (2d —1) — (A —2) = k—2d — A+ 3 folgt. Ist | > 4,
so haben die Knoten v3 und v;_; Abstand 2 zu v, weshalb sie nicht das Label
f(v1) erhalten konnen. Also ist ks, kj—y > k—1. Flir l > 6 undi € {4,...,[—2}
gilt k; = k. Es ergibt sich die Situation wie im Bild 4.2 dargestellt.
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Abbildung 4.2.: Listengroffen nach dem Entfalten eines ECj, | > 4

Fiir unsere Untersuchungen geniigt es anzunehmen, daf§ die Gréflen k; minimal
sind. D.h. wir setzen ko = kj =k —2d — A+ 3, ks =k_1 =k — 1.
Betrachten wir die Summe der Listengroflen ks, . . ., ki, so gilt:

4
I=4: Y k=2k-2d-A+3)+(k—1)=3k—4d—2A+5, (42)
=2
l
[>5: Y ki=2(k-2d—A+3)+2(k—1)+ (- 5k
1=2

= (I — 1)k —4d — 2A + 4. (4.3)

1. Verfahren

Sei I = 4. Wir bestimmen fiir den durch die Knoten wv,, v3, v4 induzierten Weg
und die Listenzuweisung £ = {L'(v2), L'(v3), L'(v4)} mit dem Algorithmus 4.1
ein L(d,1)—List Labelling f. Dies ist stets moglich, wenn die hinreichenden
Bedingungen aus Lemma 4.2 erfiillt sind. Daher fordern wir fiir k:

LSk 23k —4d — 2A+5 > 4d + 2,
2. ky=k—2d—A+3>2 und ky=k—2d—A+3<2d

Sei | > 5. Fiir den durch die Knoten vy, ..., v; induzierten Weg mit kleinen
Randlisten (£ = {L'(v;) | i € {2,...,1}} ist die zugehorige Listenzuweisung)
konnen wir mit Hilfe von Algorithmus 4.2 ein L(d,1)—List Labelling f mit
f(ve) # f(v;) bestimmen, sofern die hinreichenden Bedingungen aus Lemma
4.3 erfiillt sind. Dies ist der Fall, wenn folgende Bedingungen gelten:

LSk B (= 1)k —4d — 28 +4 > (2d + 2)(1 — 2),
2. ky=k—2d—A+3>3 und k=k—2d—A+3<2d
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3. ky+ks=2k—2d— A+2>2d+6 (damit ist auch k1 + k > 2d+1).

Demzufolge kann fiir jede k—Listenzuweisung ein Endkreis der Lénge [ > 4
entfaltet und den Knoten kénnen Label gegeben werden, wenn gilt:

Hinreichende Bedingung fiir das 1. Verfahren

d+ 2A
kZmax{fLJ,A#—Zd—ﬂ}, firl =4
3 (4.4)
2 2A — A
kZmax{{%J 13 A+2d,2d+2+ [ﬂ} fiir [ > 5
2. Verfahren
Betrachten wir nun fiir [ > 5 eine weitere Moglichkeit, den Knoten vs, . .., v; des

Endkreises Label zuzuweisen. Wir weisen zuerst dem Knoten v und dann dem
Knoten v; zuléssig ein Label f(ve) € L'(vy) bzw. f(v;) € L'(v;) zu. Damit dies
immer moglich ist, mul k; > 1 und k; > 2 gelten. Dies ist fiir k—2d—A+3 > 2,
d.h. k> A+ 2d — 1, stets der Fall.

Sei L"(v;) fir i = 3,...,1 — 1 die Liste, welche aus L'(v;) durch Loschen der
nun verbotenen Label hervorgeht. Wir setzen £} := |L"(v;)| fir i = 3,...,1— 1.
Das Labelling der Knoten v, und v; fithrt zur Loschung von maximal 2d — 1
Labeln aus den Listen L'(v3) und L'(v;—1). AuBerdem mufl wegen der Abstand-
2-Bedingung ggf. das Label f(vy) bzw. f(v;) aus der Liste L'(vy) bzw. L'(v;_2)
geloscht werden. Konkret bedeutet das:

—fir l=5: kK, > k— (2d— 1) —2

—fir =6 KK, > k—2d K, >k —2

—fir =T Kk, >k —2d, Kk >k —1

fir I > 8Kk > k—2d K k> k-1, kK =... =k =k

Dies fithrt zu der Situation wie in der Abbildung 4.3 dargestellt.

Auch hier reicht es aus anzunehmen, dafl die Grolen &, minimal sind. D.h. wir
ersetzen in der obigen Auflistung alle Ungleichungen der Form "k} >" durch
"ki =". Fiir die Summe der Listengrofen k5, ..., k_;, [ > 5, resultiert:

lik;:(1—3)k—2—2(2d—1)—2:(l—3)k—4d—2. (4.5)

=3

Sei | = 5. Wir 16schen aus L”(v3) alle Label, welche L”(vy) eliminieren, und
wiahlen aus der verbleibenden Liste ein Label fiir v3 und anschlieend aus L”(vy)
ein zuldssiges Label fiir v, aus. Dies ist stets moglich, wenn kf + k) = 2(k —2d —
1) > 09(Py) = 2d + 1, dh. k > 3d + 2, ist.
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Abbildung 4.3.: Listengroflen nach dem Entfalten eines ECy, [ > 7

Sei [ = 6. Wir bestimmen fiir den durch die Knoten w3, vy, v5 induzierten Weg
und die Listenzuweisung £” = {L" (v3), L" (v4), L" (vs) } mit dem Algorithmus 4.1
ein L(d, 1)—List Labelling f. Die dazu hinreichenden Bedingungen aus Lemma
4.2 sind stets erfiillt, wenn fiir £ gilt:

LS k3 —4d — 2> 4d + 2,

J=3"
2. ky=k—2d>2 und ki =k—2d<2d,
3K, +k=2%k—2d—2>2d+1.

Sei [ > 7. Fiir den durch die Knoten wvs, ..., v;_; induzierten Weg mit kleinen
Randlisten (£” = {L"(v;) | i € {3,...,l —1}} ist die zugehorige Listenzuwei-
sung) konnen wir mit Hilfe von Algorithmus 4.1 ein L(d, 1)—List Labelling f
bestimmen, wenn die hinreichenden Bedingungen aus Lemma 4.2 erfiillt sind.
Dazu fordern wir fiir k:

LSk 2 (1= 3)k—4d — 2> (2d +2)(1 — 4) — 2,
2. ky=k—2d>2 und k_, =k—2d<2d,
3. ki +ky=2k—2d—1>2d+4 (damit ist auch k], + k,_; > 2d+1).

Fiir jede gegebene k—Listenzuweisung kann ein Endkreis der Lange [ > 5 ent-
faltet werden und es kénnen den Knoten zuléssig Label gegeben werden, wenn
k samtliche der obigen Forderungen erfiillt. Dies ist der Fall, wenn gilt:

Hinreichende Bedingung fiir das 2. Verfahren

l{:Zmax{Qd—l—S—l— F;lf_;

J,A+2d—1}, fiir { > 5

Fiir [ > 6 mufl aulerdem noch k < 4d sein. Diese Bedingung koénnen wir jedoch
vernachléssigen, da wir im Falle k£ > 4d das 1. Verfahren verwenden.
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>> Hinreichende Bedingungen fiir die Reduktion-Labelling-Methode:

Lemma 4.8 Angenommen, fiir einen Kaktus K mit Maximalgrad A und gege-
bener k— Listenzuweisung soll ein L(d, 1)— Labelling mit Hilfe von Algorithmus
4.3 bestimmt werden. Dann kann ein Blatt stets zulissig wiedereingefiigt und
mit einem Label versehen werden, wenn k > A+ 2d — 1 gilt. Ferner kann ein
ECy zulissig entfaltet und seinen Knoten kénnen Label zugewiesen werden, falls

(A+3d—2  , firl=3
A+2d—1  firl=4AA>2d+1
oderl25/\A24+L%J
k> . _ 2d—2
A+2d fir I >5AA =3+ |22
8122 | ,fir l=4AA<2d
| [258) 43 fiw 1250 A <24 [22]

Ist | =5, so kann dies in speziellen Fillen verbessert werden auf

T=A+3d-2 ,fird=2AA=3
k>Q 2d+4=[322]  fird=3ANA=14
oderd=4NA=3

Istl1>6, A=3undd=1, so gentigt bereits k > A+ 1 = 4.
Beweis. Sei L ={L(v) | v € V(K)} eine k—Listenzuweisung.

Betrachten wir zuerst das Wiedereinfiigen eines Blattes v:

Seien k := A+2d—1 und u der Nachbar von v. f(u) verbietet
maximal 2d — 1 Label fiir v, ndmlich die Label f(u) — (d —
\W 1),..., f(u)+(d—1). Ferner muB f(v) ¢ f(N(u)—{v}) wegen
u der Abstand-2-Bedingung gelten. Daher betriagt die maximale
Anzahl verbotener Label (2d—1)+(A—1), so dal dem Knoten
v stets ein Label (z.B. das kleinstmogliche) aus seiner Liste
°v zugewiesen werden kann.
Als néchstes untersuchen wir das Entfalten eines Superknotens s, der ein End-
kreis der Lénge [ war:

Bei der Entfaltung eines Superknotens s zu seinem urspriinglichen Endkreis
ECy, werden wir im folgenden stets die Artikulation des Endkreises mit v; be-
zeichnen, und die restlichen Knoten im Uhrzeigersinn mit vs, . .., v; numerieren.
AuBerdem erhilt v; immer das Label f(vy) := f(s). L'(v;) sei wieder die Liste,
welche aus L(v;) durch Loschen verbotener Label nach Zuweisung von f(v;)
hervorgeht (wie auf Seite 115). Ferner sei erneut k; := |L'(v;)].

Seil =3 und k := A + 3d — 2. Fiir die Knoten v, und v3 sind jeweils maximal
2d — 1 Label wegen f(v;) und maximal A — 2 Label wegen f(N(vy) — {va,v3})
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verboten. Folglich gilt ko, ks > k — (2d — 1) — (A — 2) = d + 1. Da vy und v
einen Weg P, induzieren, fiir welchen X?’I(PQ) = 1+ d gilt, ist es stets moglich,
f(ve) und f(v3) mit |f(ve) — f(v3)| > d zu wihlen.

Sei | = 4. Es wird das 1. Verfahren angewendet. Geméfl der Bedingung (4.4),
geniigt k = A+2d—1, wenn A >2d+ 1, und k = [%J, wenn A < 2d.

Sei | > 5. Das 2. Verfahren kann angewandt werden, wenn k die Bedingung
(4.6) erfiillt. Offensichtlich geniigen A +2d — 1, wenn A > 4+ | 222 ] gilt, und
k = A + 2d ist hinreichend fiir A = 3 + LM 2J

st A <2+ LQd QJ so verwenden wir das 1. Verfahren, da es in diesem Fall die

bessere Schranke liefert, aufgrund von 2d + 3 + LMJ <2d+ 3+ de 2J
Dies folgt aus A(l —3) < 2(I+d —4) und:

2d+2A -6 2(1—3)(d+A—3)
-1 (1=3)(1-1)
C2dl—-20—2d+2  2d-2
(1-3)(1-1) — 1-3"

21— 3)(d — 3) + 4(l +d — 4)
(=3)(I—1)

<

Das Maximum in der Bedingung (4.4) ist |24423=6| 43 denn —(A—3)(I1—3) >
[ —2d —1 und:

o [ s a3 | 21

A>3 {M%Aj_GJJF?)(AJer) LQd—(All—?;)tl—s)J
. fdﬂgjd—w »

Daher geniigt k = [ 24286 | 13 wenn A < 24 | 222].

Als letztes untersuchen wir die im Lemma aufgefithrten Sonderfalle:
Seil=5und d =2,A = 3 sowie k :=1T7.

Wir weisen dem Knoten vs ein beliebiges Label aus L'(vs) zu. Wegen k5 > 3
ist dies immer moglich. Anschliefend entfernen wir die daraus resultierenden
verbotenen Label aus der Liste L'(v;), i = 2,3,4 und erhalten eine neue Liste
L"(v;), i = 2,3,4 der Méchtigkeit k}. Es gilt £, > 2, k% > 5, k) > 3. Laut Lemma
4.6 existiert unter diesen Voraussetzungen fiir den durch die Knoten v, v3, vy
induzierten Weg ein L(2,1)—List Labelling.

Seil=5und (d=3ANA=4)V(d=4ANA=3) sowie k := 2d + 4.

Wir weisen dem Knoten v; wieder ein beliebiges Label aus L'(vs) zu. Dies
ist wegen k5 > 7 — A > 3 stets moglich. Fiir die resultierenden Listen der
verbleibenden Knoten gilt nun k) > 6 — Ak} > 2d+2, k) > 4. Ist d = 3, A =4,
sogilt ky > 2=d—1.Ist d = 4,A = 3, so folgt ebenfalls £}, > 3 = d—1. Geméif
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Lemma 4.7 existiert fiir den durch die Knoten vy, v3,v4 induzierten Weg stets
ein L(d,1)—List Labelling.

Seil>6und d=1,A = 3 sowie k := 4.

Betrachten wir zuerst [ = 6. Sei P der durch die Knoten vy V6
Vg, . .., Ug induzierte Weg. Offenbar gelten ko, kg > 2, k3, ks >

3 und k4 = 4. Wir zeigen die Existenz eines L(1, 1)—List La- v
bellings durch Anwendung von Satz 2.31. Dazu geben wir

fiir den Graphen P(:!) eine Orientierung D mit EE(D) # .
EO(D) und dp(vq),dp(ve) < 1, dp(vs),dp(vs) < 2 und

dp(vg) < 3 an. Die Abbildung rechts zeigt die gewiinschte w3 vs
Orientierung D. Dabei ist EE(D) =3 # EO(D) = 2.

Ist I > 7, so weisen wir zuerst dem Knoten vy und dann dem Knoten v; ein
beliebiges Label aus ihren Listen L'(vy) bzw. L’(v;) zu. Dies ist stets moglich, da
ko, k; > 2. Fiir die verbleibenden Listen gilt anschliefend k%, k;_, > 2, kj, kj_o >

3und kf = ... = k_; = 4, wenn [ > 8. Gemé&l Lemma 4.5 existiert bei diesen
Listengrofen fiir den durch die Knoten vs, ..., v;_; induzierten Weg stets ein
L(1,1)—List Labelling. O

>> Abschdtzung von X?’l: Da Béaume und Kreise bereits im letzten Abschnitt
beziiglich X?’l untersucht worden sind, betrachten wir hier nur Kakteen mit
mindestens einem Kreis und Maximalgrad A > 3.

Satz 4.22 Sei K ein Kaktus mit Mazimalgrad A > 3, Taillenweite g und d > 2.
Weiterhin sei a 1= {%J . Dann gilt

((A+3d—2 , firg=3
A+2d—-1 ,firg=4NA>2d+1
il \_%J ,firg=4NA<2d
Xe (K) <9 A+2d—1 |, firg>5AA>4+a
A+ 2d , firg>5bANA=3+4a
\ {MQ:JF#J—I—?), firg>5bANA<2+4a

Bewezts. Sei K ein Kaktus mit Maximalgrad A und Taillenweite g > 3. Ferner
sei eine Listenzuweisung £ = {L(v) | v € V(K)} mit Vv € V(K) : |L(v)| = kq
gegeben, wobei k, fiir den oben angegebenen Wert fiir die jeweilige Taillenweite
g steht. Es wird die Reduktion-Labelling-Methode aus Algorithmus 4.3 ange-
wendet. Nach Schritt 1 entsteht der Baum G;Z"“”). Fiir diesen gibt es stets ein
L(d,1)—List Labelling, aufgrund von XZJ(GS’"”)) < A+2d—-1 < kg, fiir al-
le g > 3 (vgl. Satz 4.8). Im Schritt 2 wird die Reduktion wieder riickgéingig
gemacht, indem sukzessive Bléatter eingefiigt bzw. Endkreise entfaltet werden,
wobei jeweils das Labelling auf die hinzugenommenen Elemente erweitert wird,
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bis letztendlich ein L(d, 1)—List Labelling f des urspriinglichen Graphen K ent-
steht. In Lemma 4.8 wurde bereits untersucht, welche Listengroflen dafiir not-
wendig sind. Da, wie schon festgestellt, k, > A+2d—1 gilt, kénnen Blétter stets
zuldssig wiedereingefiigt werden. Daher mufl nur noch untersucht werden, ob al-
le in K enthaltenen Kreise der Liange [ > g auch bei einer k,—Listenzuweisung
zuléssig entfaltet werden konnen.

Sei g = 3. k3 = A 4 3d — 2 geniigt zum Entfalten von Endkreisen der Linge
[ >4, denn es gilt k3 > A + 2d, da d > 2, und ferner:

_ (A>3,d2>2) _
kg—fderJ:[Aer 6_‘ z [_1}20

3 3 - 3
. QZlelrEAl—6J +3) _ W-g)(A;clz—@—ﬂ S0

fir A+d>6oderl > 6.

Fiir den verbleibenden Spezialfall d = 2,A = 3,/ = 5 wurde in Lemma 4.8
explizit gezeigt, dafl k3 = 7 geniigt.

Sei g = 4. Ist A < 2d, dann gilt ky = L@ . Diese Listengrofle reicht auch
bei Endkreisen der Lénge [ > 5, da ky > LGCHT?’J = A + 2d, und:

ky — Q—le TEAl — GJ + 3)

(2d+2A —9)(1—4) — 9+ 6(d+ A — 3) 6(d+ A —3)
{ 30— 1) J‘{ 30— 1) JZO’
fir A+d>9oder !l > 6.

Fiir [ > 6 148t sich das mit wenigen Fallunterscheidungen nachpriifen. Die Diffe-
renz betrigt ebenso > 0, wenn [ = 5 und d+A € {6,8} gilt. Ist [ =5, d+ A =5
(d.h. d = 2, A = 3), so wissen wir bereits, da} 7 = k4 als Listengrofie gentigt.
Ist ] =5, d+ A = 7, so miissen wir wegen A < 2d nur die Moglichkeiten
d=3,A=4und d =4,A = 3 betrachten. In Lemma 4.8 wurde gezeigt, daf3
auch fir diese k, ausreicht.

Alle anderen Fiélle sind leicht nachzupriifen und werden daher weggelassen.
Insgesamt ergibt sich, dafl k; sowohl fiir das Einfiigen von Bléttern als auch
fiir das Entfalten aller Endkreise in K als Listengréfie geniigt. Daher kann mit
der Reduktion-Labelling-Methode fiir jede k,—Listenzuweisung ein L(d, 1)—List
Labelling fiir K konstruiert werden. Daraus folgt X?’I(K ) < k. ]

Folgerung 4.10 Enthdlt der Kaktus K einen A— Knoten dessen simtliche Nach-
barn A—Knoten sind, so wissen wir bereits aus Folgerung 3.2, dafs X?’l(K) >
A+ 2d — 1 ist. Damit ist die obere Schranke fiir manche g und A bestmdéglich.
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Bemerkung 4.7 Es existieren Kakteen mit Taillenweite 3 und Mazimalgrad
A > 3, bei denen fiir d > 2 die untere Schranke X 41 > min { L%J — 3+ 2d, 3d}
gilt. Gemdfs dem letzten Satz ist fiir diese Graphen

A
mmﬂ%J —2+2d,1+3d}§x?’1§A+3d—2,

so dajf$ die Differenz zwischen oberer und unterer Schranke hdchstens max{d —

151, A =3} betrigt.

Beispiel 4.3 Als Beispiel zur letzten Bemerkung betrachten wir die im Vorfeld
charakterisierten Kakteen K(A,e) =: K, wobei e hinreichend grofl sein soll.
Diese Graphen haben chromatische Zahl 3. Es seien die Farbstufen F; = {id, 1+
id, . ..,d—1+1id} fir i > 0 gegeben. Verwendet man bei einem L(d, 1)—Labelling
ein Label aus Fj, j > 3, so ist natiirlich das maximale Label > 3d. Sei nun
f ein Labelling fiir K mit f(v) € U?:()Fi fir alle v € V(K). Ordnet man
jedem Knoten mit einem Label aus der Farbstufe i, ¢ = 0,1,2, die Farbe ¢
zu, so muf sich offensichtlich eine 3—F&rbung der Knotenmenge ergeben. Seien
Vi, 1 =0,1,2, die zugehorigen Farbklassen. Als erstes bemerkt man, daf es stets
ein j € {0,1,2} gibt, so daB in V; eine Menge von [£] Knoten enthalten ist,
die paarweise Abstand 2 haben. O.B.d.A. sei j = 0. Damit existiert ein Knoten
u € Vo mit f(u) > [2] — 1. Aufgrund von |N(u) NV;4| > [$] muB ein Knoten
v € N(u)NVy mit f(v) > ([£]—1)+d+ (5] —1) = A —2+d vorhanden
sein. Analog schlieft man auf die Existenz eines Knotens w € N(v) NV, mit
f(w) > |22 ] —3+2d. Daraus resultiert max,ey(x) f(v) > min{| 22 |—3+2d, 3d}.

Satz 4.23 FEnthdlt ein Kaktus K mit Maximalgrad A = 3 einen Kreis der
Linge 5, dann gilt ;' (K) = 5. Ansonsten ist x;' (K) = A+ 1 fir A > 3.

Bewesis. Es wird die Reduktion-Labelling-Methode aus dem Algorithmus 4.3
verwendet. Lemma 4.8 zeigt, daB diese Methode ein L(1,1)—List Labelling
fir jede (A + 1)—Listenzuweisung erzeugen kann; es sei denn, A = 3 und
es mufl ein Endkreis der Linge 5 entfaltet werden. In diesem Fall wiirde ei-
ne 5—Listenzuweisung geniigen. Demzufolge gilt Xé’l(K ) <5 =A+2 fiir jeden
Kaktus K mit A = 3, der einen Kreis der Linge 5 als Untergraphen enthélt.
Ferner gilt X;’l(K) < A +1 fiir einen Kaktus K mit A > 3 oder C5 ¢ K.

Da K immer den Stern K, a als Untergraphen enthilt, gilt x," (K) > x," (K1.a)
= A +1 (siche Satz 4.9). Existiert in K ein Kreis der Linge 5, so ist y, (K) >
x;"' (Cs) = 5. Folglich sind die oberen Schranken scharf. [

Aufgrund von ;' (Cs) = x(K5) und x,"' (K1.a) = x(Kay1) ergibt sich damit:

Folgerung 4.11 Fir jeden Kaktus K gilt x,"' (K) = x}(K?) = x(K?).
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4.4. Graphen mit y/' = \y; + 1

Sei xF(G) := Ap(G)+1. Angeregt durch folgende, in einer fritheren Version von
[39] geduBerte, Vermutung

Vermutung 4.3 (Fiala, Skrekovski) Fiir alle Abstandsbedingungen P und
alle n > 0 gelten

XP(Pn) = Xf(Pn) und XP(Cn) = Xf(cn)'

wollen wir uns nun ein wenig mit der Beziehung zwischen Lp—Labellings und
ihren Listenversionen beschéftigen. Trivialerweise gilt x7(G) < x!7'(G) fiir je-
den Graphen G. Doch wann gilt sogar x*'(G) = x¥(G)? Wie sich bereits in
den vergangenen Kapiteln herausgestellt hat, war die Vermutung von Fiala und
Skrekovski zu optimistisch, da bereits x? und y¢ bei Wegen und Kreisen vonein-
ander abweichen. Interessant ist jedoch, dafl bei manchen Abstandsbedingungen
P relativ hiiufig Gleichheit zwischen x” und 7 gilt.

Besonders deutlich wird das bei P = (2,1), denn es gilt y*! = X?’l fiir Wege,
Sterne, Kreise und natiirlich vollsténdige Graphen. Auflerdem stellte Chen [26]
fest, dafl auch

X (Kon) = X7 (Kap) =n+3, firallen >2 und
X2 (Smn)

gelten, wobei S,,,, = K, + K,, die Verbindung (engl.: join, siehe Definition auf
Seite 133) einer Clique K,, mit einer unabhéngigen Menge K, ist. Weiterhin
wissen wir bereits, dafl fiir jeden Baum T die Beziehung

X?’I(Sm,n) =2m +n, fur alle m,n >1

A+2< (1) <x7N(T)<A+3
gilt. Damit liegt
Vermutung 4.4 Ist T ein Baum, so gilt x> (T) = x7"(T).

nahe. Um dieser Vermutung auf den Grund zu gehen, miifite man untersuchen,
ob fiir alle Biume mit y>' = A + 2 auch x;"' = A + 2 erfiillt ist. Ein erster
Schritt in diese Richtung ist das Betrachten weiterer spezieller Baume. Da fiir
Wege und Sterne die Gleichheit schon gezeigt ist, bieten sich Raupen (siehe
Bemerkung 3.3) und Kometen an. Ein Komet ist ein Baum mit der Eigenschaft,
daBl nach Loschen sdamtlicher Blatter ein Stern iibrigbleibt. D.h. Kometen sind
Baume mit Radius hochstens 2. Zu den Kometen und Raupen zédhlen auch
Doppelsterne (vgl. Bemerkung 3.3) und Doppelstern-dhnliche Béume, die wir
Zweisterne nennen wollen. Diese entstehen aus zwei Sternen durch Verschmelzen
eines Blattes des ersten Sternes mit einem Blatt des zweiten Sternes. Solche
Baume werden nun untersucht, wofiir die folgenden zwei Lemmata sehr hilfreich
sind:
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Lemma 4.9 Ist fiir einen Baum T eine Listenzuweisung £ mit |L(v)| > n+ 2
fiir alle v € V(T') gegeben, und v ein Blatt, fir dessen Nachbarn w gilt deg(w) <
n, so kann dem Knoten v stets ein Label aus seiner Liste zugewiesen werden.

Beweis. Seien v und w wie im Lemma definiert. Dann sind fiir v héchstens
3+(n—2) = n+1 Label verboten, aufgrund der Label der Knoten aus N{w]—{v}.
Folglich existiert in L(v) stets ein zuléssiges Label. O

Lemma 4.10 Se: S ein Stern mit dem Mittelknoten w und den Bldttern vy, .. .,
v, Ferner sei eine Listenzuweisung £ = {L(v) | v € V(S)} mit |L(w)| > n+1,
|L(v;)| >i+3 firi=1,...,n—1 und |L(v,)| > n+ 2 gegeben. Dann existiert
stets ein zuldssiges L(2,1)—List Labelling fiir S.

Beweis. Aus Lemma 4.1 (ii) wissen wir, dafl es maximal 4+2(n—1)—(n+2) = n
Label ¢ € L(w) gibt, die L(v,,) n—eliminieren. Da |L(w)| > n+1 ist, gibt es also
stets ein Label ¢* € L(w), welches maximal zwei Label in L(v,) 16scht. Dieses
Label wir w zugewiesen. Loscht man die daraus entstehenden verbotenen Label
aus der Liste L(v;), @« = 1,...,n, eine neue Liste L'(v;) erhaltend, so gelten
|L'(v;)| > i fiiri = 1,...,n. Damit ist es moglich, den Knoten vy, . .., v, in dieser
Reihenfolge jeweils das kleinste mogliche Label aus ihrer Liste zuzuweisen. [

Satz 4.24 Ist T ein Doppelstern oder Zweistern, so gilt x*(T) = X?’I(T).

Beweis. Sei T ein Doppelstern bzw. Zweistern mit Maximalgrad A > 3 (fiir
A < 2 siehe Resultate fiir Wege auf Seite 100). Aufgrund von Lemma 4.9 kénnen
wir annehmen, da3 T zwei A—Knoten enthélt, da sich andernfalls das Problem
auf die Berechnung von X?’l von Sternen reduziert.

Es ist bekannt bzw. leicht verifizierbar, dafi x*!(T) = A + 2 gilt. Folglich muf
X?’l(T) = A + 2 gezeigt werden.

Im folgenden sei L'(v) die Liste, welche aus L(v) durch Loschen verbotener
Label hervorgeht, nachdem anderen Knoten Label zugewiesen worden sind.

Uy 7 Uy U1

up—-1 va-1 UA—-1 VA-1

Abbildung 4.4.: Doppelstern und Zweistern

Fall 1. T ist ein Doppelstern.

Die Knoten von 7" seien wie in Bild 4.4 links bezeichnet. Ferner seien eine (A +
2)—Listenzuweisung £ = {L(v) | v € V(T')} gegeben, ¢1 := min U, ¢ - fun)
L(v) und ¢z := min U, e yjuy)— fury L(v), wobei 0.B.d.A. ¢1 < ¢ gelte.
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(vollstandige Induktion iiber A):

3=A+2. V

IA: A=1: T = P, und es gilt X;(T)
’ 4=A+2. V

A=2:T= P, und es gilt x;" (T)

IV: Die Behauptung gelte fiir alle A < Ag — 1.

ﬁl A:A()zB

Fall 1.1. ¢; € L(wy).

Wir weisen dem Knoten w; das Label ¢; zu. Folglich gelten |L'(wq)| > A,
sowie |L'(w;)| > A und |L'(v;)] > A+ 1 fir allei =1,...,A — 1. Die Knoten
Wa, V1, . ..,va_1 induzieren einen Stern mit A — 1 Blattern, fiir den laut Lemma
4.10 ein L(2,1)—List Labelling existiert. Nach Zuweisung dieser Label gilt nun
|L'(u;)] > A—1furallei =1,..., A—1, so dafBl es stets moglich ist, den Knoten
u; paarweise verschiedene Label zuzuweisen.

Da der Fall ¢; = ¢o € L(wy) analog ist, wird dieser vernachléBigt.

Fall 1.2. ¢; ¢ L(w;) ( =1,2) Ay = co.

Folglich gilt 0.B.d.A. ¢; € L(u;) und ¢ € L(vy). Wir weisen den Knoten
uy und v; das Label ¢; zu. Die Knoten ohne Label induzieren einen Doppel-
stern mit Maximalgrad A — 1 und es gelten |L'(wy)|, |L'(wq)] > A + 1, sowie
|L'(w;)|, | L (v;)] > A+1 fiir allei = 2,..., A—1. Nach Induktionsvoraussetzung
existiert ein L(2,1)—List Labelling.

Fall 1.3. ¢; ¢ L(wy) Aeg = ¢ + 1.

Unterfall 1.3.a. ¢o € L(ws).

O.B.d.A.ist ¢; € L(uy). Wir weisen dem Knoten u; das Label ¢; und dem Kno-
ten wo das Label ¢; + 1 zu. Es ergeben sich |L'(wy)| > A, sowie |L'(u;)| > A
firi =2,...,A =1 und |L'(v;)] > A fiir alle i = 1,...;A — 1. Die Kno-
ten wi, us,...,ua_1 induzieren einen Stern mit Maximalgrad A — 2. Wegen
X7 (Kia_s) = A, existiert fiir diesen Stern ein L(2,1)—List Labelling. Nach
Zuweisung der Label gilt |L'(v;)| > A—1firallei = 1,..., A—1. Damit kénnen
auch diesen Knoten zuléssig Label gegeben werden.

Unterfall 1.3.b. ¢o ¢ L(w,).

O.B.d.A.ist ¢; € L(uy) und ¢;+1 € L(vy). Wir weisen dem Knoten u; das Label
c; und dem Knoten v; das Label ¢; + 1 zu. Die Knoten ohne Label induzieren
einen Doppelstern mit Maximalgrad A — 1 und es gelten |L'(w1)]|, |L'(ws)| >
A+ 1, sowie |L'(u;)|, | L' (v;)] > A+ 1 fiir alle ¢ = 2,...,A — 1. Nach Indukti-
onsvoraussetzung existiert ein L(2,1)—List Labelling.

Fall 1.4. ¢; ¢ L(wy) ANea > ¢ + 2.
Unterfall 1.4.a. ¢; + 1 € L(wy).

Wir weisen dem Knoten w; das Label ¢;+1 zu. Es ergeben sich | L' (ws)| > A+1,
|L(u;)] > A—=1und |L'(v;)| = |L(v;)| = A+ 2 fiiri =1,...,A—1. Nun weisen
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wir den Knoten uq, ..., ua_1 auf Greedy-Art Label zu; dies ist stets moglich, da
jeder dieser Knoten mindestens noch A — 1 Label zur Verfiigung hat. Aufgrund
des Labellings dieser Knoten gilt nun |L'(w9)| > 2. Weisen wir nun dem Knoten
wy ein Label zu, resultiert daraus |L'(v;)] > A —1firi=1,...,A — 1. Somit
sind auch den restlichen Knoten zuléssig Label zuweisbar.

Unterfall 1.4.b. ¢; +1 ¢ L(wy).

O.B.d.A. ist ¢; € L(uy). Wir weisen dem Knoten u; das Label ¢; zu. Dies
dndert hochstens die Listengrofe der anderen Knoten u;, namlich in |L/(u;)| >
A+ 1 fir alle: =2,...,A — 1. Aufgrund von Lemma 4.1 (ii) gibt es in L(ws)
hochstens 4 +2(A —1) — (A +2) = A Label, die L(va_1) A—eliminieren. Somit
konnen wir w, ein Label zuweisen, welches mindestens A Label mit Differenz
> 2 in L(va_1) hat. Damit gelten nun |L'(u;)| > A fir alle i = 2,...,A — 1,
|L'(wy)] > A =1, |L'(va_1)| > A sowie |L'(v;))| > A—=1firi=1,...,A —2.
Die Knoten wy, us, ..., ua_1 induzieren einen Stern mit A — 2 Blédttern. Geméaf
Lemma 4.10 existiert fiir diesen Stern eine zuléssige Listenzuweisung. Aufgrund
des Labellings dieser Knoten gilt nun |L'(v;)] > A =2 firi =1,...,A =2
und |L'(va_1)] > A — 1, so daBl es immer moglich ist, diesen Knoten paarweise
verschiedene Label zuzuweisen.

Da bei jeder moglichen (A + 2)—Listenzuweisung ein zuléssiges L(2,1)—List
Labelling fiir den Doppelstern T existiert, gilt X?’l(T )=A+2.

Fall 2. 7" ist ein Zweistern.

Die Knoten von 7' seien wie in Bild 4.4 rechts bezeichnet. Ferner sei eine (A +
2)—Listenzuweisung £ = {L(v) | v € V(T')} gegeben.

Sei A = 3. Um zu zeigen, daB fiir jede 5—Listenzuweisung ein L(2,1)—List
Labelling fiir T existiert, geniigt die Angabe einer Orientierung D des Multi-
graphen T mit maximalem Innengrad 4 und EE(D) # EO(D):

Abbildung 4.5.: Orientierung des Multigraphen T1), wobei T Zweistern mit A = 3 ist

Es 148t sich recht schnell {iberpriifen, daf fiir jeden nichtleeren Eulerschen Un-
terdigraphen H ein Cluster von drei parallelen Bogen in D existiert, von dem
ein Bogen oder zwei Bogen zu H gehoren. Aufgrund der Wahlmoglichkeit (i’)
bzw. (g’) ergeben sich stets Vielfache von 3 fiir die Anzahl der Eulerschen Un-
terdigraphen. Demzufolge gilt FE(D) = 1mod3 (da der leere Unterdigraph
dazugezihlt wird) und FO(D) = 0mod 3, woraus EE(D) # EO(D) resultiert.
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Sei A = 4 und eine 6—Listenzuweisung gegeben. Gemifi Lemma 4.1 (ii) exi-
stieren in L(w;) zwei Label ¢, i = 1,2, so dal in L(u3) mindestens A Label
mit Differenz > 2 zu ¢} vorhanden sind. Wir weisen eins davon dem Knoten
wy zu. Damit gelten jetzt |L'(x)| > 3, |L'(w2)| > 5, |L'(v;)| = |L(v;)| = 6 fiir
i =1,2,3 sowie |L'(u;)| > 3 fiir i = 1,2 und |L'(u3)| > 4. Betrachten wir nun
den induzierten Stern T[N[w,]]. Sei ¢1 := min{J, ¢y, L'(v)-

Fall 2.1. ¢; € L'(w»).

Wir weisen dem Knoten wy das Label ¢; zu. Folglich gelten |L'(x)| > 1 sowie
|L'(v;)] > 4 fiir 1 = 1,2, 3. Damit ist es moglich den Knoten x, vq, v2, v3 in dieser
Reihenfolge zulédssig Label zuzuweisen.

Fall 2.2. ¢; ¢ L'(w9) A ey € L' ().

Wir weisen dem Knoten x das Label ¢; zu. Damit ist nun |L'(ws)| > 4 und
|L'(v;)] > 5 fiir ¢ = 1,2,3. GeméB Lemma 4.10 existiert fiir den durch die
Knoten ws, v1,ve, v3 induzierten Stern ein L(2,1)—List Labelling.

Fall 2.3. ¢; ¢ L'(z), L' (wy).

O.B.d.A. gelte ¢; € L'(v1). Wir weisen das Label ¢; dem Knoten v; zu. Daraus
folgt |L'(z)| > 3, |L'(w2)| > 4 und |L'(v;)| > 5 fiir ¢ = 2, 3.

Fiir den durch die Knoten x, ws, v9, v3 induzierten Stern w

2
S stellen wir den Multigraphen S auf und bestimmen
eine Orientierung D fiir S@Y mit EE(D) # EO(D) und
d=(x) <2,d (wq) < 3sowie d” (v;) < 4 fiiri = 2,3. Die v

im Bild rechts gezeigte Orientierung erfiillt die Kriterien,
denn es gelten EFE(D) = 1mod 3 und FO(D) = 0mod 3
(dies 148t sich analog zum Fall A = 3 zeigen).

U3

Folglich existiert fiir den Stern T'[N[w,]| stets ein zuléssiges L(2, 1)—List Label-
ling. Weisen wir diese Label zu, gilt nun |L'(u;)| > 2 furi = 1,2 und |L/(u3)| > 3.
Damit konnen auch diesen Knoten in der Reihenfolge uy, us, us Label gegeben
werden.

Sei A > 5. Aufgrund von Lemma 4.1 (ii) existieren in L(w;) zwei Label ¢}, i =
1,2, so daB in L(ua_;) mindestens A Label mit Differenz > 2 zu ¢} vor-
handen sind. Analog existieren in L(ws) zwei Label ¢}, i = 1,2, mit dersel-
ben Eigenschaft beziiglich L(va_1). Wir weisen dem Knoten w; das Label c}
und dem Knoten w, ein Label ¢),i = 1,2 mit ¢} # ¢l zu. Damit gelten nun

IL'(w)],|L'(v))] > A —1firallei =1,...,A — 2, |L(ua)], | (va_y)| > A

sowie |L'(z)] > A —4 > 1. Daher ist es moglich, den Knoten x,uy, ..., ua_1,
v1,...,ua_1 in dieser Reihenfolge mit einem Greedy-Algorithmus ihre Label
zuzuweisen.

Da bei jeder moglichen (A + 2)—Listenzuweisung ein zuléssiges L(2,1)—List
Labelling fiir den Zweistern T existiert, gilt x> (T) = A + 2. [
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Satz 4.25 Ist T ein Komet, so gilt x> (T) = x,"'(T).

Beweis. Sei T ein Komet mit Maximalgrad A > 3. Gilt x*!(T) = A + 3,
so ist die Gleichheit wegen x7'(T) < A + 3 bereits gegeben. Sei T nun ein
Komet mit x*'(T) = A + 2. Aus [51] ist bekannt, da es dann in 7" weder
einen A—Knoten geben kann, der zu zwei A—Knoten adjazent ist, noch einen
Knoten, der zu drei A—Knoten adjazent ist (siehe auch Bild 3.20). Da in ei-
nem Kometen A—Knoten paarweise héchstens Abstand 2 haben kénnen und
es ferner aufgrund von Lemma 4.9 geniigt, A—Knoten und alle zu A—Knoten
adjazenten Knoten zu betrachten, miissen nur drei mogliche Konfigurationen
untersucht werden:

e cs existiert nur ein A—Knoten — Stern
e zwei A—Knoten sind benachbart — Doppelstern
e zwei A—Knoten haben Abstand 2 — Zweistern

Da X?’l = A + 2 bereits im Satz 4.9 fiir Sterne und im Satz 4.24 fiir Doppel-
und Zweisterne gezeigt wurde, folgt x>1(T) = x7"(T) fiir jeden Kometen 7. W

Satz 4.26 Sei T eine Raupe mit Mazimalgrad A > 3 und a := min{dist(v, w) |
v,w € V(T) A deg(v) = deg(w) = A}. Dann ist x> (T) = x> (T), wenn eine
der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(i) A=4, a>4, (i) A=5, a>3, (i) A>6, a>2.

Beweis. Wegen Lemma 4.9 geniigt es, die Raupe T” zu betrachten, die aus
T durch sukzessives Loschen aller Blatter hervorgeht, welche nicht zu einem
A—Knoten adjazent sind. Es seien A > 4 und £ = {L(v) | v € V(T")} eine
(A 4 2)—Listenzuweisung. Die A—Knoten von 7" seien der Reihenfolge nach

(von links nach rechts) mit wy, ..., w; bezeichnet. Ferner seien u!, ..., ul, i =
1,...,l die Nachbarn von w;, so daB deg(u®) > deg(ub) > ... > deg(u'y) gilt.
Aufgrund von A > 3 ist stets deg(u’y) = 1. Fiir ¢ = 1,...,] weisen wir nun

jedem Knoten w; ein Label f(w;) € L(w;) zu, welches maximal zwei Label aus
L(u’y) 16scht. Dies ist stets moglich, denn es gibt mindestens (A + 2) — [4 +
2(A —1) — (A +2)] = 2 Label in L(w;), die L(u%) nicht A—eliminieren (vgl.
Lemma 4.1 (ii)). Ist ¢« > 2 und dist(w;—1,w;) = 2, so wird f(w;) verschieden
von f(w;_1) gewéhlt. Fiir jeden Knoten x vom Grad kleiner als A 16schen wir
aus L(x) alle jetzt verbotenen Label und bezeichnen die verbleibende Liste mit
L/(x). Offenbar gilt dann |L'(u})| > A =1, j=3,...,A =1, und |L'(u}y)| > A
fiir alle s = 1,...,0. D.h., sind den Knoten u} und u!, bereits Label zugewiesen
worden, so kann man den Knoten u}, ..., u}y in dieser Reihenfolge stets mit
einem Greedy-Algorithmus ihre Label zuteilen. Daher miissen wir die Knoten
ub,...,ul fiir i = 1,...,[ nicht linger betrachten, sondern nur noch diejenigen
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4.4 Graphen mit X?’l =1 +1

Knoten, die das "Riickgrat” T" der Raupe bilden. Loscht man aus 7" sdmtliche
A—Knoten, so entsteht ein Wald, dessen Komponenten alle Wege mit kleinen
Randlisten sind. Diese Wege seien mit P°,..., P! bezeichnet, wobei P!, i =
1,...,0 — 1, jeweils fiir den Weg zwischen den Knoten w; und w;,; steht und
PO = (u}), P' = (u}) gesetzt werden.

Es gilt |L'(ud)] > A —1 > 3, d.h. wir kénnen dem Knoten aus PY zulissig ein
Label geben. Angenommen, 7 > 1 und den Knoten der Wege P°, ..., P! seien
bereits Label zugewiesen worden. Ferner seien ¢ := [V (P")| und P’ := (v, ... v;)
(von links nach rechts numeriert). Ist ¢ > 5, so gilt:

L) > A =2, L) > A+1, |L(vg)] = ... = |L'(vs)| = A +2,
L (v)| = A+ 1, |L(0)] > A - 1.

Fiir ¢t < 4 zeigt die Abbildung 4.6 jeweils die Mindestgrée von L'(v;).

wy v1 V2 U3 Wi+1

A—2 A+1 A+1 A—1

®
®
®
o

w;g U1 v2 v3 V4 Wi+41

Abbildung 4.6.: MindestgroBen der Listen von den Knoten des Weges P?

—Ist t > 3 und A > 4, so wissen wir aus Lemma 4.6, daf8 fiir P ein zuléissiges
L(2,1)—List Labelling existiert.

~Ist t =2 und A > 5, so gilt |[L'(v1)| + |L'(v2)] > 2A —5 > 5 = 0%(P), d.h.
auch hier gibt es ein zulédssiges L(2, 1)—List Labelling.

—Ist t = 1 und A > 6, so kann dem Knoten v; wegen |L'(v1)| > A —5 > 1 stets
ein Label zugewiesen werden.

Damit kann das Labelling der A—Knoten zuléssig auf die Knoten vom Grad
kleiner A erweitert werden, und es ergibt sich ein L(2,1)—List Labelling fiir 7"
und damit auch fir 7' [

Bemerkung 4.8 Es gilt x*'(T) = X?’I(T) fiir jeden Baum T, welcher einen
der Bdaume aus Abbildung 3.20 als Untergraphen besitzt.

Beweis. Fiir jeden Baum H in Abbildung 3.20 gilt x*'(H) = M\ (H) + 1 =
A+3.Ist H C T, so folgt die Gleichheit aus x> (H) < x;' (T) < A+3. O

Neben den Kreisen und den soeben betrachteten speziellen Badumen gibt es
weitere Kakteen, fiir die x*>' = x7" gilt.
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4.4 Graphen mit X?’l =1 +1

Beobachtung 4.2 Fiir jedes g > 3 existieren Kakteen mit Taillenweite g, fiir
welche x> = X?’l qgilt.

Beweis. Es gilt y>! = X?’l = A + 3 fiir alle Kakteen K mit Taillenweite
g > 4 und Maximalgrad A > 5, welche einen induzierten Untergraphen besitzen,
der isomorph zu einem Baum aus Abbildung 3.20 ist. Dies folgt einerseits aus
XPHK) = X1 (K) +1 > A+ 3 und andererseits aus x;' (K) < A 4 3, bekannt
aus Satz 4.22.

Ebenfalls aus Satz 4.22 wissen wir, daf} X?’I(K ) < A+ 4 fiir einen Kaktus
K mit Taillenweite 3 ist. Fiir den Existenznachweis geniigt daher die Angabe
eines konkreten Kaktus K mit Taillenweite 3 und Ag; > A + 2. Dazu betrach-
ten wir den im néchsten Bild dargestellten Kaktus K(4,3). Dieser besitzt kein
zuldssiges L(2,1)—Labelling mit maximalem Label A + 2 = 6. Dies 148t sich
folgendermaflen zeigen:

Angenommen, es ist moglich, allen Knoten Label aus {0,1,...,6} zuzuweisen.
Dann muf das zentrale Dreieck A eine der Label-Sequenzen 0,2,4 / 0,2,5 /
0,2,6 /0,3,5/0,3,6 oder 1,3, 5 erhalten. Alle weiteren Moglichkeiten ergeben
sich aus den bereits genannten durch Abziehen von der 6, z.B.: 1,4,6 = 0,2, 5,
da 1,4,6 =6—5,6—2,6—0. Wenn wir also zeigen konnen, dafl die obigen sechs
Label-Sequenzen in keinem zuléssigen Labelling enthalten sein diirfen, so ergibt
sich ein Widerspruch. Testet man alle sechs, so zeigt sich, daf§ die Sequenzen
0,2,4 /0,2,6 /0,3,5 bereits in einem Dreieck B ”in einer Sackgasse” enden;
das bedeutet mindestens einem Knoten eines Dreiecks B kann kein Label mehr
zugewiesen werden. Setzt man 0, 2,5 ein, so erhélt ein Dreieck B zwingend die
Label 2,4,6 = 0,2,4, so dafl wir also in einem Dreieck C stagnieren. Ebenso
fithrt 1, 3,5 nicht zum Erfolg, da hier ein Dreieck B zwingend die Label 0, 2,5
erhalten muf}, so dafl wir demnach in einem Dreieck D zum Stillstand kommen.
Die letzte Sequenz 0, 3, 6 ist auch nicht moglich, was die Abbildung 4.7 verdeut-
licht. Somit kann es kein zuléssiges L(2,1)—Labelling mit maximalem Label 6
geben.

Abbildung 4.7.: Kaktus K(4,3) mit Adoq > A +2
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5. Weitere Farbungskonzepte

Natiirlich konnten in dieser Arbeit nicht alle Knotenfarbungen mit Abstandsbe-
dingungen vorgestellt werden, dafiir ist das Angebot an solchen Konzepten ein-
fach zu reichhaltig. Oftmals bilden die vorgestellten Probleme aber die Grundla-
ge fiir weiterfithrende Untersuchungen. Beispielsweise untersuchten Griggs und
Jin [50] L(d, s)—Labellings, bei denen sowohl d und s als auch die Label reelle
Zahlen sein diirfen. Ferner wurden auch L(d, s)—Labellings mit d < s betrach-
tet (Bodlaender et al. [11], Calamoneri et al. [20]), obwohl diese relativ praxis-
fremd sind. Fiala et al. [38] untersuchten die Mdoglichkeit, L(d, s)—Labellings
zu konstruieren, wenn bereits im Vorfeld einige Knoten Label erhalten haben
und diese nicht mehr verdnderlich sind (engl.: precoloring extension). Eben-
so wurde das L(d, s)—Labelling-Problem bereits auf Digraphen verallgemei-
nert (Chang et al. [23]). Viele neue Fragestellungen ergeben sich auch, wenn
man aus der Abbildungstheorie bekannte Begriffe wie Injektivitdt und Surjekti-
vitéit ins Spiel bringt, oder einen anderen Abstandsbegriff verwendet. Surjektive
L(d, s)—Labellings — auch bekannt als Liickenlose L(d, s)—Labellings — wurden
beispielsweise von Fishburn und Roberts [40],[41] sowie von Georges und Mauro
[47] und Kral et al. [69] untersucht. Drei weitere Variationen sollen nun kurz
vorgestellt werden.

5.1. s—separierte L(d, s)—Labellings
Georges und Mauro [44] fiihrten 1995 die folgende Definition ein:

Definition 5.1 Fin s—separiertes L(d, s)—Labelling fir einen Graphen G =
(V,E) ist ein L(d, s)— Labelling f mit der Eigenschaft

Ve,yeV: z#y=|f(z) - fy)l = s
Ais(G) ist die kleinste Zahl m, fir die G ein s—separiertes L(d, s)— Labelling
f mit max{f(z) | v € V} =m besitzt.

Fiir s = 1 kénnen wir ein 1—separiertes L(d, 1)—Labelling auch als injektives
L(d, 1)—Labelling bezeichnen.

Offensichtlich mufl jedes L(d,s)—Labelling eines Graphen G mit Durchmes-
ser 2 gleichzeitig auch ein s—separiertes L(d, s)—Labelling sein, d.h. A\j(G) =
Ay s(G). Zusammen mit Satz 3.2 (iii) gilt damit insgesamt

s(n—1) = s(x(G?) = 1) < Ags(G) = Aas(G) < s(n = 1) + (d = 5)(x(G) = 1).
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5.2 Zirkuldre L(d, s)—Labellings

Bereits Chang und Kuo [25] betrachteten injektive L(2,1)—Labellings fiir spe-
zielle Graphen mit Durchmesser 2, die durch Verbinden von Graphen hervorge-
hen. Die Verbindung zweier Graphen Gy = (Vi, Ey) und Gy = (Vs, Ey), bezeich-
net mit Gy + Gy, ist der Graph G = (V, E') mit der Knotenmenge V = V; U V4
und der Kantenmenge E = Ey U Ey U {{z,y} | x € V1,y € V2}. Bekannte Ver-
treter solcher Verbindungen sind vollstdndige r—partite Graphen und Réder.
In [25] wurde gezeigt, dal Ao 1 (G+H) = A1 (G+H) = N1 (G)+ A1 (H)+2 fiir
beliebige Graphen G und H ist. Georges und Mauro [44] konnten diese Aussage
auf s—separierte L(d, s)—Labellings verallgemeinern:

Satz 5.1 (Georges, Mauro, [44]) Firr > 2 seien die Graphen G;, 1 <i <
r gegeben. Dann gilt X qs(G1 + ...+ G,) =d(r— 1)+ > Ais(Gi).

Da offensichtlich Ay,(K,) = s(n — 1) gilt, erhiilt man aus diesem Satz das
bereits in Tabelle 3.2 aufgefiihrte Resultat Ay (K, 5, ) = d(r—1)+s(n—r) fiir
die vollstédndigen r—partiten Graphen mit n Knoten. Georges und Mauro [44]
untersuchten weiterhin s—separierte L(d, s)—Labellings fiir Wege und Kreise
und ermittelten die Resultate aus dem folgenden Satz:

Satz 5.2 (Georges, Mauro, [44]) Fir den Weg P, bzw. Kreis C,, mit n Kno-
ten gilt:

s(n—1) fir ¢ < |21
Ngs(Py) = PO D i
45(Fn) {d—i—bjs fir 4 > |2

s(n—1) ,fir¢< LTIJ
Ngs(Cn) = d+5s fur2| AN > 2

2d fir 24n A d > 25l

Folgerung 5.1 Aus den Sdtzen 5.1 und 5.2 ergibt sich fir das Rad W, =
Ky + C,, und fir die im Abschnitt 4.4 eingefiihrten Graphen Sy, ., = K, + K,:

d+s(n—1) fir ¢ <[22
Ngs(Wn) =19 2d+5s fir2 [ nad>n2
3d fir 24n A d > ot

A s(Smn) =dm+s(n—1).

5.2. Zirkulare L(d, s)-Labellings

Von Liu und Zhu [74] stammt aus dem Jahre 2003 die folgende Abwandlung
der L(d,s)—Labellings, welche die Menge von Labeln als zyklisches Intervall
interpretiert.
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5.2 Zirkuldre L(d, s)—Labellings

Definition 5.2 Gegeben seien ein Graph G = (V, E) und zwei nichtnegative,
ganze Zahlen d und s mit d > s. Ein m—zirkuldres L(d, s)—Labelling von G
ist eine Funktion f :V — {0,1,...,m — 1}, so daf fir je zwei Knoten x und y
qgilt:

1. | f(x) = f(y) |m > d, falls dist(x,y) =1 und

2.1 f(x) = f(y) |m = s, falls dist(x,y) = 2,

wobei |al,, := min{|a|,m — |a|}. 045(G) ist die kleinste Zahl m, fir die G ein
m—zirkuldres L(d, s)— Labelling besitzt.

040(G) ist kein vollig neuer Parameter, denn er steht in engem Zusammenhang
zur kreischromatischen Zahl x.(G). Diese soll erst einmal definiert werden:

Definition 5.3 Seien a,b positive ganze Zahlen mit a > 2b. Fine (a,b)—Fér-
bung eines Graphen G = (V, E) ist eine Funktion f :V — {0,1,...,a — 1}, so
daff | f(x) — f(y) |a > b fiir je zwei adjazente Knoten x und y gilt. Die Grofse

X(G) = inf {% | G besitzt eine (a,b) — Férbung}
heif$t kreischromatische Zahl von G.

Satz 5.3 (Liu, Zhu, [74]) Fir jeden Graphen G und jede positive ganze Zahl
d gilt 040(G) = [dx.(G)].

Interessanter ist der Fall s > 0, fiir den jedoch relativ wenig bekannt ist, u.a.
die nun folgenden Resultate fiir Biume und Kreise:

Satz 5.4 (Liu, Zhu, [74]) Sei T ein Baum mit Mazimalgrad A. Dann gilt
04s(T) =2d+ s(A—1).

Satz 5.5 (Liu, Zhu, [74]) Fir den Kreis C,, mit n Knoten und d > 2 gilt
041(C3) = 3d und firn > 4:

2d +1 ,fiir n = 0mod (2d + 1)
041(Cp) =< 2d+2 Jirn Z0mod (2d+ 1) A[2|nV (2tnAd<n)].
2d + [24] fir n # O0mod (2d+ 1) Ad > nA21{n

Ferner gilt stets 045(Cy) > 2d + s und Gleichheit besteht genau dann, wenn
n = 0mod @ ist, wobei v der grofite gemeinsame Teiler von 2d + s und d ist.
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5.3 Consecutive L(d,0)—List Labellings

5.3. Consecutive L(d,0)-List Labellings

Im Jahre 2004 fithrte Waters [100] die sogenannte Consecutive Choosability ein.
Diese behandelt Listenfarbungen, wobei sémtliche Listen aus aufeinanderfolgen-
den Farben bestehen.

Definition 5.4 Gegeben seien ein Graph G = (V, E) und eine positive, ganze
Zahl d. Fine aufeinanderfolgende k—Listenzuweisung sei eine Listenzuweisung
L={Lw)|veV} mit|Lv)| =k fir allev € V und mit der Eigenschaft, dafs
jede Liste L(v) von der Form {a, + 1,a, +2,...,a, + k},a, € IN ist.

Die kleinste Zahl k, so daff G ein L(d,0)— List Labelling fiir jede aufeinander-
folgende k— Listenzuweisung besitzt, wird mit cchy(G) bezeichnet.

Fiir d = 1 ergibt sich keine neue Grapheninvariante, denn es gilt cchy (G) = x(G)
fiir jeden Graphen G. Fiir d > 1 ist dieses Konzept einerseits eine Verallgemeine-
rung der L(d,0)—Labellings, andererseits eine Abschwéchung der L(d,0)—List
Labellings. Damit ergibt sich

M(G) +1=d(x(G) — 1)+ 1 < cchy(G) < XHG).

Waters konnte sogar eine obere Schranke mit Bezug auf die chromatische Zahl
angeben, was bei ¢ nicht méglich war:

Satz 5.6 (Waters, [100]) Ist G ein Graph der Ordnung n und d € IN, dann
qilt
dx(G)

ccha(G) < dy(G) — [Tw +1.

Folgerung 5.2 Fs gilt x(G) — 1 < % < x(G) fiir jeden Graphen G.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Knotenfarbungen mit Abstandsbedingungen sind ein aktuelles und — in Hinblick
auf den praktischen Hintergrund der Frequenzzuweisung — auch sehr niitzliches
Gebiet der Graphentheorie. Die bekanntesten Vertreter dieser Farbungen sind
Teil der vorliegenden Arbeit. In Kapitel 2 werden die drei Hauptkonzepte Li-
stenfarbung, T—Farbung und Farbung mit Abstandsbedingungen vorgestellt.
Dazu wurden allgemeine Eigenschaften und bekannte Resultate zusammenge-
tragen und an manchen Stellen durch eigene Untersuchungen vervollstandigt.
Speziell fiir Lp—Labellings bzw. Lp—List Labellings mit P = (py, ..., p,) konn-
ten Ergebnisse fiir den Fall » = 2 auf r» > 2 verallgemeinert werden.

In Kapitel 3 beschéftigen wir uns mit L(d, s)—Labellings, hauptséchlich fiir
s = 1. Die in den Abschnitten 3.3 und 3.4 durchgefithrte Berechnung bzw.
Abschétzung von \4; fiir ausgewdhlte Graphenklassen bildet den Hauptteil
dieses Kapitels. Eigene Ergebnisse wurden dabei zu folgenden Graphenklassen
erzielt:

Graphenklasse Exakte Werte oder Schranken fiir A4
Regulédre Parkettierungen Satze 3.5, 3.6, 3.7

Wegpotenzen Satz 3.8

Kreispotenzen Satze 3.10 — 3.13 & Tabellen 3.3, 3.4
Durchmesser-2-Graphen Satz 3.14
Baume Satz 3.17
Outerplanare Graphen Satz 3.19
K4—Minor-freie Graphen Satz 3.19

Am umfangreichsten gestaltete sich die Berechnung von A 4 fiir Kreispotenzen,
hauptséchlich aufgrund der intensiven Untersuchung der Zerlegungseigenschaf-
ten von C) fiir simtliche n und r. Die dabei gewonnenen Resultate konnen
sicherlich bei anderen Fragestellungen in der Graphentheorie eingesetzt wer-
den. Denkbar wére beispielsweise eine Anwendung beim Konzept der beliebig
Knoten-zerlegbaren Graphen (engl.: arbitrarily vertex-decomposable graphs).
Ein Graph G = (V, E) heifit beliebig Knoten-zerlegbar, wenn fiir jede beliebige
Sequenz (ny,...,n;) positiver ganzer Zahlen mit Y '_ n; = |V| eine Partition
(Vi, ..., Vi) der Knotenmenge V existiert, so dal G[V;] zusammenhéngend und
|Vi| = n; ist (siehe z.B. [58]).
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Griggs und Yeh [51] zeigten Ay 1 (G) = A?(G) fiir Durchmesser-2-Graphen G der
Ordnung n = A%(G) + 1 sowie A\y; < A?(G) — 1 fiir Durchmesser-2-Graphen
G der Ordnung n < A%(G). Dies motivierte sie dazu, die Vermutung 3.1 aufzu-
stellen. In Satz 3.14 verallgemeinerten wir ihr Ergebnis auf d > 2 und bewiesen
Aa1(G) < AY(G)+(d—2)A(G) —1 fiir Durchmesser-2-Graphen G der Ordnung
n < A?(G) und A(G) > 3. Es ist daher sinnvoll, eine Verallgemeinerung der
Vermutung 3.1 zu formulieren:

Vermutung 6.1 Fir jeden Graphen G mit Maximalgrad A > 2 und d > 2 gilt
Aa1(G) < A2+ (d—2)A.

Diese obere Schranke ist beispielsweise scharf fiir den Kreis C5. Die derzeit beste
allgemeine Schranke ist A g1(G) < A? 4 (d — 1)A — 2, d > 2 (Gongalves, [48]).

L(d, s)—List Labellings — die Listenversion der L(d, s)—Labellings — sind The-
ma des Kapitels 4. Anders als bei den L(d, 0)—Labellings, fiir die \y =d - A\, =
d(x — 1) gilt, gibt es bei den L(d,0)—List Labellings keine offenkundige Bezie-
hung zwischen x¢ und x;. Von Interesse ist daher die Vermutung 4.1, welche
besagt, daf fiir jeden Graphen G und alle d > 1 die Ungleichung x4(G) <
(2d — 1)(x;(G) — 1) + 1 gilt.

Waters stellte diese Vermutung in [99] auf und bewies sie zudem fiir alle 2—listen-
farbbaren Graphen. Richtig ist sie auflerdem fiir sémtliche Graphen G mit
X+(G) = col(G) (vgl. Satz 4.1). Daher gilt fiir Wegpotenzen x¢(Pr) < (2d —
D(x;(Pr)—1)+1=(2d — 1)r + 1, da Wegpotenzen chordal sind. Diese obere
Schranke fiir x¢(Pr) 148t sich ebenso mit einem Greedy-Algorithmus gewinnen:
Weist man den Knoten vy, ..., v, (von links nach rechts numeriert) der Wegpo-
tenz in dieser Reihenfolge Label zu, so sind fiir den Knoten v; maximal (2d—1)r
Label durch die Label der Knoten v;_,, ..., v;_1 verboten. Folglich existiert fiir
jede [(2d — 1)r 4+ 1]—Listenzuweisung ein L(d, 0)—List Labelling fiir P! .
Unbeantwortet ist die Frage, ob die Vermutung 4.1 auch fiir alle Kreispotenzen
gilt. Aus Satz 2.29 148t sich x4(C") < 2rd + 1 ableiten. Demnach ist die Be-
hauptung richtig, wenn x(C7) > r + 1 + (TT_J gilt. Offen sind alle Félle mit
r4+1<x(Ch) <r+[z77]-

In Satz 4.3 wurde die Vermutung 4.1 fiir K;,—Minor-freie Graphen bestétigt. Als
weitere zu untersuchende Graphenklasse bieten sich daher die planaren Graphen
an. Da jeder planare Graph 5—listenférbbar ist, und die Vermutung bereits fiir
alle 2—listenfédrbbaren Graphen gezeigt wurde (Satz 4.2), miiiten noch die Falle
X¢ € {3,4,5} untersucht werden.

Fiir Kakteen, welche ebenfalls K;—Minor-frei sind, konnte sogar die bessere
Schranke x¢ < dx} gezeigt werden (siche Folgerung 4.9). Zusammen mit Satz
2.26 ergibt sich d(xj(K) — 1) +1 < x}(K) < dx;(K) fiir jeden Kaktus K, d.h.
eine Differenz von d — 1 zwischen oberer und unterer Schranke. Vermutlich kann
ein dhnliches Resultat auch fiir outerplanare bzw. Ky—Minor-freie Graphen
erzielt werden. Nimmt man das Lemma 3.17 und den Satz 4.7 zu Hilfe, so
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sollte mit wenig Aufwand gezeigt werden kénnen, daf3 ab einer geniigend grofien
Taillenweite g (g = 57) x¢ < 3d fiir K;—Minor-freie Graphen mit y; = 3 gilt.
Daher ware neben der Vermutung 4.1 eine weitere interessante Frage:

Problem 6.1 Fliir welche Graphen G und d > 2 gilt x}(G) < d - x}(G)?

Als untere Abschétzung gilt x4(G)—1 > d(x}(G)—1) bzw. allgemeiner Y (G)—
1 > d(x}(G) —1) fiir jeden Graphen G und simtliche Abstandsbedingungen P
(Satz 2.26). Eine herausfordernde Aufgabe ist hier die Bestimmung notwendiger
oder hinreichender Kriterien, wann diese untere Schranke scharf ist:

Problem 6.2 (Fiala und Skrekovski, [39]) Fiir welche Graphen G und Ab-
standsbedingungen P gilt X" (G) — 1 =d(xY(G) —1)?

Fir L(d,s)—List Labellings mit s > 0 ist noch relativ wenig bekannt. Da-
her wurden in Abschnitt 4.2.2. einfache Graphen, wie Sterne, Wege und Krei-
se untersucht. Trotz ihrer einfachen Struktur ist die Berechnung und selbst
die Abschéitzung von X?’s fiir diese Graphen keineswegs trivial. Abgesehen von
Einzelféllen gibt es fiir d > 2, s > 0 noch keine geschlossenen Formeln zur
Berechnung von X?’S(K 1n), X?’S(Pn) und X?’S(Cn). Daher sind hier weitere Un-
tersuchungen erforderlich.

Ein Problem aus der enumerativen Kombinatorik, welches in engem Zusam-
menhang zur Berechnung von x?'(G) steht, ist das Abzihlen von Eulerschen
Unterdigraphen, wenn eine Orientierung D fiir den Multigraphen G¥ gegeben
ist. Wie wir aus Satz 2.31 wissen, kann man damit fiir y»’ (@) die obere Schranke
Xt (G) < max,ey(p)dp(v) + 1 gewinnen, sofern EE(D) # EO(D) fiir die Ori-
entierung D gilt. Bei Wegen und Kreisen lassen sich meistens sehr schnell gute
(z.B. drehsymmetrische oder rekursiv definierbare) Orientierungen D fiir PY
bzw. CI angeben. Jedoch scheitert man oft am Beweis von EE(D) # EO(D).
Es ist daher sinnvoll, weitere Uberlegungen in die Entwicklung von Methoden
zu investieren, mit denen man moglichst schnell und elegant EE(D) # EO(D)
zeigen kann. Fin erster Schritt in diese Richtung ist die im Beweis von Satz 4.4
eingefiihrte Idee, FE(D) # EO(D)mod p fiir eine Primzahl p zu zeigen. Diese
Methode erwies sich beim Beweis von Satz 4.19 und an weiteren Stellen des 4.
Kapitels als niitzlich.

Ist D eine Orientierung ohne ungerade Zyklen, so gilt stets EE(D) # FEO(D).
Diese Tatsache machen wir uns im Abschnitt 4.3. zunutze. Mit Hilfe der in Al-
gorithmus 4.3 eingefiihrten Reduktion-Labelling-Methode gelingt es, fiir jeden
Kaktus K eine Orientierung D fiir K® ohne ungerade Zyklen zu konstruie-
ren und daraus eine obere Schranke fiir y¢(K) zu bestimmen (siehe Satz 4.21).
Diese Schranke wird fiir Kakteen, welche nur einen Kreis besitzen, in Satz 4.20
verbessert.

Bei der anschliefenden Abschitzung von X?’l fiir Kakteen wurde ebenfalls die
Reduktion-Labelling-Methode angewandt. Sehr wahrscheinlich kann sie auch
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bei anderen Farbungsarten erfolgreich eingesetzt werden. Geeignet wére sie bei-
spielsweise zur Konstruktion von [r, s, t{|—Farbungen von Kakteen. Eine [r, s, t|—
Fiarbung eines Graphen G ist eine Totalfarbung von G mit den Abstandsbedin-
gungen r fiir adjazente Knoten, s fiir adjazente Kanten und t fiir inzidente
Knoten und Kanten (siehe [63] fiir weitere Informationen). Mochte man jedoch
Xr.st(K), die Mindestanzahl benétigter Farben fiir eine [r, s, t|—Féarbung des
Kaktus K, abschétzen, so sind mit der Reduktion-Labelling-Methode nur bei
relativ kleinen Werten fiir s gute Schranken zu erreichen.

Weitere niitzliche Werkzeuge bei der Abschétzung von X?’l fiir Kakteen waren
die beiden in Abschnitt 4.2.1. beschriebenen Labelling-Algorithmen 4.1 und 4.2
fiir Wege (mit kleinen Randlisten) und die dafiir hinreichenden Bedingungen aus
den Lemmata 4.2 und 4.3. Ebenso wie der Satz 4.7 konnten diese moglicherweise
bei Untersuchungen zur Fortfithrbarkeit von Vorfarbungen mit Abstandsbedin-
gungen (engl.: precoloring extension) Anwendung finden. Enthélt ein Graph
G einen Weg (vy,...,v;), so daBl {vy,v;} eine trennende Knotenmenge bildet,
so kann man den Weg (vs,...,v;_1) aus G "herausschneiden” und Aussagen
treffen, ob eine Vorfarbung von G — {wvy,...,v; 1} auf die Knoten vy, ..., v,
erweitert werden kann. Ebenso kénnte man bei einem in GG vorhandenen Kreis
(v1,...,v,v1) den Weg (vq,...,v;) herausnehmen und gesondert betrachten,
wenn vy eine Artikulation wire. Dieses Vorgehen wurde beim Labelling von
Endkreisen demonstriert.

Mit den obigen Techniken konnten wir fiir Kakteen eine obere Schranke fiir
X?’l, d > 2, angeben (Satz 4.22), welche fiir manche Werte von A und g scharf
ist. Ferner wurde y,”" in Satz 4.23 exakt berechnet. Da x¢ fiir Biume und Kreise
bereits bekannt ist, kénnten weitere Untersuchungen dahin gehen, x4 fiir Kak-
teen genau zu berechnen. Eine andere interessante Frage in Verbindung mit
Kakteen ist die folgende:

Aus [35] ist bekannt, daf schon die Berechnung von Ay ; fiir Graphen mit Baum-
weite 2 N'P—vollstiandig ist. Jedoch existiert laut [66] ein polynomialer Algo-
rithmus zur Berechnung von X?’l fiir Baume. Daher wére es schon zu wissen, ob
auch fiir Kakteen noch ein polynomialer Algorithmus existiert. In Satz 4.22 zeig-
te sich, daf3 X‘Z’l(K ) < A+2d—1 fiir einen Kaktus K mit groBem Maximalgrad A
oder grofler Taillenweite g ist. Da dies auch die beste allgemeine obere Schranke
fiir Baume ist (vgl. Satz 4.8), kénnte man vermuten, dafl sich das Labelling-
Verhalten eines Kaktus bei geniigend groflem Maximalgrad bzw. grofler Tail-
lenweite dem Verhalten eines Baumes angleicht und daher moglicherweise ein
polynomialer Algorithmus existiert.

Wie wir festgestellt haben, gilt y,;' = x"' fiir Kakteen. In [2] wurde gezeigt,
daf x}’l = x!! auch fiir outerplanare Graphen mit Maximalgrad A > 7 gilt.
Ferner gelten x;(Pr) = x(Pr) und x;(Cr) = x(Cr). Daher ist P = (1,...,1)
sicherlich ein guter Kandidat bei der Frage:
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Problem 6.3 Fliir welche Graphen G und Abstandsbedingungen P gilt xF'(G) =
P
X (G)?

Mit dieser Frage beschéftigen wir uns im Abschnitt 4.4 fiir den Fall P = (2,1).
Im Vordergrund steht dabei die Vermutung 4.4, daB x"' (T) = x>!(T) fiir jeden
Baum 7T gilt. Die Richtigkeit dieser Vermutung wird bewiesen fiir:

e Doppelsterne und Zweisterne (Satz 4.24),
e Kometen (Satz 4.25),

e Raupen mit Maximalgrad A > ¢ und a > 8 — i, wobei ¢ € {4,5,6} und
a der minimale Abstand zweier A—Knoten ist (Satz 4.26),

e Biume, welche einen der Bdume aus Abbildung 3.20 als Untergraphen
besitzen (Bemerkung 4.8).

Der niichste Schritt wire sicherlich, x7"' = y?! fiir alle Raupen zu zeigen. Ferner
wére natiirlich wichtig, Graphen mit X?’l # x> zu untersuchen, um Aussagen
machen zu koénnen, welche Bedingungen notwendig bzw. hinreichend fiir die
Gleichheit von X?’l und x?! sind. Dabei stellt sich beispielsweise die Frage, ob
auch bei Réddern Gleichheit besteht. Fiir Réder gilt x*'(K; + C,) = 7, wenn
n = 3,4, und x*(K; + C,) = n+ 2 fir n > 5 (vgl. Tabelle 3.2). Wiirde
X7 = x*! gelten, so wire 7' (K, + C,) = n +2 = x7' (K, ,) fiir n > 5. Dies
ist eher unwahrscheinlich.

Neben den hier explizit aufgefiihrten Problemen gibt es eine Vielzahl weiterer
offener Fragen und Aufgaben bei den Fiarbungen mit Abstandsbedingungen.
Generell erstrebenswert sind die Verbesserung schon existierender Schranken fiir
allgemeine oder spezielle Graphen, die Untersuchung anderer Graphenklassen
und das Betrachten weiterer Abstandsbedingungen P. Besonders wiinschenswert
sind natiirlich innovative Ideen, welche die Theorie der Féarbungen mit Ab-
standsbedingungen entscheidend voranbringen.
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B. Symbolverzeichnis

col(Q) Reihenzahl (coloring number) von G

deg(v) Knotengrad von v

d~(v), d*(v) Innen- bzw. Auflengrad von v

I(G), A(G) Minimal- bzw. Maximalgrad von G

0*(G) Deltagrad von G

A*(G) Nachbargrad von G

dist(z,y) Abstand der Knoten x und y

EE(D), EO(D) Anzahl der geraden bzw. ungeraden Eulerschen
Unterdigraphen von D

9(G) Taillenweite von G

G" r—te Potenz von GG

Gt Multigraph zu G, siehe Definition in Satz 2.31

Ap(G) Lp—Zahl von G

n(G) Ordnung von G

N(v) Nachbarschaft von v

N{v] Nachbarschaft von v vereinigt mit v

N;(v) Menge der Knoten im Abstand j zu v

spr(G) T—Spannweite von G

T — ch(G) T—listenchromatische Zahl von G

X(G) chromatische Zahl von G

Xc(G) kreischromatische Zahl von G

VP (G) AP(G) +1

Xo(G), x¢ (@), ch(G) listenchromatische Zahl von G

XP(@G) Lp—Listenzahl von G

w(G) Cliquenzahl von G

Dissertation, Anja Kohl (2006) 148



C. Definitionen

1. Eine Artikulation v € V eines Graphen G = (V, F) ist ein trennen-
der Knoten, d.h. das Loschen von v erhoht die Komponentenanzahl des
Graphen.

2. Der Auflengrad d*(v) eines Knotens v € V in einem Digraphen D =
(V, E) ist die Anzahl der Bogen aus E, deren Anfangsknoten v ist.

3. Ein Blatt ist ein Endknoten, d.h. ein Knoten vom Grad 1.

4. Ein Block eines Graphen G ist ein maximaler 2—fach zusammenhéngender
Untergraph von G.

5. Ein Bogen (x,y) ist eine gerichtete Kante mit dem Anfangsknoten x und
dem Endknoten y.

6. Ein Graph heifit chordal, wenn er keinen Kreis Cj, | > 4, als induzierten
Untergraphen enthélt.

7. Eine Clique in einem Graphen G ist ein vollstdndiger Untergraph. Die
Cliquenzahl w(G) ist die Méchtigkeit einer grofiten Clique von G.

8. Sei G = (V, F) ein Graph. Ein Untergraph H C G wird von einer Menge
E' C F erzeugt , wenn E(H) = E' und V(H) = {u | I{u,v} € E'} N
V(G). Ein Untergraph H C G wird von einer Menge V' C V' induziert,
wenn V(H) =V' und E(H) = {{u,v} | u,v € V'} N E(G). Man schreibt
fir H dann auch G[E'] bzw. G[V'].

9. Der Innengrad d~(v) eines Knotens v € V in einem Digaphen D =
(V, E) ist die Anzahl der Bogen aus F, deren Endknoten v ist.

10. Der Kantengraph L(G) eines Graphen G = (V| F) ist der Graph mit
der Knotenmenge F, in dem z,y € E genau dann als Knoten adjazent
sind, wenn sie es als Kanten in G sind.

11. Ein Kantenzug (vo,€1,v1, .. ., €k, Vy) ist eine Folge von Knoten und Kan-
ten mit e; = {v;_1,v;}, i = 1,...,k, paarweise verschieden.

12. Ein Graph heifit klauenfrei, wenn er nicht K3 als induzierten Unter-
graphen enthélt.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

Das Komplement bzw. der Komplementdrgraph G cines Graphen
G = (V, E) ist der Graph mit der Knotenmenge V', in dem zwei Knoten
genau dann adjazent sind, wenn sie in GG nicht adjazent sind.

Ein Minor H eines Graphen GG geht aus GG durch eine endliche Folge von
Kantenloschungen und Kantenkontraktionen hervor.

Eine Orientierung eines Graphen G = (V, E) ist ein gerichteter Graph,
der aus G hervorgeht, indem jede Kante {z,y} € E durch genau einen
der Bogen (z,y) und (y, z) ersetzt wird.

Die r—te Potenz G" eines Graphen G = (V, E) ist der Graph mit der
Knotenmenge V', so dafl zwei Knoten genau dann adjazent sind, wenn ihr
Abstand in G hochstens r betrégt.

Die Lénge eines kiirzesten Kreises in einem Graphen G wird als Taillen-
weite von G bezeichnet.

Eine Towur ist in dieser Arbeit dquivalent zu einem Kantenzug.

Ein Untergraph H von einem Graphen G, geschrieben H C G, ist ein
Graph mit V(H) C V(G) und E(H) C E(G).

Ersetzt man in einem Graphen G jede Kante {x,y} durch einen (x,y)—
Weg, so dafl die Ersetzungswege keine inneren Knoten mit V(G) oder
miteinander gemeinsam haben, so ist der entstandene Graph H eine Un-
tertetlung von G.
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abfallendes Labelling-Schema, 40 erzeugter Untergraph, 149
alternierendes Labelling-Schema, 40 Eulerscher Unterdigraph, 17
arithmetische Menge, 23 gerader, 17
Artikulation, 149 ungerader, 17
Aschbacher-Graph, 72 Exzentrizitit, 83

Auflengrad, 149
Farbstufe, 35

beliebig Knoten-zerlegbhar, 136 Frequenzzuweisungsproblem, 1

Berge-Graph, 10 Farbung, 8

Blatt, 149 (a,b)—Féarbung, 134

Block, 149 [, s, t|—Farbung, 139

Bogen, 149 T—Farbung, 10

choosability, 15 Gallai-Baum, 17

chordaler Graph, 149 gewichteter Grad, 15

chromatische Zahl, 8 maximaler gewichteter Grad, 15

Chvital-Graph, 9 Hoffman-Singleton-Graph, 72

Clique, 9, 149

Cliquenzahl, 9, 149 induzierter Untergraph, 149

coloring number, 9 Initialmengen, 11

consecutive choosability, 135 Innengrad, 149

D—Listenfarbbarkeit, 16 K4-Minor-freier Graph, 85

D — P—Listenfirbbarkeit, 26 Kaktus, 108

D — T—Listenfarbbarkeit, 22 Kantengraph, 149

degeneriert, 9 Kantenzug, 149

Deltagrad, 80 Kern, 18

Doppelstern, 82 klauenfreier Graph, 149

Dualgraph, 8 Knotenreihe, 35, 42

Durchmesser, 72 k—Knotenreihe, 42
Komet, 124

eliminiert, 90 Komplement, 150

1—eliminiert, 90 Komplementérgraph, 150
Endkreis, 108 Kontraktion eines Endkreises, 109
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D. Index

kreischromatische Zahl, 134
Korper, 20

L(d, s)—Labelling, 27
liickenloses, 132
s—separiertes, 132
zirkuléres, 133

L(d, s)—List Labelling, 87

L(d, s)—Listenzahl, 87

L(d, s)—Zahl, 27

listenchromatische Zahl, 15

Listenfarbung, 15
T—Listenfarbung, 21

Listenzuweisung, 15
k—Listenzuweisung, 15

Lp—Labelling, 12

Lp—List Labelling, 24

Lp—Listenzahl, 24

Lp—Zahl, 12

Minor, 150
Moore-Graph, 72

Nachbargrad, 81

Orientierung, 150
outerplanarer Graph, 85

Parkettierung, 32
regulire, 32
perfekter Graph, 10
Petersen-Graph, 72
planarer Graph, 8

Potenz, 150

precoloring extension, 132, 139

r—Kreise, 41
r—Wege, 35
Raupe, 82

Reduktion-Labelling-Methode, 109

Reihenzahl, 9

T'—chromatische Zahl, 10
T—Farbung, 10

T'—listenchromatische Zahl, 21

T—Listenfarbung, 21
T—Spannweite, 10
Taillenweite, 150
Theta-Graph, 20
Tour, 108, 150

Untergraph, 150
erzeugter, 149
induzierter, 149

Unterteilung, 20, 150

Verbindung, 133
Weg mit kleinen Randlisten, 91

zentrales Dreieck, 109
Zerlegung in Knotenreihen, 42
Zweistern, 124
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