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Symbolverzeichnis

Diese Ubersicht beinhaltet vorwiegend jene in der Literatur gebriuchlichen Symbole, die

im folgenden Text nicht ausfiihrlicher erklért, aber dennoch héufig verwendet werden.

Rd
R

B(E)

NRdxlCd

N]Rdxlcd

1{-}
La(e)
U\ Ox )
2, F, P]

d-dimensionaler euklidischer Raum, d > 1;

Menge der reellen Zahlen;

iibliches Skalarprodukt fiir Vektoren x,y € R%:

euklidische Norm von x € R%:

Nullvektor des R¢;

kleinerer der beiden Winkel zwischen x,y € R%

={y e R?: |ly — x|| < r}, Kugel mit Mittelpunkt x € R? und Radius r > 0;
= B%0, 1), Einheitskugel des R%;

= {y € R?: |ly|| = 1}, Einheitssphére des R%;

k-dimensionales Hausdorff-Maf}, k£ > 0;

= H(BY);

= (d—7)bg—; fir j€{0,...,d— 1}

System aller kompakten und konvexen Teilmengen des R

erweiterter Konvexring des R

Rand einer Menge K C R%;

Minkowski-Addition, d.h. A®@ B={x+y:x€ A y€ B}, A, BCR?
={tx:x € A} fir t € R und A C R%

= —A fir A C R

= A®tB? fir t > 0 und A C R%

Gruppe der eigentlichen Drehungen des RY;

sphirisches Lebesgue-Maf auf S9!;

beziiglich SO, invariantes Wahrscheinlichkeitsmafl auf SOy;

Borelsche o-Algebra eines lokal kompakten Raums F mit abzdhlbarer Basis;
Menge aller Zdhlmafe ¢ auf B(R? x K) mit ¢(B x K?) < oo fiir alle
kompakten Mengen B C RY;

o-Algebra auf Npa, a4, die von allen Abbildungen ¢ +— ¥ (A), ¥ € Npayxd,
A € B(R? x K%), erzeugt wird;

Dirac-Mafl im Punkt e € E;

=1, falls Aussage in {-} wahr, sonst = 0;

=1, falls e € A, sonst = 0, Indikatorfunktion der Menge A;

=1 — H{p({(x, K)}) > 0}dx k) fiir ¢ € Npayxa und (x, K) € R? x K%
abstrakter Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem alle zufélligen Gréflen definiert
sind;

Erwartungswert beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafles P






Kapitel 1

Einleitung und Uberblick

In der Stochastischen Geometrie existiert mit dem Begriff der zufélligen abgeschlossenen
Menge ein leistungsfahiges Werkzeug zur Beschreibung zufilliger geometrischer Struk-
turen. Eine besonders wichtige Klasse zufilliger abgeschlossener Mengen sind die soge-
nannten Keim-Korn-Modelle in R?, und unter diesen wiederum jene, die sich als lokal
endliche Vereinigung zufélliger nichtleerer konvezer kompakter Mengen darstellen lassen.
Die Realisierungen einer solchen zufilligen Menge = sind somit Elemente des erweiterten

Konvexrings S¢. Etwas formaler sei die zufillige Menge = durch

== J&+ 2 (1.1)
n=1
definiert, wobei die Keime &, und die Kérner Z,, n = 1,2,..., durch einen markierten
Punktprozess
n=1
auf R? mit Marken Z,, n = 1,2,..., aus der Menge der nichtleeren konvexen kompakten

Mengen in R? gegeben sind, wobei ¥({(x, K) : (x + K) N B # @}) < oo P-f.s. fiir alle
kompakten Mengen B C R? gelte. ¥ wird auch Keim-Korn-Prozess genannt.

Diese Klasse zufilliger Mengen umfasst bereits viele Anwendungssituationen und erlaubt
aufgrund der besonderen Struktur der betrachteten Mengen oftmals einfache geometrische
Interpretationen abgeleiteter GroBen. Die Darstellung (1.1) ist dabei sogar fiir jede zufélli-
ge Menge mit Realisierungen in 8¢ moglich (Weil und Wieacker, 1988), wobei zudem ¥ in
(1.2) so gewahlt werden kann, dass W die gleichen Invarianzeigenschaften wie die zuféllige
Menge besitzt. Fiir eine allgemeine Einfiihrung in die Theorie und Anwendung zufélliger
abgeschlossener Mengen sei stellvertretend auf Stoyan, Kendall und Mecke (1995) sowie
Schneider und Weil (2000) verwiesen.
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Die vorliegende Arbeit enthélt drei verschiedene Beitrige zur Theorie und Anwendung
von Keim-Korn-Modellen (1.1) und der zugrunde liegenden markierten Punktprozesse

(1.2). Der folgende Uberblick gibt eine Einfithrung in die betrachteten Fragestellungen.

1.1 Groflen zweiter Ordnung fiir zufillige Mengen

Eine gemif (1.1) definierte zufillige abgeschlossene Menge Z in R?, d > 2, ist der Aus-
gangspunkt fiir eine ganze Vielzahl zufilliger MaBe, vgl. z. B. Schneider (1993), Stoyan,
Kendall und Mecke (1995) sowie Heinrich und Molchanov (1999). Ein solches zufilliges

Maf ist beispielsweise das durch
Vz=(B) := HY(BNZ), BeBRY, (1.3)
definierte zufillige Volumenmaf$ V=. Neben der durch
ViP(x) :=P(xeE), xeR% (1.4)

bestimmten lokalen Volumendichte V‘Ed) (x) ist in der Theorie und Anwendung zufélliger

Mengen die durch
C(x1,%g) = P(x; €Z,%, € Z),  x1,%Xp € R, (1.5)

gegebene Kovarianz C(x1,Xs) eine hiufig zur Beschreibung und Charakterisierung ver-
wendete Grifle zweiter Ordnung (siehe z. B. Stoyan, Kendall und Mecke, 1995, und Ver-
weise). Sehr einfach ldsst sich zeigen, dass die Kovarianz eine zweite Produktdichte von
Vz ist, also eine Dichte des zweiten MomentenmaBes E[V=(-)V=(-)] von Vz beziiglich H??.

In dhnlicher Weise zur Definition von V= lasst sich durch

S=(B) = %md—l(B NI[Z® B%o,t)]), B e BRY), (1.6)

das zufdllige Oberflichenmaf Sz von = einfithren. Dabei ist die Wohldefiniertheit von Sz
durch die in (1.1) an = gestellten Bedingungen gewahrleistet. (Man beachte, dass die in
(1.6) gegebene Definition des zufilligen Oberflichenmafles von jener in Abschnitt 7.3.4 in
Stoyan, Kendall und Mecke, 1995, abweicht, welche fiir eine (d — 1)-dimensionale Menge
= nur die Hélfte des Oberflicheninhalts ergibt.)

Aus den in Sz enthaltenen Informationen iiber den Rand von = lassen sich weitere Kenn-
groflen zufélliger Mengen ableiten. Eine wichtige Grofle ist hier die lokale Oberflichen-
dichte (auch spezifische Oberfiiche) S‘(/d )(x). Sie kann beispielsweise iiber

S‘(,d) (x) := lim ES=(B%(x, 1))

e A\ )T d
Wik R (1.7)
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eingefithrt werden (siehe z. B. Hahn u.a., 1999) und ist als Dichte des IntensitatsmaBes

ES=(-) interpretierbar (vgl. zur Existenz Proposition 4.10 in Hug und Last, 2000).

Ein Analogon zur Kovarianz als zweiter Produktdichte von Vz ist die zweite Produktdichte
von S=. Sie sei im Folgenden mit Q(SQ) bezeichnet. Grundsétzlich kann diese Dichtefunktion
Qg) als eine weitere Moglichkeit zur Beschreibung zuféilliger Mengen betrachtet werden.
Sie spielt auch in der Statistischen Physik eine Rolle, wo sie beispielsweise zur Berechnung
von Schranken fiir die Fliissigkeitsdurchléssigkeit von Modellen poréser Medien verwendet
wird (vgl. Kapitel 21 in Torquato, 2002). Erste diesbeziigliche Uberlegungen und Ergeb-

nisse gehen bereits auf Doi (1976) zuriick.

Die Existenz von Q(SQ) ist allerdings nicht mehr auf so einfache Weise wie die der Kovarianz

nachweisbar und erfordert zusétzliche Voraussetzungen an die zufillige Menge = (siehe
Abschnitt 2.3). Zudem ist eine Bestimmung von Formeln fiir Qg) auf der Grundlage ei-
nes Modells i. A. schwierig. Basierend auf unterschiedlichen Ansétzen sind bisher fiir das
Boolesche Modell mit Kugeln in R? (Mecke, 2001) und in R? (Doi, 1976; Torquato, 2002)
sowie mit Strecken in R? (Mecke, 2001) exakte Formeln sowie fiir das Gibbssche Hartkugel-
Modell in R? (Torquato, 1986) Ndherungen bestimmt worden. Fiir stationére und isotro-
pe Boolesche Modelle mit ausschlielich (d — 1)-dimensionalen kompakten und konvexen
Kornern sind dariiber hinaus Herleitungen von ng) als Ableitung der K-Funktion fiir das
zufillige Mafl Sz (Abschnitt 7.2.2 in Stoyan, Kendall und Mecke, 1995) &hnlich einer
Beziehung zwischen der K-Funktion und der zweiten Produktdichte eines gewohnlichen
Punktprozesses (Stoyan, Kendall und Mecke, 1995, S. 129) méglich. Ahnlichkeiten gibt es
auch zur Untersuchung von Produktdichten zufélliger Faserprozesse, vgl. hierzu z. B. Stoy-
an, Mecke und Pohlmann (1980). Insbesondere der in Formel (5.16) in Torquato (2002)
verfolgte Ansatz scheint jedoch auch fiir andere Modelle und kompliziertere Korner ein

moglicher Zugang zu sein.

Dieser Zugang héngt eng mit einer fiir stationére zufillige Mengen = seit langerem be-
kannten Eigenschaft zusammen: Unter gewissen Glattheitsvoraussetzungen an die Kérner
sind die (nun ortsunabhéngigen) Gréfien Véd) und S‘(/d ) iiber die Beziehung (Formel (6.2.4)
in Stoyan, Kendall und Mecke, 1995)

sy = (1= V") H(0) (18)
verkniipft. Dabei ist H.(0) die Ableitung der sphdrischen Kontaktverteilungsfunktion
Hy(t):=Ploc Z®tB? | o ¢ Z). (1.9)

bei ¢ = 0. (1.8) ist dabei in der Literatur in unterschiedlichen Darstellungen und Ver-
allgemeinerungen betrachtet worden. So gehen entsprechende Ergebnisse zur absoluten
Stetigkeit von H auf Last und Schassberger (1998) sowie Hansen u.a. (1999) zuriick.
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Eine Verallgemeinerung von (1.8) auf den instationdren Fall wird vor allem in Micheletti
und Stoyan (1998) sowie Hug und Last (2000) diskutiert. In letzterer Arbeit wird zudem
eine Theorie im Sinne von (1.8) fiir den Fall entwickelt, dass das in (1.9) verwendete

Strukturelement B? durch einen strikt konvexen Korper ersetzt wird.

In Torquato (2002, Formel (5.16)) wird nun fiir das stationéire Boolesche Modell mit Ku-
geln in R? die Produktdichte gg?) (dort ,surface-surface correlation function“ Fys genannt)

in zu (1.8) dhnlicher Weise iiber

—, 0
o (x) = C(r) 5~

0

— HP (r,t,,t,) (1.10)
ta=+0 oty

t1=40

bestimmt, wobei C(r) die Kovarianz des Komplements von = ist und H® durch

HP(r,t),ty) =PloeZ@tBLrecE@t,B |o¢ Er¢ =), reR? (1.11)

gegeben ist (vgl. auch die Definitionen in Abschnitt 2.1). Dabei wird (1.10) allerdings

ohne Angabe eines Beweises verwendet.

Ziel des Kapitels 2 ist zu untersuchen, unter welchen Voraussetzungen an das Keim-Korn-
Modell Z und weitergehend an den zugrunde liegenden Punktprozess auf R? x K¢ Glei-
chung (1.10) bzw. ihre Verallgemeinerung auf den instationéren Fall giiltig ist (Abschnitte
2.2, 2.3, 2.5). Hilfreich sind dabei einige der Methoden aus Hug und Last (2000), die vor
allem auf den verallgemeinerten Kriimmungsmafien und einer Formel vom Steiner-Typ
fiir Mengen aus dem erweiterten Konvexring S (vgl. Abschnitt 2.1) basieren. Im Fall
des stationdren Booleschen Modells ist es dann moglich, Formeln fiir die Dichte 9(52) fiir

weitere Kornverteilungen anzugeben (Abschnitt 2.6).

Fiir eine Anwendung von Q(SQ) stellt sich prinzipiell auch die Frage nach geeigneten Schétzern.

Diese soll hier jedoch nicht diskutiert werden.

1.2 Der Matérn-Prozess mit konvexen Kornern

Eine wichtige Aufgabe in der Stochastischen Geometrie/ Raumlichen Statistik und in der
Statistischen Physik ist das Studium zufélliger Systeme harter (d.h., sich nicht schnei-
dender) Kugeln (vgl. auch Kapitel 4). Zwei bedeutende Modelle sind hierfiir der Hard-
Core-Gibbs-Prozess (siehe Lowen, 2000, Mase u. a., 2001) und das RSA-Modell (,,random
sequential addition/ adsorption model“, so vor allem in der Statistischen Physik gebrauch-
lich, siehe Evans, 1993; Talbot u. a., 2000; in der Literatur zur Stochastischen Geometrie
auch ,simple sequential inhibition process® genannt, siehe z. B. Stoyan, Kendall und Me-

cke, 1995). Beide Modelle sind analytisch gar nicht oder nur schwer zugénglich, weshalb sie
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im Wesentlichen mit Hilfe von Simulationen untersucht werden. Fiir den Gibbs-Prozess
kommen dabei Markov-Chain-Monte-Carlo-Simulationen zur Anwendung, siche Binder
(2001) und Mase u.a. (2001); fiir das RSA-Modell wurden z. B. von Doge (2001) effizien-
te Algorithmen entwickelt. Ein deutlich einfacheres Modell hinsichtlich der Herleitbarkeit
expliziter Formeln ist Matérns zweiter Hard-Core-Prozess (Matérn, 1960; Stoyan, Kendall

und Mecke, 1995, S. 162), welcher jedoch nur vergleichsweise geringe Intensitéaten zulésst.

Die Annahme kugelférmiger Objekte reicht bei der Modellierung realer Sachverhalte in
vielen Situationen nicht aus, weshalb vorwiegend in der physikalischen Literatur entspre-
chende Gibbs-Modelle mit beispielsweise Ellipsoiden und Zylindern betrachtet wurden,
siche z.B. Schmid und Phuong (2002) und Blaak u.a. (1999). Ebenso wurden schon
zufillige Systeme von Kreisscheiben in R? u.a. von Eppenga und Frenkel (1984) sowie
Léger und Levesque (2002) untersucht. Insbesondere bei diesen Systemen mit stark von
der Kugelform abweichenden Partikeln ist zu erwarten, dass einige Effekte, die im Fall
harter Kugeln iiberhaupt nicht auftreten, besonders deutlich sichtbar werden. So kann
zum Beispiel bei dichteren Strukturen eine gegenseitige Ausrichtung (Parallelisierung)

nahe beieinander liegender Partikeln beobachtet werden.

Ziel des Kapitels 3 ist es, zunéchst das urspriingliche Modell von Matérn auf den allge-
meineren Fall mit konvexen Koérpern zu iibertragen und Formeln fiir reduzierte fakto-
rielle Campbellmafle und faktorielle Momentenmafle herzuleiten (Abschnitt 3.1). Dabei
sind einige Ergebnisse und Methoden fiir Spezialfille dieses Modells bereits aus Stoyan
und Stoyan (1985) sowie Mansson und Rudemo (2002) bekannt. Die nun verallgemei-
nerte Formulierung macht es moglich, die Ergebnisse insbesondere in Abschnitt 2.5.3 im
Zusammenhang mit der Giiltigkeit von (1.10) anzuwenden. Mit Blick auf die in der Li-
teratur betrachteten Gibbs-Prozesse mit harten Kreisscheiben werden in Abschnitt 3.2
dann zwei analoge Beispiele (Strecken in R?, Kreisscheiben in R?) fiir das verallgemei-
nerte Matérn-Modell diskutiert. Obwohl dabei ebenso wie im Kugelfall nur vergleichswei-
se geringe Intensitdten moglich sind, treten auch hier lokale Anisotropieeffekte auf. Fiir
gleiche Intensitédten werden abschliefend das Matérn-Modell, das Gibbs-Modell und das
RSA-Modell fiir den Fall harter Kreisscheiben in R? verglichen.

1.3 Modellierung zweier Proben eines Feuerbetons

Beton ist ein wichtiger Baustoff, der in duflerst vielfaltigen Zusammensetzungen und For-
men verwendet wird. Typischerweise kann Beton als ein aus zwei verschiedenen Kom-
ponenten (Phasen) bestehendes Material angesehen werden, wobei eine Komponente aus
(zuféllig verteilten) harten Partikeln besteht, die von einer aus Zement als Bindemittel

bestehenden zweiten Phase umgeben sind.
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Bei der Erforschung von Beton sind vor allem dessen mechanische Eigenschaften wie das
Bruchverhalten bei dufleren Driicken und Spannungen, aber auch Transporteigenschaften
(Bentz u. a., 1999) von besonderem Interesse. Wie auch bei vielen anderen Materialien ste-
hen diese Eigenschaften in einem engen Zusammenhang zur inneren geometrischen Struk-
tur (Torquato, 2002; Sahimi, 2003). In den wenigsten Féllen héngen diese Eigenschaften
allein vom Volumenanteil der Partikelphase ab. Daher ist i. A. sowohl die statistische Ana-
lyse von Beton als auch dessen Modellierung eine sinnvolle und wichtige Aufgabe. Da die
Zementphase in der Regel als homogene Masse anzusehen ist, spielt vor allem die durch

das System der eingebundenen Partikeln gebildete Struktur eine Rolle.

Modelle fiir Beton gehoren meist zur Klasse der Modelle fiir Systeme zufillig verteilter
harter Partikeln. Viele dieser Modelle sind dabei auch auf andere reale Situationen au-
Berhalb der Betonforschung anwendbar, z. B. im Zusammenhang mit Sintermetallen und
granularen Materialien. Bei der Herstellung der in diesem Kapitel untersuchten Beton-
proben (siehe auch Abschnitt 4.1) wurden kugelférmige Partikeln verwendet, weshalb im
Folgenden nur Modelle fiir zufillige Systeme harter Kugeln eine Rolle spielen werden. Sehr
erfolgreiche Modelle sind hier vor allem von Physikern und Ingenieuren entwickelt wor-
den (siehe z. B. Lowen, 2000; Sollich, 2002; Winslow u. a., 1994; Bentz u.a., 1999). Dies
sind allerdings oftmals aus mathematisch-analytischer Sicht nur schwer oder gar nicht
zugéangliche Modelle, selbst ihre Simulation ist héufig nicht offensichtlich. Es existieren
zwar einfachere, auf Poisson-Prozessen basierende Modelle wie das Matérn-Modell (siehe
insbesondere Kapitel 3 und Verweise), das Stienen-Modell (Stoyan, 1998), das lilypond-
Modell (Haggstrom und Meesters, 1996) sowie das dead-leaves-Modell (Jeulin, 1997), die
allerdings fiir den vorliegenden Fall schon wegen der relativ geringen Volumenanteile der

zugehorigen Kugelsysteme ausscheiden.

Ziel des Kapitels 4 ist es, Modelle harter Kugeln aus der Stochastischen Geometrie/
Réumlichen Statistik und der Statistischen Physik zu finden, durch die zwei Proben eines
selbstflieBenden Feuerbetons mit kugelférmigen Partikeln gut beschrieben werden kénnen.
Dabei erweist sich neben dem in Bentz u.a. (1999) beschriebenen Modell ein weiteres,
in der Literatur bisher nicht betrachtetes, endliches Modell als besonders passend. Alle
hierzu nétigen Vergleiche basieren auf Grofien der Stochastischen Geometrie/ Réaumlichen
Statistik fiir markierte Punktprozesse und zuféllige abgeschlossene Mengen wie z. B. der
Paarkorrelationsfunktion und der sphérischen Kontaktverteilungsfunktion. Diese konnen
fiir die Betonproben aus Datensétzen bestimmt werden, die mit Verfahren der Bayesschen

Bildanalyse aus den CT-Bildern der realen Betonproben rekonstruiert werden.

Die in diesem einfithrenden Abschnitt und dann Kapitel 4 untersuchte Thematik ist weit-
gehend identisch mit dem Inhalt eines gemeinsamen Artikel des Autors mit Daryl J. Daley
und Dietrich Stoyan (vgl. Ballani u. a., 2005), vgl. ebenfalls Ballani (2005).



Kapitel 2

Groflen zweiter Ordnung fiir

zufillige Mengen

2.1 Vorbereitungen

Dieser Abschnitt dient der Einfithrung weiterer, vor allem fiir dieses Kapitel wichtiger
Begriffe, Groflen und Eigenschaften. Hinsichtlich hier verwendeter, aber nicht bewiesener
Aussagen sei auf die Literatur, insbesondere die Biicher von Schneider (1993), Stoyan,
Kendall und Mecke (1995), Schneider und Weil (2000) sowie den Artikel von Hug und
Last (2000) verwiesen.

2.1.1 Punktprozesse in R? x K¢

Die im Laufe dieses Kapitels zu zeigenden Eigenschaften fiir ein geméf (1.1) definiertes
Keim-Korn-Modell = basieren auf Voraussetzungen an den zugrunde liegenden markier-
ten Punktprozess ¥ auf R? mit Marken in K% W ist dabei ein auf einem abstrakten
Wahrscheinlichkeitsraum [2, F, P] definiertes zufilliges Zahlmafl mit der Eigenschaft, dass
U(B x K%) < oo fiir alle kompakten Mengen B C R? erfiillt ist. Die Menge aller dieser
MafBe sei durch Ngaya bezeichnet. Die Darstellung

U= 6.z,
n=1

sei im Folgenden auch dann gewéhlt, wenn nur von n = 1 bis x summiert wird, wobei
k eine Zufallsgrofe mit Werten in {0,1,...,00} ist. Obwohl U als ein zufilliges Maf
definiert ist, soll im Folgenden auch die Schreibweise (x, K) € ¥, falls U({(x, K)}) > 0

gilt, moglich sein.

Viele der Voraussetzungen an W lassen sich als Voraussetzungen an die entsprechenden
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auf B(R? x K) bzw. B(R? x K¢ x R? x K?) definierten Intensititsmafe

as() =B | [ 1(0x.8) € Je(ax, 1) (21)

und zweiten faktoriellen Momentenmafe

o () ::E[ /] 1{<x,K,y7L>e-}(\If\6<X,K>><d<y,L))\If(d(x,K))] (2.2)

von ¥ formulieren. Eine wesentliche Annahme betrifft dabei die Darstellung von ag und

o2

Voraussetzung 2.1. Das Intensititsmafl oy des Punktprozesses ¥ auf R? x K¢ sei in

der Form
ay(d(x, K)) = o(x, K)H(dx)Q(dK) (2.3)

darstellbar. Dabei seien ¢ : R x K¢ — [0, 00) eine messbare Funktion und @ ein Wahr-

scheinlichkeitsmaf auf 9.

Voraussetzung 2.2. Das zweite faktorielle Momentenmafl ozEI,Z ) des Punktprozesses ¥ auf

R4 x K% sei in der Form
(1/51,2) (d(Xl, Kl, X9, KQ)) = 9(2) (Xl, Kl, X9, KQ)QQ(d(Kl, Kg))Hd(dxl)Hd(dX2) (24)

darstellbar. Dabei seien o® : R? x K¢ x R x K¢ — [0, 00) eine messbare Funktion und
@), ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf ¢ x k9.

Voraussetzung 2.1 ist dabei insbesondere fiir ein stationédres ¥ mit einer konstanten Funk-
tion g erfiillt, erlaubt aber auch allgemeinere (instationére) Falle. Voraussetzung 2.2 trifft
auf viele bekannte Modelle (siehe z. B. Kapitel 3) zu und ist somit keine wesentliche Ein-

schrankung.

Fiir aog und aﬁﬁ ) wird weiterhin héufig eine lokale Endlichkeit in folgendem Sinne gefordert.

Voraussetzung 2.3. Fiir das Intensititsmafl ag des Punktprozesses ¥ auf R? x K¢ gelte
/1{(K +x)N B # lay(d(x, K)) < o0 (2.5)

fiir alle kompakten Mengen B C R?.

Voraussetzung 2.4. Fiir das zweite faktorielle Momentenmafl afﬁ ) des Punktprozesses
U auf R? x K? gelte

/1{(}(1 +x1)N By # BY{(K; + %) N By # @Yo (d(x1, K1, %2, K3)) < 00 (2.6)

fiir alle kompakten Mengen B;, By C R
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Mit Voraussetzung 2.3 wird beispielsweise gefordert, dass die mittlere Anzahl der Mengen
K +x, (x,K) € ¥, die eine kompakte Menge schneiden, endlich ist. Aus Voraussetzung
2.3 folgt fiir ¥ die Eigenschaft

/1{(x +K)NB £ o) U(d(x, K)) < 0o P-is. (2.7)

fiir alle kompakten Mengen B C R¢, die sichert, dass die zufillige Menge

2= |J x+K) (2.8)
(x,K)ew
P-f.s. abgeschlossen ist. Es sei dann durch T diejenige messbare Abbildung auf Ngayd
bezeichnet, die implizit durch (2.8) gegeben ist und damit 7'(V) = = erfiillt.

Es bezeichne P die Verteilung von WU, also das durch P(A) := P(V € A), A € Npayxd,
gegebene Wahrscheinlichkeitsmafl auf Mgy a. Bei der Formulierung einiger Ergebnisse
spielen die durch P(!X’K), (x,K) € R* x K¢, und P(!X7K)’(y7L), (x,K),(y,L) € R x K%,
bezeichneten ersten bzw. zweiten reduzierten Palmschen Verteilungen von ¥ eine Rolle.
Sie existieren, falls ay und entsprechend 0451,2 ) o-endlich sind, was beispielsweise bei Giiltig-
keit der Voraussetzung 2.1 und entsprechend der Voraussetzung 2.2 der Fall ist, und sind
ayg-f. . bzw. ag)—f. ii. eindeutig bestimmt (siche Abschnitt 12.3 in Kallenberg, 1983). Fiir
einen einfachen Punktprozess WU ist beispielsweise P(!x7 K) als die bedingte Verteilung von
P unter der Bedingung, dass ¥ in (x, K) einen Punkt besitzt, der aber nicht mitgezihlt

wird, interpretierbar. Es gelten die (auch als Definition zu verstehenden) Beziehungen

[ [ o0\ ptdtx K)P(@w) = [ [ glx K. 0)Pl o (dv)as(dlx K)) (29
und

/ / / B Ky, L\ Sy \ S9) (8 \ B Ay L)) (d(x, ) P(dy)

(2.10)
= / / h'<X7 K? Yy, L? ’l/})P(!x,K),(y,L) (dw)ag) (d(X7 K7 Yy, L))?

wobei g 1 R? x K% X Npaypa — [0,00] und h : R4 x K¢ x R? x K% X Npaypa — [0, 0]
beliebige messbare Funktionen seien (vgl. Kallenberg, 1983; fiir einfache Punktprozesse
auch Theorem 1 in Hanisch, 1982). Ahnlich wie in Hug und Last (2000) werde fiir mess-
bares [ : Ngaya — R gelegentlich B ) [[(W)] fiir [1(¢) Pl s (de)) und Ex ) y,0)[1(V)]
fir [ ()Pl ) (y.0)(d?) geschrieben.

Ist speziell U ein Poisson-Prozess, dann folgen aus (2.9) und (2.10) sowie dem Satz von
Slivnyak-Mecke (siehe z. B. Satz 3.1 in Mecke, 1967) die charakteristischen Eigenschaften

Py =P fiir ag-f.a. (x,K) € R? x K (2.11)
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und
P(!xvK),(%L) =P fir oz‘(l,Q)-f. a. (x, K,y,L) € R x K¢ x R? x K. (2.12)

Mit
= > Sxty.m) (2.13)
(x,K)e

fir y € R und

Z O(0x,9K) (2.14)

(x,K)€ep
fiir 9 € SO, heile W stationdr, falls fiir alle y € R? P(¥, € -) = P(¥ € -) erfiillt ist, und
isotrop, falls fiir alle ¥ € SO, P(VV € -) = P(V € -) erfiillt ist.

Die folgenden Unterabschnitte gehen nun auf wichtige Gréflen und Begriffe im Zusam-

menhang mit zufilligen S-Mengen ein.

2.1.2 Steiner-Formeln, Kriimmungsmafle und Randstruktur
Fiir eine Menge A C R? sei
d(A,x) :=inf{t >0: AN (x+tB%) # @} (2.15)

der Abstand von x € R? zu A beziiglich der euklidischen Einheitskugel B? in R?. Falls
A =@, sei d(A,x) = co. Der Abstand d(A, x) geniigt dabei einer Bewegungsinvarianz in
folgendem Sinne: Fiir alle y € R? und alle ¥ € SO, gilt

d(9A +y,9x +y) = d(A, x). (2.16)

Im Folgenden sei K € S¢ eine Menge aus dem erweiterten Konvexring in RY. Da K
abgeschlossen ist, gibt es einen Punkt y € K mit d(K,x) = ||[x — y||. Jedes y € K mit
dieser Eigenschaft heifit Projektion von x auf K. Besteht die Menge aller Projektionen
von x auf K nur aus einem Punkt, sei dieser durch p(K,x) bezeichnet. Gilt in diesem
Fall zusétzlich x ¢ K, dann sei

x — p(K, x)

u(K,x) = 1K )

(2.17)

der zugehérige Richtungsvektor aus S?~1. (Ist K insbesondere konvex, dann ist fiir alle
x € R? der Projektionspunkt von x auf K eindeutig bestimmt.) Die Bewegungsinvarianz
(2.16) von d(-, -) iibertragt sich entsprechend auf p(-,-) und u(-,-).

Alle Punkte x € R%\ K, die mehr als einen Projektionspunkt auf K haben, bilden das
dufere Skelett exo(K) von K (siehe dazu z. B. Hug und Last, 2000). Fiir K € S¢ heifit
die Menge

N(K) :={(p(K,x),u(K,x)) : x ¢ K Uexo(K)} (2.18)
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Normalenbiindel von K. Mit p(K,x) € 0K und u(K,x) € S9! x € R?\ K, gilt folglich
N(K) C 0K x S41. Fiir Punktepaare (z,b) € N(K) ist weiterhin die Reichweitenfunktion
d(K, -) durch
§(K,z,b) :==inf{s > 0:2z+ sb € exo(K)} (2.19)
erklért, wobei inf @ := oo gelte. Fiir (z,b) ¢ N(K) sei 6(K,z,b) := 0. Folglich gilt
N(K) = {(z,b) € 0K x S* ' :§(K,z,b) > 0}. (2.20)
Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung der bekannten Steiner-Formel fiir konvexe

Korper K und fiihrt MafBe ein, die auf S¢ fortgesetzt werden konnen. Sowohl diese Mafe

als auch ihre Fortsetzungen auf S¢ werden in diesem Kapitel eine wichtige Rolle spielen.
Satz 2.1 (Theorem 4.2.1, Schneider, 1993). Fiir jeden konvexen Korper K € K¢ existieren
endliche positive Mafle ©;(K,-), i =0,...,d— 1, auf B(R? x S 1), s0 dass
d—1
HY({x € R": 0 < d(K,x) < ¢, (p(K,x),u(K,x)) € D}) = > t"7'by_;0;(K, D)
=0

fiir alle t > 0 und alle D € B(R? x S%71) gilt.
Die MaBle ©;(K,-), i =0,...,d — 1, sind auf N(K) konzentriert und heilen verallgemei-

nerte Kriimmungsmafe von K € K. Aus diesen Mafien sind durch
Ci(K,A) :=0;(K,Ax S,  Ac B(R%, (2.21)
die Krimmungsmafle Co(K,-),...,Cy_1(K,-) von K ableitbar. Insbesondere sind
Vi(K) == Ci(K,R?) (2.22)

die inneren Volumina des konvexen Korpers K. Auch hier gilt fiir alle y € R? und alle

¥ € SO, eine Bewegungsinvarianz im Sinne von

C;(WK +y,9A+y) = Ci(K, A), Ac B(RY). (2.23)

Die Mafe ©;(K,-),i=0,...,d—1, kénnen additiv auf den Konvexring des R? fortgesetzt
werden (siehe Abschnitt 4.4 in Schneider, 1993). Diese Fortsetzungen sind i. A. signier-
te Mafle. Es stellt sich aber heraus, dass die Male ©;(K,- N N(K)), i = 0,...,d — 1
fiir Mengen K aus dem Konvexring nichtnegativ sind. Man kann deshalb fiir K € S¢
nichtnegative und lokalendliche Mafie auf B(R? x S47!) gemif3

?

Of (K,") = 0;(K, N N(K)), i=0,...,d—1, (2.24)

definieren. Diese sind eindeutig durch ihre Werte fiir Mengen B € B(R?x S%~1) bestimmt,
deren Projektion auf R? beschriinkt ist (siche Hug und Last, 2000). In Verallgemeinerung
von Satz 2.1 existiert auch fiir Mengen K € S eine Formel vom Steiner-Typ, in der nun
die Mafle O} auftreten.
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Satz 2.2 (Theorem 3.3, Hug/Last, 2000). Fiir alle Mengen K € 8 und fiir alle messbaren

nichtnegativen Funktionen g : R? x S471 x [0, 00) — [0, 00] gilt

/1{d(K, x) > 0}g(p(K, x), u(K, x), d(K, x))H*(dx)

IS

-1

=) (d— i)bd_i//1{5(K,z,b) > s}g(z, b, s)s* 1O (K, d(z, b))ds.

7

Il
=)

In den Abschnitten 2.2, 2.3 und 2.5 wird dieser Satz ein viel verwendetes Hilfmittel sein.

Fiir einige der spéteren Betrachtungen sind neben den (verallgemeinerten) Kriimmungs-
mafen eines konvexen Korpers auch noch weitere Begriffe hinsichtlich seiner Randstruktur

von Interesse. Sei daher nun K € K¢,

Besteht fiir den Randpunkt z € K die Menge N(K,z) := {b € S*!: (z,b) € N(K)}
aus genau einem Vektor, sei dieser Vektor mit n(K, z) bezeichnet. z wird in diesem Fall
ein reguldrer Randpunkt genannt, und n(K,z) ist dann der eindeutig bestimmte Nor-
maleneinheitsvektor im Punkt z an K. Die Menge aller reguldren Randpunkte sei durch
reg K bezeichnet. Sind sogar alle Randpunkte von K regulédr, wird K glatt oder aus der
Klasse C* genannt, da in diesem Fall der Rand von K eine stetig differenzierbare Unter-

mannigfaltigkeit des R? im Sinne der Differentialgeometrie ist.

Es ist somit n : regK — S%! mit z — n(K,z) das sphdrische Abbild von K (vgl.
Schneider, 1993). Fiir ein K € K? aus der Klasse C! ist n dann sogar stetig auf 0K .

Der Rand 0K eines konvexen Korpers K € K¢ heife stiickweise C*-glatt, k = 1,2, wenn
OK in der Form

UF, n<o, (2.25)
i=1
mit (d — 1)-dimensionalen Seitenflichen F;, i = 1,..., n, dargestellt werden kann, wobei

die F; regulire C*-Untermannigfaltigkeiten des R? mit relint(F;) Nrelint(F;) = &, 4,5 =
1,...,n, i # j, seien. Dabei bezeichne relint(F') das relativ Innere von F. Im Fall k = 2
sel zusitzlich angenommen, dass alle F; N F}, i,5 € {1,...,n}, i # j, C*-Untermannig-

faltigkeiten sind.

2.1.3 Momentenmafle

Ist = eine zuféllige abgeschlossene Menge aus dem erweiterten Konvexring, dann sind die
Mafe

0=, j=0,....d—1, (2.26)
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nichtnegative zufillige MaBe auf R? x S¢~1. Fiir Borelmengen By, By € B(R?x S%71) seien
durch
AF(B) =E[OF(E B, j=0,....d—1, (2.27)

die zugehorigen Intensititsmafle (MomentenmaBe erster Ordnung, siehe Hug und Last,
2000) und durch

A5 (By x By) :=E[0] (E,B1)0 (E,By)], ,j=0,...,d—1, (2.28)

die zugehorigen gemischten Momentenmafle zweiter Ordnung definiert.

In Vorbereitung von Abschnitt 2.2 seien durch

J

TH(A) = /1{(z,b,6(E,z,b)) € A}OF(E.d@b)), j=0,...d-1,  (229)

fiir A € B(R? x S471 x [0, 00]) als Hilfsgrofien weitere zufillige Mafie auf R? x S4=1 x [0, o]
eingefithrt (vgl. Last und Schassberger, 1998; Hug und Last, 2000), die im Vergleich zu
O (Z, ) zusiitzliche lokale Informationen iiber die Reichweite zwischen Randpunkten und

duBerem Skelett enthalten. Die entsprechenden Intensitdtsmafle seien
Aj() = E[\Ifj()], jg=0,...,d—1, (2.30)
und die entsprechenden gemischten Momentenmafle zweiter Ordnung seien

Aij(- % ) == E[UH()UF()], 4,j=0,....d— 1. (2.31)

J

Es gilt Ay (- x (0, 00] x - x (0,00]) = AJ(-,-).

Sind die Mafie A (- x S9! x - x S%') lokal endlich, dann ist die Desintegration

Aij(d(z1, by, p1, 22, s, p2)) = G (21,22, d(by, p1, by, pa)) A (dzy X S % dzy x S
(2.32)
moglich, wobei G7; ein stochastischer Kern von R? x R? in S9! x [0, 0o] x S9! x [0, 00] ist,
siehe z. B. Daley und Vere-Jones (1988, Exercise 6.1.7.) und Rao (1993, Abschnitt 5.4). Das
Maf3 G;_Ld_l lasst sich mit Hilfe bekannter Groflen interpretieren. Eine Desintegration

von A} |, fithrt ndmlich auf

AY 1 g1(d(z1,b1,22,b2)) = R (21,25, d(by, ba))AY 4 (dzy x ST x dzg x ST,
(2.33)
wobei R?) ein stochastischer Kern von R?xR? in S9! x §%~1 ist. Da fiir alle (z,b) € N(Z)
fiir die Reichweitenfunktion 6(Z,z, b) > 0 gilt, ist 0. B.d. A.

G;—l,d—1<zla Ay, (0, 00], 29, Ay, (0, 00]) = R(Q)(Zl, Zg, A1, Ag) (2.34)
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fiir Ay, Ay € B(S?!) annehmbar. R ist als gemeinsame bedingte Richtungsverteilung im
Sinne einer Zweipunkt-Markenverteilung (vgl. Stoyan, Kendall und Mecke, 1995, S. 114)

interpretierbar, wobei die Marken hier Richtungsvektoren aus S9! sind.
Da aus der Jensenschen Ungleichung fiir B € B(R?)
(AF (B x S71)* = (E[6] (Z, B x 547 1)])"
<E [(@j(E,B x sd—l)ﬂ — AH(B x ST x B x §°)

gefolgert werden kann, impliziert die lokale Endlichkeit von Af;(- x St x - x S471) auch
die lokale Endlichkeit von A (- x S971). In Abschnitt 2.3 wird untersucht, unter welchen
Voraussetzungen die lokale Endlichkeit der Mafle A;; gegeben ist.

2.1.4 Kontaktverteilungsfunktion zweiter Ordnung

Fiir eine beliebige zuféllige abgeschlossene Menge = sei in Analogie zum Begriff der Kon-
taktverteilungsfunktion (vgl. Stoyan, Kendall und Mecke, 1995) fiir x;, x5 € R%, t1,t5 > 0
und Ay, Ay € B(S471) unter der Bedingung P(x; ¢ Z, X9 ¢ =) > 0 durch

H5(2) (X17 t17 Al; X2, t27 A2>

= P(d<E7X1) < tla u(E7X1) S A17 d(EJX2> < t27 u(EJX2) € A2 ‘ X1 ¢ E? X2 ¢ E)
(2.35)

eine wverallgemeinerte sphdrische Kontaktverteilungsfunktion zweiter Ordnung definiert.
Im Fall P(Xl ¢ E, X9 ¢ E) =0 sei H§2)(X1,t1,A1,X2,t2,A2) = 1.

Insbesondere ist H? (x1,,Xg,") = a® (X1, -, 9971 x5, -, S%°1) als Verteilungsfunktion der
gemeinsamen bedingten Verteilung des Vektors (d(Z,x1), d(Z,x2)) unter der Bedingung
{x1,%x2} N = = @ interpretierbar. Die Einbeziehung der zufilligen Richtungsvektoren
u(Z, x1) und u(Z, x2) beriicksichtigt dabei zusétzliche lokale Informationen und ist an die
Ausfiithrungen zur Kontaktverteilungsfunktion in Last und Schassberger (1998) sowie Hug
und Last (2000) angelehnt. Weitere Verallgemeinerungen von H 5(2) sind sowohl hinsichtlich
des hier verwendeten Strukturelements B¢ (vgl. hierzu insbesondere Hug und Last, 2000)
als auch nochmals weiterer lokaler Informationen (vgl. Hug u. a., 2002) moglich, werden

aber im Folgenden nicht betrachtet.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten der Bedingung {x;,x2} NE = & ist gerade die
Kovarianz des Komplements von Z, die im Folgenden durch C(x;,x;) bezeichnet sei.

Falls = stationdr und isotrop ist, hdngen H® und © beziiglich x; und x; nur noch von

r:=||x1 — X2|| ab, und es seien in diesem Fall abkiirzend

H® (r,ty,ts) == HP (%1, 1,597 xa, 2, ST1) und O(r) := CO(x1, X2). (2.36)
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2.2 Ein Analogon zu (1.8) fiir den Fall zweiter Ord-

nung

Dieser Abschnitt iibertrégt die bekannte Beziehung (1.8) zwischen der sphérischen Kon-
taktverteilungsfunktion und der Oberflachendichte einer zufélligen abgeschlossenen Men-
ge auf den Fall zweiter Ordnung. Gleichzeitig wird damit die in Torquato (2002, Formel
(5.16)) gegebene Bezichung in verallgemeinerter Form bewiesen. Als besonders praktika-
bel erweist sich dabei der Zugang von Last und Schassberger (1998) sowie Hug und Last
(2000).

Satz 2.3. Es sei = eine zufilliges Keim-Korn-Modell mit Kornern aus K¢. Die zugehori-
gen Momentenmajle A;';( X STt x o x §47Y) i j=0,...,d — 1, seien lokal endlich. Es
seien Ay, Ay € B(S?1). Dann gilt

}flﬂ% }flrl% Q(Xh XQ)(t1t2>_16(X1a X2>Hs(2) <X17 tla A17 X2, t27 AQ)HQd(d(Xh XQ))
2 1

= 4/9(X1,X2)A(J{Ld1(dxl X A X dxa X Ay)

fiir alle stetigen Funktionen g : RY x RY — [0, 00) mit kompaktem Triger.

Beweis. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten, innerhalb derer im Wesentlichen die im
Beweis von Theorem 4.1 in Hug und Last (2000) genutzten Techniken angewendet werden.
Es gelte abkiirzend die Schreibweise d(x) := d(Z,x), und Entsprechendes auch fiir p, u
und 9.

Seien 0 < t; < 1und 0 <ty < 1. Mit

P((d(x1), u(x1), d(x2), u(x2)) € ) = E[1{(d(x1), u(x1), d(x2), u(xz)) € -}]

folgt aus der verallgemeinerten Steiner-Formel in Satz 2.2 und dem Satz von Fubini

// g(Xh X2)6(X17 XQ)H§2) (Xh t17 Al) X2, t2a A2>Hd(dX1)Hd(dX2)

= ]E[//Q(X1,X2)1{d(X1)€ (0, 1], u(x1)€ Ay }1{d(x2)€ (0, t5], u(xz)€ A2}Hd(dx1)7'ld(dx2)}

d—1
= ZCLZE |:///Q<Z1 + Slbl,Xg)l{Sl S tl,bl - Al,é(zl,bl) > Sl}Scll_i_l

=0

X O (Z,d(z1,b1))ds; 1{d(x2) € (0, 1], u(xz) € AQ}Hd(dXQ)}
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[\

a; & {///g(zl + s1b1,X0)1{s1 < t1,by € Ay, 8(z1,by1) > s1}s{ !

d—

0

7

X ©F (Z,d(z1, b1))ds; 1{d(x2) € (0,1s],u(xz) € AQ}Hd(dX2>:|

+ Cldfl]E [///(g(zl + Slbl,Xg) — g(Zl,Xz))l{Sl S tl,bl c A1,§<Z1,b1) > 51}

X @:lr_l(E, d(Zl, bl))dSll{d<X2) S (0, tg], u(Xg) € AQ}Hd(dXQ):|

+ ad_ﬂE [///g(zl,XQ)l{sl S t17b1 c Al,é(zl,bl) > 81}
X @3—71(5, d(Zl, bl))dsll{d(XQ) S (O, tz], u(Xg) S AQ}Hd(dXQ):|

= Rl(tl, tg) -+ Rg(tl,tg) + R3<t1,t2).

Sei ||g]| := sup{|g(x1,%2)| : (x1,%2) € R?xR?}. Die Stetigkeit von g auf einem kompakten
Tréger sichert die Endlichkeit von ||g||. Ist U der kompakte Trager von g, dann gibt es
kompakte Mengen Uy, U, C RY mit U C U; x U,. Weiterhin sei U; := U; @ B? und
Uy = U, @ B%. Dann gilt

d—2
|Ri(t1,t2)] < ZaiE [// |9(z1 + s1b1,%2)|1{s1 < t1,by € Ay, 0(z1,by) > s1}s7 !

1=0

X 07 (Z,d(z1, b1))dsi 1{d(x2) € (0,12],u(x) € AQ}H%de)}
< Z_OaiE [// |9(z1 + 51b1, X2)|1{s1 < tl}sili1@i+(E’d(Z1’bl))dslHd(dXQ)l

d—2
= Zaz/// |9(z1 + s1b1, %) [1{s1 < t1}s{ AT (d(z1, by))dsi H (dxo)
=0

d—2

_ 1
<Y aillglIAFH (T x SR (Uy) — 1

: d—1
=0

d—2
— 1
(Z a;||gl|AF (U1 x Sd_l)Hd(UﬂE) t]

1=0

IN

2
= Cltl,

wegen 0 < ¢; < 1. Dabei gilt ¢; < 0o, da ||g|| < oo und A (- x S471) und H¢ lokal endlich

sind.

Sei nun € > 0 beliebig gewéhlt. Da ¢ stetig auf einem kompakten Tréger ist, ist g auch
gleichméBig stetig. Daher gibt es ein t. € (0, 1], so dass |g(z; + s1b1,X2) — g(z1,%2)| < &
fiir alle s, € (0,t.], (z1,b1) € R?x S und x, € R? gilt. Mit einer analogen Abschétzung
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wie fiir |Ry(t1,t2)| erhdlt man fir alle ¢, € (0, ]

|R2(t1,t2)‘ < 5ad_1///1{51 < tl}l{Zl S Ul,XQ S Ug}Af{_l(dzl X Sd_l)dslHd<dX2)
= €ad_1Ajl;1(U1 X Sd_l)Hd(Ug)tl.
Da ¢ > 0 beliebig gewéhlt ist, gilt

Ro(tq,t
lim ’ 2( 1 2)’
110 t1

=0.

Weiterhin ist nach abermaliger Anwendung von Satz 2.2
Rs(tq,t2)
= ad,lE |:///g(z1,X2)1{81 S tl,bl c A1,5(Z1,b1) > 51}@:;_1(5,(1(Z1,b1))d81
X ]_{d(XQ) < (0,t2], Ll(XQ) S AQ}Hd(dX2>
d—1
= Ag_1 ZCLjE [////Q(Zl,ZQ + SQbQ)].{Sl < tl,bl c A1,5(Z1,b1) > 81}1{52 < tg}
3=0
X ]_{bg S Ag, (5(Z2, bg) > 52}837]'71@;{_1(5, d(Zl, bl))@j(E, d(ZQ7 b2))d81d52
d—1
= Q41 Z aj///g(zlu Zo + S9bo)1{s1 <t1, b1 € Ay, p1 > 51} 1{s2 <ty, by € Ay, pr> 55}
j=0
X SgijilAdfl,Ad(Zl;bla/)17Z2;b2>)02))d51d52

d—1
:ad—1zaj////g(z1,z2+52b2)1{81§t1,b1€A1,P1>S1}1{82§t2,b2€A2702>32}
=0

X Sg_j_lG:}__l’j(Zl, Z2,d(b1, P1, b27p2))A;_—1,j(dZ1 X Sd_l X dZQ X Sd_l)dsldSQ

d-1
= dd—1 Zaj//// 9(2z1,22 + sabo)1{s1 < t1}1{sy <t3, by € Ay, po > 52}53_]_1
=0

X G(J{_Lj(zl, Zy, Al X (81, OO] Xd(bg, pQ))A§—17j<dzl X Sd_l X dZ2 X Sd_l)dsldSQ.

Mit
t1
//g(Zl,ZQ + Sgbg)l{bg < Ag,pQ > SQ}G;—_L]-(Zl,ZQ,Al X (817 OO] X d(bg,pg))dSl
0
=t /g(Zl,ZQ + Sgbg)l{bg - Ag,pg > SQ}G;—,LJ(ZMZQ;Al X (O, OO] X d(bg,pg))

t1
— //g(zl,zQ + Sgbg)l{bg € Ag,pQ > SQ}G;_l,j(Zl,ZQ,Al X (0,81} X d(bg,pg))dSl
0
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und

t1
//Q(thz + s9b2)1{by € Az, py > SQ}G;_LJ'(ZMZZ;Al x (0, s1] x d(bg, p2))dsi
0

< 751/’9(Z1,Z2 + 52b2)‘G;_17j<Z17Z27A1 x (0,t1] x d(bg, p2))

folgt unter Hinzunahme der Abschitzungen fiir Ry und Ry und unter Beriicksichtigung

von (2.32)

‘ / / g(x1, %)t T (1, 30) HO (1, 11, v,y X, £, As)H (Ao H (dx1)

— Qg—1 Zaj ///9<X17X2 + 82b2)1{$2 < tQ’b2 c A27/O2 > SQ}Sg—j—l
7=0

% G:lr—lvj(xl’XQ’Al x (0, 00] x d(b2702))Az—;—1,j(dX1 x S x dxy x S 1) ds,y

|Ra(t1,t2)|
131

d-1
+ag—1 Zaj/// |g(x1,Xo + 59b2)|[1{s2 < ta, by € Ay, py > s9}s5 7"
=0

< city +

X G;l’— 1]-(X1,X2,A1 X (0 tl] X d(bg,pg))/\;};l,j(dxl X Sd_l X dX2 X Sd_l)dSQ

|Ra(t1,12) < ajty ’ -1, 77 . qd—1
Scltl—l—— Z ||g||Ad 1J(U1XS (O,tl]XUQXS X(0,00])
=0

Die rechte Seite dieser Ungleichung konvergiert fiir ¢; | 0 gegen 0. Es verbleibt

d—1
ad-1 Zaj///g(th + 59b2)1{ps > 55, by € Ay, 59 < ty}st 7!
=0
X Gy ;(%1,%, A1 x (0,00] x d(bg, p2)) Ay, ;(dx; X S x dxy x S 1)ds,

d—2
= 04— Zaj///g<X1,X2 + 82b2)1{p2 > Sg,bg € AQ,S2 < t2}537]71
X Gd 1] X1,X2,A1 X (0 OO] X d(b27p2))Ajl_,17j(dX1 X Sd_l X dX2 X Sd_l)dSQ
+aj 1/// g(X1, X + Sabg) — g(x1,%2))1{p2 > s2,by € As, 59 < t5}
X Gd_l’d_l(x:[,XQ,A]_ (0, 00] x d(bg, pa))AL Ld— ((dx; x S % dxy x S4 Dds,

+ 33—1///9(X17X2)1{P2 > 59, by € Ay, 50 <t}

X Giy gy (x1,%9, Ay % (0,00] x d(bg, p2))AJ_; 4 (dxy x S % dxy x S ds,
=1 Ry(t2) + Ra(ta) + Ra(ts).
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Es lasst sich wieder abschatzen

d—2

~ — 1 _;
|Ri(t2)] < aa1 Y ajllgllA) ;(Ur x ST x Ty x Sd*l)rtg ’

§=0 -
d—2 1
< (adl ZaJHgHA:{—Lj(Ul X ST XU x Sdl)r) -
=0

2

wobei ¢; < 0o, da Aj_, (- x S9! x - x S%71) lokal endlich ist.

Sei ¢ > 0 beliebig gewihlt. Da g gleichméBig stetig ist, gibt es wieder ein t. € (0, 1], so
dass |g(x1, Xz + 89bg) — g(x1,X2)| < ¢ fiir alle sy € (0,t.], (x2,b2) € R x S und x; € R?

gilt. Fiir alle ¢, € (0, t.] erhélt man

|§2(t2)| S 8@371 //1{82 S tQ}l{XleUl,Xg EUQ}A;_Ld_1<dX1 X Sd_l X ng X Sd_l)dSQ

= 5(1371/\;_1@_1([]1 X Sd_l X UQ X Sd_l)tg.

Da e > 0 beliebig gewéhlt ist, gilt

|Rs(t2)]

lim ———— = 0.
t210 to
Mit
to
/G;Ldl(Xl,XQ,Al X (0, OO] X AQ X (SQ,OO])dSQ
0
= tQGg_fl’d,l(XhX% Al X (O, OO] X A2 X (07 OOD
to
— /G;Ldl(Xl,XQ,Al X (0,00] X A2 X (0,82])d82
0
und

to

/G;__Ld_l(Xl,Xg,Al X (O, OO] X A2 X (0,82])(3182
0

S tQG;—_Ld_I(Xl,Xg,Al X (O, OO] X AQ X (O,tz])

folgt unter Hinzunahme der Abschitzungen fiir R; und R, und unter Beriicksichtigung
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von (2.32)

d-1
1 i
7 G- E aj///g(X17X2+S2b2)1{P2 > 89,89 < t2}8(21 -
2 :

Jj=0

X G;ji_—l,j(XhX%Al X (O, OO] X d(bg,pQ))A;—_l,j(dxl X Sd_l X dX2 X Sd_l)dSQ

- a’?l*l /g<X17X2>A;_17d_1(dX1 X Al X dX2 X Az)

| Ra(to)]

2

< coty +

+ (1621_1 /g(Xl,X2>G$1,d1(X1,X2,A1 X (0,00] X A2 X (O,tz])

X Aj g (dxy X S dxy x S

Ry(t
S Cgtg + %ﬂ +a§_1||g||Ad_1,d_1(U1 X Al X (O, OO] X U2 X A2 X (O,tg]).
2

Die rechte Seite dieser Ungleichung konvergiert fiir ¢5 | 0 gegen 0, womit die Behauptung
gezeigt ist. O

Die Aussage des Satzes 2.3 ist (in Analogie zu Remark 4.2 in Hug und Last, 2000) gleich-
bedeutend zur vagen Konvergenz (siehe Definition 30.1 in Bauer, 1992) des Mafes

(tltZ)_la(Xh XQ)HS(Q) (X17 tl) A17 X9, tQa AZ)HQd(d(Xla XQ))

gegen das Maf3
4A$_17d_1(dX1 X Al X dX2 X AQ)

fiir (tl,t2> l (O, 0)

Unter zusétzlichen Voraussetzungen erhélt man nun fiir H? aus Satz 2.3 ein Ergebnis

im Sinne von (1.8).

Satz 2.4. Es sei = eine zufilliges Keim-Korn-Modell mit Kérnern aus K. Die zugehéri-
gen Momentenmafe AJ(-x S x - x S41) seien lokal endlich. AJ_y ;1 (- x S x .59

sei absolut stetig beziiglich H?*® mit Dichte A;r—l,d—l‘ Es seien Ay, Ay € B(Sd_l). E's existie-

re a% s a% s H§2)<X1,t1,A1,X2’t2,A2) fiir H*?-fast alle (x1,%2) € RY x RL. Dann
2= 1=
gilt
— 0 0
C(XlaXQ)_ A H5(2)(X17t17A1aX2at27A2) == 4A:l_,1 dfl(XhXQ)R(Q)(Xl?XQ)A17A2)
Otz |y, 01 ]y ot ’

(2.37)
fiir H*?-fast alle (x1,X;) € R? x RY,
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Beweis. Es seien g : R? x R? — [0, 00) eine stetige Funktion mit kompaktem Triger und
abkiirzend
h<t1a tZ) = Hs(2)<xla tla A17 X2, t27 AZ)

Fiir alle ¢; > 0 gilt h(t1,0) = 0. Damit ist

9
oty

h(t,0) — h
h(ty,0) = lim (t1,0) = 1(0,0)
t110 tl

=0.

t1=0+

Fiir die nachfolgende rechtsseitige partielle Ableitung nach ¢ an der Stelle t5 = 0+ gilt
daher

0 d
0 0 ) oty =0+ h(t17t2) oty =0+ h(tlao)
- - h(tl, tg) = lim L L
at? to=0+ atl t1=0+ t210 t2 (238)
0
T h(ty,t
= lim on t1=0 ( b 2)
210 to
Wegen h(0,ty) = 0 fiir beliebige t, gilt auflerdem
0 h(ti,ty) — h(0,t h(ty,t
s h(tl,tg) — lim ( 1, 2) ( ) 2) = lim ( 1 2).
8t1 =0+ t1]0 tl t110 tl
Setzt man dies in (2.38) ein, folgt
0 0 h(ty,t
— — h(ty, t5) = lim lim (h,t2)
8t2 =0+ 8251 £ =0+ t210t110  Tqto

Die Differenzierbarkeitsvoraussetzung des Satzes bedeutet, dass der Grenzwert

h(ty,t
lim lim (tr, t2)
t2l0 110 t]_tg

existiert. Daher gibt es fiir jedes ¢ > 0 Zahlen d1,0d5 > 0 derart, dass fiir alle t;, t5 mit
0<t;y <d1,0<ty <o,

h(t17t2) i
T

gllt Wegen a(Xl,XQ) < 1 ist damit <t1t2>_1g(X1,X2)€(X17Xz)h(tl,t2> fir 0 < t < 517
0 < ty < 09 gleichméBig durch

0
g(x1,X2) (8_152

beschrinkt. Die Integrierbarkeit von g sichert die Integrierbarkeit der Schranke. Dann

9
o Ot

h(tl, tg) + 5)

to= t1=04+

folgt aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz (siehe z. B. Bauer, 1992, Satz 15.6),
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dass es moglich ist, den Grenziibergang mit der Integration zu vertauschen. Aus Satz 2.3

0

ergibt sich daher unter Beriicksichtigung von (2.33)
. H§2)<X17t17A17X27t27AQ)HQd(d(X17X2))
to=0+ 8t1

— 0
X1,X2)C(x1,X2) —
/ / glox1, x2) 1, x) 5
4 / / 90x1, X2) NSy g (61, %0) R (301, %0, Ay, AgYH (A (31, %)),

und die Behauptung folgt aus der Beliebigkeit von g. O]

Aufgrund der durch Satz 2.2 festgelegten Normierung der Kriimmungsmafle ist nun die
Aussage von Satz 2.4 sehr einfach fiir die zweite Produktdichte Q(SQ) des zufélligen MafBes

S= formulierbar.

Folgerung 2.1. Es seien die Voraussetzungen des Satzes 2.4 erfiillt.
Fiir H**-f. a. (x1,%3) € R x R gilt

— 0 0
(Xh XQ) (9t2 o 8t1 s (X1> 1, X2, 2) QS (X17 XZ)

t1=0+

Beweis. Man setze Ay := S und A, := S9°1. Mit Theorem 3.9 in Hug und Last (2000)
gilt fiir die additive Fortsetzung Cy_; und die nichtnegative Fortsetzung CI | fiir K € §¢
Cy_1(K,-) = Cf |(K,-). Aufgrund der Definition (1.6) von Sz und der durch Satz 2.2

vorgegebenen Normierung von C | ist dann Sz = 2C | (Z,-) P-f.s. O]

Die Voraussetzungen in Satz 2.4 sind in der vorliegenden Form nur schwer nachzupriifen.
Die Aufgabe der folgenden Abschnitte ist es daher zu kldren, welche hinreichenden Be-
dingungen an den der zufélligen Menge = zugrunde liegenden markierten Punktprozess

gestellt werden miissen, damit diese Voraussetzungen an = erfiillt sind.
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2.3 Lokale Endlichkeit und Existenz einer Dichte

In diesem Abschnitt wird untersucht, unter welchen Bedingungen die gemischten Momen-
tenmafBle zweiter Ordnung A;; eines Keim-Korn-Modells lokal endlich sind und in welchen
Fallen A;’fl’dfl eine Dichte beziiglich H?? besitzt. Ahnlich den Ergebnissen fiir die ent-
sprechenden Momentenmafie erster Ordnung (Fallert, 1996; Hug und Last, 2000) sind
dies Bedingungen an das Intensitdtsmafl und das zweite faktorielle Momentenmafl des

zugrunde liegenden Punktprozesses.

Satz 2.5. Es seien Ay, Ay € B(S41). Fiir einen Punktprozess W in RY x K¢ seien die
Voraussetzungen 2.3 und 2.4 (vgl. S. 8) erfillt. Dann sind fir alle i,j =0,...,d — 1 die
gemischten Momentenmafe zweiter Ordnung A:;( X Ay X -x Ag) fir das Keim-Korn-Modell
= =T(V) lokal endlich.

Beweis. Sei B C R?? kompakt. Dann gibt es kompakte Mengen B;, B, C R? mit B C

Bi x By, und wegen A;, Ay C S9! geniigt es, AF (B x Sa=1 % By x 871 < 00 zu zeigen.

Aufgrund von Lemma 2.1 in Fallert (1996) existieren Konstanten ¢; 4 g, und ¢; 4 p,, die

nur von ¢, d und By bzw. nur von j, d und B, abhéingig sind, so dass die Abschéitzungen
@i(KLBl X Sd_l) S Ci,d,B1 und @j(KQ,BQ X Sd_l) S Cj,d,Bg
fiir alle K, Ky € K¢ richtig sind. Da fiir ¢ € Ngayyd

@j_(T(q/J)’)S Z @j(X+K7')
(

x,K)ey

gilt (siehe z. B. Beweis zu Proposition 4.10 in Hug und Last, 2000) und fiir K € K¢ der
Trager von C;(K,-) in K enthalten ist, folgt

Af(By x ST x By x §471)
=E [C}(T(V), B,)Cf (T(V), By)]

<E Z Z Ci(x1 + K1, B1)Cj(x2 + Ky, Ba)

(xl,Kl)E\IJ (XQ,KQ)G‘IJ

S Ci,d,Blcj,d,BgE Z Z 1{(X1+K1)QB1 %@}1{(X2+K2)QBQ %@}

(xl,K1)€‘ll (xz,Kz)G\Il
= Ci,d, B, Cj,d, 192/1{(x1 + K1) N By # @Y1{(x2 + K3) N By # @Yo (d(x1, K1, %2, K>))
+ Cz’,d, Ble7d7B2/]_{(X + K) N (Bl M BQ) # @}Oé\p(d(x, K))
< 0

wegen der Voraussetzungen 2.3 und 2.4 und der Kompaktheit von By N Bj. [
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Satz 2.6. Es seien Ay, Ay € B(S4™Y). Fiir einen Punktprozess ¥ in R x K¢ mit Verteilung
P seien die Voraussetzungen 2.1 und 2.2 (vgl. S. 8) erfillt. Sei QQ auf der Menge der strikt

konvewen Kdorper konzentriert. Dann ist das Maf Aj_y 4 (- X Ay, x Ag) fiir das Keim-
Korn-Modell Z = T(V) absolut stetig beziiglich H*.

Beweis. Voraussetzung 2.2 bedeutet insbesondere, dass 0451,2 ) eine Dichte beziiglich eines

o-endlichen Mafles auf R? x K¢ x R x K¢ (ndmlich H?*? ® Q) besitzt. Mit
=&+ 2, und EM =T(W\ e 29), n=12,..., (2.39)

aus der Darstellung (1.1) gilt damit nach Proposition 4.9 in Hug und Last (2000)
OJ 1(Z,) =D 04 1(Zn,- N (R EM) x §77)),  P-Ls. (2.40)
n=1

Sei D € B(R*®), und sei pia, 4, (-, ) := Aj_; 41 (- X Ay, - X Az). Dann ist unter zweimaliger
Benutzung von (2.40) sowie anschliefender Anwendung von (2.9) und (2.10) zunéchst

folgende Zerlegung moglich:

HAy, Ay (D)

=E {//H(zhm) € D}1{b; € A;}1{b, € A,}07 |(Z,d(z1,b,))OF ,(Z,d(z2, b))

=FE f: f: //1{(Z1,Z2) € D}1{by € A, }1{b, € A}1{z, ¢ Z™}1{z, ¢ 2™}

n=1 m=1

X @d—l(En; d(Z17 bl))@d—l(Em7 d(Z27 bQ))]

[ X Y [ [ tenm e Db e b € Ahifm ¢ T\ S}

(x1,K1)€v (x2,K2)€9

X U{zo & T (¢ \ Oxy,k5)) }Oa—1 (X1 + K1, d(21,b1))O4-1(x2 + Ko, d(22, b2)) P(d))

+
- / Z //1{(Z1=Z2) € D}1{b; € A1}1{by € Ao} 1{z1 € T (Y \ d(x,,x1)) }
P

(x1,K1),(x2,K2)€

X H{zg & T(Y\ O(xy,i2)) }Oa—1(x1 + K1, d(z1,D1))O4-1(x2 + Ko, d(z2, ba)) P(dy))

+/ T //1{(zl7z2) € D}1{b; € A} 1{bs € A} 1{z) ¢ T(\ Sperc))}

(x,K)ey

X 1{Z2 ¢ T<¢ \ 6(x,K))}®d—1(X + K, d(Zl, bl))@d—l(x + K, d(ZQ, bg))P(d¢)
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- / / / / 1{(z1,22) € D}1{by € 4,}1{bs € As}1{zs & T(6) + by 1))}
X 1{Z2 ¢ T(lp + 5(x1,K1))}@d—1(X1 + Kl, d(Zl, bl))@d—l(xl + KQ, d(ZQ, bg))
X Pl i) ot (A0)) (d(x1, K7, X, K))
n / / / / 1{(z1,22) € D}1{by € 4,}1{by € As}1{zs ¢ T(¢))}1{z & T(1))}
X Oq_1(x + K, d(21,b1))O4-1(x + K, d(22, b2)) Py o) (d)) g (d(x, K))

2 1
=1y (D) + YY), (D)

Fiir den Anteil ,ufi 4, gilt mit (2.4) nach Anwendung des Satzes von Fubini sowie der

Substitutionen (z1,2z2) — (21 + X1, 22 + X3) und (X1, X2) — (X1 — 21, X3 — Z2)

2
Wy (D)

~[ [ ] ][ [1tem) e Dy e agaon e ajiion ¢ Tz ¢ T}

X 1{z ¢ xo + K3}1{zo ¢ x1 + K1}0,4_1(x1 + K1,d(z1,b1))Og_1(x2 + K2, d(z2, bs))

X P(!X1,K1),(Xz,Kz)(d¢)Q(2) (x1, K1, X2, K2)Q2(d(K7, K2))H(dx ) H? (dx2)
= /////1{(21 +X1,29 +X2) € D}1{b; € A1}1{bs € A3}1{z; +x1 ¢ T(¥)}

X 1{zg + x5 & T(V)}1{zy + x1 & X3 + Ko} 1{z + X3 & x; + K1}04_1(K1,d(z1,by))

X O-1 (K2, d(22,52)) Pl i), (o0 (d40) 02 (361, K1 X2, Ko) Qa(d(Ky, K2) H*(d (1, %))
— /////1{(Z1 +X1,29 +Xo) € D}1{b; € A;}1{by € Ay}1{z; +x, ¢ T(¥)}

X Uzz +x0 & T() 11z +x1 & X0 + Ko} 1{za + X2 & X1+ K1} P, i) i) (A1)

x o (x1, K1,%2, K3)Og_1(K1,d(z1,b1))O4_1(Ks, d(z2, b)) Qo2 (d( K7, KQ))HZd(d(Xl, Xs))
[ [ ] ] [ tiex e Dyagor e aprion e dsbrix ¢ T ix ¢ ()

X 1{x1 & Xo — 2o + Ko} 1{xs & X1 — 21 + K1} Py, 51 k1) (0.t (V)
x 0 (x) — 271, K1, %X — 23, K3)O4_1(K1,d(21,b1))Ou_1 (K2, d(22, b)) Q2(d( K, K))

x H*(d(x1,%3))
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ufi 4, 1st folglich beziiglich H2? absolut stetig mit der Dichte

/// (/ Hix g TW)H{x: ¢ T(¢)}nglZI:KI),(Xzzz,K2)<dw)>

X 1{b1 S Al}l{bQ S AQ}l{Xl ¢ X9 — Zg + Kz}l{Xg ¢ X1 — Z1 + Kl}
x 0 (x; — 21, K1, %Xa — 29, K3)04_1(K1,d(21,b1))Ou_1 (K2, d(2, b2))Q2(d( Ky, K»)).

Fiir den Nachweis der absoluten Stetigkeit von ,u(All)’ 4, Wird nun die zusétzliche Voraus-

setzung an () benotigt, positive Masse nur auf der Menge der strikt konvexen Koérper zu

haben. Es gilt zunéchst

1
w4, (D)

_ /////1{(zl,z2) € D}1{b; € A1}1{by € Ay}1{z ¢ T(¢)}1{zs ¢ T(¢)}

X Oq_1(x + K, d(21,b1))O4-1(x + K, d(22, b2)) Py i) (d) o(x, K)YH*(dx)Q(dK)

— /////1{(21 +x,2, +x) € D}1{b; € A;}1{by € A3}1{z: +x ¢ T(¢)}

X 1{zy +x ¢ T(1)}Oa-1(K, d(z1,b1))Oa1 (K, d(22, b2)) Py i) (deh) o(x, K)

x HY(dx)Q(AK)

_ /////1{<x, 2 — 71+ x) € D}1{by € A;}1{b, € A,}1{x & T(v))}

X Uzg — 21+ X & T()} Py 0y () 0(x — 21, K)Oy 1 (K, d(21,by))

x O4_1(K,d(z2, by) Y H(dx)Q(dK)
(2.41)

nach den Substitutionen (z1,2s) — (21 + X, 2o + X) und X — x — 7.

Sei nun D mit ,ufélll), 4,(D) > 0 gewdhlt. Dann ist auch

/ / / / 1{(x,2 — 21 + %) € D}Cy 1(K, dz;)Cy1 (K, dzo) HH(dx)Q(AK) > 0. (2.42)

Unter den Voraussetzungen des Satzes ist nun zu zeigen, dass aus (2.42) auch H*4(D) > 0
und damit die absolute Stetigkeit von u(Ali A, beziiglich H?? folgt. Da die Abbildung
M : R?*? — R? mit M(x,y) = (x,y — x) umkehrbar eindeutig (und damit dimensi-

onserhaltend) ist, ist (2.42) dquivalent zu

////1{(X= zo — 21) € M(D)}Cy_1(K, dz1)Cy1(K, dzo)H (dx)Q(dK) > 0.
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Hieraus folgt, dass es eine Borel-Menge A C R? mit H?(A) > 0 gibt, so dass fiir alle x € A
fiir die (Borel-messbaren) Schnittmengen By := {y € R?: (x,y) € M(D)}

///1{Z2 —Z € Bx}Cd_l(K, le)Cd_l(K, dZQ)Q(dK) >0 (243)

gilt. Damit geniigt es zu zeigen, dass aus (2.43) H%(By) > 0 folgt, da in diesem Fall

0< / HY(By)HY(dx) < H**(M (D))

gilt. Aus (2.43) folgt, dass es eine messbare Menge C C K¢ mit Q(C) > 0 gibt, so dass fiir
alle K € C jeweils Mengen Z,(K), Z2(K) C 0K existieren, fir die Cy_1 (K, Z;(K)) > 0
baw. Cy_1(K, Zy(K)) > 0 und Zy(K) ® Z,(K) C By gilt. Nach Voraussetzung sind die
Korper K (fast sicher) strikt konvex, weshalb H%(Z(K) @ Z,(K)) > 0 und damit auch
HA(By) > 0 gilt. O

Auch der folgende Satz gibt ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz einer Dichte von
A 4y beziiglich H?*?. Die Voraussetzung der strikten Konvexitéit der Korner in Satz 2.6

wird hier durch die Voraussetzung der Drehungsinvarianz von () ersetzt.

Satz 2.7. Es seien Ay, Ay € B(S47Y). Fiir einen Punktprozess ¥ in R x K¢ mit Verteilung
P seien die Voraussetzungen 2.1 und 2.2 (vgl. S. 8) erfillt. Sei @) drehungsinvariant. Dann
ist das Mafy Ny_y 4 (- X Ay,- x Ag) fiir das Keim-Korn-Modell = = T(W) absolut stetig
beziiglich H??.

Beweis. Der Beweis ist weitgehend identisch zu jenem von Satz 2.6. Es bleibt zu zeigen,

dass nun unter der Voraussetzung der Drehungsinvarianz von @) aus
/ / / 1z — 21 € B}Cy (K, d21)Cy 1 (K, dzz)Q(dK) > 0 (2.44)
H%(By) > 0 folgt.

Unter Verwendung des invarianten Wahrscheinlichkeitsmafles v auf SO, folgt mit der

Drehungsinvarianz von @) aus (2.44)

/ / / / 1{zy — 21 € Bx}Cy 1(VK,dz1)Cy 1 (UK, dz) Q(AK)v(d0) >0 (2.45)

und nach der Substitution (zi, z2) — (921, 9z) mit der Eigenschaft (2.23) und dem Satz

von Fubini auch
////1{19(Z2 — Z1> € Bx}y(dﬁ)C’d_l(K, le)Cd_l(K, dZQ)Q(dK) > 0. (246)

Es gibt folglich eine messbare Menge C C K¢ mit Q(C) > 0 und eine messbare Menge
© C SO4 mit v(O©) > 0, so dass fiir alle K € C Mengen Z,(K), Zy(K) C 0K mit



28 Kapitel 2. GroBen zweiter Ordnung fiir zuféllige Mengen

Co1(K,Z1(K)) > 0 und Cy_1(K,Z5(K)) > 0 existieren, fir die fir alle ¥ € © die
Inklusion 9(Z(K) @ Z,(K)) C By gilt. Dabei kann o. B. d. A. angenommen werden, dass
Zy(K) und Zy(K) zusammenhéngend sind. Wenn es parallele Hyperebenen E; und Ej
mit Cy_1 (K, Z1(K)) = Cy—1 (K, Z1 (K)NEy) baw. Cy_1 (K, Z3(K)) = Cy—1 (K, Zo(K)N Ey)
gibt, folgt, da Zy(K) @ Z,(K) selbst nicht d-dimensional sein muss, aber aus

H? (U W Zo(K) ® Zl(K))> >0
9EO
auch H%(Byx) > 0. Andernfalls liegt ein Fall wie im Beweis zu Satz 2.6 vor, und es gilt

bereits HY(Zy(K) @ Z,(K)) > 0. O

Dass auf die Voraussetzungen an das Wahrscheinlichkeitsmafl () in den Sétzen 2.6 und
2.7 nicht vollstdndig verzichtet werden kann, zeigt folgendes Beispiel. Denkbar ist jedoch

eine Abschwichung dieser Voraussetzungen, vgl. auch die Diskussion in Abschnitt 2.7.

Beispiel 2.1. Sei U ein stationérer Poisson-Prozess in R? x K2 mit Intensitit 0 < A < oo.
Das typische Korn sei ein festes achsenparalleles Rechteck Ky = [—a,a] x [—b,b] mit
a,b>0,d.h., Q = dk,. Sei nun

D = {(x1,x9, 1 + x3,22) € R : (1, e, 23) € R3}

gewihlt. D ist eine Hyperebene in R* und hat folglich H*-Maf Null. Fiir das Ma8 ugl) g1
der Menge D gilt geméf (2.41) im Beweis zu Satz 2.6 mit der Eigenschaft (2.11) des

Poisson-Prozesses in diesem Fall aber
1
Ufgl{sl (D)

- )\///1{<X’ zy — 71 +x) € D}C(x, 23 — 21 + x)Ca1(Ko, dz1)Cy—1(Ko, dzo)H*(dx)

= A / / / 1{(x, 22 — 1) €R* x {0} }C(x, 25 — 21 + x)Cg1 (Ko, dz1)Cy1 (Ko, dzo)H(dx)

> 0,
(2.47)

da fiir alle z; und z, aus der Kante [—a, a] x {b} von K zy—2; € [—2a,2a]x {0} C Rx {0}
gilt. Daher sind sowohl ugl) g1 als auch AT, (- x S x - x ST) nicht absolut stetig beziiglich
H*.
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2.4 Eine Anwendung der Koflichenformel

Dieser Abschnitt dient der Vorbereitung des Abschnitts 2.5, wo die Existenz der rechtsei-
tigen Ableitungen von g (x1, 1, A1, X2, to, Ag) bei (t1,t2) = (0,0) untersucht wird. Der
folgende Satz 2.9 zeigt, dass das fiir zwei konvexe Koérper K und L durch p((0,t]) :=
HIYOLN (K \K)), t > 0, definierte Maf auf R eine Dichte beziiglich H! hat. Er ist eine
Folgerung aus der Koflichenformel fiir Lipschitz-stetige Abbildungen (Theoreme 3.2.12
und 3.2.22 in Federer, 1969). Der folgende Satz 2.8 gibt zunéichst eine den Erfordernissen

der vorliegenden Arbeit entsprechende Version der Koflichenformel wieder.

Satz 2.8 (Koflichenformel). Sei M eine m-dimensionale eingebettete C'-Untermannig-
faltigkeit in R, 0 < m < d, und f : M — R*, k < m, eine Lipschitz-stetige Abbildung.
Dann gilt fir jede H™-messbare Menge A C M wund jede H™-integrierbare Funktion
g:A—=R
/ (v) T (y)H™ (dy) = / / y)H™ *(dy)H"(dz), (2.48)
A RF f=1{z}NnA

wobei Jy die Jacobi-Funktion von f ist.

Mit Blick auf Satz 2.9 erfolgt die Diskussion von Jy nur fiir den Fall £ = 1 (vgl. dazu

auch Hardt und Simon, 1986). Fiir den allgemeinen Fall sei auf Federer (1969) verwiesen.

Da die Funktion f : M — R Lipschitz-stetig ist, folgt (Satz von Rademacher, siche
Theorem 3.1.6 in Federer, 1969), dass f in M ‘H™-f. 1. differenzierbar ist, d. h., dass es fiir
H™-f.a.y € M einen Vektor a(y) € Ty M mit

lim f(z) = f(y) —(aly),z—y)

2y |z =yl
zeM

=0, (2.49)

gibt. Dabei bezeichne Ty, M den Tangentialraum an M im Punkt y. Uberall da, wo a(y)
existiert, ist a(y) auch eindeutig bestimmt. In diesem Fall sei durch V f(y) := a(y) der
Gradient von f in y definiert.

Vermoge v — (Vf(y),v), v € Ty M, ist eine durch f induzierte lineare Abbildung dfy :
TyM — R (das Differential von f in y) definiert. Bezeichnet (dfy)* die zugehorige
adjungierte lineare Abbildung, dann folgt aus der Definition

_ \/det((d fy) o (dfy)*)

der Jacobi-Funktion J; (fir H™-f.a. y € M) unmittelbar

=V det((VF(y))* VI(y)) = IV¥)]- (2.50)
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Ist f:R? — R eine (beliebige) Lipschitz-stetige Fortsetzung von f auf R? dann ist fiir
alley € M, in denen a(y) (wie in (2.49)) existiert, die Einschrinkung f|(y + Ty M) von f
auf y + T, M in y differenzierbar mit grad(f|(y +7,M))(y) = a(y) = Vf(y) (vgl. Hardt
und Simon, 1986). Damit gilt auch

- f(z) = Fy) = (Vf(y),z—y)

2y |z =yl
ze(y+Ty M)

— 0. (2.51)

Satz 2.9. Seien K und L konvexe Korper in RY. L sei aus der Klasse C'. Auferdem sei
H" ({y € 0L : (n(L,y),u(K,y))* =1}) =0 (2.52)

erfiillt. Dann gilt fiir jede messbare Funktion h : R x [0, 00) — [0, 00)

/ Wy, d(, y) ' (dy) = / / Wy, s)n(L, Ko y)H 2 (dy)ds,  (2.53)

OL\K OLNOK s

wobes

Isin Z(n(L,y),n(K,y))|™" fallsy € L NregK, n(L,y) § n(K,y),
(L, K,y) =
0 sonst.

(2.54)

Beweis. Es geniigt, die Behauptung fiir die Funktion h(y,s) := ﬁ(y)l{s < t} zu zeigen,

wobei h : R? — [0, 00) eine messbare Funktion sei und ¢ > 0 gelte.

Da L aus der Klasse C" ist, ist OL eine (d — 1)-dimensionale C'' Untermannigfaltigkeit
des RY. Weiterhin ist die Abbildung f : 0L N (K; \ K) — [0,00) mit x — d(K,x)
Lipschitz-stetig. Folglich kann die Koflichenformel (2.48) fiir Lipschitz-stetige Funktionen

angewendet werden, und es gilt fiir eine H? !-integrierbare Funktion ¢

[ oty - / [ oty (2.55)

OLN(K+\K) 0 OLNOK,

Es wird weiter unten gezeigt werden, dass fiir alle H¢ !'-f. a. y

Ji(y) = |sin Z(n(L,y), u(K,y))|

gilt. Aus der Lebesgue-Messbarkeit von n : regl. — S% ! y + n(L,y), (Lemma 2.2.10
in Schneider, 1993) und der Stetigkeit von ux : R4\ K — S% ! y s u(K,y), (folgt aus
der Stetigkeit von Abstandsfunktion und metrischer Projektion, siche z. B. Theorem 1.2.2
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in Schneider, 1993) folgt die Messbarkeit von 7. ¢. Da sowohl [J als auch h nichtnegativ
sind, ist damit die spezielle Wahl von ¢g : 0L N (K; \ K) — [0, 00) mit

h;(yy)) falls y € 0L N (K, \ K), n(L,y) ff u(K,y), (2.56)

J,
0 sonst,

gly) =

H~ L integrierbar und damit in (2.55) einsetzbar. Da fiir s > 0 0K, = regK, gilt, kann
fir y € (K; \ K) der Richtungsvektor u(K,y) durch n(Kj,y) ersetzt werden, und die
Behauptung folgt aus der Definition von 7.

Mit Blick auf (2.50) ist nun noch [|[Vf(y)| = |sinZ(n(L,y),u(K,y))| zu zeigen. Sei
dazu im Folgenden y € 0L N (K; \ K) so gewéhlt, dass Vf(y) existiert und auflerdem
n(L,y) }f u(K,y) gilt. Abkiirzend seien p := p(K,y), u := u(K,y), n := n(L,y) und
Vf:=Vf(y).Sei H die zu u(K,y) orthogonale Hyperebene durch p(K,y). Sei auflerdem
m € Ty, L N S%! zunichst ein Tangentialvektor der Lénge 1. Da d(K,y) > 0 gilt, trennt
H fiir alle r, 0 < r < d(K,y), den Punkt y + rm und den Korper K. Folglich gilt

d(K,y +rm) > d(H,y + rm) = (y + rm,u) = d(K,y) + r(m, u). (2.57)

Eine Lipschitz-stetige Fortsetzung f von f auf R? ist in natiirlicher Weise durch f(x) =
d(K,x) fiir x € R? gegeben, insbesondere gilt also auch f(y +rm) = d(K,y +rm). Aus
(2.51) folgt daher zusammen mit (2.57) (Vf(y), m) > (m,u) fiir alle m € T, L NS¢
Das zieht sogar die Giiltigkeit von

(Vf(y),m) = (m,u) (2.58)

fir alle m € Ty L nach sich. Wegen (2.58) ist Vf zu allen Tangentialvektoren m or-
thogonal, die ihrerseits zu u orthogonal sind, weshalb Vf in der (wegen u }f n echt

zweidimensionalen) affinen Hiille A(u, n), die von u und n aufgespannt wird, liegt.

Falls n_Lu gilt, folgt aus (2.58) fiir m := u sofort ||V f(y)|| = 1. Andernfalls sei u; ein zu

u senkrechter Einheitsvektor in A(u,n). Mit n = (n, u)u + (n,u)u, gilt
0= (Vfn)=(n,u(Vfu)+ou }(Vfu),

woraus

(Vi) = (V) <f]“’u‘i>> (2.59)

folgt. Zusammen mit (2.58) ergibt sich

(Vfu) = (V£ V) =(Vfu?+(Vfu)?=(Vfu)? (1 + (n, u)” ) , (2.60)
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womit man (Vf,u) = (n,u;)? und (Vf,u;) = —(n,u,)(n,u) erhilt. Folglich gilt

IVl = v1- u(K,y))? = |sinZ(n(L,y), u(K,y))|. (2.61)
O

Bei Verwendung einer Verallgemeinerung der Kofldchenformel fiir Lipschitz-stetige Funk-
tionen auf rektifizierbaren Mengen (Definition 3.2.14 und Theorem 3.2.22 in Federer,
1969) kann die Forderung in Satz 2.9 an L, aus der Klasse C' zu sein, sogar fallen ge-
lassen werden, da der Rand eines konvexen Korpers eine solche rektifizierbare Menge ist
(Theorem 3.2.35 in Federer, 1969). Fiir die Anwendungen in Abschnitt 2.5 geniigt aber

die vorliegende Formulierung.

Das folgende Beispiel zeigt, dass auf Voraussetzung (2.52) in Satz 2.9 dagegen nicht ver-

zichtet werden kann.

Beispiel 2.2. Es seien K und L konzentrische Kreisflichen mit Radien rx < rp und

t > r;, — rg wie in Abbildung 2.1. Dann ist

/ Hd(K,y) < t}H'(dy) = 277y
OL\K

Andererseits gilt wegen 0L N 0K, = @ fiir s # rp, — rg

/t/n(L,Ks,y)HO(dy)ds: / 0ds + / 0ds = 0.

0 OLNOK, (O,T‘L—’I‘K) (TL—’I"K,t}

Abbildung 2.1: Ilustration zu Beispiel 2.2.
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Die folgenden Satze untersuchen das Verhalten einer durch Satz 2.9 gegebenen Dichte
faLmaKtﬁ(y)n(L, K;,y)H*%(dy) fiir ¢t | 0. Mit den entsprechenden Aussagen lisst sich
dann in Abschnitt 2.5 die Existenz der zweifachen rechtseitigen partiellen Ableitung von
H bei (0,0) nachweisen. Zunéchst wird eine Aussage fiir den d-dimensionalen Fall unter

recht starken Glattheitsvoraussetzungen an K gezeigt.

Satz 2.10. Es seien die Voraussetzungen von Satz 2.9 erfillt. Zusdtzlich sei K aus der
Klasse C?. Es gelte

IsinZ(n(L,y),n(K,y))| >0, ye€dLNIK. (2.62)

Sei weiterhin h : RY — [0,00) stetig mit kompaktem Tréiger. Dann gilt

i [ BN KRNy = [ R KR ) (20

OLNOK¢ OLNOK

Beweis. Der Beweis folgt der Argumentationskette von Abschnitt 4 in Last und Schass-
berger (2001), wo Aussagen im Zusammenhang mit der zweiten Ableitung der sphérischen
Kontaktverteilungsfunktion bewiesen werden. An die Stelle der dort verwendeten Reich-

weitenfunktion tritt nun die Abstandsfunktion.

Im Fall LN K = @ gilt fiir alle gentigend kleinen ¢ > 0 auch 0L NOJK; = &, und somit ist

(2.63) trivialerweise erfiillt. Im Folgenden sei nun 0L N 0K # @ angenommen.

Seien B; und Bs offene Teilmengen des R?, so dass By NOK C?-glatt und B,NOL C'-glatt
parametrisierbar seien. Die Parameterdarstellungen von By NOK und B, NOL seien durch
die Abbildungen w = (wy,...,wg4_1) — x(w) und v = (vy,...,v4-1) — y(Vv) gegeben,
wobei w aus einer offenen Menge £ C R%! und v aus einer offenen Menge D C R}

seien. Wahlt man w° € £, v? € D und t° > 0 so, dass die Gleichung
x(w) +tn(K,x(w)) =y(v), teR, weFE veD, (2.64)

erfiillt ist, existieren wegen des Auflosungssatzes fiir implizit definierte Funktionen eine

offene Umgebung V' des Punktes (°,v9,...,v9_|) und stetig differenzierbare Funktionen
(t,v9,...,04-1) — W(t,vg,...,0q-1) und (t,va,...,04_1) +— v1(t,v2,...,04_1) von V in
R4 bzw. von V in R, so dass w(t%,09,...,09 ) = WO (vi(ve, ..., 0q_1),02,...,04_1) €

D, w(t,va,...,v4-1) € E und

X(W(t, v, ..., 0g-1)) +tn(K,x(W(s,ve,...,v4-1))) = y(v1(S, V2, ..., Vg—1), V2, ..., Vg_1)
(2.65)
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gelten. Voraussetzung fiir die Anwendung des Auflésungssatzes ist, dass fiir die durch
f(t,v,w) =x(w) + tn(K,x(w)) — y(v) definierte Funktion die Bedingung

8f(t,v1, ey Ug—1, Wy, .. ,wd,l)

900, 0w wl 0 2.66
8(vl,w1,...,wd71) ( 1 d—1> "1 d 1)7"é ( )

gilt. Da die Vektoren %, i=1,...,d—1, zum Tangentialraum von 0K in x(w) gehoren

und 2~ im Tangentialraum von L in y(v) liegt, ist (2.66) dann erfiillt, wenn der Vektor
V1

Oy
ov1

wegen Voraussetzung (2.52) in Satz 2.9 angenommen werden, und o.B.d. A. dann auch
%(Ul(t, V2, o3 V3—1), V2, - -, Va—1) & T(w(tyws,...vg_1)OK fiir alle (t,vq,...,v4-1) € V. Mit

(v9) nicht zum Tangentialraum von 9K im Punkt x° = x(w?) gehért. Dies kann

z(t,vg, ..., v4-1) = y(v1(t,v9, ..., V1), V2, ..., V1) (2.67)
erhélt man eine weitere Parametrisierung von By N L, d. h.
{z(t,vg,...,v4-1) : (t,v9,...,09-1) EV} =By NL. (2.68)
Hier gilt nun die Eigenschaft d(K,z(t,ve,...,v4-1)) =t fiir alle t > 0.

Wegen Voraussetzung (2.62) kann angenommen werden, dass (2.65) fiir t° = 0 erfiillt ist.
Ebenso kann angenommen werden, dass V' als V' = (t;,t5) x V' darstellbar ist, wobei
t, < 0 < ty gelte und V' eine offene Menge in R%~2 sei. Wegen der Kompaktheit von
OLNOK reicht es aus, den Fall 0L NJK C By zu betrachten (vgl. die Diskussion in Last
und Schassberger, 2001). Dann gilt

OLNOK = {z(0,vq,...,v4-1) : (vo,...,vq91) € V'}. (2.69)

Da die kompakten Mengen {y € 0L : d(K,y) < t} fiir ¢ | 0 monoton von oben gegen
OLNOK konvergieren, gilt dann fiir gentigend kleines t auch {y € L : d(K,y) <t} C Bs,

und auf beiden Seiten von (2.63) kann somit die Integration auf das Gebiet By beschrénkt

werden.

Es sei Ji(va,...,v4-1) die Determinante der Matrix ((g—;,g—vz))i,j:g ,,,,, d—1. In den Ko-
ordinaten (¢,vs,...,v4-1) ist dann durch \/Jt(vg, oy Vg-1)dvg - ... - dvg_y das Ober-
flachenelement von {y € 0L : d(K,y) = t} = 0L N 0K, gegeben. Da die Funkti-
on (t,va,...,v4-1) — Z(s,va,...,v4-1) stetig differenzierbar ist, ist (¢,vg,...,v4-1)
Ji(va, ..., v4-1) stetig auf V. Ebenso kann wegen (2.62) o. B.d. A. angenommen werden,

dass n(L, Ky, z(t,vg, ..., v4-1) stetig auf V ist und somit

ltifgl (L, Ky, z(t,ve, ..., v4-1)) = n(L, K,2(0,vq,...,04-1)) (2.70)
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erfiillt ist, wobei dieser Grenzwert fiir alle (vq,...,v4-1) € V' endlich ist. Da auch fiir
Ji(va, ..., v4_1) Beschranktheit angenommen werden kann, folgt mit den Voraussetzungen

an h aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz

ltli%l %(Y)n(lh Ktay)Hd72(dy)
OLNOK

:%1/..-/%@@,@2,...,vd_l))n(L, Ky, z(t, v, . vq-1))1{(t,va, ... vq_1) € V}
X \/Jt(UQ, ooy Vg—1)dvg - dvg g

:/---/E(Z(O,vg,...,vd1))77(L,K,Z(O,v2,...,vd1))1{(112,...,vd1) eV'}

X \/JO(UQ, ooy Ug—q) dug - .o dogq

- / )0, K, y)yH?(dy) < oo,

(2.71)
O

Fiir die Dimensionen d = 2 und d = 3 werden nun entsprechende Aussagen fiir K mit
stiickweise glattem Rand gezeigt. Dies schliet insbesondere den Fall ein, dass K ein

Polygon bzw. Polyeder ist.

Satz 2.11. Es sei d = 2, und es seien die Voraussetzungen von Satz 2.9 erfillt. K habe

einen stiickweise C'-glatten Rand und ein nichtleeres Inneres. Es gelte

HY(OL N [OK \ regK]) =0 (2.72)
und fiir alley € OL NregK

|sin Z(n(L,y),n(K,y))| > 0. (2.73)

Sei weiterhin h : RY — [0, 00) stetig mit kompaktem Triger. Dann gilt

i [ AL KRy = [ Ry KRy, 2T
OLNOK OLNOK
falls
/ n(L, K,y H(dy) < . (2.75)
OLNOK

Anschaulich bedeuteten die Bedingungen (2.72) und (2.73), dass der Rand von L den
Rand von K nicht in einem Eckpunkt von K schneidet und dass sich beide Rénder nicht

beriihren.
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Beweis. Falls 0L N 0K = @ gilt, verschwindet die rechte Seite von (2.74). Aulerdem gilt
dann auch 0L N 0K, = @ fur alle geniigend kleinen ¢ > 0, womit (2.74) erfiillt ist.

Es gelte nun 0L N 0K # @. Aus den Voraussetzungen folgt zunéchst

00 > / n(L, K,y)H’(dy) > / HO(dy).
dLNregK dLNregK
Folglich besteht 0L N 0K aus einer endlichen Anzahl n von Punkten y; € regk, i =
1,...,n, und fiir geniigend kleines ¢ > 0 ist 0L N K7 die disjunkte Vereinigung von n
stetigen Kurvenstiicken y;(t) € 0L N 0Ky, t € [0,¢], mit y;(0) = y;, i = 1,...,n, womit
auch 0L N OK; aus n Punkten y;(¢) besteht. Da 0K stiickweise C'-glatt ist, gibt es fiir
alle y; eine C'-glatte Umgebung, und es gilt mit p(K,y;) = y;

lim (K, yi(1) = limu(K.yi(0) = limn(K p(K.yi(1) =n(K.y)  (276)

wegen der Stetigkeit von p(K, -) und n(K, -). Da L aus der Klasse C? ist, folgt damit auch
1}%1 n(L, Ky, yi(t)) = n(L, K,y;). Mit der Stetigkeit von A gilt dann

lim Mwmwmm%yl$z/ ML Koy ()

OLNOK}

= lglrgﬁ(yi(t))n(L,Kt,yi(t))

i=1

- iﬁ(yi)n(h Ki,y:) (2.77)

= Z/E(Y>T7(L’Kt7Y)5yi(dy)

- / h(y)n(L, K, y)H(dy).

OLNOK

]

Satz 2.12. Es sei d = 3, und es seien die Voraussetzungen von Satz 2.9 erfillt. K habe

ein nichtleeres Inneres und einen stiickweise C?-glatten Rand mit der Darstellung

Ur
i=1

gemdfs (2.25), wobei zusitzlich alle F; N Fy, i,5 € {1,...,n}, i # j, C*-Untermannig-
faltigkeiten seien. Es gelte fir alle i,j,k € {1,...,n} miti #j#k #i

HY(OLNE,NF;NEF) =0 (2.78)
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und fiir alley € OL NregK
|sin Z(n(L,y),n(K,y))| > 0. (2.79)
Auflerdem gelte fir alle i,j € {1,...,n} mit i # j und alle Punkte x € OL N F; N F;
T (F, N F}) ¢ Ty L, (2.80)

d. h., kein Tangentenvektor von F; N F; in x liege gleichzeitig auch in TxOL. Sei weiterhin

h:RY— [0,00) stetig mit kompaktem Triger. Dann gilt

i [ AL KRy = [ Ry KMy, 28D
OLNOK: OLNOK
falls
n(L, K,y)H'(dy) < oc. (2.82)
OLNOK

Beweis. Es sei fiir t >0 und ¢ € {1,...,n}
F! = {y € 0K, : p(K,y) € relint(F;)} (2.83)

der zu relint(F;) gehorige Teil der dufleren Parallelmenge von K. Die Behauptung des
Satzes folgt, falls einerseits fiir alle i € {1,...,n}

i [ ALKV = [ RenLEyHEy), (280

£10
OLNF} OLNrelint (F;)

und andererseits

: 1 t
lim H <8L N [aKt \(JF

=1

) =0 (2.85)
erfillt ist.

Dass OL und F;NF;, 0,5 € {1,...,n}, i # j, wegen (2.80) keine Beriithrungspunkte haben,
impliziert

H'OLNF,NE) =0 (2.86)
fur alle 7,7 € {1,...,n} mit ¢ # j. Mit (2.86) und (2.82) kann damit (2.84) in dhnlicher

Weise wie Satz 2.10 gezeigt werden.

Es geniigt wegen (2.78), zum Nachweis von (2.85) nur die Mengen relint(F; N F}), i # j,
zu betrachten. Abkiirzend seien nun fiir feste Indizes i # j F' := relint(F; N F;) und
F':={y € 0K, : p(K,y) € F}. Gilt 0L N F = &, dann ist fiir geniigend kleines ¢ auch
OLN F' = & erfiillt und ltilr(r)l HY(OL N F') = 0 ist trivialerweise richtig.
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Andernfalls kann 0L N F nur aus endlich vielen Punkten bestehen: Angenommen 0L N F
besteht aus unendlich vielen Punkten. Dann gibt es mindestens einen Haufungspunkt in
der abgeschlossenen Menge F; N Fj. Da auch 0L abgeschlossen ist, miissen wegen (2.78)
alle Haufungspunkte sogar in F' liegen. Sei x € 0L N F nun solch ein Haufungspunkt.
Dann gibt es eine Folge {x,,} C 0L N F mit x,, — x fiir n — oo. Der Vektor

. X —Xp
q:= lim ———

n—oo [|X — Xu||
ist dann sowohl Element von T, 0L als auch Tangentenvektor von F' in x im Widerspruch

zur Voraussetzung (2.80).

O einen der endlich vielen Punkte aus 0L N F, und sei ¢ > 0 so gewiihlt,

Bezeichne nun x
dass die Menge

A:={p(K,y):y€edLNF' 0<t<t} (2.87)

ILNFNA = {x"} erfiillt, also keine weiteren Punkte aus OLNF enthilt. Fiir jedes x € A
enthiilt A' := 9[A®tBY\{y € A®tB?: p(F,y) ¢ A} die Menge x +tN (K, x). Da es fiir
F eine C*-glatte Parametrisierung w +— x(w) von E C R in R? gibt, lisst sich A’ in der
Form (w, m) — x(w) + th(x(w), m) mit w € E C E und m € tS' parametrisieren. (Der
Schnitt einer zu F' in x senkrechten Ebene durch x mit A’ ist gerade eine Kreislinie mit
Radius ¢.) OL sei durch D > v = (vy,v9) +— y(v) parametrisiert. Wegen Voraussetzung
(2.80) schneiden sich 0L und F' mit einem positiven Winkel. Daher ldsst sich in einer

Umgebung von x° die Gleichung
y(v) = x(w) + b(x(w), m) (2.88)

auflosen (Auflosungssatz fiir implizit definierte Funktionen). Das heifit, es gibt fiir je-
des geniigend kleine ¢ eine relativ offene Umgebung V des Punktes m® und stetig dif-
ferenzierbare Funktionen m +— w(m) und m + v(m) von V in R bzw. in R? so dass

x(w(m)) =x° v(m) € D, w(m) € E und
y(v(m)) = x(w(m))) + b(x(w(m))), m) (2.89)

gelten. Die Funktion m — y(v(m)) von ¢S' in L N A* ist fiir geniigend kleine ¢ stetig
differenzierbar und wegen (2.80) sogar Lipschitz-stetig. Bezeichnet c¢(t) die zugehorige
Lipschitz-Konstante, gilt mit Proposition 2.10.11 in Federer (1969)

HY(OL N AY) < c(tyH' (tSY) = c(t) - 2. (2.90)

Wegen (2.80) ist c(t) fiir alle geniigend kleinen ¢ beschriinkt, so dass H'(0L N At) — 0 fiir
t | 0. Da x° beliebig gewiihlt war, ist damit auch (2.85) gezeigt. O
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Die Voraussetzung der Sétze 2.11 und 2.12 an den Kérper K, innere Punkte zu haben, ist
nicht notwendig. Jedoch bedarf es bei einem (d — 1)-dimensionalen K einer Erweiterung
der Funktion 7, da es in diesem Fall keine reguliren Randpunkte gibt. Fiir H¢ !-f. a.
Punkte y € K besteht N(K,z) dann aus genau zwei Einheitsvektoren b; und by mit
b, = —b,. Daher sei nun fiir L aus der Klasse C! und beliebiges K € K¢

(
n(L, K, z) y € 0L N OK, K hat innere Punkte
sin Z(n(L,y),b)|™" b beliebig aus N(K,y), falls HO(N(K,y)) = 2,
y € 0OLN K, n(L,y) }t b, K ohne innere Punkte

n(L,K,y) :=

0 sonst.

\

(2.91)
Mit diesem 7 sind die Sétze 2.11 und 2.12 bis auf einen Faktor 2 unmittelbar auf (d — 1)-
dimensionale Korper K iibertragbar, d.h., es gilt unter den entsprechenden Vorausset-

zungen dann

i [ BWAL KRy =2 [ RRL KA 29
OLNOK: OLNOK
mit d € {2,3}.

Bemerkung 2.1. Satz 2.10 (und entsprechend auch Satz 2.11 und Satz 2.12) ist im Sinne
von Theorem 2.2 in Last und Schassberger (2001) auch folgendermaflen lesbar.

Die durch
t G(t) = /E(y)l{d(K,y)gt}H‘i—l(dy), t>0, (2.93)
OL\K

gegebene Funktion ist bei 0 rechtsseitig differenzierbar und besitzt die Ableitung

9
ot

Gt) = / By)n(L, K, y)H2(dy). (2.94)

t=0
+ OLNOK

O



40 Kapitel 2. GroBen zweiter Ordnung fiir zuféllige Mengen

2.5 [Existenz der rechtsseitigen Ableitungen bei (0,0)

Nachdem in Abschnitt 2.3 bereits fiir zwei wesentliche Voraussetzungen des Satzes 2.4
hinreichende Kriterien an den zugrunde liegenden Punktprozess gefunden wurden, ist

nun noch zu kléaren, unter welchen Voraussetzungen die zweifache rechtsseitige Ableitung
von CH bei (0,0) existiert.

2.5.1 Absolute Stetigkeit

Fiir das weitere Vorgehen erweist es sich als hilfreich, die Grofle CH® in zwei Terme zu

zerlegen. Diese werden spéter getrennt untersucht.

Lemma 2.1. Fiir einen Punktprozess VU in R x K? seien die Voraussetzungen 2.1 und

2.2 (vgl. S. 8) erfiillt. Es seien Ay, Ay € B(S*'). Dann gilt fiir die sphérische Kontakt-

verteilungsfunktion zweiter Ordnung H® von = = T(V)

6(Xla XQ)H§2)(X17 tla Ala X2, t27 AQ) = J(Z)(Xla t17 Ah X9, t27 AQ) + J(l)(xlv tla Alv X2, t27 Ag)
(2.95)
mit
J(2)(X1a tl? A17 X9, t?v A?)
— [ Bl iyt AT 4 ) 1) > s+ K )
X l{d(T(‘Ij + 5(y1,K1))7X2) > d(yz + KQ,XQ)} 1{0 < d(yl + Kl,Xl) S tl}

X 1{0 < d(YQ + KQ,XQ) S tg}l{u(yl + Kl,Xl) < Al}l{u(yg + KQ,XQ) € AQ}
x g (d(y1, K1, y2, Ka))
(2.96)

und

T (x1, 1, A1, Xa, ta, Ag)

!
- /E(y,K)

X 1{0 < d(y + K,Xl) S t1}1{0 < d(y+ K,Xg) S tg}
x H{u(y + K,x;1) € A1} 1{u(y + K,x3) € As}ay(d(y, K))

H{d(T(V),x1) > d(y + K,x1) }1{d(T(V),x2) > d(y + K,X2)}

(2.97)

fiir H*A-f. a. (x1,%3) € RY x R,

J®@ beschreibt dabei jenen Anteil von 6H§2), fiir den x; und x5 in der t;-Parallelmenge
bzw. to-Parallelmenge zweier verschiedener Korner y; + K7 und y, + K5 liegen, wahrend
JM) entsprechend den Anteil beschreibt, fiir den x; und x, in der ¢;-Parallelmenge bzw.

to-Parallelmenge des gleichen Korns y + K liegen.
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Beweis. Es sei g : R x R? — [0, co] messbar.

Unter Verwendung der verallgemeinerten Steiner-Formel in Satz 2.2, der Zerlegung (2.40)
geméfl Proposition 4.9 in Hug und Last (2000) und dem Satz von Fubini (anwendbar
wegen Lemma 3.11 und Korollar 3.14 in Hug und Last, 2000) erhélt man

// g(x1,%2)C (x1, %2) HP (x1, t1, A1, X, ta, Ay)H(dxo ) H (dxy)
— [ [otxixlBLix ¢ 2dEx) < tuE ) € A
x 1{xs ¢ Z,d(Z,%;) < ty,u(Z,%5) € Ay }H(dxo)H(dx1)
=E |://g(x1,x2)1{X1 ¢ =, d(E,x1) < t,u(=,x;) € A}

X 1{X2 ¢ E, d(E,Xz) S tQ, U(E,X2> € AQ}Hd(dXQ)Hd(dxl)]

CLz(]J |://// 71 + Slbl,ZQ + 82b2>
=0 j=

X 1{81 S tl,(S(E,Zl,bl) > Sl,bl S Al}l{Sg S t275(E,Z2,b2) > Sg,bg € AQ}

d-1d 1

I
M

x sd=i= 15(21 ITlgH(E d(zl,bl))@f(E,d(ZQ,bg))d31d821

J

ZZ//// (21 + $1b1, 2o + $2by)

m=1 n=1

Q.

-1

&.

-1
= CL(IJ

O
Q
O

1=

X 1{81 S tl,(S(E,Zl,bl) > Sl,bl & A1}1{82 S tQ,(S(E,ZQ,bQ) > Sg,bg € AQ}

x 54771507 gy ¢ 21 {z, ¢ 2}0,(Z,,,d(21,b1))0;(Zn, d(22, by))ds ds;
d—

1 d-1

=2 o[ [ [ [ [otmsin sy

=0 7=0

.

X 1{81 < tl,é(T<‘If),Z1,b1) > 51,b1 € Al}].{SQ < tz,(S(T(\I/),ZQ,bQ) > SQ,bQ c AQ}
X Sl 1 d - 11{Z %T(\Ij\(s.‘h Kl))}l{z2 ¢T(\Ij\5y2 K>) )}

X 0i(Ki +y1,d(z1,b1))0; (K2 + y2, d(22, b2))dsidsa ¥ (d(y1, K1) ¥(d(y2, K2))

Fir (z,b) € N(K +y) und ¥Y({(y,K)}) > 0 gilt (vgl. auch Beweis zu Theorem 4.16
in Hug und Last, 2000) z ¢ T(¥ \ d(,x)) und 6(T(V),z,b) > s genau dann, wenn
d(T(¥\b(y,x)), z+sb) > s erfiillt ist. (Wenn also der Punkt z+ sb innerhalb der zu y + K
gehorigen Zelle des dufleren Skeletts liegt, dann ist sein Abstand zur Menge T'(W¥ \ 6y x))

grofer als s.)
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Mit (2.9) und (2.10) kann daher die Gleichungskette fortgesetzt werden durch

S s [[ ][] fo stz

=0 75=0

x s34 1587 1 1{by € A, }1{by € A,}
X 1{d(T(\P \ 5(y1,K1))7 7z + Slbl) > 81}1{d(T(\II \ 5(y2,K2))7 Zo + Sgbg) > 82}

X ©;(K1 +y1,d(z1,b1))0;(Ks + y2,d(z2, be))ds1dso ¥ (d(y1, £41)) ¥ (d(y2, K2))

1=

d—1 d—-1
=2 X ws [Emsir || [ [ ot nbi s b
=0 j=

x 1{s; < t1}1{sy < to}s§ s d - ll{bl € A1 }1{by € Ay}
X 1{d(T(\P + (5(},27[(2)), Z1 + Slbl) > 81}1{d(T<\Ij + 5(y1,K1))7 Zo + Sgbg) > SQ}

X 61<K1 + Y1, d(Zl, b1)>@j (KQ + Yo, d(ZQ, b2>)d$1d52:| Oé‘(;) (d(yl, K17 Yo, Kg))

d—1 d—1
+ZZala/ o [//// (2 + s1by, 7 + ssbo)1{s1 < t1}1{ss < t2}
=0 0

J=
X Scll_i_lsg_]_ll{d(T(\I/) 7z + Slbl) > 81}1{d( ( ) Zo + Sgbg) > Sg}l{bl € Al}

x 1{by € A2}0,(K +y,d(z1,b1))0,;(K + y,d(zz,bg))dsldsg] ag(d(y, K))

= /E!(yl,Kl),(yg,Kz) |://g(X1,X2)1{O <d(y1+ Ki,x1) < t:}1{0 < d(y2 + Ka,%2) <t}
x H{u(y; + K1,%x1) € A1 }1{u(y2 + K3,x2) € Ay}
X H{d(T(V + Sy, 12)),%1) > d(y1 + Ki,%x1)}
X LT + by, 1) %2) > d(ya + I, %) RO MY ()
x oy (d(y1, K1, y2, K2)
+ /E!(%K) |://g(X1,X2)1{0 <dly+ K,x1) <t;}1{0 < d(y + K,x2) < t5}

x H{u(y + K,x1) € A1 }1{u(y + Kx2) € A }1{d(T(V),x;1) > d(y + K,x1)}

x H{d(T(V),x3) > d(y + K, %) YH*(dx;)H(dxz) | ag(d(y, K))
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|
= //9(X1=X2> (/E(yl,mm,m

x 1{0 < d(y2 + Ka,%x2) < to}1{u(y; + K1,x1) € A1 }1{u(y2 + Ks,%x2) € Ao}

1{0 < d(yl + K17X1) S tl}

X l{d(T(‘Ij + 5(y2,K2))7X1) > d(yl + Kl,X1>}

X {d(T(V + 8y, 101)), X2) > d(yz + KQ,xg}} oy (d(y1, K1, y2, K2))
+/EyK)

x H{u(y + K,x1) € A1 }1{u(y + K x3) € A} 1{d(T(V),x1) > d(y + K,x1)}

x 1{d(T(V),xz) > d(y + K, Xg)}:| ag(d(y, ))) HE(dx; YH (dx),

{0 <d(y + K,x;1) < t1}1{0 < d(y + K,x3) < t2}

unter Verwendung von Satz 2.2 und dem Satz von Fubini. Da g : R4 x R? — [0, o] beliebig
gewihlt ist, folgt die Behauptung. ]

Ohne weitere Voraussetzungen ist nun in gewisser Analogie zu Theorem 1.6 in Hug und
Last (2000) zunichst fiir J? ein Aussage hinsichtlich absoluter Stetigkeit beziiglich H?
moglich.

Lemma 2.2. Es seien die Voraussetzungen von Lemma 2.1 erfillt. Dann ist die durch
Lemma 2.1 definierte Grife J@ (xy, -, Ay, Xo, -, Ag) fiir H*-f. a. (x1,%3) € RYxR? absolut
stetig beziiglich H? mit Dichte

(t17t2> =
d—1 d—1

S S (AL RS RN,

i=0 j=

X ]-{d(T(\IJ+5(x17z17t1b1,K1)) X2)>t2}:| 1{b1 GAl}]_{bQGAQ}td 1= 1td j—1

% Q(2)<X1 —Z — t1b17K17X2 — Zy — t2b27K2>

X @i(Kla d(Zl, bl))Gj(KQ, d(ZQ, bg))Qg(d<K1, KQ))
(2.98)

Fiir die zu untersuchende Existenz der zweifachen partiellen rechtseitigen Ableitung von
J® bei (t1,t5) = (0,0) ist dann das Verhalten dieser Dichte fiir (¢,,%5) | (0,0) von
Interesse.

Beweis. Mit d(K+y,x) = d(K—x,-y), u(K+y,x) = u(K —x, —y), den Substitutionen

y1 — —y1 und yy — —y, sowie zweimaliger Anwendung von Satz 2.2 gilt
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J(2) (Xh tl; Ah X9, t2’ A2)

= ///]EI(YLKI),(yQ,KQ) 1{d(T(\If + 6(_y2,K2)),X1) > d<K1 — Xl;Yl)}

X 1{d<T(\I’ + 6(7y1,K1)>aX2) > d(K2 — X27y2)}:| 1{0 < d(Kl — Xl,yl) S tl}

X 1{0 < d(K2 - X2,Y2) < t2}1{u(K1 - X17Y1) € Al}l{u(KQ - X2,YQ) € AQ}

x 0 (—y1, K1, —ya, Ko)H(dy1 ) H (dy2) Q2(d(K1, K>))

d—1 d—-1

Zaiaj/////E!(—Zl—81b1,K1)7(—22—52b27K2) |:1{d<T(\IJ + (5(—22—52b2:K2))’X1) > 81}

=0 j=

X 1{d(T(\Ij + 6(—z1—51b1,K1))7 XQ) > 82}:| 1{81 Stl}l{SQ StQ}

X 1{b1 € Al}l{bg c AQ}Scll_i_lsgijilgm)(—Zl - Slbl, Kl, —Z9 — 52b2, K2>
x O;(K1 — x1,d(z1, b1))0;(K2 — X3, d(2z2, b))dsidsy Qo (d(K1, K3))

d—1 d—-1

Za’iaj///E!(xl—z1—slbl,K1),(x1—zz—52b2,K2)|:1{d(T(\II+5(X2Zz82b2,K2))7X1)>81}

/ 0 j=0

%

X 1{d<T(\P+5(x1—z1—51b1,K1))7 X2) > 82}:| 1{31 Stl}l{SQ Stg}

X 1{b1 & Al}l{bg € AQ}Sf_i_ng_j_IQ@)(Xl — Z1 — 81b17 Kl,Xg — Zo — SQbQ, KQ)

X 0;(K1,d(z1,b1))0;(Ka,d(22, ba))Qa(d( K1, K2))H?(d(s1, 52)),
wobei bei der letzten Umformung die Substitutionen z; — z; —x; und zs +— z, — X5 unter
Beriicksichtigung der Eigenschaft ©;(K +x,(A+x) x B) = ©;(K, A x B) sowie der Satz

von Fubini angewendet wurden. O]

Ahnlich wie in Hug und Last (2000) erfordert die Konvergenz der Dichte fiir (¢,,%5) | (0,0)
u. a. zusétzliche Voraussetzungen an die reduzierten Palmschen Verteilungen. Um dies zu
vermeiden, erfolgt in den folgenden Unterabschnitten eine Betrachtung bestimmter Bei-
spiele markierter Punktprozesse einschlieSlich einer Diskussion der Existenz der Ablei-
tungen von J™. Neben den dabei untersuchten drei Beispielen des Poisson-Prozesses, des
Matérn-Prozesses und des Gibbs-Prozesses sind in dhnlicher Weise auch Ergebnisse fiir

z.B. Cox-Prozesse und Poisson-Cluster-Prozesse (vgl. fiir den Fall erster Ordnung Hug
und Last, 2000) moglich.

Fiir die Formulierung der Sétze der folgenden Unterabschnitte werden die folgenden In-

tegrabilitdtsbedingungen bendétigt.
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Voraussetzung 2.5. Fiir das Wahrscheinlichkeitsmafl ) auf K? gelte fiir alle Indizes
7=0,...,d—1
/ 0,(K, R x ST )Q(dK) < oo, (2.99)

Voraussetzung 2.6. Fiir das auf der Menge der strikt konvexen Korper aus der Klasse
C' konzentrierte Wahrscheinlichkeitsmafl @ gelte fiir H%f. a. r € R?

/ / 1z € 0K N [0K +r]}n(K, K + 1, 2)H*>(d2)Q(dK) < oo, (2.100)

Voraussetzung 2.7. Fiir das drehungsinvariante WahrscheinlichkeitsmaBl @) auf K¢ gelte
fir H'-f.a. r > 0

/ / / 1y € 0K 1 0Bz, 1) i(B (. 1), K, y)yH2(dy)Cy1 (K, dz)Q(dK) < oo.
(2.101)

2.5.2 Poisson-Prozess

Satz 2.13. Es seien Ay, Ay € B(SY™'). Sei W ein Poisson-Prozess in R x K4, der die
Voraussetzungen 2.1, 2.3 (vgl. S. 8) und 2.5 erfillt. AufSerdem sei o beschrinkt und o(-, K)
He-f.ii. stetig fiir Q-f.a. K €K?. Dann ist fiir das Boolesche Modell = = T (V) die Gréfe
JP(xq,t1, Ay, X, ta, Ag) fiir H*-fast alle (x1,%2) € R?*? zweimal partiell rechtseitig diffe-
renzierbar bei (t1,t2) = (0,0), und es gilt

9
ot

0

a_ J(2)(X17t17A17X2at2aA2)
ta=0+ ty

t1=0+

= 4U(X1,XQ)//1{y ¢ x1 — Xy + K}o(x; —y, K)Ou_1(K,dy x A)Q(dK) (2.102)

X //1{y ¢ x2—x1+ K}o(xe —y, K)O4_1(K,dy x Ay)Q(dK).

Beweis. Mit den Eigenschaften ag) = ay ® ay und (2.12) des Poisson-Prozesses ist mit
Lemma 2.2 eine Dichte von J®)(xy,t1, A1, X, ta, Ay) durch

d—1 d-1

(tlatQ) HZZCL,‘CLJ‘ til_i_ltg_j_l ////E |:1{d(T<\II + 5(X2*Z2*t2b2,K2))7X1) > tl}

i—0 j—=0
X H{d(T(V + O(xy—a1-t1b1, K1) ), X2) > 752}} 1{b; € Ai}1{b; € A>}
x o(x1 — 21 — t1by, K1)o(x2 — 22 — toby, K»)

X @i(Kud(Zhbl))@j(KQ,d(Z2,b2))Q(dK1)Q(dK2)
(2.103)
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gegeben. Die Beschranktheit von ¢ und die Integrabilitdtsbedingung (2.99) sichern fiir je-
den Integranden der Summe die Existenz einer von (¢, t2) unabhéngigen und beziiglich des
MaBes P(dv)0;(K;,d(z1,b1))0, (K>, d(z2,bs))Q(dK;)Q(dK?) integrierbaren Majorante.
Es geniigt daher zu zeigen, dass fiir ©4_1 (K1, -)-f.a. (z1,by) € 0K, x S471, 041 (Ky, -)-f.a.
(z2,by) € 0Ky x S Q-f.a. Ky € K% und Q-f.a. Ky € K?

1{d<T(\I{ + 5(X2—Z2—t2b27K2))’ Xl) > tl}l{d(T(\II + 5(X1—Zl—t1b1,K1))> X2) > tQ}

(2.104)
X o(x1 — 21 — tiby, K1) (X2 — 22 — tobg, K>)
fur (t1,t2) | (0,0) P-f.s. gegen
1{d(T(‘I’),X1) > 0}1{d(T(\I’>,X2> > O}I{d(XQ — X1 + KQ,ZQ) > 0} (2 105)

X ]_{d(Xl — X2 + Kl,Zl) > O}Q<X1 — Zl,Kl)Q<X2 — ZQ,KQ)

konvergiert, da in diesem Fall die Behauptung des Satzes unter Beriicksichtigung von
t AT 0, (4,5) # (d—1,d — 1), fiir (t1,15) | (0,0), unmittelbar aus dem Satz von

der majorisierten Konvergenz folgt.

Es gilt die Zerlegung
Hd(T(Y40(x, 21 —t1b1, k1) ) X2) > T2} = H{d(T(V), X2) > ta J1{d(K1 —z1—t1 b1, Xa—x1) > 15}
Fiir H*-f.a. (x1,%s) € R* und fiir

Ou-1(K1,-) ® 04-1(K>,-) ® Q ® Q-f.a. (z1, b1, 2, by, K1, K)

sind weder x; — z; und xy — zy Unstetigkeitsstellen von o(-, K7) bzw. o(-, K3), noch gilt
Xy — X; € OK| — 21 oder x; — X9 € 0Ky — zy. Es seien im Folgenden (x;,x;) € R

entsprechend gewihlt.

Falls x5 — x1 ¢ Ky — 71 gilt, ist 1{d(K; — z1,x2 — x1) > 0} = 1. Es gibt daher ein ¢ mit
0 <e <dK; —2z1,Xp —x;1) < 00. Damit gilt 0 < § < d(K; — 2z, — t1by,x; — x) fiir
alle 0 < ¢ < 5. Fiir alle 0 < £ < § ist dann 1{d(K; — z; — t;b;, x5 — x1) > to} = L.
Ahnlich kann fiir x; — xy ¢ Ky — 2, x; ¢ T(¥) und x5 ¢ T(¥) argumentiert werden.
Beim gleichzeitigen Eintreten aller vier Fille wird folglich die Konvergenz von (2.104)
gegen (2.105) durch die Stetigkeit von o(-, K) fiir Q-f.a. K gesichert.

Fiir den Fall x5 —x; € K —z; kann wegen x; —x; ¢ 0K —z; angenommen werden, dass
K innere Punkte besitzt. Dann liegt x5 —x; im Inneren von K; —z;, weshalb es ein € > 0
gibt, so dass auch eine offene Kugel um x5 — x; mit Radius € noch ganz in K; — z; liegt.
Damit liegt fiir 0 < ¢; < 5 auch Bd(x2 — X1, %) noch ganz in Ky — z; — t;by, weshalb fiir
alle to > 0 1{d(K; — z; —t;b1,x3 — X1) > to} = 0 gilt. Analog kann fiir x; — xs € Ky — 7o
argumentiert werden. Falls x; € T'(V) oder x, € T'(V) gilt, verschwinden ebenfalls sowohl
(2.104) als auch (2.105). Tritt also mindestens einer dieser Fille ein, ist damit wiederum

die Konvergenz von (2.104) gegen (2.105) gesichert. O
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Um fiir J® ein dhnliches Ergebnis zu erhalten, sind zusitzliche Voraussetzungen an Q

notwendig.

Satz 2.14. Sei ¥ ein Poisson-Prozess in R? x K2, der die Voraussetzungen 2.1 und 2.3
(vgl. S. 8) erfiillt. Q sei auf der Menge der strikt konvexen Kérper aus der Klasse C?
konzentriert und gentige der Voraussetzung 2.6 (vgl. S. 45). Auferdem sei o beschrinkt
und o(-, K) HA-f.i. stetig fiir Q-f.a. K € K¢. Seien Ay und Ay offen in S¥t. Dann ist
fiir das Boolesche Modell = = T(V) die Grife JM(xq,t1, Ay, X, ta, As) fiir H*-fast alle
(x1,%2) €ER? zweimal partiell rechtsseitig differenzierbar bei (t1,t2) = (0,0), und es gilt

9
ot

0

e J(l)(xl7t1)A17X27t27A2)
=04 O

t1=0+

:6(X1,X2)//1{y € [0K +x1] N [OK + xa] (K + %1, K + x2,y)o(x1 + X2 — y, K)

x 1{n(K +x,,y) € 41} 1{n(K +x;,y) € A }H%(dy)Q(dK).
(2.106)

Beweis. Aus der Darstellung geméd Lemma 2.1 folgt mit der Eigenschaft (2.11) des
Poisson-Prozesses, der Voraussetzung 2.1 iiber das Intensitdtsmafl oy, der Substitution

y — —y 4+ x; und einer Anwendung der verallgemeinerten Steiner-Formel in Satz 2.2
1) X17 tl) A1> X2, t?a A?)
// l (d(T(D), %) > dly + K, x)}{d(T(V), %) > d(y + K, xz)}]

X 1{0 < d(y + K,Xl) < t1}1{0 < d<y+ K,XQ) < tg}

x Hu(y + K,x1) € A }1{u(y + K,%3) € A }o(y, K)H*(dy)Q(dK)
= //E {1{d(T(\P),x1) > d(K,y)}1{d(T(¥),x2) > d(x; — X3 + K, y)}}

X 1{0 < d(K, y) < tl}l{O < d(Xl — Xy + K, y) < tg}

x 1{u(K,y) € Aj}1{u(x; — xo + K,y) € As}o(x; — y, K)HY(dy)Q(dK)

_ dg:a///E {1{d(T(\II),X1) > SH{A(T(V), %) > d(x: —xQ+K,z+sb>}}

X 1{s <t;}1{0 < d(x1 —x2 + K,z + sb) <ty }o(x1 —z — sb, K)1{b € A}

x 1{u(x; — xo + K,z + sb) € Ay}s"7'0,(K,d(z,b))Q(dK)ds
(2.107)



48 Kapitel 2. GroBen zweiter Ordnung fiir zuféllige Mengen

Wegen der Beschriankheit von ¢ und der Integrabilitdtsbedingung (2.99) existiert fiir jeden

Integranden in der Dichte

t] — z_:a,//E |:1{d(T(\I/>,X1) > tl}l{d(T<\I/),X2) > d(X1 — Xg + K,Z + tlb)}

x 1{0 < d(x; —x2+ K,z + t1b) <ty }o(x; —z —t1b, K)1{b € A}

X 1{u(x1 — X9 + K, Z + tlb) € Ag}tfiiilgi(K, d(Z, b))@(dK)
(2.108)

von JU) eine von (t1, ;) unabhiingige und beziiglich P(dv))0;(kK,d(z, b)Q(dK) integrier-
bare Majorante. Fiir ©4_(K,-)-f.a. (z,b) € 0K x S4 ! und Q-f.a. K € K? konvergiert

H{d(T(V),x1) >t }1{d(T(V),x2) > d(x1 — X9 + K,z + t1b)}
X 1{0 < d(x; —x2+ K,z + t1b) < t2}o(x; —z — t1b, K) (2.109)
x 1{u(x; —x2+ K,z + t1b) € A}
fiir t; | 0 P-f.s. gegen
H{d(T(¥),x1) > 0}1{d(T(¥),x2) > d(x1 —x2 + K,2)}1{0 < d(x1 — X2 + K,z) < t5}

x o(x; —z, K)1{u(x; —x2 + K,z) € As}.
(2.110)

Dieses kann auf #hnliche Weise wie im Beweis zu Satz 2.13 gezeigt werden: Fiir H?¢-f. a.
(x1,x2) und fiir 041 (K, -)@Q-f. a. (z, b, K) ist P-f.s. weder x; —z eine Unstetigkeitsstelle
von o(+, K), noch gilt xo —x; € 0K — z, d(x; — %2 + K,z) = t3 oder d(T(¥),x3) =
d(x; —x2+ K, z), noch liegt wegen der Stetigkeit von u(K,-) der Vektor u(x; —x2+ K, z)

auf dem Rand von A, relativ zu S¢!. Seien nun (x1,X5) entsprechend gewihlt.

Die Argumentation fiir die Terme 1{d(T'(V),x1) > t1}, 1{0 < d(x; —x2+ K, z+1t1b) < {5}
und 1{d(T(V), x3) > d(x1—x2+ K, z+t;b)} hinsichtlich der Konvergenz von (2.109) gegen
(2.110) verlduft nun vollig analog zu jener im Beweis von Satz 2.13. Beispielsweise gibt es
fiir den Fall d(T'(¥), x3) > d(x1—x2+K,2z) eine, 0 < e < d(T(V), x2)—d(x1—x2+ K, z), s0
dass fiir alle t; < e auch d(T'(V),x2) > d(x;—%o+ K, z+t1b) richtig ist, usw. Da A offen in
Sa-1ist, folgt aufgrund der Stetigkeit von u(x; —xo+ K, -) aus u(x; —x,+ K, z) € Ay auch
u(x;—xo+ K, z+t1b) € A, fiir alle gentigend kleinen ¢;. Ist hingegen u(x; —x+ K, z) ¢ As,
liegt fiir H??-fa. (x1,%2) € R?*® u(x; — xo + K,z) im beziiglich S?~! relativen Inneren
von S471\ Ay, und fiir alle geniigend kleinen ¢; ist auch u(x; — xy + K,z + t;b) ¢ A,
richtig. Aus der Stetigkeit von o(-, K) fiir Q-f.a. K folgt somit die Konvergenz von (2.109)
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gegen (2.110), so dass sich schliefllich mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz fiir
H*-fa. (x1,Xs)

0

JW(xy,t1, Ay, Xg, by, A
8t1 (X1> 1, A1, X9, U2, 2)

t1=0+

oot [ B RGT0)x0) > R0 > do - xt KAl )

X 1{0 < d(X1 — X9 + K,Z) S tg}l{b S Al}l{U(Xl — X9 + K, Z) € AQ}

X o(x1 — 2, K)O4_1(K,d(z,b))Q(dK)
ergibt.

Da @ auf der Menge der strikt konvexen Korper aus der Klasse C? konzentriert ist, gilt
fir Q-f.a. K sowohl b = n(K,z) aufgrund der Glattheit als auch

ag-104_1(K,dz x S = 1{z € 0K YH* 1(dz),

da die strikte Konvexitédt impliziert, dass K innere Punkte hat und folglich Theorem
4.2.5 in Schneider (1993) angewendet werden kann. Damit ist (2.111) in die fiir Satz 2.9

notwendige Form gebracht, und es gilt

0

— TV (%1, 1, Ay, Xg, ta, A
atl (X17 1, A1, X9, T2, 2)

t1=0+

= ///]E {l{d(T(\P),xl) > 0}1{d(T(¥),x3) > s}| 1{z € 0K N O[K; + X1 — Xa]}
X (K, Ks+x1 —Xo2,2)1{s < t2}1{n(K,z) € A1 }1{u(x; —x2 + K,z) € Ay}

x o(x; — z, KYH* ?(dz)Q(dK)ds.
(2.112)

Folglich existiert eine Dichte

t E 1{d(T(V),x;) > 0}1{d(T(T),x;) > t}

//1{z € OK N O, +x1 — xa])

X n(K, Kt + X1 — XQ,Z)l{n(K, Z) € Al}l{u<X1 — X9 + K,Z) € AQ}

X o(x1 — z, K)YH?(dz)Q(dK).
(2.113)

Im Sinne der obigen Diskussion folgt zuniichst fiir H?4-f. a. (x1,%2) € R?® fiir ¢ | 0 die

Konvergenz

E [1{d(T(¥),x;) > 0}1{d(T(¥),x5) > t}| — E [1{d(T(\If),x1) > 0}1{d(T(¥),x5) > 0}}.
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Ebenso kann argumentiert werden, dass fiir geniigend kleines ¢t 1{n(K,z) € A;} und
H{u(x; —xo+ K,2z) € Ay} = 1{n(x; — X2+ K, p(x; —x2 + K,2)) € Ay} stetig in z sind.
Da K Q-f.s. strikt konvex ist, sind die Normalenvektoren n(K,z) und n(K + x; — X2, z)

fiir H24-f. a. (x1,X2) € R?? nicht parallel, womit
sin Z(n(K,z),n(K + x; — X2,2)) >0
gilt. Aus der Integrabilitdtsbedingung (2.100) folgt nun fiir @Q-f.a. K auch
/l{z € 0K NI[K +x; — %] (K, K + x; — Xo,2)H*%(dz) < oo,

so dass mit der Stetigkeit von o(-, K) fiir Q-f.a. K die Voraussetzungen des Satzes 2.10
erfiilllt sind. Mit Integrabilitdtsbedingung (2.100) existiert dann eine von ¢ unabhéngige
und beziiglich des Mafies P(dy))H%2(dz)Q(dK) integrierbare Majorante fiir den Integran-
den in (2.113), und die Behauptung folgt aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz

und der Substitution z — z — X». O

Im Fall drehungsinvarianter Kornverteilungen kann insbesondere die Forderung nach strik-

ter Konvexitét fallen gelassen werden.

Satz 2.15. Sei U ein stationdrer und isotroper Poisson-Prozess in RY x K2, d € {2,3},
mit Intensitit A\, 0 < XA < oo, und Kornverteilung ), der die Voraussetzungen 2.1 und
2.8 (vgl. S. 8) erfillt. Q geniige der Voraussetzung 2.7 (vgl. S. 45) und sei im Fall d = 2
auf der Menge der konvexen Kérper mit stiickweise C1-glattem Rand und im Fall d = 3
auf der Menge der konvexen Kérper mit stiickweise C?-glattem Rand konzentriert. Dann
ist die Grofe JW (xq,t, 541, Xg, o, S4Y) fiir H?-fast alle (x1,%2) €R?* zweimal partiell

rechtsseitig differenzierbar bei (t1,t2) = (0,0), und es gilt mit r := ||x; — Xa||
i i J(l)(X17t17A17X27t27A2>
Oty to=0+ oty =0+
2 o o (2.114)
—C g [ [ [ AB ) Koy ) o (. d2) Q)
OKNOB4(z,r)
mit

e c =1, falls Q auf der Menge der konvexen Kdorper mit inneren Punkten konzentriert

15t,

o ¢ =2, falls Q auf der Menge der konvexen Kdrper ohne innere Punkte konzentriert

18t.
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Beweis. Es sei x; # X5. Da im ersten Teil des Beweises von Satz 2.14 die Glattheit und
die strikte Konvexitat der Korner nicht verwendet wurde, ldsst sich dieser unmittelbar

tibertragen, und es gilt mit (2.111) und der Drehungsinvarianz von @

0

J(1)<X1, t1, S9! xg, 1, S
Oty

t1=0+

- QA//]E {1{d(T(@),xl) > 0} 1{d(T(¥),x2) > d(x1 —x2 + K, Zﬂ}

X 1{0 < d(Xl — Xg + K, Z) < tg}cd_l(K, dZ)Q(dK)

- QA///]E |:1{d(T(\If),X1) > 0}1{d(T'(V),x2) > d(x1 — X —|—19K,Z)}}

X 1{0 < d(x; — %o + VK, 2z) < t3}Cy_1(VK,dz)Q(dK)v(dV)

= ZA///]E [1{d(T(\11),x1) > 0} {d(T(¥),x2) > d(07" (x1 — x2) + sz)}l

x 1{0 < d(¥'(x1 — X2) + K, 2z) < to}v(d9)Cy_1 (K, dz)Q(dK)

_9) / / / E [1{d(T(qf),x1> > 0} L{A(T(V), x5) > d(K, 2 + 0 (x2 — xl>>}}

x 1{0 < d(K,z+ 9" (%2 — x1)) < to}0(d9)Cy_y (K, d2)Q(dK),
(2.115)

wobei weiterhin die Substitution z — 9z, die Invarianzeigenschaften von d(-,-) und Cy_4
bei Drehungen und Verschiebungen und der Satz von Fubini angewendet wurden. Da mit
Xo — X3 ein Vektor gedreht wird, kann die Integration beziiglich v durch eine Integration
beziiglich des sphirischen Lebesguemafles 04—, auf S?~! bei Normierung mit db, ersetzt

werden. Die Gleichungskette ist damit fortsetzbar durch

:j—gzl///Ell{d(T(‘If),Xl)>0}1{d(T(‘P),X2)>d(K7Z+||X1—X2||u)}]

X 1{0 < d(K,Z + ||X1 - XQHU) S tQ}O'd_l(dU)Cd_1<K, dZ)Q(dK)

_ ddele—AxQHdl ///E {1{d(T(\If),x1) > 0}1{d(T(¥),x2) > d(K, Y)}]

x 1{0 < d(K,y) < t,}1{y € 0B%(z, ||x; —x:||) yH (dy)Cy_: (K, dz)Q(dK)

unter Verwendung der Substitution y = z+ ||x; —Xz|lu. Auf das innere Integral beziiglich

HE! ist Satz 2.9 mit den konvexen Kérpern B(z, ||x; —xz||) und K anwendbar, da
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Bi(z, ||x;—x2]|) aus der Klasse C" ist und (2.52) fiir H?%-f. a. (x;,%5) und Cy_1 (K, -)-f. a.
z erfiillt ist, und es gilt

0

A J(l)(xhtlasd_laxmtmSd_l)
Oty

t1=0+

= g | [ ] B e > onarw. > o] 16 <)

x 71(B(2, ||lx1—xa]), K, y) Ly € 0B (2, [[x1—x|)) N 0K}

x HY2(dy)ds Cy_y (K, dz)Q(dK).
(2.116)
Auf die Dichte
2)

el Pp—T E [1{d(T(\IJ),x1) > 0V L{d(T(V),x5) > t}

X///ﬁ(Bd(Z,||X1_X2H)7Kt>Y>1{yeaBd(z7HX1—X2H)ﬂaKt} (2.117)

x H¥2(dy)Cy_1 (K, dz)Q(dK)

sind die Sitze 2.11 und 2.12 bzw. (2.92) anwendbar, da auch hier fiir H*-f. a. (x1,x»)
und Cy_1(K,-) @ Q-f. a. (z, K) die entsprechenden Bedingungen erfiillt sind. Zusammen
mit Integrabilitdtsbedingung 2.101 ist dann der Grenziibergang fiir ¢ | 0 gesichert, womit
die Behauptung gezeigt ist. Il

Folgerung 2.2. Sei U ein stationdrer und isotroper Poisson-Prozess in R? x K4, d €
{2,3}, mit Intensitit A\, 0 < X\ < oo, und Kornverteilung Q, der die Voraussetzungen 2.1
und 2.3 (vgl. S. 8) erfillt. Q geniige den Voraussetzungen 2.5 und 2.7 (vgl. S. 45) und
sei im Fall d = 2 auf der Menge der konvexen Korper mit stiickweise Cl-glattem Rand
und im Fall d = 3 auf der Menge der konvezen Kdorper mit stiickweise C?-glattem Rand
konzentriert. Dann ist HS(Q) (r,t1,t2) fiir H'-fast alle r > 0 zweimal partiell rechtsseitig
differenzierbar bei (t1,t2) = (0,0), und es gilt mit r = ||r||

0 0

— — HP (r,t,,t
ot ot o (rhyts)

t1=04+

e (Q/Vd_l(K) — (KK — r)Q(dK)>2

2cA 2
b [ B e, Ky @y G (K d9)Q(aE)

OKNOB4(z,r)

to=0-+

(2.118)
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o c =1, falls Q auf der Menge der konvexen Kdrper mit inneren Punkten konzentriert

15t,

e ¢ =2, falls Q) auf der Menge der konvexen Kdrper ohne innere Punkte konzentriert

18t.

Bemerkung 2.2. Anhand von Folgerung 2.2 wird im Fall des stationédren und isotropen
Booleschen Modells das Verhalten der Produktdichte Q(Sz) (r) bei r = 0 deutlich. Wegen
Voraussetzung 2.5 ist der Koeffizient von A2 fiir alle r nach oben beschriinkt. Dagegen

verhilt sich der Koeffizient vor A in der Néhe von r = 0 wie 1 (siche auch Abschnitt 2.6):

Da sich der Mittelpunkt z von B%(z,r) auf dem Rand von K befindet, sind fiir kleine r die
beiden Normalenvektoren in'y € 9K NOB%(z,r) senkrecht oder niiherungsweise senkrecht
zueinander, und fiir H92-f.a. y ist (B4 (z,r), K,y) ~ 1. Damit gleicht das innere Integral
beziiglich H?~2 niiherungsweise dem Oberflicheninhalt einer (d — 1)-dimensionalen Kugel

mit Radius r und ist somit ndherungsweise proportional zu 792 U

Im Sinne von Bemerkung 2.1 ist das Ergebnis von Folgerung 2.2 auch in folgender Form
darstellbar:

9
ot

0

2
i HP (r 11, ts) = N2 (Q/Vd_l(K) — Cia (K, K — r>Q(dK))
0+ ot
)
Ao

to= t1=0+

) (2 / Coa (K, Kt—r)Q(dK)).
o (2.119)

In dieser Form ist die Bestimmung von Q(SQ) fiir die Beispiele im Anhang A etwas einfa-
cher. (2.119) kann dabei im Ubrigen aus der durch das Kapazititsfunktional fiir Poisson-

Prozesse gegebenen Darstellung von g (r,t1,1t2) gefolgert werden.

2.5.3 Matérn-Prozess

Als weiteres Beispiel sei im Folgenden der aus einem Poisson-Prozess in R% x K¢ abgeleitete

Matérn-Prozess (vgl. dazu insbesondere Kapitel 3) betrachtet.

Satz 2.16. Sei U ein Poisson-Prozess in R? x K¢ mit Verteilung P, der die Vorausset-
zungen 2.1 und 2.3 (vgl. S. 8) erfillt. QQ sei auf der Menge strikt konveren Korper aus der
Klasse C*? konzentriert und geniige den Voraussetzungen 2.5 und 2.6 (vgl. S. 45). Aufer-
dem sei o beschrinkt und o(-, K) H-f.i. stetig fiir Q-f.a. K € K. Seien A; und Ay offen

in S1. Fiir den von ¥ abgeleiteten Matérn-Prozess ist C(xy, XQ)HS(Q) (x1,t1, A1, Xa, to, As)
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fiir H?-f. a. (x1,%2) €R?*? zweimal partiell rechtsseitig differenzierbar bei (t1,ts) = (0,0),
und es gilt

— 0

0
O(Xl, Xg) 8_t
2

., Hs(2)(xlat17A17X27t27A2)
\os O

= 4////]E {1{d(7jz\110;x1) > 0}1{d(T(V),x2) > 0}h(x1 — y1, K1,X2 — ¥2, Ko, \If)}

X H{y1 ¢ x1 —xo+ K 1}1{y2 ¢ xo — x1 + Ka}o(x1 — y1, K1)o(x2 — y2, K3)

X Oq1(K1,dyr x A1)Q(dK1)O4-1 (K, dys X Az)Q(dK,)

1
+ //E [1{d(T(‘I’),X1) > 0} {d(T(V),x2) > 0}1 +U(Z(x1 +x2 —, K))]

X H{y € 0[K +x1] NI[K + xo]}n(K 4+ x1, K + x2,y)o(x1 + x2 — y, K)

x 1{n(K +x,,y) € A} 1{n(K +x,,y) € A YH*(dy)Q(dK)
(2.120)

mit X(y1,y2) = {(K1, Ky) € KEx K [y, + Ki] N [y + Ks] = @} und

h(Y17K1>Y2,K27¢)
_ 1X(}'17y2)(K17K2) ( 1 N 1 )
24+ Y(Z(y1, K1) U Z(y2, Ko)) \1+9(Z(y1, K1) 1+ ¢(Z(ye, K2)) )

Beweis. Wegen der Sétze 3.1 und 3.2 kann die Integration beziiglich der Campbell-

Mafle des Matérn-Prozesses in Lemma 2.1 durch eine Integration der entsprechenden
Campbell-Mafle des zugrundeliegenden Poisson-Prozesses ¥ mit den Dichten m
bzw. h(y1, K1,ye, K2, 1) ersetzt werden. Die Argumentation in den Beweisen von Lemma,
2.2 und der Sétze 2.13 und 2.14 kann folglich auch im vorliegenden Fall angewendet wer-
den. Da beide Dichten offenbar durch 1 nach oben beschrinkt sind, sind lediglich noch

die P-f.s. Konvergenzen

1 1
1+ 0(Z(x -2z —th,K))  1+9(Z(x1 -2 K))

(2.121)

fiir ©4_1 (K, )-f.a. (z,b) € 0K x S4 1 und Q-f.a. K € K% fiir ¢ | 0 und

h(x1 — 21 — tiby, K1, Xo — 22 — toby, Ko, 1) — h(x1 — 21, K1, X2 — 29, Ko, ) (2.122)
fir @d—l(Kla )—f a. (Zl,bl) € 0K, x Sd_l, @d_1<K2, )-f a. (Zg,bg) € 0K, x Sd_l, Q-f a.
Ky € K¥und Q-f.a. Ky € K4 fiir ty | 0, ty | O fiir H?4-f. a. (x1,X2) € R?? zu zeigen.

Ist ¥(Z(x1—2z, K) = 0, gibt es in ¥ keinen Punkt (y, L), so dass y+ L x; —z+ K schneidet.
Da ¢ P-f.s. lokal endlich ist und alle y + L abgeschlossen sind, gibt es ein € > 0, so dass
fiir alle t < ¢ auch der verschobene Korper x; —z — tb + K kein y + L fiir (y, L) aus
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Y schneidet, womit auch ¢¥(Z(x; —z — tb, K)) = 0 ist und (2.121) gilt. Ist andernfalls
Y(Z(xy —z,K) = n > 0, kann angenommen werden, dass keiner der n Kérper y; + L;,
j=1,...,n, fir (y;,L;) aus ¢ den Korper x; — z + K nur beriihrt. (Das Auftreten
mindestens einer solchen Beriihrung ist nur fiir eine Menge von Punkten (xi,x2) vom
H?@-MaB Null moglich.) Daher gibt es Zahlen ¢; > 0, j = 1,...,n, so dass fiir alle t < ¢;
auch noch [y; + L;] N [x; —z —tb + K| # @ richtig ist. Damit ist ¢Y(Z(x; —z—tb, K) =n
fir alle ¢ < min{ey,...,e,} erfillt, und (2.121) gilt. Der Nachweis von (2.122) erfolgt
analog. O]

Satz 2.17. Sei U ein stationdrer und isotroper Poisson-Prozess in RY x K2, d € {2,3},
mit Intensitdt X\, 0 < XA < 0o, und Kornverteilung ), der die Voraussetzungen 2.1 und 2.3
(vgl. S. 8) erfiillt. Q geniige den Voraussetzungen 2.5 und 2.7 (vgl. S. 45) und sei im Fall
d = 2 auf der Menge der konvexen Kérper mit stiickweise C*-glattem Rand und im Fall
d = 3 auf der Menge der konvexen Kirper mit stiickweise C?-glattem Rand konzentriert.
Fiir den von W abgeleiteten Matérn-Prozess ist C(r)Hg HE )(r ty,to) fiir H*-fast alle r > 0
zweimal partiell rechtsseitig differenzierbar bei (t1,t3) = (0,0), und es gilt mit r = ||r||,
r € R, und h wie in Satz 2.16

0

o 0
04 O

(r) oty HS(Q)(TU t1,12)

_ 4)\2////1[2 {l{d(T(\II),o) = OV{d(T(D), 1) > o}h(—yl,Kl,r—yg,KQ,qg}
X Wy ¢ K1 —r}1{y; ¢ Ko +r}Cy1(K:,dy)Q(dK:)Cq1(K,, dy2)Q(dK>)

e [ 5 pum om0 |
x 1{y € 0B%(z,7) N 0K }1j(B(z,7), K, y)H*?(dy)Cy_1 (K, dz)Q(dK).

(2.123)
mit

e c =1, falls Q auf der Menge der konvexen Kdorper mit inneren Punkten konzentriert

18t,

e c =2, falls Q) auf der Menge der konvexen Kdrper ohne innere Punkte konzentriert

18t.

Beweis. Aus einer zu den Beweisen der Sétze 2.15 und 2.16 vollig analogen Argumentation
folgt die Behauptung mit der Isotropie von ¥, Eigenschaft (2.16) und 7'(¥¢) = 9T (¢) fiir
alle ¥ € SOy und alle ¥ € Npaya. O



56 Kapitel 2. GroBen zweiter Ordnung fiir zuféllige Mengen

2.5.4 Gibbs-Prozess

Ein Gibbs-Prozess ¥ in R? x K¢ mit Verteilung P ist durch die Gleichung (basierend auf
Nguyen und Zessin, 1979; vgl. auch Kallenberg, 1983)

/ / 1{(x, K. ) € Jo(d(x, K))P(de)

(2.124)
_ / / / 1{(x, K, + Sperer) € A K, ) P(dYHA(dx)Q(d )

charakterisiert. Dabei ist A : R?x K¢ x Ngayca — [0, 00) eine Borel-messbare Funktion und
@ ein Wahrscheinlichkeitsma$l auf K. Das Ma8l H? ® @ ist dabei als das Intensitéitsmaf
eines dem Gibbs-Prozess zugrunde liegenden Poisson-Prozesses interpretierbar. () sei auch

als Vorschlagskornverteilung bezeichnet. — In X ist die zugehorige lokale Energiefunktion.

Satz 2.18. Sei ¥ ein Gibbs-Prozess in RY x K¢ mit lokaler Energiefunktion —In\ und
Vorschlagskornverteilung Q, der die Voraussetzungen 2.1 und 2.3 (vgl. S. 8) erfillt. Q sei
auf der Menge der strikt konvezen Kérper aus der Klasse C* konzentriert und geniige den
Voraussetzungen 2.5 und 2.6 (vgl. S. 45). Auferdem sei X beschrinkt und \(-, K1) H%-
fii. stetig fiir Q ® P-f.a. (K,%)€K?® x Npaya. Seien Ay und Ay offen in S4=1. Dann ist
die Funktion 6(X1,X2)H§2) (X1,t1, A1, Xo, t, Ao) fiir H*¥-fast alle (x1,Xs) € R?*? zweimal
partiell rechisseitig differenzierbar bei (t1,t9) = (0,0), und es gilt

— 0

0
O(Xl, XQ) (9—15
2

A, H§2)(X17t17A17X27t27A2)
=04 Ol1

t1=04+

:4////1@ {1{d(T(\I/),x1) > OV{(T(W), %) > O}A(x1 — y1, Ky, U)

X )\(XQ —Yyo, KQ, U+ (5(X1_y17[(1)):| 1{}’1 ¢ X1 — Xo + Kl}l{y2 ¢ Xo — X1 + KQ}

X @d71<Kla d}’1 X Al)Q(dKl)@dfl(K% dy2 X AQ)Q(dKQ)

+ //E |:1{d(T(\I/),X1) > 0}1{d(T(V),x2) > 0}A(x1 + x2 — y, K, V)
x H{y € 0[K +x1| NO[K + x| }n(K + x1, K + Xa,y)

x 1{n(K +x1,y) € A}1{n(K + xa,y) € A }JH*(dy)Q(dK).
(2.125)

Beweis. Aus (2.124) und der Definition der reduzierten Campbell-Mafe folgt fiir nicht-

negative messbare Funktionen g und h

/ / 9%, K $) Pl o) (dth)arg (d(x, K)) = / / / 9(x, K, )A(x, K, ) P(dp)yH(dx) Q(d )
(2.126)
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sowie

//h(X, KaY7L7w)P(!x,K),(y,L)(dw)ag)(d(xvKaY;L))

- ///// h(x, Ky, LA, K )My, Ly 4 0, x) P(d9)) (2.127)

< H(dx) QA HY (dy)Q(dL).
Nach einer Anwendung der Identitéten (2.126) und (2.127) auf die Darstellung der Funk-
tion U(Xl,XQ)HS(2) (x1,t1, A1, X9, 19, Ay) in Lemma 2.1 kann wegen der Voraussetzungen
an A ganz analog zu den Beweisen von Lemma 2.2 und der Satze 2.13 und 2.14 fiir den

Poisson-Prozess argumentiert werden. O

Satz 2.19. Sei U ein stationdrer und isotroper Gibbs-Prozess in R x K¢, d € {2,3}, mit
lokaler Energiefunktion —In X und Vorschlagskornverteilung @, der die Voraussetzungen
2.1 und 2.3 (vgl. S. 8) erfiillt. QQ sei drehungsinvariant, geniige den Voraussetzungen 2.5
und 2.7 (vgl. S. 45) und sei im Fall d = 2 auf der Menge der konvexen Kdorper mit
stiickweise C'-glattem Rand und im Fall d = 3 auf der Menge der konveren Kérper
mit stiickweise C%-glattem Rand konzentriert. Fir alle y € R? und alle ¥ € SOy gelte
Ax+y, K, by) = Ax, K1) = AUx,9K,9¢) fir H'®@ Q @ P-f.a. (x, K,v). Auferdem
sei X beschrinkt und \(-, K,v) H-f.i. stetig fiir Q ® P-f.a. (K,v) €K X Npayya. Dann
ist U(T)HS(Q) (r,t1,to) fiir H'-fast alle r > 0 zweimal partiell rechtsseitig differenzierbar bei
(t1,t2) = (0,0), und es gilt mit r = ||r||

— 0 0

C(r) — — HP (r ty,t
(T) atg t2:0+ 3t1 S (T, 1, 2)

t1=0+

:4////E [1{d(T(qf),o)>0}1{d(T(xy),r)>0}A(_y1,K1,qz)

X )\(r - y27 K27 \Il + 5(y1,K1))} 1{y1 ¢ Kl - r}]‘{yQ ¢ r + KQ} (2 128)

X Cy1(K1,dy1)Q(dK4)Cyor (Ko, dy2)Q(dK?)

+ c///IE {1{d(T(\D),0) > 0}1{d(T(V),y —z) > 0}A\(—2z, K, V)
x Uy € 9B%(z,7) N 0K }7(B(z,7), K, y)H"*(dy)Ca-1(K, dz)Q(dK)
mat
o c =1, falls Q) auf der Menge der konvexen Kéorper mit inneren Punkten konzentriert
18t,
e c =2, falls Q) auf der Menge der konvexen Kdrper ohne innere Punkte konzentriert
15¢.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 2.18. O
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2.6 Stationires und isotropes Boolesches Modell

In diesem Abschnitt soll die Produktdichte ng) des von einem stationdren und isotro-
pen Booleschen Modell erzeugten zufélligen OberflichenmafBes fiir einige Beispiele von
Kornverteilungen unter Verwendung der Folgerungen 2.1 und 2.2 angegeben werden. Auf-
grund der Voraussetzungen ,,Stationaritat“ und ,,Isotropie* reduziert sich die Abhéingig-

keit von Qg) von (x1,%3) € R* auf r = ||r|| = ||x2 — x1]| € [0,00), und es sei abkiirzend

03 (r) = 05 (0, %5 — x1).

Im Fall des stationédren und isotropen Booleschen Modells mit der Intensitat A\, 0 < A < oo,
und der Verteilung ) des typischen Korns gilt (vgl. z. B. Stoyan, Kendall und Mecke, 1995)
fir C

C(r) = exp <—>\ <2/Hd(K)Q(dK) — /Hd(K N[K — r])Q(dK))) (2.129)
und fiir die Oberflichenintensitét S‘(;i )

) / Vi1 (K)Q(AK) exp (—/\ / Hd(K)Q(dK)) , (2.130)

was sich zu C(r) = 1 und S‘(/d) =2\ [ Vi_1(K)Q(dK) vereinfacht, falls @ auf der Menge
der konvexen Kérper ohne innere Punkte konzentriert ist. In Ubereinstimmung mit der
Literatur (vgl. z. B. Stoyan, Kendall und Mecke, 1995) gelten im Folgenden die Bezeich-

nungen Ly = S‘(f) und Sy = S‘(,3).

Ahnlich wie im Fall eines Punktprozesses ist es sinnvoll, die zweite Produktdichte Qg) des
zufilligen Oberflichenmafles mit dem Quadrat der Intensitét S‘(/d ) 71 normieren. So erhilt
man mit

os(r) = 08 (r)

()

die Paarkorrelationsfunktion des zufilligen Oberflichenmafles.

r>0, (2.131)

Im Fall des hier betrachteten stationdren und isotropen Booleschen Modells lasst sich
einfach zeigen, dass die Paarkorrelation C(r)/ (V‘Ed))2 des zufélligen Volumenmafes Vz
(siche auch Abschnitt 1.1) als Funktion der Intensitét A fiir jedes » monoton fallend in A
ist. (C'(r) ist dagegen immer monoton wachsend in A.) Diese Art der Monotonie ist bei

gs(r) nicht gegeben. Mit der aus den Folgerungen 2.1 und 2.2 resultierenden Darstellung

D) = T(r) | X <2 [ Virar0) = Canat i - r)@(dK>)

(2.132)
" _dbji_j—l / / / (B (z,7), K. y)H*(dy)Canr (K, d2) Q(dK)

OKNOB(z,r)
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ergibt sich unter Beriicksichtigung von (2.129) und (2.130) fiir gs(r) qualitativ die Form

TQ(T’)

gs(r) = exp(ATy(r)) {Tl (r) + T} ) (2.133)

Dabei sind Ty, T} und 75 nichtnegativ. Dies impliziert, dass gs(r) fir jedes r > 0 eine in

A konvexe Funktion ist, wobei fiir Ty, T7,T5 > 0 die Minimumsstelle durch

- T(r) T (r)? T>(r)
Muin(7) = =57 5+ \/ o7t TR (2.134)

gegeben ist. Damit ldsst sich fiir jede Kornverteilung @ eine untere Schranke fiir gg(r)
bestimmen, die in der Regel selbst aber keine Paarkorrelationsfunktion des zufélligen

Oberflichenmafles zu dieser Kornverteilung ist (vgl. auch Abbildung 2.3).

2.6.1 Kreisscheiben und Kugeln

Kreisscheiben in R?

Das typische Korn sei eine Kreisscheibe in R?, deren zufilliger Radius auf [0, 00) gemif3
der Verteilung M verteilt sei, wobei zur Gewéhrleistung der Voraussetzungen 2.5 und 2.6
(vgl. S. 45) [ s* M(ds) < oo sowie f(r/2 00) s?/\/4s? — r?2 M(ds) < oo fiir H'-f.a. 7 > 0
gelte.

Die Randlénge einer Kreisscheibe K mit Radius s, die auflerhalb von K + r liegt, be-
triigt 2ms — 2sarccos (£) L(o24(r), vgl. Abbildung 2.2 bzw. (A.3). Fiir den Winkel f
zwischen den beiden Normalenvektoren in den Schnittpunkten von K und K + r gilt

B = 2arccos (£), falls KN (K +r) # @.

N

Abbildung 2.2: Schnitt zweier Kreise mit Radius s und Abstand r der Mittelpunkte.
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0 0.25 0.5 0.75 1 125
r/D

Abbildung 2.3: Paarkorrelationsfunktion gs(r) = ng) (r)/L?% des von einem stationiren

Booleschen Modell mit Kreisscheiben des konstanten Durchmessers D erzeugten zufélligen
OberfliichenmaSBes fiir die Intensititen A = 0,5/D? (—), A = 0,1/D? (---) und A = 3,0/ D?
(+---). Eine untere Schranke fiir gg(r) ist durch dargestellt.

Unter Beriicksichtigung von

VA2 — 12
sin # = sin (2 arccos (;)) S (2.135)

s 2s?
und H(OK N [OK +r]) = 2 fiir 0 < r < 2s gilt mit Satz 2.13 und Satz 2.14 fiir die

Produktdichte des zugehorigen Oberflichenmafles fiir alle r > 0
2

452 —
Qg)(r) = [\? /27r8 M (ds) —/25 arccos (%) M(ds)| + )\/r\/% M(ds)| C(r),
(5,00)

(5,00)

(2.136)

C 1
C(r) =exp [—A 27r/ s M (ds) —/232 arccos <2L> — 57“/432 — 2 M(ds)
s
(%700)

(2.137)

Abbildung 2.3 zeigt die zugehorige Paarkorrelationsfunktion gg(r) = gg) /L% fiir den
speziellen Fall gleich groBer Kreisscheiben (also M = ¢ §) fiir verschiedene Intensititen.
Sehr deutlich ist dabei zu erkennen, dass sich die Kurven hinsichtlich der Intensitit nicht

monoton verhalten.
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0 0.25 0.5 0.75 1 1.25
r/D

Abbildung 2.4: Paarkorrelationsfunktion gs(r) = gg)(r) /S% des von einem stationiren

Booleschen Modell mit Kugeln des konstanten Durchmessers D erzeugten zufélligen Ober-
flichenmafles fiir die Intensititen A = 1,0/D* (—), A = 0,1/D? (---) und \ = 5,0/D?
(). Es sind Werte von gg(r) unterhalb von 1 moglich, wie es die Grafik beispielsweise
fiir A = 5,0/D? (-++) zeigt (roter Pfeil, Minimum 0,970466 bei r =0,866049).

Kugeln in R3

Das typische Korn sei eine Kugel in R3, deren zufiilliger Radius gemi8 der Verteilung M
auf [0, 00) verteilt sei, wobei [ s® M(ds) < oo gelte.

Der Inhalt der Oberflache einer Kugel K mit Radius s, der in K + r enthalten ist, be-
trigt (2ms* — wsr)1(g4(r). Fiir den Winkel 8 zwischen den beiden Normalenvektoren in
den Schnittpunkten von K und K + r gilt wieder (2.135). Unter Beriicksichtigung von
H'(OK N[OK +r]) = 27p = 27/s2 — r2/4 fiir 0 < r < 2s (vgl. auch Abbildung 2.2)
erhdlt man mit Satz 2.13 und Satz 2.14 fiir die Produktdichte des zugehorigen Ober-
flichenmafBes fiir alle r > 0

2
2

0@ (r) = | (4mA)2 / M (ds) — / (5;—%> Ms)| +amn [ S (as) | T,

7700) (%700)

(2.138)

wobel

C(r)=exp | =\ 81/33M(ds) - /4—”53 (1 - ﬁ+i) M(ds) | |. (2.139)
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Eine Formel fiir Q(SQ) fiir den Fall konstanter Radien, also M = (5% fir D > 0, ist be-
reits bei Doi (1976) bekannt; in Torquato (2002, S. 165) ist die Verallgemeinerung (2.138)
angegeben. Abbildung 2.4 zeigt die zugehorige Paarkorrelationsfunktion gs des Ober-
flichenmafes fiir diesen speziellen Fall. Fiir 0 < r < D gilt

1 1 r\° D? 7 3r r?
= |oaD¥? 2+ = A Api(1-22 4 ).
9s(r) = Az D)2 [( %) (2+2D) i 2r] eXp( 6 ( 2D " 2D3)>

Wegen

. 1
li gs(r) =1+ 35 7

hat gs(r) an der Stelle » = D eine Sprungstelle.

Die Unstetigkeiten im Fall konstanter Kreise (Pol, siche Abbildung 2.3) bzw. konstan-
ter Kugeln (Sprungstelle, siehe Abbildung 2.4) bei » = D resultieren aus der speziellen
Radienverteilung M = ¢ D, da die jeweiligen Normalenvektoren in K N (K + D) parallel

sind.

Jedoch héngt die Art der Unstetigkeit von der Dimension d ab. Diese bestimmt, ob und
wie schnell H42(K N [K + 7)) fiir r — D gegen 0 konvergiert. Im Fall d = 2 ist dieser
Grenzwert 2, also grofler als Null, was zu dem Pol fithrt. Im Fall d = 3 konvergiert fiir
r — D HY(K N[K + r]) mit der gleichen Geschwindigkeit gegen 0 wie 7 gegen co. Dass
fiir die Dimensionen d > 3 im vergleichbaren Fall konstanter Kugeln K H*2(K N[K +r])
fiir r — D stéarker fallt als n wéchst, ldsst vermuten, dass dann die Unstetigkeit bei r = D
verschwindet. Dies kann tatséchlich an dem Koeffizienten von A (siehe Satz 2.14) — nur
dieser Term kann hier iiberhaupt zu Unstetigkeitsstellen von Qg) beitragen — abgelesen

werden. Fir alle d > 2 ist dieser Koeffizient

1
sin 3

[ a K ey ) = O 0[O 1)
OKN[OK +r]
d—
~ e (V2T D e
2 2D =17
(d—1)by_y VD2 — 12" D>
T" )

9d—1

falls 0 < r < D gilt.

Eine Diskussion der Unstetigkeitsstellen kann in &hnlicher Weise auch fiir die beiden

folgenden Beispiele fiir Kornverteilungen gefiihrt werden.
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6 6
5 5
4 4
g3 g3

0 0.25 05 0.75 1 1.25 15 0 0.25 05 0.75 1 1.25 15
r/b r/b

(a) a = 0.0 (Strecke)

—

N
-
N

0 : : 0 :
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 15 0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 15
r/b r/b
(¢) a=0.8b (d) a = b (Quadrat)

Abbildung 2.5: Paarkorrelationsfunktion gg(r) = ng) (r)/L% des von einem stationiiren
und isotropen Booleschen Modell mit Rechtecken der konstanten Kantenldngen a und b er-
zeugten zufilligen OberflichenmafBes fiir die Intensitéiten A = 1, 0/b* (—) und A = 0,2/b?

(---). Unstetigkeitsstellen in Form rechtsseitiger Pole gibt es gerade in den Punkten r = a

und r» = b.

2.6.2 Rechtecke

Das typische Korn sei ein zufiillig gemafl der Gleichverteilung auf SO, gedrehtes Rechteck

in R? mit konstanten Seitenlingen a und b, a < b. Dabei sei mit 0 = a < b auch

der Spezialfall der Strecke (vgl. auch Example 9.1 in Stoyan, Kendall und Mecke, 1995)
zugelassen.

Fiir die zugehorige Produktdichte des zufalligen Oberflachenmafles gilt mit den Folgerun-
gen 2.1 und 2.2 sowie den Rechnungen in Abschnitt A.1 fiir 0 =a < b

4N (b
Q_(S?) (7’) = 4)\2172 —+ ? (; — 1) 1(0,b] (7")
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sowie fir 0 <a <b

(

[A2(a+b+%)2+A§ (“7“’+7r—2)}

O<r<a,
X exp <_)\ <Gb+ 2T(a+b) §>>’
2
{/\2 <a+b+2(a+b) arccos ¢ — 2¢/r2 —a? + Ha)
—i—)\% (%%—\/ﬂb_—ag—2arccos%+n_2)} a<r<b,

X exp (—)\ (ab—i— Marcmg— _ m+ @)) 7
9592)(7") = [)\2 ( 2(a+b) ( — arcsin; + arcsin% + 1) — %m
~2 /7P’
+ A2 (\/ﬂb = + 7= — 2arccos T + 2arcsin 2 — 2)] b<r<+a®+ 02,
X exp (—)\ (2;“’ (7? — arcsin 2 + arccos ¢ — Vr?—a?

m a

) + a2+b2 472
b s ’

| A?4(a+b)” exp (—A2ab) , r>va?+ b2

2.6.3 Zylinder

Das typische Korn sei ein zufillig geméf der Gleichverteilung auf SO3 gedrehter gerader
Kreiszylinder mit konstanter Hohe h und konstantem Radius R der Grundfliche mit
h < 2R. Dabei sei mit 0 = h < 2R auch der Spezialfall der Kreisscheibe zugelassen.

Fiir die zugehorige Produktdichte des zufélligen Oberflichenmafles gilt fiir 0 = h < 2R

AN\ (2R? 1
QES?) (r) = 4N*7*R* + g (T arccos <2Z%> —3 4R? — 7“2> 1i0,r/2(7).

Fiir den Fall 0 < h < 2R ergibt sich mit den Folgerungen 2.1 und 2.2 sowie den Rechnun-
gen in Abschnitt A.2 unter Verwendung der Abkiirzungen

5 : :
qv(a,r,R,h) = —(h — rcosa) (2R2 arccos (r s;]r;a) T 812na VAR? — 2 sin® a) sin «,
T

5 : :
gs(a,m, R, h) = p <2R(h + R — rcos ar) arccos (TSQI;O!) - TS;na\/zLR? — r2gin2 a> sin o

und

S8R sin « rsin o SR%h
qr(a,r, R, h) = ———— arccos +
T 2R 7T7’\/4R2 — r2gin® a
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’

x 2
bl
)\<27TRR+h quarth>
0

+ A (f gr(a,r, R, h)da + % arccos (#) — @
0 0<r<h,
_@>

%
xexp | =\ | 2rR*h — [qy(a,r, R, h)da | ],
0
x 2
)\2 27TR(R + h) — f QS(Oé, T, R, h)dOz
arCCOSE
bl
+A [ ar(e,n R, h)da+% arccos (#)_@
arccos % h < . S 2R’
Qg) (T) = _ﬁ arccos ( T;];}ﬂ) _ \/7?\/4R2 _ (7,2 —h2)>
xexp | =\ | 2nR*h— [ qv(a,r, R, h)da ’
arCCOSE
aerlHE 2
)\2 27TR(R + h) f (Oé, r, R, h)daf
arccosﬁ
arCSlnE
+ A J ) qr(a,r, R, h)da — R AFCCOS (W)
2R <r<IETARE,
V= Yy oy h2)>]
aerlnﬁ
xexp | =M | 2nR*h— [ qv(a,r, R, h)da 7
h

arccos —
T

>+vh? +4R2.

| N472R*(R + h)? exp (—=\2m R*h)

Die geometrische Form des typischen Korns fiihrt hier zu zwei unterschiedlichen Arten der

Unstetigkeit. Bei r = h liegt i. A. eine Sprungstelle vor, bei » = 2R dagegen eine Polstelle

die in der Formel fiir gg) in gqr ablesbar ist.
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10 ‘ 10 ‘
8 8 \
_ 6 _ 6 1
3 | 3
4 | 4
2 2
0 . 0 . .
0 02 05 075 1 125 15 0 02 05 075 1 125 15
r/D r/D
(a) h = 0.0 (Kreisscheibe) (b) h=0.4D
10 10
8 8
6 6
g E:
4 4
2 2
0 — 0 ‘
0 02 05 075 1 125 15 0 02 05 075 1 125 15
r/D r/D
() h=0.8D (d) h=D
Abbildung 2.6: Paarkorrelationsfunktion gg(r) = Qé?)(r) /S des von einem stati-

ondren und isotropen Booleschen Modell mit Zylindern der konstanten Hohe A und des

Grundflichendurchmessers D erzeugten zufilligen Oberflichenmafles fiir die Intensitét

A =0,05/D3.
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2.7 Bemerkungen und offene Probleme

Einige der zur Thematik dieses Kapitels gehorenden Fragen konnten durch den Autor
wahrend der Erstellung der vorliegenden Arbeit nicht gekliart werden. U. a. auf diese sei

im Folgenden in Form kurzer Bemerkungen hingewiesen.

Die in den Abschnitten 2.3 und 2.5 angegebenen Bedingungen an den der zufélligen ab-
geschlossenen Menge = zugrunde liegenden markierten Punktprozess W fiir die Existenz

der Produktdichte Q(SQ) und der Ableitungen von C'H, @ gind vermutlich nicht notwendig.

Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz der Produktdichte im stationédren Fall wird

durch Beispiel 2.1 angedeutet: Das mittlere (d — 1)-dimensionale Oberflachenmaf}

Sui() = /@d_l(K,R x )QAK) (2.142)

auf B(S?!) muss diffus sein. Andernfalls enthilt S;_; ein Atom v € S%~! und es lisst
sich dhnlich wie im Beispiel 2.1 in Abhingigkeit von v eine Menge D C R?? finden,
fiir die H?¥(D) = 0 und ugg_l’sd_l(D) > 0 gilt. Diese notwendige Bedingung ist durch
die Voraussetzungen der Séitze 2.6 und 2.7 gewéhrleistet, da beispielsweise bei strikter
Konvexitit bereits ©4-1(K,R x ) diffus ist. Ob im stationédren Fall die Diffusitit von

Sg4_1 sogar hinreichend ist, konnte durch den Autor nicht geklirt werden.

Ebenso bleibt offen, inwiefern die Voraussetzungen der Sétze 2.10, 2.11 und 2.12 an die
Glattheit der konvexen Korper abgeschwécht werden kénnen und welche Bedingungen

notwendig sind.

Im Beispiel des Booleschen Modells mit Kugeln in R? (vgl. Unterabschnitt 2.6.1) ist offen-
sichtlich, dass Voraussetzung 2.7 bereits durch Voraussetzung 2.5 (vgl. S. 45) impliziert
wird und nicht extra gefordert werden muss. Es wurde nicht allgemeiner untersucht, in
welchen Fallen die Integrabilitdtsbedingungen 2.6 bzw. 2.7 aus anderen Voraussetzungen

folgen und somit redundant sind.

Fiir Fragen der Messbarkeit sei weiterhin auf Schneider (1993), Schneider und Weil (2000),
Hug und Last (2000) sowie Last und Schassberger (2001) verwiesen. Insbesondere kann die
Messbarkeit der Abbildung (L, K,y) — (1{y € 0L NregK},n(L, K,y)) von der Menge
(KN CY) x K% x RY in R x R z B. mit Hilfe von Lemma 5.1 in Last und Schassberger
(2001) gefolgert werden.






Kapitel 3

Der Matérn-Prozess mit konvexen

Kornern

3.1 Das Modell

3.1.1 Definition

Es sei T ein Poisson-Prozess in R% x K mit Intensititsmaf
ar(d(x, K)) = o(x, K)YH*(dx)Q(dK), (3.1)

wobei ¢ : R? x K¢ — [0,00) eine messbare Funktion und @ ein Wahrscheinlichkeitsmaf3

auf K7 sei. AuBlerdem gelte
/1{(K +x)N B # @}ay(d(x, K)) < oo fiir alle kompakten Mengen B C R%.  (3.2)

Diese Wahl von a~ beriicksichtigt die Erfordernisse von Abschnitt 2.5.3 und macht T zu

einem i. A. inhomogenen Poisson-Prozess.

Da ax atomfrei ist, ist T ein einfacher Punktprozess (Schneider und Weil, 2000, Lemma,
3.2.1) und kann somit sowohl als zufélliges Zahlma$ als auch als zufillige lokal endliche

Teilmenge in R? x K¢ aufgefasst werden.

Jeder Punkt von T sei unabhéngig von den anderen durch eine auf (0, 1) gleich verteilte
Zahl markiert. Um ein System sich nicht schneidender konvexer Korper zu erhalten, wird
T auf folgende Weise ausgediinnt: Jeder Punkt (x, K') aus T mit Marke s wird geltscht,
falls T einen weiteren Punkt (y, L) mit Marke ¢ enthélt, so dass [x + K] N [y + L] # @ und
s > t gilt. Die Menge aller verbleibenden Punkte bildet wieder einen einfachen Punktpro-

zess WU in RYx K. W ist damit eine Verallgemeinerung des von Matérn (1960) eingefiihrten
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(zweiten) Hard-Core-Prozesses, wo alle Partikeln K Kugeln gleicher Grofle sind (betrach-
tet wird dort der gewdhnliche Punktprozess ¥(- x K9)), und sei daher auch der von Y

abgeleitete Matérn-Prozess genannt.
Fiir einen Punkt (x, K) € R? x K% sei im Folgenden

Z(x,K) ={(y,L) eR*x K*:x+ KNy + L # o} (3.3)
Weiterhin sei fiir x,y € R?

X(x,y)={(K,L) e K‘xK*:x+ KNy +L=a}. (3.4)

In Analogie zu Ngyya bezeichne nun Ng,xay(o1) die Menge aller der Zdhlmafle w auf
B(R? x K¢ x (0,1)), fiir die w(B x K¢ x (0,1)) < oo fiir alle kompakten Mengen B C R?
erfiillt ist.

3.1.2 Campbell-Mafle

Die reduzierten faktoriellen Campbell-Mafle (siche Kallenberg, 1983; Hanisch, 1982) erster
Ordnung €y und zweiter Ordnung Q:EI? ), gegeben durch

Co() —E [ [ K0\ S € FEA ) (3.5)

0= | [ 100 K3 L0\ B\ Giar) € HO\ o)Al L)V, KD
(3.6)
sind fiir den Matérn-Prozess ¥ durch die Bestimmungsstiicke des zugrunde liegenden

Poisson-Prozesses T festgelegt:

Satz 3.1. Sei Y ein Poisson-Prozess in R x K mit Intensititsmap ay gemdfs (3.1) und
(8.2) und Verteilung P. Fiir das erste reduzierte faktorielle Campbell-Maff €y des von T
abgeleiteten Matérn-Prozesses W gilt mit B € B(R? x K?) & Ngayjd

1
B) = 1 K P K)). .
eoB) = [ [ 1aloe Kot gy Pavlor(dx. ) (37
Beweis. Es sei Py die Verteilung von ¥ und
Y = {(x,K,s;w) € R x K% x (0,1) x Npaygix (o) : w(Z(x,K) x (0,5)) = 0}.

Weiterhin sei P die Verteilung des Poisson-Prozesses T auf R? x K¢ x (0,1) mit Inten-
sitdtsmall ay x H'(- N (0,1)). Dann gilt

¢u(B) = / / 15(x, K, 00\ B0 10y) (d(x, K)) P ()

- / / 1(x, 1, w(- (0, 1))\ pei0)) Ly (x, K, 51 0) w(d(x, K, 5))P(dw).
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Der Punkt (x, K) mit Marke s ist nur dann auch ein Punkt des ausgediinnten Punkt-
musters, wenn alle anderen Punkte in Z(x, K) eine Marke grofier als s haben. Die Wahr-

scheinlichkeit dafiir ist jeweils 1 — s. Wegen der Unabhéngigkeit der Marken folgt daher

1

Cy(B) =//1B(X,K>¢\5(X,K))/(1—S)MZ("’K))_ldS@/)(d(X’ K))P(dy)

_ / / 1s(x, K,w\&x,m)m $(d(x, K))P(dy)
1

= [ [ o ) i ey P (@ (. )

_ / / 1 Kob) 1 Wl(x,m) P(d)arx (d(x, K)).

wobei aufgrund der aus (3.1) folgenden o-Endlichkeit von ay Beziehung (2.9) angewendet

werden kann und sich die letzte Gleichung mit der Eigenschaft (2.11) des Poisson-Prozesses
und (x, K) € Z(x, K) ergibt. O

Satz 3.2. Sei T ein Poisson-Prozess in Réx K¢ mit Intensititsmafi ay gemdf} (3.1) und
(8.2) und Verteilung P. Fir das zweite reduzierte faktorielle Campbell-Mafs Q:EI?) des von
Y abgeleiteten Matérn-Prozesses W gilt mit B € B((R? x K%)?) @ Npayja

(2) _ % 1
G(B) = ///13( Ky L) lxen (K, L) 2+ 9(Z(x, K)U Z(y, L))
1 1

(3.8)

Beweis. Sei Py wieder die Verteilung von ¥ und P die Verteilung des Poisson-Prozesses
T auf R? x K¢ x (0,1) mit IntensititsmaB ay x H'(- N (0,1)). Weiterhin sei nun

Y ={x,K,s,y,Lt;w) € R x K x (0,1) x R? x K x (0,1) X Ngayscax(o,1) :
w(Z(x, K) x (0,s) =0, w(Z(y, L) x (0,t) = 0}.

Dann ist (vgl. auch Beweis zu Theorem 1 in Stoyan und Stoyan, 1985)
¢(B)
— [ [ a0 Koy Lt \ S \ Gi) (6 By D), ) Pa(d)

= ///IB(X, K,Y7L7w(' X (07 1)) \ 5(X7K) \6(}'7L))
X 1X(X7Y)<K, L)]-Y(Xa Ka Sy, L? t; (,d) (w \ 5(X7K75))(d(y’ L’ t))u}(d(X, K’ S))?(dw)
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Unter Ausnutzung der Unabhéngigkeit der Marken ist
2 B) = /// 1B(X7 Ka Yy, L7 w \ 5(x,K) \ §(y,L))]—X(x,y)<Ka L)
11
< [ [ o Ky, L s (0 By, L), K) PIAD)
00

wobei die Uberlebenswahrscheinlichkeit h der Punkte (x, K) und (y, L) durch
hix,K,y, L) = (1— S)w(Z(x,K)\Z(y,L))—l (11— t)w(Z(y,L)\Z(x,K))—l

X (1 _ maX(S, t))’t/}(Z(X,K)ﬂZ(y,L))

gegeben ist, da sowohl (x, K) € Z(x, K) als auch (y,L) € Z(y, L) und wegen (K, L) €
X(x, y) andererseits (y, L) ¢ Z(x, K) und (x,K) ¢ Z(y, L) gilt. Mit

1 s
// x, Ky, L;1) dt ds = // (1 — 5)PEGED=1(] _ pPEEINZGGED L gt 4
0

/ / §)HECINZ( L)1 (1 _ 4y (Zr D)1 4t g

und

1 s
//1—5 (1 —¢)™dtds = !
(n+1)(m+n+2)
0

sowie

1
//1_5 s =

folgt bei nachfolgender Anwendung von (2.10) und (2.12)

_///1B(x, K.y, L\ Ox,r0) \ Oy,0)) Lx (xy) (K, L) V(Z(x, K)IU Z(y, L))

1 1
(o * sz (@ s (Al L)l K P(a)
1

:///1B(X, K;ya L7w)1X(X7Y)(K’ L) (’w‘i‘a(x,K)—i_a(y,L))(Z(X’K) UZ(y7L>)

1 1
. ((w+5(x,K>+5<y,L>)(Z(X, K)) " (¢+5<x,K>+5<y,L>)(Z(y,L)))

X Pl o).y () (d(x, K))ax (d(y, L))

X

1
:///1B(X7K;YaLa¢)1X(X,Y)(K’L)2_|_'17/)(Z(X,K)UZ(y7L))

1 1
x (1 +¢(Z(x, K)) + 1+¢(Z(y,L))) P(dy)ax(d(x, K))ax(d(y, L))
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3.1.3 Faktorielle Momentenmafle und Produktdichten

Eng verkniipft mit den reduzierten faktoriellen Campbell-Maflen eines Punktprozesses
sind die faktoriellen Momentenmafle. Unter Verwendung des vorhergehenden Abschnitts

erhélt man die zwei folgenden Aussagen.

Satz 3.3. Sei Y ein Poisson-Prozess in R x K mit Intensititsmaf ay gemdfs (3.1) und
(3.2) und Verteilung P. Das Intensititsmafl g des von Y abgeleiteten Matérn-Prozesses
W st absolut stetig beziiglich ay mit der Dichte

1 —exp(—ar(Z(x, K)))

ou(x, K) = ar(Z(x, K))

Beweis. Es ist fiir B € B(R? x K?) nach (3.5)
ay(B) = €y(B x Ngaxga).

Daher gilt mit Satz 3.1

aq,(B)_/1B(X,K)/1+¢(Z1(X’K)) P(dv)ar(d(x, K)).

Folglich existiert oy (x, K), und es gilt

1
evx.K) = [ ey )

=3 Pl U2 K)) = )

+1

I
o
<

_ 1 [ar(Z(x, K)))

B ]2; j+1 j!

_ 1 —exp(—ar(Z(x, K)))
ay(Z(x, K)) ’

exp(—ay(Z(x, K)))

womit die Behauptung gezeigt ist. O]

Satz 3.4. Sei Y ein Poisson-Prozess in R x K mit Intensititsmaf ay gemdfs (3.1) und
(8.2) und Verteilung P. Das zweite faktorielle Momentenmaf aEI,Q) des von Y abgeleiteten

Matérn-Prozesses W ist absolut stetig beziiglich ay ® ay mit der Dichte

QSI?)(Xa K7Y>L) = 1X(X,Y)<Ka L) (f(xa K7Y>L) + f(y7L7X7 K)) 9
wobes

f(X7 K? y7 L)

B | (1—exp<—ar<z<x, K)  1—exp(—ar(Z(x, K) U Z(y, L))))
ar(Z(y, INZ(, K))\ ax(Z(x.K)) ar(Z(x, K)UZ(y.D)) )
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Beweis. Es ist fiir B € B(R? x K¢ x R? x K9) gemif (3.6)
al?(B) = ¢ (B x Ngayya).

Daher gilt mit Satz 3.2

af?(B)://13((x,K),(y,L))l)c(x,y)(KL) /2+¢(Z(x,f1()UZ(y7L>)

1 1
(T * T ) e Kty D)

und die Dichte QE;) (x, K,y, L) existiert. Es ist

1 1 1
| svaanuzeDn <1 oK) 1T, L))) Pldy)

:ZZHHQJL P({y 1 p(Z(x, K)) = j, ¥(Z(y, L)\ Z(x, K)) = k})

+ZZj+k+2j+1P({wW(Z(yaL)):J} W(Z(y,K)\ Z(y,L)) = k}),

wobel
Py (Z(x,K)) = j, v(Z(y, L)\ Z(x, K)) = k})
k

_ [w(ﬂ; K)V ox(Z(y. L)k:} 2T p (—an (2(x, K) U Z(y, 1)),

da die Mengen Z(x, K) und Z(y, L)\ Z(x, K) disjunkt sind. In Analogie zum Beweis von
Theorem 1 in Stoyan und Stoyan (1985) gilt fiir a,b > 0

al b exp(—a —b) o= [ (a+ )"t bt
ZZ]+/€+2]+1FE exp(—a—b) = a Z( nl n!)

n=2

1 (1 —oxp(—a) 1—exp(—a— b)) |

b a a+b
womit die Behauptung gezeigt ist. O

Es sei im Folgenden ® = ¥(- x K%) der von einem Matérn-Prozess ¥ abgeleitete gewchn-
liche Punktprozess in R?. Fasst man ¥ als markierten Punktprozess in R? mit Marken in

K¢ auf, dann ist ® der zugehoérige unmarkierte Punktprozess.

Da in dem verbleibenden Teil dieses Kapitels nur der stationére Fall von Interesse sein
wird, sei T von nun an immer ein homogener markierter Poisson-Prozess in R? mit In-
tensitit 0 < Ay < oo und Marken in K¢, die gemif der Kornverteilung @ auf K¢ verteilt
seien. Damit (3.2) erfiillt ist, gelte fiir @)

/ HYK @ B)Q(dK) < oo fiir alle kompakten Mengen B C R%. (3.9)
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Ist insbesondere () = dyy(o,r); fiir festes R, 0 < R < oo, dann ist ® der urspriinglich von
Matérn (1960) eingefiihrten zweite Hard-Core-Punktprozess.

Aus Satz 3.3 ergibt sich mit {y e R : x+ KNy + L # @} = x + K ® L unmittelbar

Folgerung 3.1. Sei T ein homogener markierter Poisson-Prozess in R? mit Marken in
K4, Intensitit 0 < Ay < oo und Kornverteilung Q, fiir die (3.9) erfiillt ist. Dann ist der

von T abgeleitete gewohnliche Matérn-Punktprozess ® stationdr mit der Intensitit

e — / 1 —exp (—Ay [HYUK & L)Q(AL))
v [HI(K @ L)Q(dL)

QK).

Das Resultat von Folgerung 3.1 findet sich fiir spezielle Kornverteilungen bereits in Stoyan
und Stoyan (1985) und Mansson und Rudemo (2002).

Insbesondere folgende Kornverteilung ist dabei auch hier von Interesse: Sei K, € K¢ ein
fester konvexer Korper und ¢ eine zufillige, von K unabhéngige Drehung, die geméafl der
Gleichverteilung v auf der Drehgruppe SOy des R? verteilt ist. Dann sei ein gemifl @ ver-
teilter konvexer Koérper K die zuféllige Drehung ¥ K von K. Damit ist die Kornverteilung

() drehungsinvariant, und das Resultat in Folgerung 3.1 vereinfacht sich zu

N — 1- expc(—/\rc)’ (3.10)
da
= /Hd(K@ LYQ(AL) (3.11)

Q-f.s. unabhéngig von K ist. Wie u.a. in Mansson and Rudemo (2002) vorgeschlagen,
kann ¢ mit Hilfe einer Verallgemeinerung der Steiner-Formel (vgl. z. B. Stoyan, Kendall
und Mecke ; 1995, S. 199) bestimmt werden.

Mit der obigen Kornverteilung im Sinne eines zuféllig gem&fl der Gleichverteilung auf SOy

gedrehten festen konvexen Korpers Ky erhédlt man weiterhin aus Satz 3.4

Folgerung 3.2. Sei YT ein homogener markierter Poisson-Prozess in R mit Intensitit
0 < Ay < oo und mit Marken in K2, die durch eine zufillige, auf SOy gleichverteilte
Drehung eines festen Korpers Ko hervorgehen. Das zweite faktorielle Momentenmafs ag)
des von Y abgeleiteten gewdhnlichen Matérn-Punktprozesses ® ist absolut stetig beziiglich

H?. Fiir die zweite Produktdichte gﬁﬁ) (r) = Q((;) (o,r), r = ||r||, gilt

2 —exp(—Arc —exp(— c—v(r,K,
0) =2 [ [ Lxon(#. D) (5205005 - ESLEEY) QULIQUEK),
(3.12)
wobei v(r, K, L) := [HY[K @ M]N[r+ L& M])Q(dM).



76 Kapitel 3. Der Matérn-Prozess mit konvexen Kérnern

3.2 Zwei Beispiele

Dieser Abschnitt untersucht zwei Beispiele stationdrer und isotroper Matérn-Prozesse.
Dabei sei Ty ein homogener markierter Poisson-Prozess in R? x K2, dessen typisches
Korn eine Strecke konstanter Linge D > 0 mit Mittelpunkt im Ursprung und zufélligem,
gemif der Gleichverteilung auf S* verteilten Normalenvektor ist. Weiterhin sei Yy; ein ho-
mogener markierter Poisson-Prozess in R3 x K3, dessen typisches Korn eine Kreisscheibe
konstanten Durchmessers D > 0 mit Mittelpunkt im Ursprung und zufilligem, geméaf der
Gleichverteilung auf S? verteilten Normalenvektor ist. Die Wahl dieser Kornverteilungen
dient dabei vor allem dem Studium zufélliger Systeme stark von der Kreis- bzw. Kugel-
form abweichender Kérner. Auflerdem ist die geometrische Form der typischen Koérner
verhéltnisméfBig einfach, so dass die entsprechenden Formeln fiir die zweite Produktdichte
der abgeleiteten Matérnschen Punktprozesse ®; und ®; zumindest fiir eine numerische

Bewertung geeignet sind.

3.2.1 Charakteristiken

Aus (3.10) erhilt man die Intensititen A\; von ®; und Ay; von ®r1. Wegen ¢ = 2D?/7 im
Fall der Strecken in R? und ¢ = #2D?/8 im Fall der Kreisscheiben in R? gilt

1 —exp(=Ay,2D%/7)

hY 1- exXp (_)‘THWQDS/S)
e 2D? /7

w2 D3/8

und )\II == (313)

Beide Intensititen sind offensichtlich nach oben beschrinkt, und zwar A; durch 7/(2D?)
bzw. Air durch 8/(72D?).

Fiir die zweiten Produktdichten Q?) und gg ) erhilt man keine &hnlich einfache Form wie
fiir die Intensitaten. Jedoch kann die Darstellung in (3.12) fiir eine numerische Bewertung
verwendet werden. Ebenso konnen einige qualitative Eigenschaften der zweiten Produkt-
dichten hergeleitet werden. Fiir r = 0 ist die Menge X (o,r) leer und daher gg%(O) = 0.
Fiir r > 2D verschwindet die GroBe v(r, K, L), so dass ggl)l(r) = /\%/H. Fir D <r <2D
ist 1x(or) = 1, und da

1-— eXp(—/\TC) 1-— eXp<_/\Y(20 - U(I‘, Kv L)))

cle—v(r,K,L)) (¢c—v(r,K,L))(2c—v(r,K,L))

monoton fallend in r ist, gilt Gleiches auch fiir g%%(r). Daher muss g%% fir r < D

(mindestens) ein (globales) Maximum haben, vgl. dazu auch Abbildung 3.1 (a).

Bemerkung 3.1. Im Fall der Kreisscheiben in R? (wie auch bei den meisten anderen
konvexen Kérpern) kann der Term H([K & M] N [r + L & M]) nicht exakt, sondern nur

ndherungsweise bestimmt werden, was neben der numerischen Integration bei héherer
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gewiinschter Genauigkeit nochmals zusétzlichen numerischen Aufwand bedeutet. Im Ge-
gensatz dazu kann HY([K @ M] N [r + L @ M]) fiir konvexe Polyeder (einschlieBlich dem
betrachteten Fall mit Strecken in R?) prinzipiell exakt berechnet werden: Die Eckpunkte
der ebenfalls konvexen Polyeder K @ M und L& M ergeben sich aus den Eckpunkten von
K, L und M. Die Schnittmenge [K & M]N[r+ L& M] ist wiederum ein konvexes Polyeder,
dessen Eckpunkte iiber lineare Gleichungssysteme bestimmbar sind. Bei Kenntnis der Eck-
punktvektoren ist das Volumen eines konvexen Polyeders iiber eine Simplizialzerlegung

im Sinne der Elementargeometrie (siehe Hadwiger, 1957) berechenbar.

Im hier nicht betrachteten Fall, dass K, L und M Kugeln sind (siehe dazu Stoyan und
Stoyan, 1985), ist H([K @ M]N[r+ L& M]) als Volumen des Schnitts zweier Kugeln noch
wesentlich einfacher und direkter erhéltlich (vgl. fiir d = 2 beispielsweise Appendix K in
Stoyan und Stoyan, 1994). O

In den aus Y7 und Yy abgeleiteten Matérn-Prozessen Wy und Wy — fasst man diese als
markierte Punktprozesse auf — sind die Marken im Gegensatz zum zugrunde liegenden
Poisson-Prozess wegen der Ausdiinnungsprozedur nicht mehr unabhéngig. Insbesondere
ist zu erwarten, dass zwei sehr dicht beieinander liegende Strecken oder Kreisscheiben dhn-
lich ausgerichtet sind, da sie sich nicht schneiden. Dieses Verhalten lésst sich u.a. durch
die Richtungskorrelationsfunktion k, (siehe Stoyan und Stoyan, 1994, S. 263) beschreiben.
kq(r) ist dabei der normierte mittlere Winkel zwischen den Normalenvektoren zweier Stre-
cken (Kreisscheiben) unter der Bedingung, dass deren Mittelpunkte den Abstand r haben.
Die Normierungskonstante bestimmt sich aus dem entsprechenden mittleren Winkel bei
Unabhéngigkeit der Strecken (Kreisscheiben) und ist im Fall der Strecken 7/4 und im Fall
der Kreisscheiben 2. Weitere Markenkorrelationsfunktionen, die Richtungsinformationen

berticksichtigen, sind beispielsweise in Beisbart u. a. (2002) zu finden.

Da kleine Winkel zwischen zwei Strecken (Kreisscheiben) weniger zu ky beitragen als
grofle, spiegeln Werte von k; unterhalb von 1 eine Tendenz zur gegenseitigen Ausrichtung
(Parallelisierung) der Strecken (Kreisscheiben) wider. Im Fall harter Strecken (Kreisschei-
ben) muss es fiir kleine Mittelpunktabsténde eine solche gegenseitige Ausrichtung geben,
da die Forderung des Nichtiiberlappens nur solche Anordnungen zuldsst. Abbildung 3.1 (b)
zeigt fiir beide Beipiele genau dieses Verhalten. Ahnlich wie bei den Paarkorrelationsfunk-
tionen reichen die Korrelationen bis 2D. Allerdings sind diese fiir » > D offenbar sehr

klein.
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Abbildung 3.1: (a) Paarkorrelationsfunktion g(r) = g,(; )(r) /A% und (b) Richtungskorre-
lationsfunktion k4 des Matérn-Prozesses mit Strecken der Lénge D bei einer Intensitét
von A1 = 1,4035/D? (Ay = 3,518/D?) (—, durch numerische Auswertung von (3.12))
und des Matérn-Prozesses mit Kreisscheiben des Durchmessers D bei einer Intensitit von
At = 0,8/D3 (A\y = 3,518/ D?) (—, durch Monte-Carlo-Simulation).

3.2.2 Vergleich mit Gibbs-Modell und RSA-Modell

Mit den bereits in Kapitel 1 in der Einleitung zum vorliegenden Kapitel erwdahnten Mo-
dellen, dem Gibbs-Modell und dem RSA-Modell, sind weitere Mo6glichkeiten fiir zufallige
Konfigurationen harter Partikeln bekannt. Um das Verhalten der im vorangegangenen
Abschnitt betrachteten Grofien zweiter Ordnung fiir den Matérn-Prozess mit Kreisschei-
ben, dem aus physikalischer Sicht sicher interessanteren Beispiel der beiden, einordnen
zu konnen, sollen diese im Folgenden mit den entsprechenden Gréflen des Gibbs-Modells
bzw. des RSA-Modells mit Kreisscheiben verglichen werden. Wegen der Beschranktheit
der Intensitit des Matérn-Prozesses mit Kreisscheiben ist ein Vergleich nur fiir Inten-
sitdten unterhalb von 8/(7?D?) moglich, obwohl in diesem speziellen Fall nicht echt drei-
dimensionaler Kreisscheiben sowohl im Gibbs-Modell als auch im RSA-Modell prinzipiell

beliebig hohe Intensitéten erreichbar wéren.

In &hnlicher Weise wie das stationdre Gibbs-Modell mit harten Kugeln (siehe dazu Mase
u. a., 2001; Stoyan, Kendall und Mecke, 1995; sowie Kapitel 4) kann das entsprechen-
de stationire Modell mit harten Kreischeiben in R? definiert werden. Auch hier sind
interessierende Charakteristiken wie beispielsweise die Paarkorrelationsfunktion des zu-
gehorigen Punktprozesses der Kreisscheibenmittelpunkte meist nur {iber Simulationen

erhéltlich, da keine einfach auswertbaren Formeln bekannt sind. Im Kugelfall sind je-
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Abbildung 3.2: Paarkorrelationsfunktion des Matérn-Prozesses mit Kreisscheiben (—)
und die 95%-Konfidenzbénder (—) der Paarkorrelationsfunktion (a) des Gibbs-Modells
mit Kreisscheiben und (b) des RSA-Modells mit Kreisscheiben, jeweils fiir die Intensitét
0,8/ D%,

doch Ndherungslosungen einiger Grofien (Percus-Yevick-Theorie, Virial-Entwicklung, sie-
he u. a. Hansen und McDonald, 1986; Lowen, 2000) herleitbar, was zum Teil auch auf den
Kreisscheibenfall iibertragbar ist, fiir eine akzeptable Genauigkeit aber als zu aufwindig
erscheint. Hinsichtlich der moglichen Simulationsmethoden sei auf Geyer (1999), Mgller
(1999) sowie Mgller und Waagepetersen (2003) verwiesen.

Die vorliegenden Ergebnisse fiir die Paarkorrelationsfunktion und die Richtungskorrelati-
onsfunktion wurden durch Simulationen endlicher Konfigurationen mit fester Anzahl (ka-
nonische Ensembles) mit Hilfe des Gibbs-Samplers bestimmt. Dabei wurden im Wiirfel
[0,20)3 unter Verwendung periodischer Randbedingungen 1000 Kreisscheibenkonfigura-
tionen mit jeweils 6400 Scheiben des Durchmessers D = 1 erzeugt. Die einzelnen Korre-
lationsfunktionen wurden dann mit Hilfe eines Kernschétzers mit dem Epanecnikov-Kern
(vgl. Stoyan, Kendall und Mecke, 1995) geschitzt.

Fiir das RSA-Modell (siehe Kapitel 4 fiir eine detailiertere Beschreibung des Simulations-
prinzips) mit harten Kreisscheiben, fiir das ebenfalls keine Formeln bekannt sind, wurde
die urspriingliche Simulation fiir harte Kugeln etwas abgeéndert. Da die Kreisscheiben
nicht echt dreidimensional sind, wird beim sukzessiven Hinzufiigen der Scheiben in ein
beschrinktes Gebiet (theoretisch) niemals ein Zustand erreicht, bei dem im Gegensatz
zum Kugelfall kein neues Objekt mehr so Platz finde, dass es die schon vorhandenen
Objekte nicht schneidet. Daher wird der Prozess des Hinzufiigens dann beendet, wenn

eine gewiinschte Anzahl von Kreisscheiben erfolgreich in dem Gebiet platziert wurde.
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Abbildung 3.3: Differenzen der 95%-Konfidenzbénder (—) der Richtungskorrelationsfunk-
tion (a) des Gibbs-Modells mit Kreisscheiben und (b) des RSA-Modells mit Kreisscheiben
von der Richtungskorrelationsfunktion des Matérn-Prozesses mit Kreisscheiben (—), je-
weils fiir die Intensitit 0,8/D?.

Ebenso wie fiir das Gibbs-Modell wurden im Wiirfel [0, 20)® unter Verwendung periodi-
scher Randbedingungen 1000 Kreisscheibenkonfigurationen mit jeweils 6400 Scheiben des

Durchmessers D = 1 erzeugt und die Korrelationsfunktionen geschétzt.

Auf Grundlage der jeweils 1000 durch Simulation gewonnenen Paarkorrelationsfunktio-
nen wurden Monte-Carlo-Konfidenzbiander bestimmt, innerhalb derer jeweils 95% der
Paarkorrelationsfunktionen verlaufen, siehe Abbildung 3.2. Das Verhalten der Paarkor-
relationsfunktionen ist offenbar dhnlich, insbesondere beim Vergleich von Matérn-Modell
und Gibbs-Modell gibt es jedoch signifikante Unterschiede. Dagegen sind beim Vergleich
der Richtungskorrelationsfunktionen praktisch keine Unterschiede erkennbar, d. h., ky ist
fiir das Gibbs-Modell und das RSA-Modell sehr dhnlich zu k4 in Abbildung 3.1 (b), vgl.
dazu auch Abbildung 3.3.



Kapitel 4

Modellierung zweier Proben eines

Feuerbetons

4.1 Die Betonproben

Dieser Abschnitt enthélt zunéchst einige Angaben zur Herstellung der Betonproben, geht
dann auf die Rekonstruktion der Punktprozessdaten aus den CT-Bildern ein und be-

schreibt diese schlieBlich mit Hilfe verschiedener Statistiken.

4.1.1 Herstellung

Das untersuchte Material gehort zur Klasse der selbstflieBenden Feuerbetone und besteht
aus zwei Komponenten, wobei eine Komponente von Partikeln (, refractory aggregates)
gebildet wird und die zweite Komponente eine die Partikeln umgebende Zementmatrix
ist. Unvermeidlich sind auch immer Luftblaschen vorhanden, die aber im Weiteren als
vernachlissigbar angesehen und bei der spéteren Rekonstruktion der Matrix zugeschla-
gen werden. Im Allgemeinen haben die verwendeten Partikeln eine sehr unregelméflige
Form, héufig dhnlich der von konvexen Polyedern. Zu Forschungszwecken wurden am In-
stitut fiir Keramik, Glas- und Baustofftechnik der Technischen Universitéit Bergakademie
Freiberg spezielle Proben eines Feuerbetons u.a. unter ausschliefllicher Verwendung ku-
gelformiger Partikeln hergestellt. Hauptzweck dieses Experiments war zu untersuchen,
welchen Einfluss der Volumenanteil der Partikeln auf das Bruchverhalten des Betons bei

hohen Kompressionsdriicken hat, vgl. dazu Hubélkova und Stoyan (2003).

Fiir die Herstellung des Feuerbetons wurden Korund-Kugeln (Al;O3), Zement sowie neben
Wasser auch ein Verfliissiger verwendet, der wesentlich zu dem Attribut ,,selbstflieBend“
beitragt. Diese Zutaten wurden zunéchst ohne Wasser vier Minuten lang in einem Hobart-

Mixer gemischt. Nach dem Hinzufiigen von Wasser erfolgte ein erneutes vierminiitiges



82 Kapitel 4. Modellierung zweier Proben eines Feuerbetons

Mischen. Anschlieflend erfolgte einer Aushéartung der Masse fiir 24 Stunden bei einer rela-
tiven Luftfeuche von 90 Prozent und danach fiir weitere 24 Stunden bei einer Temperatur

von 110°C. Den Abschluss bildete ein (ebenfalls namensgebendes) fiinfstiindiges Brennen
bei 1000°C.

Aus mehreren Proben mit unterschiedlich hohen Volumenanteilen an Korund-Kugeln wur-
den fiir eine computertomografische (CT) Untersuchung kleine Wiirfel ausgeschnitten.
Die Untersuchungen dieses Kapitels basieren dabei auf zwei solcher wiirfelférmigen Pro-
ben der Kantenldnge 10 mm, welche im Folgenden mit Probe A und Probe B bezeichnet
seien. Die CT-Aufnahmen wurden am Fraunhofer-Institut fiir Zerstorungsfreie Priifver-
fahren in Saarbriicken mit einem XCT-System auf der Basis von Réntgenschwichung
erzeugt. Fiir die Bestimmung der dreidimensionalen CT-Bilder wurde der Feldkamp-
Algorithmus (Feldkamp u.a., 1984) zusammen mit einer besonderen Regularisierungs-
methode zur Stabilisierung der Ergebnisse (Schmitt u. a., 2002) verwendet. AnschlieSend
wurden zur Kontrasterhohung noch eine Shadingkorrektur und eine Kontrastspreizung
vorgenommen. Dadurch sind die Bilder sehr gut segmentierbar. Die Pixelgréfie in den
Bildern betrédgt 32,3 pm.

4.1.2 Rekonstruktion

Die Tatsache, dass bei der Herstellung dieses Forschungsbetons kugelférmige Partikeln
verwendet wurden, erdffnete die ungewohnliche Moglichkeit, auf der Grundlage der CT-
Bilder die geometrische Struktur des durch die Partikeln gebildeten Kugelsystems etwas
genauer zu untersuchen. Mit Hilfe von Methoden aus der Bayesschen Bildanalyse (van
Lieshout, 1995; Winkler, 2003) wurden dazu zunichst die kugelférmigen Partikeln als
ideale Kugeln segmentiert. Dazu wurden diejenigen Konfigurationen X nicht iiberlappen-
der Kugeln B3(x;,r;) mit Mittelpunkten x; aus einem quaderférmigen Fenster W C R?
und Radien r; in einem gewissen Intervall I = [ryin, Tmaz)s 0 < Timin < Tmaz, gesucht, die in
einem gewissen Sinn am besten zu den CT-Bildern passen. Eine solche Kugelkonfiguration

soll im Folgenden auch Rekonstruktion des CT-Bildes bzw. der Betonprobe heiflen.

Zur Vereinfachung des Rekonstruktionsverfahrens wurden die CT-Bilder zunéchst bina-
risiert, wobei der entsprechende Schwellwert mit einer Methode dhnlich der Diskrimi-
nanzanalyse (vgl. Klette und Zamperoni, 1995) ermittelt wurde. Abbildung 4.1 zeigt die
Grauwertverteilung fiir die Proben A und B. Es sind jeweils deutlich drei Gipfel erkennbar,
die zu den Luftblasen (kleine Grauwerte, schwarz), der Zementmatrix und den Partikeln
(groBe Grauwerte, weifl) gehoren, siche auch Abbildung 4.2(a). Um zwischen den Pixeln
der Matrix und der Partikeln noch etwas besser trennen zu konnen, wurde der Schwellwert

nur auf der Grundlage der Grauwertverteilung fiir Grauwerte grofler als 100 bestimmt.
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Abbildung 4.1: Grauwertverteilung fiir Probe A (—) mit Schwellwert 195 (---) und Probe
B (—) mit Schwellwert 188 (---).

Zur Losung des Optimierungsproblems, zu einem nun binarisierten CT-Bild eine moglichst
gut passende Kugelkonfiguration zu finden, wurde das Verfahren der simulierten Abkiihl-
ung (,,simulated annealing®) verwendet, vgl. insbesondere Winkler (2003). Es soll fiir den

vorliegenden Fall im Folgenden kurz beschrieben werden.

Bezeichne G die Menge aller weiflen Pixel des binarisierten CT-Bildes. Das ist hier die
Menge aller im Wesentlichen zur Partikelkomponente gehérenden Pixel. Weiterhin sei
S(X) die Silhouette von X (vgl. van Lieshout, 1995), d. h. die Menge aller der Pixel, die die
Vereinigung aller Kugeln aus X in einem (binéren) Bild représentieren. Eine Moglichkeit,
den Abstand zwischen einer Kugelkonfiguration X und dem binarisierten CT-Bild zu
messen, ist durch |S(X) A G| gegeben. Somit ist diejenige Kugelkonfiguration X gesucht,
die die Anzahl |[S(X) A G| der unterschiedlichen Pixel minimiert und die gleichzeitig nur
aus nicht iiberlappenden Kugeln besteht. Letztere Bedingung ist mit Hilfe einer Energie
E(X) formalisierbar, die den Wert oo annimmt, wenn sich mindestens zwei Kugeln aus
X schneiden, und die andernfalls verschwindet (Hartkugel-Potential, siehe z. B. Stoyan,
Kendall und Mecke, 1995). Bezeichnet zusétzlich n(X) die Anzahl der Kugeln in X, dann

soll auBerdem stets X € (W x I)"*) gelten. Es ist dann eine Minimumsstelle von
H(X)=|S(X)AG|+ E(X)+o00-1{X ¢ (W x I)"¥)

gesucht. Dazu wird mit Hilfe eines Metropolis-Algorithmus mit Energie H(X) und einer
(nicht zu schnell) fallenden Temperatur 7" eine Markov-Kette erzeugt. Ausgehend von der
jeweils aktuellen Konfiguration X wird eine neue Konfiguration Y durch die Operatio-
nen (a) Hinzuftigen, (b) Entfernen, (c) Verschieben und (d) Verkleinern/VergroBern einer

Kugel mit den Wahrscheinlichkeiten p,, py, pe bzw. pg = 1 — p, — p» — p. vorgeschlagen.
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Abbildung 4.2: Veranschaulichung von Probe A. Die schwarzen Einschliisse in (a) sind

Luftporen.

Falls n(X) = 0 gilt, wird bei (b), (c) oder (d) Y = X gesetzt. Andernfalls sehen die

Operationen im Einzelnen folgendermaflen aus:

(a) Hinzufiigen einer Kugel mit auf W gleichverteiltem Mittelpunkt und auf I gleich-

verteiltem Radius zur Konfiguration X,

(b) Entfernen einer Kugel B3(x;,r;) aus X, wobei i gemif der Gleichverteilung auf
{1,...,n(X)} bestimmt wird,

(c) Verschieben einer Kugel B3(x;,r;) aus X um einen auf [—c, ¢]?, ¢ > 0, gleichverteilten
Vektor Ax, Wahl von ¢ wie in (b),

(d) Verkleinern/VergréBern einer Kugel B3(x;,7;) aus X durch Neubestimmung von r;

geméf der Gleichverteilung auf I, Wahl von ¢ wie in (b).

Falls H(Y) < H(X) gilt, wird die Konfiguration Y immer als neuer Zustand akzeptiert.
Andernfalls wird Y nur mit einer Wahrscheinlichkeit von exp((H(X) — H(Y))/T) ange-

nommen, und X beibehalten, wenn Y nicht angenommen wird.

In der Theorie ist die Konvergenz dieses Algorithmus gegen ein globales Minimum von
H(X) gesichert (Winkler, 2003). Der in der Anwendung notwendige Abbruch nach end-

lich vielen Schritten gewéhrleistet ein Erreichen des globalen Minimums i. A. zwar nicht,
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jedoch sind im vorliegenden Fall angesichts der im Vorhinein vorgenommen, immer feh-
lerbehafteten Prozeduren (CT-Aufnahme, Binarisierung) die entstehenden kleinen Abwei-

chungen hinnehmbar.

Die auf diese Weise erhaltenen Daten werden im Folgenden als Realisierungen eines mar-
kierten Punktprozesses angesehen, wobei hier die Kugelzentren die Punkte und die Ku-
gelradien die Marken darstellen. Abbildung 4.2 zeigt fiir Probe A sowohl das CT-Bild als
auch das entsprechende zur Rekonstruktion gehorende Bild mit idealen Kugeln. Alle nun

folgenden Betrachtungen basieren auf den Rekonstruktionen der Betonproben.

4.1.3 Statistische Analyse

Die Rekonstruktionen bestehen aus 1454 (Probe A) und 1862 (Probe B) Kugeln, deren
jeweilige Vereinigungsmenge einen Volumenanteil von 0,368 (A) bzw. 0,423 (B) hat und
deren Radien empirische Verteilungen mit den in Abbildung 4.3(a) gezeigten Dichtefunk-
tionen besitzen. Da die in beiden Proben verwendeten Partikeln aus derselben Grundge-
samtheit stammen, sind die Unterschiede in Abbildung 4.3(a) vorwiegend statistischer Na-
tur. Ein Einfluss durch die CT-Analyse und die Rekonstruierung ist dennoch vorhanden.
Wesentlich und nachpriifbar sind dabei nur Auswirkungen durch die Wahl des Schwell-
wertes. Dabei stellt sich heraus, dass kleine Anderungen des Schwellwertes zwar kleine
Verschiebungen der Dichtefunktionen zur Folge haben, die Konfiguration der Kugelmit-
telpunkte aber nahezu unverdndert bleibt, und somit auch das Wesen der im Folgenden

betrachteten strukturellen Grofien.

Zur weiteren statistischen Untersuchung der Kugelsysteme wurden iibliche Methoden der
Réumlichen Statistik, vor allem jene fiir markierte Punktprozesse und zufillige abge-
schlossene Mengen verwendet (vgl. Stoyan, Kendall und Mecke, 1995). Abbildung 4.3(b)
zeigt die empirischen Paarkorrelationsfunktionen fiir die Punktmuster der Kugelzentren.
Sie wurden mit den in Stoyan und Stoyan (1994, S. 284) sowie Mgller und Waagepetersen
(2003) beschriebenen Methoden unter Verwendung des Epane¢nikov-Kerns geschétzt. Im
vorliegenden Fall deuten sie auf eine sicherlich zu erwartende Nahordnung hin, die etwa

bis 1,5 mm reicht.

Die rdumliche Abhéngigkeit der Kugeln aufgrund der Nichtiiberlappungsbedingung wirkt
sich auch auf die Kugelradien aus. Dabei ist zu erwarten, dass die rdumlichen Korrela-
tionen zwischen den Radien mit steigendem Volumenanteil des Kugelsystems zunehmen.
Eine Charakteristik, die diese Eigenschaft gut beschreibt, ist die Markenkorrelationsfunk-
tion k., (r) fir die Radiusmarken, sieche Stoyan und Stoyan (1994, Seiten 264 und 291).

Kym (1) ist das normierte mittlere Produkt der Radien zweier Kugeln unter der Bedingung,
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Abbildung 4.3: Empirische GroBen fiir Probe A (—) und Probe B (---).

dass deren Mittelpunkte den Abstand r haben, wobei &, (7) so normiert ist, dass im Fall
unabhéangiger Marken k,,,, identisch 1 ist. Die Schétzungen von k,,,, fiir die Betonproben
in Abbildung 4.3(c) zeigen die rdumlichen Korrelationen sehr deutlich. Eng beieinander

liegende Kugeln haben im Mittel beide Radien, die kleiner als der mittlere Radius sind.

Schliellich werden auch die schon aus Kapitel 2 bekannte sphérische Kontaktverteilungs-
funktion Hg(r) (siche Abbildung 4.3(d)) und spéter in Abschnitt 4.3.3 die Kovarianz
C'(r) fiir die Vereinigungsmenge der Kugeln betrachtet. Die Schétzung von H(r) erfolgte
dabei mit dem in Stoyan, Kendall und Mecke (1995, Formel 6.3.7) angegebenen Horvitz-

Thompson-Schétzer.
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4.2 Klassische Modelle fiir Hartkugelsysteme

Die aus der Raumlichen Statistik und der Statistischen Physik bekannten Modelle fiir
dichte zufillige Systeme harter Kugeln kénnen in die folgenden drei Klassen unterteilt

werden.

4.2.1 Dichte zufillige Packungen

Diese Modelle versuchen Strukturen nachzuempfinden, die dabei entstehen, wenn harte
Kugeln in einen Behélter gefiillt und durch Schiitteln so verdichtet werden, dass sie eine
dichte, aber dennoch zufillige Konfiguration bilden. Wahrend es bislang keine mathema-
tische Definition einer dichten zufélligen Packung gibt (siche Abschnitt 3.5 in Torquato,
2002), existieren hingegen wohldefinierte und gut getestete Algorithmen zur Simulation
solcher Packungen. Dazu zéhlen der Lubachevsky-Stillinger-Algorithmus (Lubachevsky
und Stillinger, 1990) und der force-biased-Algorithmus von Bargiet und Moscinski (1991).
Letzterer basiert auf einem Algorithmus von Jodrey und Tory (1985) und wurde von Bez-
rukov u. a. (2002) fiir den Fall verschieden grofier Kugeln verallgemeinert. All diese Algo-
rithmen gehoren zur Klasse der kollektiven Umordnungsalgorithmen, die sich von realen
physikalischen und technologischen Sedimentationsprozessen unterscheiden, die ebenfalls
zu Packungen fiihren (vgl. den Uberblick in Stoyan, 2002). Algorithmen, die versuchen,
diese Prozesse nachzuempfinden (Jodrey und Tory, 1979; To und Stachurski, 2004), mo-

dellieren allerdings keine Verdichtungsvorgénge.

Es wurde das durch den force-biased-Algorithmus definierte Packungsmodell verwendet.
Proben mit jeweils 10000 Kugeln — diese Zahl ist etwa sechsmal grofler als in den urspriing-
lichen Proben — wurden simuliert, wobei die in Abbildung 4.3(a) dargestellten empirischen
Radienverteilungen nahezu vollstédndig realisiert wurden. Abbildung 4.4 zeigt die zugehori-
gen Paarkorrelationsfunktionen im Vergleich mit jenen der rekonstruierten Betonproben.
Insbesondere fiir Probe A sind dabei deutliche Unterschiede erkennbar. Diese sind durch
einen hoheren und schmaleren ersten Gipfel der Kurven zum Packungsmodell dahinge-
hend deutbar, dass es in den simulierten Proben zum Packungsmodell im Vergleich zu
den Betonproben mehr Kugeln geben muss, die sich beriihren oder zumindest sehr nah
beieinander liegen. Letzteres ist insofern nicht allzu verwunderlich, als es wesentliches
Ziel und inherenter Bestandteil des force-biased-Algorithmus ist. Damit muss auch das
Packungsmodell als Modell fiir die rekonstruierten Betonproben verworfen werden. Die
Tendenz geringerer Unterschiede in Abbildung 4.4 von Probe A zu Probe B, und somit
vom geringeren zum hoheren Volumenanteil, deutet jedoch an, dass das Packungsmo-
dell fiir entsprechende Betonproben mit hoheren Volumenanteilen durchaus passend sein

konnte.
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Abbildung 4.4: Paarkorrelationsfunktionen der Betonprobe (—) und des Packungsmodells

(---).

4.2.2 Klassisches RSA-Modell

Urspriinglich wurde das RSA-Modell (,random sequential addition/ adsorption model®)
in folgender Weise fiir ein beschrinktes Gebiet W in R? definiert: Kugeln mit zufilligen
Radien werden nacheinander und zuféllig in W platziert. Bei jedem Versuch, eine neue
Kugel in W zu platzieren, wird getestet, ob die neue Kugel bereits vorhandene Kugeln
schneiden wiirde. Ist dies nicht der Fall, wird die neue Kugel akzeptiert und der Konfi-
guration hinzugefiigt. Andernfalls wird diese Kugel verworfen und ein neuer Versuch mit
einem zuféllig in W gleichverteilten Mittelpunkt und einem zufélligen, geméf einer vorge-
gebenen Verteilung verteilten Radius gestartet. Dieser Vorgang wird dann beendet, wenn
es unmoglich ist, der vorhandenen Konfiguration eine zusitzliche Kugel ohne Uberschnei-
dungen hinzuzufiigen (Sattigungszustand, ,jammed state“). Die Vorgehensweise erklért

den Namen ,random sequential addition®.

Es ist moglich, mit Hilfe eines rdumlichen Geburtsprozesses ein entsprechendes stationéres
Modell zu definieren, vgl. dazu Stoyan und Schlather (2000). Sowohl im endlichen als auch
im stationdren Fall unterscheidet sich die Radienverteilung der tatséchlich platzierten Ku-
geln von der der vorgeschlagenen Kugeln. Es ist also wichtig, diesen Unterschied zwischen
Vorschlagsverteilung und resultierender Verteilung zu beriicksichtigen (Stoyan und Schla-
ther, 2000). Dass es abgesehen vom trivialen Fall gleich grofier Kugeln keine analytische
Bezichung zwischen beiden Verteilungen gibt, macht eine Anpassung des RSA-Modells an

reale Situationen i. A. recht schwierig.

Fiir das RSA-Modell mit gleich grofien Kugeln im R?® konnte gezeigt werden, dass der
groftmogliche Volumenanteil der Kugeln bei etwa 0.38 liegt (vgl. z. B. Torquato, 2000).
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Es ist intuitiv klar, dass sich dieser maximale Volumenanteil bei Verwendung verschieden
grofler Kugeln erhoht (siehe auch Stroeven und Stroeven, 1999). Verglichen mit den Vo-
lumenanteilen 0.368 und 0.423 der beiden Betonproben erscheint eine Modellierung mit

Hilfe des RSA-Modells zumindest unter diesem Gesichtspunkt als nicht aussichtslos.

Mit dem Ziel sowohl entsprechende Volumenanteile als auch gleichzeitig die in Abbildung
4.3(a) gezeigten resultierenden Radienverteilungen zu erreichen, hat der Autor verschiede-
ne Vorschlagsverteilungen getestet. Typischerweise wurde aber der Sattigungszustand zu
frith erreicht, und es war insbesondere schwierig, eine ausreichende Zahl gréflerer Kugeln
im Gebiet W unterzubringen. Dieses , klassische“ RSA-Modell scheidet damit als Modell
fiir die beiden Betonproben aus. Deshalb wird in Abschnitt 4.3 eine Modifizierung dieses
Modells betrachtet. Diese Modifizierung ist keinesfalls neu; sie wird schon seit etwa zwei

Jahrzehnten von Ingenieuren verwendet.

4.2.3 Stationidrer markierter Gibbs-Prozess

Gibbs-Prozesse mit Kugeln basieren auf Ideen aus der Statistischen Physik. Wahrend es
fiir den Fall gleich groBer Kugeln eine umfangreiche Literatur gibt (siehe den Uberblick
in Lowen, 2000), ist die Zahl der Publikationen fiir Kugeln mit zufilligen Radien geringer
(siehe z. B. Mase, 1986; Sollich, 2002), dennoch wird in einigen auch statistischen Frage-
stellungen sowohl fiir den kanonischen als auch groBkanonischen (und damit stationéren)
Fall nachgegangen (Wilding und Sollich, 2002; Doge und Stoyan, 2002).

Fiir eine exakte Definition des stationédren markierten Gibbs-Prozesses mit unterschied-
lich groBen Kugeln sei auf Mase (1986), Sollich (2002) sowie Stoyan und Stoyan (1994)
verwiesen. Heuristisch ist im vorliegenden Fall ein markierter Gibbs-Prozess als ein un-
abhéngig markierter Poisson-Prozess unter der Bedingung definiert, dass sich die Kugeln,

die durch die als Marken zu betrachtenden Radien gegeben sind, nicht schneiden.

Der zugrunde liegende stationdre markierte Poisson-Prozess ist vollstdndig durch eine
Intensitdt A und eine Dichtefunktion m(r) der Radienverteilung gegeben, wobei letztere
wie in Stoyan und Schlather (2000) Vorschlagsverteilung heile. Wieder sind die Radien
in akzeptierten Kugelkonfigurationen tendenziell kleiner als die gemafi m(r) verteilten
Radien, was besonders durch eine Simulationsmethode fiir den stationdren markierten
Gibbs-Prozess, namlich den Metropolis-Hastings-Algorithmus (vgl. Mgller und Waage-
petersen, 2003) deutlich wird: Versucht man einer vorliegenden Kugelkonfiguration eine
weitere Kugel, deren Radius gem#fl m(r) verteilt ist, hinzuzufiigen, ist es aufgrund der
Nichtiiberlappungsbedingung wahrscheinlicher, dass eine kleinere Kugel akzeptiert wird.

Es gibt also auch hier eine weitere Radienverteilung, die Radienverteilung des Gibbs-
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Abbildung 4.5: Dichtefunktionen zu Radienverteilungen: empirische Verteilung (—), Vor-

schlagsverteilung (- --), resultierende Verteilung (----).

Prozesses, welche wiederum resultierende Radienverteilung heiflen soll. Die zugehorige

Dichtefunktion sei durch m*(r) bezeichnet!.

Wenn man annimmt, dass eine vorliegende Kugelkonfiguration die Realisierung eines sol-
chen markierten Gibbs-Prozesses ist, dann ist zwar m*(r) beobachtbar, aber nicht die
fiir eine Simulation notigen GroBen A und m(r). Es ist aber durch Mase (1986) gezeigt

worden, dass Vorschlagsgrofien und resultierende Groflen durch die analytische Beziehung
AX'm*(r) = Am(r)(1 — Vi)(1 — Hy(r)) (4.1)

miteinander verbunden sind. Dabei sind A* die Intensitdt des Gibbs-Prozesses, H(r)
die (resultierende) sphirische Kontaktverteilungsfunktion der durch die Vereinigung der
Kugeln des Gibbs-Prozesses bestimmten zufélligen Menge und Vi, der zugehorige (resul-

tierende) Volumenanteil.

Da die GroBlen A\*, m*(r), Hs(r) und Vi, geschétzt werden konnen, ist dhnlich der Mo-
mentenmethode mit Gleichung (4.1) auch ein Schétzer W fiir Am(r) konstruierbar.
Eigenschaften von W sind dabei jedoch nicht bekannt. Abbildung 4.5 zeigt die mit
dieser Methode geschétzen Dichtefunktionen der Vorschlagsverteilung und die aus der
Metropolis-Hastings-Simulation des Gibbs-Prozesses mit /%(\7’) erhaltene zugehorige re-
sultierende Dichtefunktion. Offenbar unterscheiden sich die resultierende und die empiri-
sche Dichtefunktion fiir beide Proben deutlich. Ware das Modell passend, sollten beide

Dichtefunktionen eng beieinander liegen.

Mit (4.1) ldsst sich zeigen: Ein gem# m*(r) verteilter zufiilliger Radius ist kleiner im Sinne der
gewdohnlichen stochastischen Ordnung <y als ein geméB m(r) verteilter zufilliger Radius, siehe zu <g
z.B. Miiller und Stoyan (2002).
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Um die Richtigkeit dieser Schlieweise zu testen, wurde nun ausgehend von den resultie-
renden Radienverteilungen in Abbildung 4.5 und den zugehorigen Groflen Hy(r) und Vi,
das Schétzverfahren wiederholt. In diesem Fall wurden tatsédchlich die Vorschlagsgréfien
reproduziert. Das legt nahe, auch den stationéiren markierten Gibbs-Prozess als Modell
fiir die Betonproben zu verwerfen. Auch hier wird sich aber zeigen, dass ein verédndertes,
endliches Modell (Abschnitt 4.3.2) besser in der Lage ist, die Betonproben zu beschreiben.

4.3 Modifizierte Modelle

Die Untersuchungen in Abschnitt 4.2 haben gezeigt, dass eine Modellierung der beiden
Betonproben durch das klassische RSA-Modell, den iiblichen (stationdren) markierten
Gibbs-Prozess und das durch den force-biased-Algorithmus definierte Packungsmodell
nicht sinnvoll ist. Insbesondere bereitet offenbar die Existenz zweier verschiedener Radi-
enverteilungen in einem Modell Schwierigkeiten bei der Anwendung auf die Betonproben,
da es zur Vorschlagsverteilung keinen Gegenpart im Herstellungsprozess gibt. Im Folgen-
den werden daher nun Modifizierungen der beiden erstgenannten Modelle betrachtet, die

mit einer Radienverteilung auskommen.

4.3.1 Geordnetes RSA-Modell

Bentz u. a. (1999) beschreiben das Modell auf folgende Weise:

», The first step in the computer program is to place the hard core particles at random
locations in the 3-D cubic volume. The particles are placed from largest to smallest and
are not allowed to overlap. .. [being so] ordered to assure that the larger particles can be
placed; if the placement were totally at random, there often would not be any remaining
space for the placement of a larger particle after many of the smaller particles had been
(randomly) placed. ... Periodic boundaries are maintained during the placement process,
such that if a portion of a particle extends across one or more faces of the 3-D [region],

it is completed on the opposing [face]s.“

Ist ein Versuch, eine neue Kugel zu platzieren, nicht erfolgreich, wird im néchsten Versuch
eine Kugel mit dem gleichen Radius, aber einem neuen zufilligen Mittelpunkt verwendet.
Ziel dieses Algorithmus ist es immer, eine feste Anzahl harter Kugeln mit einem vorge-
gebenen Satz an Radien in einem beschrinkten Gebiet W C R? unterzubringen. Dabei
kann es durchaus vorkommen, dass die Simulation fehlschldgt. Das heifit, durch ,, ungiins-
tig” liegende Kugeln kann es unmoglich sein, alle Kugeln entsprechend unterzubringen.
Solche Versuche sollen verworfen werden. Somit ist dieses Modell unter der Bedingung

definiert, dass tatséchlich alle Kugeln untergebracht werden konnen.



92 Kapitel 4. Modellierung zweier Proben eines Feuerbetons

4.3.2 Schiebemodell

Auch dieses Modell ist wiederum durch eine Simulationsvorschrift fiir eine feste Anzahl
n von Kugeln in einem quaderformigen endlichen Gebiet W C R? definiert, wobei fiir W
periodische Randbedingungen gelten sollen. Die Radien der Kugeln bleiben wihrend der
gesamten Simulation fest. Sie konnen zu Beginn auf zuféllige oder deterministische Weise

bestimmt werden.

Der Simulationsalgorithmus beginnt mit einer iiberlappungsfreien Konfiguration dieser
Kugeln in W, die beispielsweise als Ergebnis einer entsprechenden Simulation des geord-
neten RSA-Modells wahlbar ist. Es wird im Folgenden schrittweise geméfl der Methode
von Metropolis u. a. (1953) zur Simulation des Gibbs-Prozesses mit gleich grofen Kugeln
vorgegangen. In jedem Schritt wird geméafi der Gleichverteilung auf {1,... ,n} eine Ku-
gel ausgewihlt und um einen geméf der Gleichverteilung auf [0, ¢]® (¢ klein im Vergleich
zu den Kantenldngen von W) zufélligen Vektor verschoben. Fiihrt dies wieder zu einer
iiberlappungsfreien Kugelkonfiguration, wird diese als neuer Zustand des Algorithmus ak-
zeptiert, ansonsten wird die zu Beginn des Schritts vorliegende Konfiguration beibehalten.
Diese Verschiebungsprozedur wird solange fortgesetzt, bis ein Gleichgewichtszustand fiir

die Konfiguration der harten Kugeln erreicht ist.

Der Algorithmus gehort mit dieser Vorschrift zu den MCMC-Simulationen. Von den not-
wendigen theoretischen Voraussetzungen (siche z.B. den Uberblick in Gilks u. a., 1996)
fiir die entsprechende Markov-Kette fehlt insbesondere fiir die Irreduzibilitét eine d&hnliche
einfache Uberpriifung wie im Fall zufilliger Kugelanzahlen. Jedoch erscheint die Irredu-
zibilitét bei den hier betrachteten moderaten Volumenanteilen der Kugeln als duflerst

plausibel.

4.3.3 Uberpriifung der modifizierten Modelle

Fiir die Simulationen des geordneten RSA-Modells und des Schiebemodells wurden genau
die Radien verwendet, die sich aus den Rekonstruktionen der Betonproben ergaben. Somit
sind Unterschiede der im Folgenden betrachteten Charakteristiken allein auf die Art des
Modells zuriickzufithren. Die Kurven fiir die beiden Modelle basieren dabei auf jeweils

1000 Simulationen in einem zur jeweiligen Betonprobe vergleichbaren Fenster.

Abbildung 4.6 zeigt die durch Simulation gewonnenene Paarkorrelationsfunktionen des
geordneten RSA-Modells und des Schiebemodells. Die Unterschiede zu den empirischen

Kurven sind relativ gering, insbesondere im Vergleich zu Abbildung 4.4.

Um diese Unterschiede noch etwas besser bewerten zu konnen, wurde jeweils ein L-Test
(siehe Stoyan und Stoyan, 1994; Mgller und Waagepetersen, 2003) durchgefiihrt. In Mgller
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Abbildung 4.6: Paarkorrelationsfunktioncorrelationen der Betonprobe (—), des Schiebe-
modells (---) und des geordneten RSA-Modells (---).
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Abbildung 4.7: 99% Einhiillende der L-Funktion (dargestellt sind die Abweichungen von

der empirischen L-Funktion der Betonprobe) fiir das Schiebemodell (—) und das geord-

nete RSA-Modell(---).
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Abbildung 4.8: Markenkorrelationsfunktionen der Betonprobe (—), des Schiebemodells
(---) und des geordneten RSA-Modells (---).

und Waagepetersen (2003) wird dafiir die Darstellung der Funktion L(r) —r, r > 0, vor-
geschlagen. Fiir Werte von r unterhalb des kleinstmdglichen Kugelmittelpunktabstands
ist L(r) = 0 und damit L(r) — r = —r. Das ist betragsméBig sehr viel grofier als die Un-
terschiede zwischen den entsprechenden L-Funktionen fiir groflere r. Abbildung 4.7 zeigt
deshalb stattdessen die Abweichungen der aus jeweils 999 Simulationen bestimmten 99%
Einhiillenden der zum Modell gehorenden L-Funktion von der empirischen L-Funktion.
Es ist daher nun von Interesse, ob die r-Achse, die hier die empirische L-Funktion re-

prasentiert, innerhalb der Einhiillenden liegt.

Abbildung 4.7 zeigt, dass dieser formale Test fiir beide Proben sowohl das Schiebemo-
dell als auch das geordnete RSA-Modell ablehnt, fiir Probe B sogar etwas deutlicher als
fiir Probe A. Diese formale Ablehnung wird ihre Ursache vor allem darin haben, dass
beide Modelle eben nicht vollstdndig zutreffend sind. Aus statistischer Sicht kann diese
Ablehnung jedoch auch eine Folge der relativ groen Anzahl von Kugeln (GroBenordnung
10%) in den simulierten Proben sein, die aufgrund von Mischungseigenschaften schon zu
jeweils relativ ,genauen®“ Schéitzungen der L-Funktion fithren und somit den Bereich der

Einhiillenden entsprechend schmal werden lassen.

Ein Vergleich der Markenkorrelationsfunktionen fiir die Kugelradien in Abbildung 4.8 zeigt
starke Ahnlichkeiten zwischen den Kurven fiir die Betonproben und das Schiebemodell,
wéhrend vor allem im Bereich zwischen » =0,8 mm und » =1,5 mm fiir die Kurven des

geordneten RSA-Modells deutlichere Unterschiede festzustellen sind.

In Abbildung 4.9 ist ein Vergleich der sphérischen Kontaktverteilungsfunktionen darge-

stellt. Darin ist wiederum eine groBere Ahnlichkeit zwischen den entsprechenden Kurven
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Abbildung 4.9: Sphérische Kontaktverteilungsfunktionen der Betonprobe (—), des Schie-
bemodells (---) und des geordneten RSA-Modells (----).

der Betonprobe und des Schiebemodells als zwischen den Kurven der Betonprobe und
des geordneten RSA-Modells erkennbar. Jedoch fiithrt auch hier ein dem L-Test entspre-

chender Test — nun unter Verwendung von Hg — zur Ablehnung beider Modelle.

Als weitere Charakteristik aus der Theorie der zufilligen Mengen wird nun noch die
Kovarianz C(r) betrachtet. Zur Schétzung von C(r) wurde dabei die Methode des Minus-
Sampling (Stoyan, Kendall und Mecke, 1995, S. 215) verwendet. Abbildung 4.10 zeigt
dabei weder ein vollige Ubereinstimmung von empirischen und ,,theoretischen“ Kurven,

noch wird die eindeutige Bevorzugung eines der beiden betrachteten Modelle angedeutet.

4.4 Schlussfolgerungen

Die aus der Raumlichen Statistik und der Statistischen Physik bekannten Modelle fiir
zufillige Konfigurationen harter Kugeln sind meist einfach beschreibbar und nicht zuletzt
aus diesem Grund auf vielfiltige Situationen anwendbar. Fiir die hier betrachteten rekon-
struierten Proben eines speziellen Betons konnte jedoch gezeigt werden, dass diese durch
die klassischen Modelle (RSA-Modell, markierter Gibbs-Prozess, Packungsmodell gemé&s
force-biased-Algorithmus) nicht gut beschrieben werden kénnen. Auch zwei weitere, mo-
difizierte Modelle werden aus formaler Sicht abgelehnt, scheinen aber dennoch deutlich

besser als die klassischen Modelle angepasst zu sein.

Im Vergleich des geordneten RSA-Modells und des Schiebemodells sollte insbesondere mit
Blick auf die Abbildungen 4.8 und 4.9 dem Schiebemodell der Vorzug gegeben werden. Dies

mag insofern nicht iiberraschend sein, als das Schiebemodell den realen Vorgéngen bei der
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Abbildung 4.10: Kovarianzen der Betonprobe (—), des Schiebemodells (- - -) und des
geordneten RSA-Modells (---).

Herstellung des Betons moglicherweise naher als das geordnete RSA-Modell kommt. Der
sicherlich recht wesentliche Durchmischungsprozess der Korundkugeln wahrend der Her-
stellung konnte durch das Verschieben der Kugeln im Metropolis-Algorithmus wesentlich
besser modelliert sein als durch die ortsunverénderlichen Anlagerungen im (geordneten)
RSA-Modell.



Anhang A

Herleitungen der Produktdichte des

Oberflachenmafles

Im Fall des Booleschen Modells ist es moglich, die Produktdichte des zufélligen Ober-
flichenmafBes fiir bestimmte Kornverteilungen mit Hilfe von Folgerung 2.2 zu bestimmen,
wobei hier (2.119) verwendet wird. Die folgenden Rechnungen sind die Grundlage fiir die
Ergebnisse in den Abschnitten 2.6.2 und 2.6.3.

A.1 Boolesches Modell mit Rechtecken

Das typische Korn = sei ein zufillig geméafl der Gleichverteilung auf SO, gedrehtes Recht-
eck in R? mit Kantenlingen 0 < a < b. Fiir die mittlere Schnittfliche des typischen
Rechtecks mit dessen um den Vektor r, ||r|| = r, verschobenen Translat gilt (siche auch
Abbildung A.1)

(

2 [(a—rcosa)(b—rsina)da, 0<r<a,

(N
ST
%MH

(a—rcosa)(b—rsina)da, a<r<b,

d s
EH (EO N [E’O — r]) = arccos &
arcsin%
2 [ (a—rcosa)(b—rsina)da, b<r<va®+b?
arccos
0, r>a?+ b2,

\

.
ab—M —i—é, 0<r<a,

ab—2 arccos +2b\/ —a?, a<r<hb,
2 2 2
2#‘”’arcsmg—QTzamccos;—l—%\/r —a? 4 B\ 2 e < < Va2 482,

0, r>a?+ b2
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\

/
O\~

| « «

a a a

(a) 0<r<a (b)a<r<b (c) b<r<+va?+b?

Abbildung A.1: Schnittfliche zwischen einem Rechteck und dem um r verschobenen Trans-
lat des Rechtecks (graue Fldche).

Dabei ist eine Drehung des Rechtecks um den Winkel o dquivalent zu einer Drehung des
Vektors (r,0)” um den Winkel —«. Es sei daher r = (r cos a, 7 sin )7, Wegen der Symme-
trien des Rechtecks geniigt es, a nur im Intervall [0, 7/2) zu betrachten. Die betrachtete
mittlere Fléche ist im vorliegenden Fall nichts anderes als die isotropisierte Mengenkova-
rianz eines Rechteckes, vgl. dazu z. B. Stoyan und Stoyan (1994, S. 123).

Weiterhin ist (siehe auch Abbildung A.2)

Q]Ecd,l(E.o, EO - I')

¢

(a+b—rcosa—rsina)da, 0<r<a,

N BRI
O —uwla
ol

(a+b—rcosa—rsina)da, a<r<b,
= { arccos
b

arcsin >
2 [ (a+b—rcosa—rsina)da, b<r<Va®+b?
arccos
0, r>\a?+b?,
\
(
a—+ —4—7" O<r<a,
a+0b— 'Hb) arccos ¢ 4 24/r2 — rife a<r<b,

2
(a+b) arcsin b_ (a+b) arccos ¢ %\/7“2 —a?+ %\/7‘2 — b2 — MTJ“%, b<r<va?+ b2,

0, r>+a?+ b2.

\
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/
O\~
7/

A\
| « «

a a a

(a) 0<r<a (b)ya<r<b (¢) b<r <Va?+b?

Abbildung A.2: Rand des Rechtecks, der in dem um r verschobenen Translat des Rechtecks

enthalten ist (dicke schwarze Linie).

Etwas umfangreicher ist die Berechnung von 2 2 5t li—oy ECa—1(Z0, (Zo)¢ —r). Es sei im Fol-

genden K ein achsenparalleles Rechteck mit Mittelpunkt im Ursprung und Kantenldngen
aund b. Fur 0 <t¢ < r sei

arcsin £
T

Li(t,r) = / V12 — r2sin? ada,

0

und fiir 0 < a <rund 0 <t < min{v/r? — a?,a} sei

arccos -

L(t,a,r) / V12 — (rcosa — a)2da.

arccos “'H
Wegen I;(0,7) = 0 und /2 — r2sin® a < t gilt
L(t '
0 [(t,r): tim 27 / 1da = 0.
ot t—+0 ¢ t—+0
0
Analoges gilt fiir I5(¢, a,r). Daher gilt
%|t:0+ ]1(t,7‘) = %|t:0+ IQ(tvavr) =0 (A.l)

Mit der Substitution = £ — « gilt auch

arcsin ﬁ

/ V2 —r2cos? fdS und I(t,b,7r) / V12 — (rsin 3 — b)2dg.

arccos = arcsm =
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(a) 0 < a < arcsin (b) arcsin = < o < arccos - (c) arccos z <a < %

Abbildung A.3: Rand des Rechtecks, der in der um r verschobenen Parallelmenge des
Rechtecks enthalten ist (dicke schwarze Linie), im Fall 0 < r < a.

1.Fall: 0 < r < a (siehe auch Abbildung A.3).
Essei 0 <t < \/757“. Damit gilt arcsinf < arccos £. Mit 0 < o < % gibt es folgende Félle:

2a+b+t—2rcosa+ 12 —r2sin’a, 0 < a < arcsin £,
204 (K, K;—1)=qa+b+2t—rsina —rcosa, arcsin £ < o < arccos £,
a+2b+t—2rsina+ V2 —r2cos?a, arccos £ < o < 7.
Damit gilt
IEC 1 (S0, (Zo)s — 1)

2 [ 2> [
== /(2a+b+t—2r cos a+V12 —r2sin® a)da + = /(a+b+2t—r sin a—r cos a)da
™ s
0 arcsin £

i

2
—I——/ (a+2b+t—2rsina+ V2 — r? cos? a)da
T

arccos L
T

2 t t
=— ((2a+b+t)arcsin— —2t+ I1(t,r) + (a + b+ 2t) arccos — +t — V1?2 — 2
m r r

t t
—(a+b+2t)arcsin— — Vr2 —t2+t+ (a + 26—}—15)% + I,(t,r) — arccos — — 2t> :
r r

Dann ist
0 — 2 fa+b—2t .t 2t 0
QEECd—l(*—‘Oa (*—'O)t — I') = % (ﬁ — 2arcsin ; +7 =24 \/ﬁ + 2&]1(@ T))

und folglich

2 5

— 2 fa+b
Ecd_l(:(), (‘:O>t — I') = — < + 7 — 2) .
t=0+ T r
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Abbildung A.4: Rand des Rechtecks, der in der um r verschobenen Parallelmenge des
Rechtecks enthalten ist (dicke schwarze Linie), im Fall a < r <.

2.Fall: a < r < b (siehe auch Abbildung A.4).
Es sei t < min{v7? —a?,a}. Aus t < a folgt arccos ¢ < arccos % Wegen t < /1?2 — a?
geniigt es, folgende Fille mit 0 < a < § zu betrachten:

(

b—rsina—{—\/tQ—(rcosa—a)Q, arccos“TH < a < arccos ¥,

a—+b+ 2t —rsina — rcosa, arccos%<oz<arccosf,
2Cd_1(K, Kt —I‘) = ) .

a+2b+t—2rsina + vt? —r?cos?a, arccos; < a < 7,

0, sonst.

\

Damit gilt

2ECq-1(Z0, (Z0): — 1)

arccos arccos %
2 2
=— / (b—rsina++/t2 — (rcosa — a)?)da + = /(a—l—b+2t—r sin —r cos a)da
s T
arccos &tt arccos %

\MH .

2

+ — (a+2b+1t—2rsina+ Vt2 — r?cos? a)do
m
arccos%

2 t t
=— (b arccos - + a — barccos —(a+1t)+ L(t,a,r) + (a+ b+ 2t) arccos —
7r r r r

+t—\/r2—t2—(a—l—b—l—Qt)arccosg—a+\/r2—a2+(a+26+t)g
T

t
—(a+2b+t) arccos — — 2t + Il(t,r)> .
r
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(a) arccos “H < o < arccos ¢ (b) arccos ¢ < a < arcsin & (c) arcsin 2 < a < arcsin &

Abbildung A.5: Oberfliche des Rechtecks, die in der um r verschobenen Parallelmenge
des Rechtecks enthalten ist (dicke schwarze Linie), im Fall b < r < Va2 + b2,

Dann ist
0 2 (9 t b—t
28tECd 1(u0,(u0) ) ; ( a,—|—t t a, T)—l—aI"CCOS;—Fﬂ
et e 24 T oy D
—_— — aI'CCOS - — - T
2 — ¢2 2 ot !
und folglich
0 _ - 2 (b b a
2 a os ECd_l(:(), (‘:‘O)t — I') = ; (; + ﬂ — 2 arccos ; + 7T — 2) .

3.Fall: b < r < +v/a? + b? (siehe auch Abbildung A.5).
Es sei t < min{vr? —02,b}. Aus r < Va? 4 b? folgt arccos ¢ < arcsing. Wegen t <
Vr? — b? geniigt es, folgende Félle mit 0 < o < § zu betrachten:

a+t

(
b—rsina+ 4/t? — (rcosa—a)?, arccos 2t < a < arccos 2,

a+b+2t—rsina—rcosa, arccos;<oz<arcsin§,

2Cd71<K, Kt — I‘) =

a—rcosa + \/t2 — (rsina — b)?, arcsin% < o < arcsin %,

0, sonst.
\
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Damit

2ECq-1(Z0, (Z0): — 1)

arccos & arcsing
2 2
=— / (b—rsina++/t2 — (rcosa — a)?)da + = /(a+b+2t—r sina—r cos a)da
™
arccos 2t arccos
arcsin 2t
2 :
+ = (a —rcosa+ /12 — (rsina — b)?)da
™
arcsin 2

t b
—(a+1t)+ I(t,a,r) + (a + b+ 2t) arcsin;

2 a a
= — [ barccos — + a — barccos
r

T
b+t
+Vr2 =0 —b— (a—i—b—i—2t)arccosg —a+ Vr?—a?+ aarcsin LA (b+1)
r
. b
—aaresin - + b+ Ix(t, b, T)) .
Dann ist
0 — 2 b 0 . b
2aECd,1(:O, (Zo)—r) = - (\/m -1+ a[g(t, a,r) + 2 arcsin .
a a 0
—2 - — 1+ =L(tb
arccosr+ R +8t 2(t, J‘))
und folglich
0 o 2 b a a . b
2 g o ECq-1(Zp, (E)i—r1) = — <\/r2 — + Nl 2 arccos - + 2arcsin o 2) :

4.Fall: r > va? + b?. Fiir t < r — va? + b*> kommt es nie zum Schnitt, weshalb

I

ot ECd,I(EO, (EO)t - I') = 0.

t=0+
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A.2 Boolesches Modell mit Kreiszylindern

Es sei d = 3. Das typische Korn X sei ein gerader Kreiszylinder mit Hohe h, Radius
R der Grundfliache, wobei 0 < h < 2R, sowie zufilligem Richtungsvektor u, der geméfl
=03 (Gleichverteilung auf der Kugeloberfliiche S?) verteilt ist. Es werden hier also nur

Zylinder betrachtet, deren Grundflichendurchmesser gréfier als die Hohe ist.

Mit der Darstellung u = (sin « cos 3, sin asin 3, cos «)? durch die iiblichen Polarkoordina-
ten a € [0, 7] und 5 € [0,27) gilt o9(du) = sinadadfB. Wegen der Rotationssymmetrie
des Zylinders sind alle im Folgenden betrachteten Groéfien unabhéngig von 3, und es wird

nur beziiglich o integriert. Dabei reicht es wegen der Symmetrien des geraden Kreiszy-
'3
im Fall der Rechtecke im vorhergehenden Abschnitt dquivalent durch eine Drehung des

linders aus, o nur im Intervall [0, %) zu betrachten. Die Drehung des Zylinders kann wie

Abstandsvektors r ersetzt werden. Fiir die Bestimmung der einzelnen Terme der Funktion

gs sind die folgenden zwei Grofien des Schnitts zweier Kreisscheiben in R? hilfreich.

Die Schnittfliche zweier Kreisscheiben mit Radien s; < s; und Mittelpunktabstand p,
S9 — 81 < p < S1 + So, ist durch

2 2 2 2, 2 2
+s7—s +s7—s
A(p, 51, 82) = 57 arccos (p 1 2) _ETA" % \/4p25% — (p? + s — s3)?

2psy 4p?

2 2 2 2 2 2
85 — 8 85— 8
+ 55 arccos (p % 1) _rt 22 1\/4}728%—(1)2—1—3%—3%)2
2pso 4p (A.2)
2 2 2 2 | 2 2
ST — 5 85— 8
2psy 2psy

gegeben, siehe z.B. Stoyan und Stoyan (1994). Weiterhin gilt fir die Lange [(p, s1, s2) des

Randes des kleineren Kreises, der innerhalb des grofleren Kreises liegt,

2, 2 2
I(p, 51, 82) = 28, arccos (%) : (A.3)

Mit (A.2) fiir gleich grofle Kreisscheiben gilt

%f(h—rcosa)A(rsina,R,R)sinada, 0<r<h,
0
bl
J

(h—rcosa)A(rsina, R, R)sinada, h<r<2R,
EHY(Zo N [Eg — 1]) = { arccos

2 (h—rcosa)A(rsina, R, R)sinada, 2R<r<vh?>+4R?

r>\h?+4R2.
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! < a < arccos - (c) arccos L < a < %

(a) 0 < a < arcsin (b) arcsin
Abbildung A.6: Schnitt entlang der Ebene, die durch die beiden Achsen (jeweils durch
Grund- und Deckflichenmittelpunkt) des Zylinders und seiner um r verschobenen Paral-
lelmenge geht. Die Oberfldche des Zylinders, die im Fall 0 < r» < h in der Parallelmenge

enthalten ist, ist hervorgehoben (dicke schwarze Linie).

Weiterhin ist mit (A.2) und (A.3) fiir gleich grofie Kreisscheiben

QECd_1<EO, EO - I')

(

BRI

g
J [(h=rcosa)l(rsina, R, R)+A(rsina, R, R)]sin ade, 0<r<h,
0

[(h—rcosa)l(rsina, R, R)+A(rsina, R, R)]sinada, h<r<2R,
C h

arcsin 28

2 f T[(h—rcosa)l(rsina,R,R)—i—A(rsina,R,R)]sinada, 2R<r<+vh?>+4R?
h

arccos —
T

Q
8 ol

2
s
ar

0, r > \h?+4R?.

\

Die Berechnung von 2 2 1—0+ EC4-1(Eo, (Eo): — 1) erfolgt wie im Fall der Rechtecke iiber
eine Fallunterscheidung. Dabei sei K ein entsprechender Kreiszylinder, dessen Achse durch

die Grund- und Deckflichenmittelpunkte mit der z-Achse zusammenfallt.

1.Fall: 0 < r < h.
Essei 0 <t < */757“. Damit gilt arcsinf < arccos f Mit 0 < a < 7§ gibt es folgende Fiélle:

QCd_l(K, Kt — I')

(7R> + 2rR(h — rcosa) + Ty (t, ), 0 <a <arcsint,
A(rsina, Ry,R+1t)+ I(rsina, R,R+t)(h — rcosa)
= + Tia(t, ),

A(rsina, R,R+1t) 4+ A(rsina, R, R+ V12 — 2 cos? a)
|+ {(rsine, B, R+ t)(h —reosa) + Tis(t, o),

arcsin £ < o < arccos £,

arccos% <a<i.
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Dabei gilt (siche auch Abbildung A.6) T11(t, o) < 27 Rt, Ti5(t, ) < 2w Rt und

¢
Tio(t, ) = /l(r sina, R, R+ V2 — s2)ds.

0

Folglich
0
2 o ECq-1(Z0, (Zo): — 1)
tlizoy
) >
= - - (mR* + 27w R(h — rcos ) + T (¢, o)) sin a da
Otl_o \ 7
0

2
+ = / (A(rsina, R, R+1t)+(rsina, R, R+ t)(h — rcosa) + Tia(t, o)) sin v de

)

arcsin &
s

us

2
+ — /(A(rsina,R,R—i—t) + A(rsina, R, R+ V12 — r?cos? a)
m

arccos L
T

+i(rsina, R, R+ t)(h —rcosa) + Ti3(t, «) ) sin o dov

Dabei gilt wegen arcsin 0 = 0

9 ' 1o
0< — / Ti1(t, ) sinada = lim | = / T11(t, o) sin v dev
Ot |, ot o\t
0
» w (A.4)
S R . PR
<lim | - / 2rRtsinada | = lim 2rRsinada = 0.
tlo | t t10
0 0
Analoges gilt fiir T73. Folglich
0 ' . 0 .
= T (t, o) sinada = — Ti3(t, o) sinawda = 0. (A.5)
at t=0+ at t=0-+

arccos }
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Es ist
a amax(t)
— A(rsina, R, R+ t)sinada
Ot |i_oy
amin(t)
amax(t) 8
= ltlgl EA(T sina, R, R +t) sinada
amin(t)
: , 0
+ A(7 Sin apax(0), R, R) Sin aax(0) = Qmax ()
Ot |y
0
— A(rsin ayin(0), R, R) sin aypin(0) — Opin (1)
Ot |y_oy
amax(o) . (A6>
rsina’ |
= / 2R arccos ( R > sin v dov
amin(o)
1 max O 1 . .
+ (2R2 arccos (%R()) — 5rsin amaX(O)\/4R2 — 72 sin? ozmax(()))
5}
X SN Oax (0) = Qmax ()
Ot yos
) 7 SN iy (0) 1 . 9 9. .2
— <2R arccos (T) — 5" sin ozmm(O)\/ZlR — 7280 apin (0)
0
X sin o (0) — Omin ().
Ot|y_oy
Daher
9 i . . .
B A(rsina, R, R+ t)sinada + A(rsina, R, R+ t) sinada
=0t in arccos &
0 . .
= — A(rsina, R, R+ t)sinada (A7)
Ot |y_oy -

3
= /2Rarccos (rs;;a) sin o dav.
0
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Es ist
a Omax ()
= / l(rsina, R, R+t)(h —rcosa)sinado
Ot |4
OCmin(t)
Qmax(t) a
= ltll%l / (h — rcos a)al(r sina, R, R +t)sinada
amin(t)
: , 0
+ (rsin apax (0), R, R)(h — 7 COS (iax ) SIN Qipax (0) — Omax (1)
Mo,
— (7 sin amin(0), R, R)(h — 7 oS Qiyin ) SIN in (0) 9 Omin (1)
Ot | 1o+
Amax(0) 4R2
= / (h — rcosa) da
rV/AR2 — r2sin® o
Qmin (0) ' . 5 (AS)
+ 2R arccos (%) (h — 7 COS Qmax(0)) SIN Ayax (0) T o Omax(t)
— 2R arccos (%}W) (h — 1 €08 min(0)) sin iy (0) % o Omin (1)
amax(0)
/ 4R?h
= da
20 7’\/4R2 —r2sin’ a
N AR? 7 81N Qpax (0) B 4R? 7 8N Qpin (0)
—— arccos R —— arccos SR
+ 2R arccos (%) (h — 7 COS Qmax(0)) SIn Aax (0) % o Omax(t)
— 2R arccos (%}W) (h — 1 €08 min(0)) sin iy (0) % o Omin ().
Daher arccos L
9 o .
— / [(rsina, R,R+t)(h —rcosa)sinada
Ot | 1o+ -
3
+ / l(rsina, R,R+1t)(h —rcosa)sinada
arccos% (A.g)
0 . :
= — l(rsina, R, R+t)(h —rcosa)sinada
Ot |+

arcsin &
i

jus

/ AR?h 4AR? ) r
= da — —— aresin (—) .
J 7“\/4R2 — r2sin® a r 2R
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Weiterhin
8 amax(t) t
— / /l(rsina, R, R+ V12 — s?)dssinada
Ot |0y
amin(t) 0
Oémax(t) a t
= 1tilI(I)1 / B /l(rsina,R,R—{— V2 — s?)dssin ada
O‘min(t) 0
/ 9
+ lglr(r)l / (7 sin amax (t), R, R + V1% — s?)dssin amax(t)aamax(t)
0
/ 0
— hl%l /l(r sin aumin (t), R, R + Vt? — s?)dssin ozmin(t)aozmin(t) (A.10)
t
0
Dlmax(t) t a
= ltilrg / al(r sina, R, R+ V1?2 — s?)ds + l(rsina, R, R) | sinada
amin(t) 0
Oémax(o)
= [(rsina, R, R)sin a dav
Oémin(o)
Oémax(o) .
= / 2R arccos (T 821;1%@) sin a day,
amin(o)

da %} 04 Omax(t) beziehungsweise %‘ o4 Qimin (t) beschriankt und

t

0< /%l(rsina,R,R—l—th — s?)ds

0
/ 1
t
:/2(R+\/t2—52) — ds
0 VI —s \/4R27"2 sina — (r2sin? a + R2 — (R + /12 — 52)2)2
¢
2R+t 1
< (E+1) t/ ds
VAR2r2sin? a — r2sin® a J V2 — s?
B 2(R+1) m,
VAR2r2 sin? a — r2sin® o 2 '
Daher
0 ' , / rsina .
— Tio(t,a)sinada = [ 2Rarccos [ ——— | sinada. (A.11)
Ot|,_os 2R
0
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Mit der Substitution z = 7 cos a gilt wegen der Beschrénktheit der Schnittfliche A

[ME]

0

/ A (rsina, R, R + V1% — r2 cos? a) sin o dav
Ot|,_oy

arccos £
T
1

/A (\/T2 —t?222, R, R+ tV1 — x2> de
Ot li—os "

0

1

| ¢
— Iim - [ A (\/7«2 — 222, R, R+ tV1 — w2> ~da

t—+0 ¢

0

i 1 / 1 1

= tliIEO A <\/7”2 —t?222, R, R+ tvV1— x2> —dx = /A(r, R,R)-dx = -A(r,R, R).
— r r r
0 0
(A.12)
Wegen
a T

5 / (mR? 4+ 27 R(h — rcosa))sinada = 0

t=0+
gilt folglich mit (A.5), (A.7), (A.9) und (A.11)

S

ot ECq-1(Z0, (Z0)t — 1)

t=0+

us

SR | rsina\ . SR%h /2 1
= — [ arccos sin o da +
n 2R mr \/4R2 — r2sin® «
0

12R2 4R? 1
+ 1t arccos <L> — i — —V4R?% — 2,

r 2R T T

do

2.Fall: h < r <2R.
Es sei ¢ < min{v/r? — 1% h}. Aus t < h folgt arccos* < arccost. Wegen t < v/r? — h?

geniigt es, folgende Félle mit 0 < o < § zu betrachten:

QCdfl(K, Kt — I‘)

(

h

A(rsina, R, R+ /12 — (rcosa — h)?) + Ty (t, a), arccos " < o < arccos 2,
A(rsina, R,R+1t) + l(rsina, R, R+ t)(h — rcosa)
+T22(t,04),

A(rsina, R,R+1t) + A(rsina, R, R+ Vt? — r? cos? a)
+(rsina, R, R+t)(h —rcosa) + Ths(t, a),

arccos% < o < arccos %,

arccost < a < I,
r 2

0, sonst.
\
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Dabei gilt To1(t, ) < 2w Rt, Toz(t, ) < 2w Rt und Tas(t, o) = T1o(t, ). Mit der gleichen

Argumentation wie in (A.4) folgt

jus

arccos h
0 : 0 :
— To1(t, ) sinada = — Tos(t, ) sinawda = 0. (A.13)
Ot |,_o. » Ot|,_o, t
Mit (A.6) gilt
) ' 7
— / A(rsina, R, R+ t)sinada + / A(rsina, R, R+ t) sinada
ot =0+ h t
5 3
= — / A(rsina, R, R+ t)sina da (A.14)
IMt|i—os .

rsina ) .
2R arccos ( ) sin o dav.

I
\w\:

arccos h
T

Mit (A.8) gilt

arCCOS%
0
— / [(rsina, R,R+t)(h —rcosa)sinada
Ot i—oy

/ [(rsina, R, R+t)(h —rcosa)sinada

_l’_

3 5
= — / [(rsina, R, R+t)(h —rcosa)sinada

Ot |,—o .

/2 AR?h AR? rN\ 4R N
= do + — arccos (—) — ——arccos | ——— | .
7’\/4R2 — r2gin® o r 2R r 2R
(A.15)

Mit (A.10) folgt

us

t
arccos P )
0 rsin a
— / Too(t, ) sinawda = / 2R arccos sin a dav.
ot |,_o, 2R
arccos h

arccos —
T
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Mit der Substitution z = M gilt wegen der Beschranktheit der Schnittfliche A

arccos h

/ A(rsina,R,R—l—\/tQ—(rcosa—h)2>sinada
Ot|i—ot

0

arccos M

1
/A \/ ~(te + h)? RR+t\/1—x2)

t=0+ 0
1
~ lim * («/ (tz + W), R, R+ V1 —$2> (A.16)
t—+0 ¢t

0
1

1
= lim A<\/7“2—(tx—i—h)Q,R,R—l-tvl—xQ)—dx
r

t—+0
0
1

1 1
= /A(\/?"2 — h2%, R, R); dr = ;A(\/r2 —h? R, R).

0
Daher gilt mit (A.12), (A.13), (A.14) und (A.15)

9 -
8t Ecdq(:o, (:O)t - I‘)
g
S8R rsina\ . SR?h
= — arccos sin v da + do
T N 2R \/4R2 — r2sin® «
12R? 4R? r2 — h2 1
+ r arccos (L) — iaurccos T—h — Z\4R2 — y2
r r 2R T
1 \/r?
\/4R2 — h2).

™

3.Fall: 2R <r < Vh? +4R2.
Es sei t < min{vr? — 4R? 2R}. Aus r < vh? + 4R? folgt arccos < arcsin 2£. Wegen
t < V/r? — 4R? geniigt es, folgende Fille mit 0 < a < § zu betrachten.

QCdfl(K, Kt — I‘)

(
: Bt h
A(rsina, R, R+ \/t? — (rcosa — h)?) + Ty (t, @),  arccos 2 < o < arccos 2,

A(rsina, R,R+t) +(rsina, R, R+ t)(h — rcos ) oR
arccos— < a < arcsin =%,
. +T32(t,()é),
A(r si R, R+1t)+ (rsi R, R+t)(h—
(rsina, R,R+t) 4+ I(rsina, R, R+ t)( T Cos ) arcs1n—<a<arcs1n2R+t
+T33(t,a),

0, sonst.
\
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Dabei gilt T31(t, o) < 2wRt, Ts3(t, ) < 2w Rt und Tso(t, o) = Tiao(t, ) Mit der gleichen
Argumentation wie in (A.4) folgt

2R+t
r

arccos % arcsin

/ T31(t, ) sinawda = 9 / Ts3(t, o) sinada = 0.  (A.17)
t=0+ ot t=0-+

arccos % arcsin %

Mit (A.6) gilt

arcsin 28 arcsin 28+t
8 e T
— /A(rsinoz,R, R+t)sinada + / A(rsina, R, R+ t)sinada
at =0+ arccos & arcsin 28
arcsin 28+t
0 ) .
= — A(rsina, R, R+ t)sinada (A.18)
ot t=0+
h
arccos r
arcsin %
= / 2R arccos (TS;;&) sin « dav.
arccos ﬁ
Mit (A.8) gilt
arcsin 28
0 ) .
= [(rsina, R, R+t)(h —rcosa)sinado
ot t=0+ .
arccos =
2R+t

arcsin
T

+ / [(rsina, R, R+t)(h —rcosa)sinado

2R

Tarcsin 284t (A 19)
0 o .
= — [(rsina, R,R+t)(h —rcosa)sinada
ot t=0+
arccos -
arcsin 28
/ AR’h 4AR? < r? — h2)
= dow — — arccos [ ———— .
7"\/4R2 — r2gin® o r 2R
Mit (A.10) folgt
arcsin 28 arcsin 28

7 Sin o

/ T3o(t, ) sinawda = / 2R arccos ( > sin a dav.
t=0+ 2R

arccos - arccos %

0

ot
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Daher gilt mit (A.16), (A.17), (A.18) und (A.19)

0
2 — ECi-1(Z0, (Z0): — 1)
Ot oy
arcsin 22 arcsin @
SR rsina\ . SR?h
= arccos sin o da + da
™ . 2R \/4R2 —r2sin’ a
4R? Vit —h2\ 12
— = arccos | Yo \/4R2 — h?).
Tr 2R T

4.Fall: r > \/h? + 4R?. Fiir t < r —+vh? 4+ 4R? kommt es nie zum Schnitt, weshalb

a

ot Ecd,1(507 (EO)t - I') = 0.

t=0+

Einige der Integrale in EH4(Z, N [Z5 — r]) und 2EC,;_1(Zg, Zy — 1) sowie die Integrale in

0
2 3t lizos
Bewertung ist aber in allen Féllen durch eine einfache numerische Integration moglich.

ECq4-1(Zp, (2): —r) konnen nicht in geschlossener Form dargestellt werden. Eine
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