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TOM TAT

Trong bai bao nay, bai toan ti wu tan sd dao dong tu do cua truc chiu X08n st dung nguyén
li cuc dai Pontryagin, mot nguyén li diéu khién téi wu, dugc trinh bay. Trong d6, bién diéu khién
1a duong kinh cua cac doan truc, ham muyc ti€u chira cac tan s6 dao dong tu do cua truc. Cac bién
d6i trong bai bao cho phép xac dinh dau cta hé sé ti 1& trong diéu kién can t01 uu cua bai toan.
Céu hinh t&i uu va tan s6 t6i wu ciia truc dugc khao sat voi cac trudng hop ti wu tan s6 thir nhat
va thu hai.

Twr khoa: tan so riéng, nguyén li cyc dai Pontryagin, truc chiu xoan; toi uu.

1. MO PAU

Bai toan tbi uu tri riéng két céu sur dung nguyén li cyc dai Pontryagin (PMP - Pontryagin’s
Maximum Principle) da thu hut dugc sy quan tam cta nhi€u nha khoa hoc trong va ngoai nudc.

Sau khi PMP dugc phat biéu vao ndm 1956 nhim phuc vu nganh cong nghiép vii try, dugc
ching minh vao nam 1960, nguyen li nay duoc sir dung dé t6i wu qua trinh dong luc tir thoi
dlem dau fo dén thoi diém cudi # Nam 1975, Grinev va Filipov [1], da 4p dung PMP vao co hoc
vat ran b1en dang. Luc nay, PMP dugc sir dung dé t6i wu qua trinh dong lyuc tir toa d dau x, dén
toa do cudi x. Trong [1], bai toan t6i wru luc t6i han cta thanh chiu nén ding tdm dugc nghién
ctru dudi dang mot qua trinh ti wu tir x, (dau ngam) dén toa d6 cudi Xy (dau ty do). Grinev [2],
d3 nghién ctru bai toan tim kiém hinh dang t6i wu cua cac thanh c6 khdi luong cuc tiéu voi tan sb
riéng cho trude sir dung PMP. Tran Duc Trung va Vil Thé Binh [3], d4 khao sat anh hudng cua
khéi lwong tap trung tai vi tri tiiy ¥ dén cau hinh téi wu trong bai toan dao dong doc cua thanh c6
diéu kién bién ngam — tu do sir dung PMP. Tran Pirc Trung va Nguyén Diing [4], dd nghién ciru
bai toan tim quy luat bién ddi ctia dién tich mit cit ngang trong khoang cho trude dé voi do dai,
tri riéng cho trudc, bién dang tuyét d6i ctia thanh ngam — tu do dat cuc tri sir dung PMP. Tran
Duc Trung va Nguyen Dung [5, 6], da nghién ctru bai toan t61 uu lyc toi han cua thanh chiu nén
dung tam voi cac diéu kién lién ket khac nhau s dung PMP. Szymczak [7], da nghién ctru bai
toan luc t6i han cuc dai cia mit 6n dinh xo0én cho c6t manh chiu nén cé mit cit ngang hinh chit
I dbi xtng thay d6i trong khoang cho trudc st dung PMP. Szymczak [8], di trinh bay mot
phuong phap giai bai toan cuc tiéu khdi lugng ciia mot ddm manh véi tan s6 dao dong tu do
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xodn cho trude co ké dén anh hudng cia lyc doc truc st dung PMP. Atanackovic va Simic [9],
da stir dung PMP, tich phéan s va phuong phap Ritz dé xac dinh hinh dang tdi uu cua cot Pfliiger.
Glavardanov va Atanackovic [10], d st dung PMP d¢é thiét 1ap va giai bai toan hinh dang t5i wu
ctia mot thanh dan hoi chiu luc tap trung chéng lai mat 6n dinh véi thé tich nhé nhat, c6 ké dén
anh hudng nén, xoan. Atanackovic [11], dd sir dung PMP dé xéac dinh hinh dang t6i wu cta thanh
quay tron chdng lai mat 6n dinh, c6 khdi lugng nho nhit va téc d6 t6i han cho truge.
Atanackovic va Braun [12], da su dung PMP, cong thirc Rayleigh dé xac dinh hinh dang tbi cua
thanh quay tron dé chéng mat on dinh, cong thirc bién phan dugc bién d01 vé bai toan bién phi
tuyen bac nam, quan hé tuyén tinh gitra thé tich thanh va binh phwong téc d6 toi han da duoc
thiét 1ap. Atanackovic va Novakovic [13], da sir dung PMP dé xac dinh hinh dang t6i uu ctia mot
dam dan hoi trén nén dan hdi (kiéu Winkler) chiu nén cho truong hop t6i uu hai tri riéng dau
tién. Atanackovic [14], da st dung PMP dé xé4c dinh hinh dang tdi wu chéng lai mét 6n dinh cua
mdt cot duoc dit trong trong truong khong ddi, lién két géi tira don gian tai dau dudi va ngam
tai dau trén. Jelicic va Atanackovic [15], da s dung PMP dé xac dinh hinh dang t4i wu chdng lai
mat on dinh v6i khdi lwong nho nhit ctia mot cot quay tron duge dat trong mot trong truong
khong d6i doc theo tryc ctia cot. Braun [16], dd nghién ctru hinh dang t6i wu chdng lai mat on
dinh ctia mét thanh quay tron chiu nén st dung PMP. Atanackovic ves [17], da nghién ctru hinh
dang tdi wu chéng lai mat on dinh cua dAm dan hoi, ngam hai dau, duge dat trén nén dan hoi
kiéu Winkler st dung PMP. Glavardanov ves [18], dd nghién ctru cdu hinh t6i wu ctia dam
Pfliiger kich thuéc micro/nano chong lai mét 6n dinh véi mé hinh Eringen’s st dung PMP.

Nhan xér: Mot bai toan t6i uu két cau co thé coi la mot bai todn quy hoach toan hoc (t1m
c6 n bién thiét ké, tong s giai phap kha thi la m' (gla st mdi bién thiét ké duoc roi rac thanh m
gia tri). Khi m va n tang 1én thi thoi gian tinh toan s& rat 16n dic biét 1a voi cac thuat toan tim
kiém 10i giai toi vu tong thé va mang tinh ngau nhién nhu Monte Carlo hay thuét toan di truyén
(GA). Su dung PMP hay cac nguyén li bién phan (tim kiém 10i giai tdi uu trong khong gian
trang thai - SS). dé tim diéu kién t6i wu co thé giam bét kich thwéc ciia khong gian tim kiém.
Véi diéu kién t6i vu thu duoc, c6 thé danh gia dinh tinh két qua ciia bai toan trwée khi giai
va bai toan t&i vu gdm n bién thiét ké s& dugc chuyén vé n bai toan t6i wu mot bién thiét ké. Néu
m =100 va n = 100 thi tong s6 giai phap kha thi trong PS va SS lan luot 1a 100 va 100  100.
PMP cho phép tim gia tri cwe dai cua ham Hamilton thoa man hé phuong trinh lién hop
Hamilton gdm céc bién trang thai ban dau va cac bién trang thai lién hop thay vi giai truc tiép
ham muyc tiéu cwe tiéu. Trong mot s6 truong hop cac bién trang thai ban dau ti 1¢ véi cac bién
trang thai lién hop thong qua hé sb ti 16 k. bay 1a mot diéu kién thuan loi dé xac dinh gia tri cyc
dai cua ham Hamilton hay giai quyét bai toan t6i wu. Trong cac nghién ctru ké trén, bai toan tdi
wu két ciu duoc giai quyét v6i dang chung nhu sau: Téi wu don muc tidu: cuc tiéu tong thé tich
cta két cAu; Phai cho trudc tri riéng cla két cAu; Sir dung PMP, trong d6 hé s6 ti 1é k chua duoc
xéac dinh; Bién diéu khién phai lién tyc va khong bi chan. Cach dat va giai quyét bai toan t6i uu
nhu trén con nhiu han ché vi: Phai st dung nguyén li dbi ngau chua dugc chimg minh chat ché
dé suy ra bai toan cyc dai tri riéng cua ket cau véi tong thé tich cho trudgc; Néu khong cho trudce
tri riéng két cu thi s& thu duoc nghiém tam thuong. Trong khi, néu tim cyc tri (cuc dai hodc cuc
tleu) trj riéng cua két cau thi bai toan s€ khong bi tam thuong ngay ca khi ¢6 hodc khong c6 tong
thé tich cho trude; Chua giai quyét bai toan v61 ham muc tiéu chira tryc tiép tri riéng cua két chu
hay t6i vu da muc tiéu dong thoi tri riéng va tong thé tich két cau; Chua giai quyet truong hop
bién diéu khién khong lién tuc hoic bi chan. Gan day, nhom tac gia da cong bd mot sb cong
trinh nghién ctru lién quan dén hudéng nghién ctru ké trén. Trong [19] va [20], bai toan ti uu tan
s6 riéng cua truc chiu dao dong xodn sir dung PMP dé dugc nghién ctru. Bai toan ti ru tan so
riéng ctia dim chiu dao dong udn str dung PMP duoc trinh bay trong [21]. Thiét ké hinh dang t6i
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uu cua cot Pliiger voi luc to1 han cyuc dai st dung PMP dé dugc trinh bay trong [22]. Déc biét,
nam 2012, nhom tac gia da cong bd duge 01 bai bao trén tap chi Meccanica (tap chi SCI) [23] vé
t6i wu tan so riéng truc chiu xoan st dung PMP. Bai toan tbi wu trong nghlen ctru ndy nham diéu
khién tan sé riéng thir nhdt cia truc chiu xodn c6 ké dén anh huéng cua khéi lugng tap trung va
TMD st dung PMP d¢é thiét 1ap diéu kién t6i wu cho bai toan voi phiém ham muc tiéu Maier.
Céc két qua nghién ctru ké trén cua nhom tac gia da budc dau khic phuc duoc mot sé han ché
trong cic cong trinh clia cac tic gid nudc ngoai di cong bd, cu thé nhu sau: Pa xac dinh tudng
minh hé s6 ti 18 & giita hé phuong trinh vi phan trang thai cta két cdu va hé phuong trinh vi phan
lién hop trong ham Hamilton (diéu kién t6i wu cia PMP); Ham muc tiéu chua truc tiép tri riéng
ctia két cAu va co thé chira dong thoi trj riéng va tong thé tich két cAu; Giai tron ven bai toan tdi
uu da muc tiéu gf”)m tri riéng va thé tich két cau vai su thé hién cua tap Pareto; Bién thiét ké (mat
cit ngang) c6 thé khong lién tuc va bi chin. Trong bai bio nay, bai toan tdi wu tan sd dao dong
tu do cta truc chiu xodn su dung PMP dugc trinh bay véi bién diéu khién 1a duong kinh cta cac
doan tryc, ham muc tiéu chira cac tan s6 dao dong tu do cua tryc. Cac bién ddi trong bai bao cho
phép xac dinh dau cia hé s6 ti 1¢ trong diéu kién can t6i wu cla bai toan. Cau hinh t6i uu va tan
s6 tdi wu cua cia truc chiju xodn dugc khao sat véi cac trudng hop t8i wu tan sé riéng thir nhat va
thir hai.

2. DAT BAI TOAN

Véi chiéu dai L, khdi lugng riéng  dugc cho bai toan dao dong x04n, dao dong doc cua
thanh va bai toan dao ddng ngang cta day c6 chung mot phuong trinh vi phan séng mot chiéu.

Trong truong hop dao dong xodn voi goc xoay ¥ = (x;t), G — mod dun dan hodi trugt cua
vat liéu, J - m6é men quén tinh doc cuc ctia mat cit ngang, phuong trinh dao dong c6 dang:

;[GJ(x)a"’] J(x)p az'/’ ) (1a)

va trong truong hop dao dong doc cia thanh hay dao ddng ngang ctua day cang voi w(x,f)la

chuyén vi tuong tmg va hang sb vat liéu 1a £ — md dun dan hdi chiu kéo nén, dic trung hinh hoc
ciia mat cat ngang s€ 1a F'— dién tich, thi, phuong trinh dao dong c6 dang:

d 172

Sau khi loai bo yéu t6 thoi gian t nho thay 7 = @(x)siner vao (1a) ta c6 phuong trinh dang

"’ (1b)

dao dong riéng cho bai toan xoan (hai bai toan con lai cling twong tu):

d d
— GJ(x)—¢ +J(X)pw’p=0 )
dx dx
& day J(x) thay d6i trong mot mién hiru han. Sy thay d6i nay c6 thé vi hai li do.
Thir nhét c¢6 thé 1a theo ¥ mudn con ngudi dé nhan dwoc gia tri max hay min cua tin sb
riéng.
_ Thir hai la do kich thudc mat cit dung trong tinh toan 1a kich thuge danh nghia do d6 gi tri
tan so riéng tinh dugc cling chi 1a danh nghia. Gia tri thuc cta tan so la bat dinh va thugc mién
[min, max] phu thudc vao dung sai kich thuéc mat cat ngang.
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Cho diéu kién bién cu thé 13 ¢(0)=0 & dau trai. Hinh thirc hoa tin sb nhu mot bién trang

thai suy rong dugc trinh bay trong [1] ta c6 thé phat biéu bai toan didu khién tdi wu sau:

Cho h¢ phuong trinh dong luc vai cac bién trang thai ¢, M, w:

ﬂ m
dx GJ(x)

am
——=-J(x)pa’¢
dx

do _

| dx

O trang thai cac diém dAu va cudi x=0,x=1L c6:
$(0)=0, M(L)=0

Xéc dinh luat diéu khién J(x), (0 < x)< L) thoa mén diéu kién:
Ji(x)<J(x)<J,(x)

Phiém ham Maier ¢ trang thai cudi dat:
ca(L)=min (c=1%1)

6 day c=11Umg véi w(L)=min, ¢ =- 1 ng véi w(L)= max.

3. UNG DUNG PMP PE TIM PIEU KIEN CAN TOI UU

3)

4

()

(6)

Trong phan nay, PMP [24, 25] dugc su dung dé thiét 1ap diéu kién can toi uu tan sb riéng

cho truc chiu xoan véi cac budc duogce thuc hién lan luot nhu sau:

- Xay dung ham Hamilton tir (3) véi cac bién trang thai lién hop b sung F,P,P,:

M >
H=P———-P,J(x)pw
“GI) (x)pa’9
- Viét hé phuong trinh vi phan lién hop:
[dP,
_¢:—a_H:J(x)pa) P
dx ¢

dP, OH M

=S,
dx oM GJ(x)

dar, = _B_H =2J(x)pw’¢ P,
| dx 0w

Vi dieu kién hoanh ¢ hai diém dau, cuoi cua qua trinh dong lyc thdéa man dicu kién:

P (L) L)+PuL) ML)+P (L) (L)-P(©O) (0)
- Pu(0) M(0)-P (0) (0)+c (L) =0
Xét toi (4) ta co:
P (L) L)+P (L) (L)-Pu0) MO)-P(©0) (0)+c (L) =0
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hay
P (L) L)-Pu0) MO)-P(0) (0)+(®P L)+c) (L) =0
Céc bién phan la doc lap nén ta co:
P (L)y=Py(0)=P (0)=P (L)+c =0 (10)
Thay ky hiéu cho bién lién hop:

=-M
{qu H (10
Py =P
cho
[am
£ = _J(x)pa)2¢H
d¢H — MH (12)
dx  GJ(x),
P
Ly 2 spaioP,
| dx Jw
O trang thai cac diém dau va cudi x=0,x=L co:
$¢,(0)=0, M, (L)=0 (13a)
PO)=P (L)+c =0 (13b)

So sanh hé (3), (4) va (12), (13b) c6 thé két luan v& quan hé gifra céc bién trang thai va bién
lién hop thong qua mot hé so ti 1€ k:
kM, =M
(14)
k¢H = ¢

Va diu cua k c6 thé xac dinh duoc bang cach 1ay tich phan phwong trinh cudi trong (12) ¢6
tinh to1 (13b)
L 2
2
[Pdx=P,(L)-P,0)=-c= /;:"
0

Vi két qua (14), (15) nhan duge, bai toan diéu khién toi wu xéc dinh ludt diéu khién J(x),
(0 < x < L)théa man diéu kién (5) cho hé dong luc c6 cac bién trang thai M,¢,w véi diéu kién &

TJ(x)q)zdx (15)

dieém dau, cudi (4) dé cuc tiéu (6) co6 dicu kién can toi vu:

2

2pa"
C

u k[ M
GJ(x)

L
+J(x)pr ¢’ ] =max, k=— [I(x)g*dx (16)
0
Ta ciing luu ¥ 1a trong cac biéu thire chua hé c6 ndi dép do la te‘”i‘n sé riéng tha méy va tich
phan hitu han trong (15) luén duong. Di€u d6 c6 nghia 1a diéu kién cén t6i vu nhén dugc 1a cho
tan soO riéng bat ky. Mat khac do dang dao déng riéng phu thudc vao mdt hang s6 bat dinh vi du
gi trj M(0) hay ¢(L) nén diéu kién (15) c6 thé sir dung dudi dang:
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2

H:sign(c)|: M +J(x)pa)2¢2:|:max, M@O0)=1. (17)

GJ(x)

4. THUAT TOAN

J,(x)=J, =const,J,(x)=J, =const,c =1 (hodc -1), chia L thanh 19 doan véi cac nut 0,..., 20.
Budce 1: Chon J(x)=J,. Giai h¢ phuong trinh vi phan bang phuong phép sb:

dp M
dex  GJ(x) (18)
e ~J()pa’y
Véi cac diéu kién:
#(0)=0, M(L)=0, M(0)=1 (19)

bé co cac gid tri tai cac nut ¢, M,,(i=0,.n—1,n=20) va w:
Budc 2: Véi cac gid tri ¢, M, va w thay vao:
2

GJ(X)+J(x)pw¢ )

H =sign(c)(

véi cac gia triJ(x) =J, + jA,(j =0,...9) dé xac dinh J(x) (mg v6i H = max.

Budc 3: Tré lai bude 1 vé6i cac gia tri J(x) xac dinh duoc cho cac nat. Pidu kién ding
chuong trinh khi ¢ hai budc lap lién tuc tan so6 thay doi it hon do chinh xac chap nhin Aw<e¢.

5.ViDU SO

Trong bai bfélo chon vi du tr~1_10 ngam - tu do ghiu x0dn cb ‘Eéng chiéu dai L = 1,9 m, chia
thanh 19 doan (s6 nat n = 20), moi doan tryc dai bang nhau va bang 0,1 m, G = 0,769E11 Pa,
= 8000 kg/m’.

Céc trudng hop duogc khao sat bao gom:

- Truong hop 1 (TH1): duong kinh cac doan truc d; = 0,2 m (i = 1 + 20).

- Truong hop 2 (TH2): d; [0,1; 0,2] m, ham muyc tiéu | = max. Ham muc tiéu (17) s€ la:

2

H=—( M-, J(x)p@}$*) = max .

GJ(x)
- Truong hop 3 (TH3): d; [0,1; 0,2] m, ham muc tiéu , = max. Ham muyc tiéu (17) s€ la:

2

H=—( M +J(x)pai¢’) = max.

GJ(x)
- Truong hop 4 (TH4): d;  [0,1; 0,2] m, ham muyc tiéu | = min. Ham muyc tiéu (17) s€ la:
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2

Al 2 2
= +J(x =max.
( GI) (x)pay¢”)
- Truong hop 5 (THS5): d;  [0,1; 0,2] m, ham muc tiéu , = min. Ham muyc tiéu (17) s& la:
2

+J(x)par@’) = max .

- GJ(x)

Céc két qua duorc dua ra trong phan nay bao gdm cac gla tri va sy thay doi cua tan so riéng
thtr nhat 1 tan $6 rleng thr hai  ,, hi¢u so giira cac tan s6 riéng ,- |, tong thé tich truc V
(bang 1 va 2), cu hinh t6i wu va dang riéng cua truc (hinh 1-3).

Bdng 1. Két qua tinh todn tan sb riéng va thé tich truc.

Trudng hop | (rad/s) » (rad/s) - 1 (rad/s) v (m’)
TH1 2564 7709 5145 0.0597
TH2 4809 7450 2641 0.0343
TH3 1390 13432 12042 0.0340
TH4 801 9361 8560 0.0385
THS 1112 2429 1317 0.0385

Bdng 2. Sy thay doi clia tan sb riéng va thé tich truc, %.

Truong hop so sanh ! 2 2 1 Vv
TH2 so véi TH1 + 88% -3.6% -49% -43%
TH3 so véi TH1 -46% + 74% + 134% -43%
TH3 so véi TH2 -71% + 80% +356% -0.9%
TH4 so véi TH1 - 69% +21% +66% -36%
THS so véi TH1 -57% - 68% - 74% -36%
THS so véi TH4 +39% - 74% -85% 0%

0,22 — —
02— e T omim roe
0,18 F L-“i : E E-_-.i ______ iﬁi i
0,16 i ] P e
‘ e THS

Puong kinh truc, m
(=] (=]
TS
T T

1
i
1
1
-
b |
1
H
R
1
i
| |

0,1 . O SO

Hinh 1. CAu hinh tbi vu cua truc.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Nut

Hinh 3. Dang riéng th hai cua truc.

Tir bang 1 va bang 2, c¢6 thé thdy véi TH2 ( | = max), | ting 88 %, V giam 43 %, nhung
hidusé ,- | (thé hién sy phan tach giita cac tan sd) lai giam 49 % so voi THI.

Trong ca 4 trudng hop ti uu, tong thé tich ¥ déu giam tir 36 dén 43 %.

Néu can wu tién sy phan tach giira cac tan s6, TH3 ( , = max) co ti 1é ting cao nhat (ting
134%) va do phan tach cao nhét (12042 rad/s).

Gia tri thay doi cia | co thé tir 801 dén 4809 (rad/s), con | c6 thé tir 2429 dén 13432
(rad/s).

TH5 ( , = min) so v6i TH4 ( | = min) co cung tong thé tich ¥, tuy nhién c6 sy khac biét
16n vé tri sbcia 1, - cling nhu hi¢u 6 .- 1.

TH2 ( | =max), TH3 ( ,=max), TH4 ( | = min) c6 cung su thay doi: khi | ting thi ,
giam va nguoc lai (khi so voi THI).

Tt hinh 1, hinh 2 va hinh 3 ¢6 thé thiy, ciu hinh tdi uu c6 quan hé twong dbi voi dang dao
dong. D¢ tang tan so riéng thi phai tang bién d dang riéng tai nhing vi tri dang riéng dat cyc tri
cung voi viéc gidm ti€t di¢n truc tai nhiing vi tri tuong tng. B¢ gidm tan soO riéng s€ phai lam
nguoc lai.

Tu nhé}n xét nay, co thé thiét ké so bo truc theo cac muc ti€u vé tin sb ma chua can st dung
thuat toan to1 uu.
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6. KET LUAN

Bai bao da dé cap dén viéc thiét ké cau hinh to6i uwu cua tryc chiu xoan voi nhitng truong

hop ham muyc ti€u khac nhau cua céac tan sb riéng thir nhét va thir hai. Cac két qua trén co thé
dugc (mg dung dé tach xa tan s6 dao dong tu do va tan s6 dao dong cudng birc trong mot so didu
kién han ché nhét dinh cho truc chiu xodn. Viéc sir dung mot nguyén li diéu khién tbi uu —
nguyén li cyc dai Pontryagin — ching t0 c6 thé diéu khién dugc gia tri gioi han cua dai tan sb
dao dong tu do cua truc chiu xodn ciing nhu c6 thé mé rong cho cac dbi tuong két cAu khac.
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ABSTRACT

APPLICATION OF PONTRYAGIN’S MAXIMUM PRINCIPLE ON OPTIMIZING
EIGEN FREQUENCIES OF A TORSIONAL SHAFT

Tran Duc Trung, Bui Hai Le’, Tran Minh Thuy

School of Mechanical Engineering, Hanoi University of Science and Technology,
No 1 - Dai Co Viet Road, Hanoi

"Email: le.buihai@mail. hust.edu.vn

In this paper, problem of optimizing eigen frequencies of a torsional shaft using

Pontryagin's maximum principle, an optimal control one, is presented. Where, control variables
are diameters of elements, objective function contains the shaft's eigen frequencies. Results of
the paper allow determining sign of ratio coefficient of optimal condition, the shaft's optimal
configurations and eigen values.

Keywords: eigen frequency, Pontryagin's maximum principle, torsional shaft; optimization.
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