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Abstrak — Invers matriks tergeneralisasi 
digunakan untuk menggeneralisasi invers suatu 
matriks  atau matriks singular. Penelitian ini 
bertujuan untuk memperoleh penyelesaian sistem 
persamaan linier dengan menggunakan invers matriks 
tergeneralisasi dan menerapkan invers matriks 
tergeneralisasi pada program linier. Misalkan matriks 

 atau matriks singular maka terdapat matriks  yang 
memenuhi . Matriks  dinamakan invers matriks 
tergeneralisasi dari matriks  yang dinotasikan dengan  
dan matriks  tidak tunggal. Dari pembahasan diperoleh 
suatu sistem persamaan linier konsisten apabila memenuhi 

 dengan penyelesaian umum                      
 dengan  vektor sebarang. Suatu 

sistem persamaan linier  mempunyai penyelesaian 
tunggal jika dan hanya jika rank( ) = . Jika rank( ) < , 
maka sistem persamaan linier  mempunyai banyak 
penyelesaian. Penerapan invers matriks tergeneralisasi 
dapat digunakan pada program linier sebagai teknik 
alternatif pemecahan model program linier.  

 

Kata Kunci :— invers matriks tergeneralisasi, rank, sistem 
persamaan linier, program linier 

 

I. INTRODUCTION  

Matematika merupakan ilmu dasar yang mempunyai 
peranan penting dalam kehidupan manusia. Di dalam 
perkembangan ilmu pengetahuan dan matematika 
terdapat permasalahan yang dinotasikan dalam bentuk 
matriks, dengan tujuan untuk lebih memudahkan 
analisis dan penyelesaian masalah yang dihadapi. 
Dengan menggunakan matriks memudahkan  untuk 
membuat analisa-analisa yang mencakup variabel-
variabel dari suatu persoalan. Salah satunya terdapat 
pada sistem persamaan linier. 

Suatu sistem persamaan linier terdiri atas dua atau 
lebih persamaan linier. Persamaan linier merupakan 
persamaan aljabar yang tiap sukunya mengandung 
konstanta atau perkalian konstanta dengan variabel 
tunggal. Persamaan linier tidak mengandung hasil kali 
atau akar dari variabel. 

Suatu sistem persamaan linier dapat dinyatakan 
sebagai bentuk perkalian matriks  dengan 
matriks  adalah matriks koefisien dari susunan 
persamaan linier, sedangkan x dan b adalah vektor 
kolom variabel dan konstanta [1]. Penyelesaian dari 
sistem persaman  linier tersebut  adalah  Suatu 
matriks  dikatakan mempunyai invers apabila 
matriks tersebut nonsingular atau determinan dari 
matriks tersebut tidak nol, sedangkan matriks  
dengan  atau singular tidak mempunyai invers. 
Metode yang digunakan untuk menyelesaikan sistem 
persamaan linier apabila matriks  adalah dengan 
eliminasi dan subtitusi. Sistem persamaan linier dapat 
terdiri dari  persamaan dan  variabel atau dapat terdiri 
dari  persamaan dan  variabel. Jika jumlah variabel 
dan jumlah persamaan dari sistem persamaan linier 
tersebut lebih dari tiga, maka metode yang biasa 
digunakan adalah eliminasi Gauss, eliminasi Gauss-
Jordan, aturan Cramer atau menggunakan invers matriks 
koefisien. 

Adetunde et al [2] membahas penerapan invers 
matriks tergeneralisasi untuk mengestimasi kuadrat 
terkecil dari model linier. Indrayani [3] menganalisis 
eliminasi Gauss, dekomposisi Crout dan metode matriks 
invers dalam menyelesaikan sistem persamaan linier. 
Penelitian ini bertujuan untuk membandingkan 
efektifitas dari metode yang digunakan dalam 
menyelesaikan sistem persamaan linier dengan  
persamaan dan variabel. Berdasarkan hasil penelitian 
diperoleh metode eliminasi Gauss lebih efektif di 
bandingkan dekomposisi Crout dan metode matriks 
invers.  

Konsep invers matriks tergeneralisasi digunakan 
untuk menggeneralisasi definisi invers matriks. Invers 
dari suatu matriks  dapat diselesaikan dengan 
invers matriks tergeneralisasi. Konsep matriks invers 
tergeneralisasi pertama kali diperkenalkan pada tahun 
1903 oleh Ivar Fredholm. Pada tahun 1955 Penrose 
mendefinisikan matriks dikatakan invers matriks 
tergeneralisasi jika memenuhi syarat  
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Kemudian Penrose juga menyebutkan bahwa penerapan 
invers matriks tergeneralisasi adalah untuk 
menyelesaikan sistem persamaan linier. Penelitian yang 
membahas eksistensi invers matriks tergeneralisasi dan 
cara-cara menentukan invers matriks tergeneralisasi telah 
banyak dilakukan, diantaranya Tasari [4] dan Bapat [5]. 

Arfiyanta [6] meneliti invers semu dalam sistem 
persamaan linier yang konsisten maupun tidak 
konsisten. Penelitian ini menyelidiki invers semu dari 
matriks dan menerapkan invers semu dalam 
sistem persamaan linier. Matriks dengan entri-
entri matriksnya atas bilangan kompleks. Ikhwanudin [7] 
meneliti aplikasi invers matriks tergeneralisasi dan 
penerapannya pada Chipper Hill, yaitu salah satu 
chipper dalam bidang kriptografi. Penelitian ini 
memberikan gambaran bagaimana mencari invers 
sebarang matriks dengan entri bilangan matriks 
mengandung pesan rahasia yang sudah di terjemahkan 
dalam bentuk bilangan. Kemudian invers tersebut 
berguna sebagai kunci untuk mengetahui pesan aslinya. 

Ben Israel [8] menyatakan suatu sistem persamaan 
linier Ax = b dengan  adalah matriks koefisien, b 
adalah sebuah vektor kolom konsanta dan x adalah 
vektor kolom variabel yang tidak diketahui mempunyai, 
penyelesaian tunggal apabila matriks  nonsingular atau 
det . Suatu sistem persamaan linier Ax = b yang 
mempunyai paling tidak satu penyelesaian disebut 
konsisten.  

Berdasarkan hal tersebut, peneliti termotivasi untuk 
meneliti penerapan invers matriks tergeneralisasi pada 
penyelesaian sistem persamaan linier. Dalam 
pembahasan ini, dibatasi pada matriks  dengan 
entri-entrinya atas bilangan riil dan sistem persamaan 
linier yang konsisten maupun tidak konsisten. 
Selanjutnya, dibahas  pula penerapan invers matriks 
tergeneralisasi pada program linier. 

II. METODE PENELITIAN  

Dalam penelitian ini, diberikan suatu sistem 
persamaan linier yang direpresentasikan ke dalam 
bentuk    Sistem persamaan linier diselesaikan 
menggunakan invers matriks tergeneralisasi dari  
matriks . Kemudian, menerapkan invers matriks 
tergeneralisasi pada program linier dan perhitungannya 
menggunakan software LINGO. 

 

III. HASIL DAN PEMBAHASAN 
 

Suatu matriks nonsingular mempunyai invers 
tunggal yakni yang memenuhi 

. Apabila   disubstitusi ke 
persamaan (1) peroleh . Ini menunjukkan bahwa 
matriks mempunyai invers matriks tergeneralisasi. 
Jika matriks  singular dan matriks , maka 

invers matriks A tersebut dapat digeneralisasi dengan 
invers matriks tergeneralisasi yang memenuhi  

 (1)  

Matriks  dengan direduksi kebentuk 

diagonalnya dengan menggunakan  

 

 (2) 

Apabila matriks X adalah matriks berukuran , 
maka menurut 

     (3) 
matriks X adalah invers matriks tergeneralisasi dari 

matriks A.  

Suatu sistem persamaan linier dapat dinyatakan 
dalam bentuk . Jika matriks  nonsingular 

dan rank( )  maka penyelesaian sistem persamaan 

linier dapat dinyakan dengan  dengan  adalah 

invers matriks tergeneralisasi dari matriks . 
Penyelesaian umum dari sistem persamaan linier 

   untuk   matriks  dan rank(   

adalah untuk sebarang 

vektor . Karena sistem persamaan linier  

adalah konsisten, maka paling tidak terdapat vektor 
.  

Berikut ini penyelesaian program linier 
menggunakan invers matriks tergeneralisasi. 

Contoh 1: 

Maksimumkan  

dengan kendala:  
4  

 
 

Program linier tersebut diubah kebentuk standar dengan 
menambahkan variabel slack pada kendala menjadi: 
Maksimumkan  + 0  + 0  
dengan kendala:  

 4  
  
  
Kendala tersebut dapat disusun menjadi bentuk matriks 
sebagai berikut: 

 
sehingga matriks  

Langkah awal, menentukan matriks yang diperoleh 
dengan operasi baris elementer, yakni:     
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Rank(  dan diperoleh matriks  . 

Selanjutnya menentukan matriks  dengan operasi 
kolom elementer, yakni: 

 

  

 

   

 

 
 

 
 

Diperoleh matriks . 

Setelah matriks  dan matriks diperoleh, matriks 
direduksi ke bentuk diagonal pada Persamaan (2) 

menghasilkan  

 
Setelah mendefinisikan , kemudian menentukan  

matriks   (4) 

didapat . 

Selanjutnya, menentukan matriks  menurut 
Persamaan 

                                      (5)  
Di peroleh,            

 
Langkah akhir, mengecek apakah matriks  memenuhi 
Persamaan (1). Dari hasil perhitungan diperoleh bahwa 
matriks  memenuhi . Jadi, invers matriks 
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tergeneralisasi dari matriks  adalah  

. 

Setelah matriks diperoleh, mengecek apakah sistem 
persamaan linier memenuhi Persamaan  

    (6) 
Dari hasil perhitungan diperoleh,   sehingga  
sistem  persamaan  linier  konsisten. 

Selanjutnya menentukan nilai   dan   
dengan menggunakan Persamaan  

       (7)    
dengan  vektor sebarang. 

Ambil vektor  =  sehingga = . 

Diperoleh , nilai =  ,  = 6 ,   = 2 dan  

Matriks  mempunyai invers matriks 
tergeneralisasi dengan rank( ) = 2. Diperoleh solusi 
optimal , yakni =  ,  = 6 ,   = 

2 dan . Nilai  memenuhi kedua 
persamaan pada fungsi kendala. Apabila diambil  vektor 

  diperoleh   penyelesaian   = 12 dan   = 6, 

= 0 dan  .  
Selanjutnya, proses perhitungan penyelesaian 

program linier diselesaikan dengan menggunakan 
program LINGO. 
Input: 

max 8x1+6x2 
subject to 
 4x1+2x2<=60 
 2x1+4x2<=48 
end 

 
Output: 

LP OPTIMUM FOUND AT STEP      0 
 
        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
 
        1)      132.0000 
 
  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 
        X1        12.000000          0.000000 
        X2         6.000000          0.000000 
 
 
       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 
        2)         0.000000          1.666667 
        3)         0.000000          0.666667 
 
 NO. ITERATIONS=    0 
 

Contoh 2: 
Minimumkan  

dengan kendala:  
2  

 
 

Program linier tersebut diubah ke bentuk standar dengan 
mengurangkan variabael surplus dan menambahkan 
variabel slack pada kedua persamaan menjadi: 
Minimumkan  + 0  + 0  
dengan kendala: 

 2  
  
  
Kendala tersebut dapat disusun menjadi bentuk matriks 
sebagai berikut 

 
sehingga matriks  

Langkah awal, menentukan matriks yang diperoleh 
dengan operasi baris elementer, yakni:     
  

 

    

 
  

  

  

Rank(  dan diperoleh matriks  . 

Selanjutnya menentukan matriks  dengan operasi 
kolom elementer.  
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Diperoleh matriks . 

Setelah matriks  dan matriks diperoleh, direduksi ke 
bentuk diagonal pada Persamaan (2)  menghasilkan   

 

Matriks  tidak memenuhi Persamaan (2), maka 
dilakukan operasi kolom elementer pada matriks 

sehingga didapat matriks      

             

Setelah mendefinisikan , kemudian menentukan  

matriks   (8) 

Dari hasil perhitungan, diperoleh . 

Selanjutnya, menentukan matriks  menurut Persamaan 
(3), diperoleh  

 
Langkah akhir, mengecek apakah matriks  memenuhi 
Persamaan (1). Dari hasil perhitungan diperoleh, 

. 
Jadi, invers matriks tergeneralisasi dari matriks 

  

adalah  . 

Setelah matriks diperoleh, mengecek apakah sistem 
persamaan linier memenuhi Persamaan (6). Dari hasil 
perhitungan diperoleh sehingga sistem  
persamaan  linier  konsisten artinya sistem mempunyai 
paling tidak  satu penyelesaian. 

Selanjutnya menentukan nilai  , , dan 
  dengan menggunakan Persamaan (7) dengan  

vektor sebarang. 

Dari hasil perhitungan diperoleh                                

  

Ambil vektor  =  sehingga diperoleh , nilai = 10 , 

 = 0 ,   = 8, ,  dan  
Matriks  mempunyai invers matriks 

tergeneralisasi dengan rank( ) = 2. Diperoleh solusi 
optimal , yakni = 10 ,  = 0 
,   = 8, ,  dan . Nilai 

 memenuhi kedua persamaan pada 

fungsi kendala.  Apabila   diambil  vektor   

diperoleh penyelesaian   = 6 dan   = 1, = 0,  
,  dan  .  

Selanjutnya, proses perhitungan penyelesaian 
program linier diselesaikan dengan menggunakan 
program LINGO.  
 
 
Input:  

min 2x1+3x2 
subject to 

2x1+3x2>=15 
x1+2x2>=8 
end 
 
Output: 

LP OPTIMUM FOUND AT STEP      0 

        OBJECTIVE FUNCTION VALUE 

        1)      15.00000 

  VARIABLE        VALUE          REDUCED COST 

        X1         6.000000          0.000000 

        X2         1.000000          0.000000 

       ROW   SLACK OR SURPLUS     DUAL PRICES 

        2)         0.000000         -1.000000 

        3)         0.000000          0.000000 

 NO. ITERATIONS=   0 
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I. CONCLUSION 

Invers matriks dari suatu matriks dan matriks 
 singular dinamakan invers matriks tergeneralisasi 

apabila memenuhi yang dinotasikan  . 
Suatu sistem persamaan linier  dapat konsisten 
maupun tidak konsisten. Invers matriks tergeneralisasi 
dapat dimanfaatkan untuk mencari solusi dari suatu 
sistem persamaan linier konsisten apabila memenuhi 

 dengan penyelesaian umum 
 dengan  vektor sebarang. 

Suatu sistem persamaan linier  mempunyai 
penyelesaian tunggal jika dan hanya jika rank( ) = . 
Jika rank( ) < , maka sistem persamaan linier  
mempunyai banyak penyelesaian. Penerapan invers 
matriks tergeneralisasi dapat digunakan pada program 
linier sebagai teknik alternatif pemecahan model 
program linier untuk kasus maksimum maupun 
minimum.  
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