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Estrategia en la determinacion del factor de forma de
radiacion ilustrado con el sistema plano-esfera

Resumen: En el disefio de
hornos y dispositivos que calientan o enfrian sistemas
mediante radiacion se necesita calcular el factor de
forma, el cual permite determinar la transferencia
de calor por radiacién entre superficies que estén a
distinta temperatura. Generalmente, en los textos que
tratan de transferencia de calor se deduce y muestra
la ecuacion para obtener el factor de forma entre dos
superficies que intercambian calor por radiacion para
configuraciones muy sencillas, pero no se ensena como
se hace el calculo para geometrias y configuraciones
un poco mas complejas. Mediante este documento se
pretende dar —con fines netamente académicos— una
estrategia para calcular el factor de forma de otras con-
figuraciones, mostrando dicha estrategia al desarrollar
un caso particular,como el calculo del factor de forma
plano-esfera.
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radiacion, sistema plano-esfera.
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Strategy in the determination of the radiation form

factor illustrated by the plane-sphere system

Abstract:The form factor must
be calculated when designing ovens and mechanisms
heating or cooling systems by radiation leading to de-
termining heat transfer by radiation between surfaces
which are at different temperatures. Heat transfer texts
generally deduce and show the equation for obtaining
the form factor between two surfaces which exchange
heat by radiation for very simple configurations, but do
not show slightly more complex geometries and con-
figurations are calculated.This document seeks highly
with ends academics to give a strategy to continue of
how to calculate the factor in way of other configuratio-
ns,showing this strategy to continue when developing
a particular case, the calculation of the factor in way
plane-sphere.
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Introduccion

La transferencia de calor es un fenomeno
de gran aplicacion en la industria y que
ha recibido bastante atencion desde el
punto de vista tedrico-practico. En el
disefio de hornos y dispositivos que
calientan o enfrian sistemas mediante
radiacion se necesita calcular el factor
de forma, el cual permite determinar
la transferencia de calor por radiacion
entre superficies que estén a distinta
temperatura. Generalmente, en los
textos de transferencia de calor se
deduce y muestra la ecuacién para
obtener el factor de forma entre dos
superficies que intercambian calor
por radiacion para configuraciones
muy sencillas, pero no se ensefia como
se hace el calculo para geometrias y
configuraciones un poco mas complejas.
Muchos de los estudiantes que han
cursado la asignatura o asignaturas de
transferencia de calor quedan con la
impresion de que los factores de forma
se calculan sin ningiin problema. Otros
estudiantes preguntan por qué en los
textos no se muestra como se calcula
el factor de forma para configuraciones
un poco mas reales o mas complejas.
Por eso en este documento, mediante
la solucién de un caso aparentemente
sencillo (calculo del factor de forma de la
configuracion plano-esfera), se pretende
responder en parte a esta inquietud, a
la vez que se proponen lineamientos
generales sobre una estrategia de calculo
con fines netamente académicos.

Entre los mecanismos de transferencia
estan la conduccion, conveccion y
radiacion, mecanismo este ultimo que ha
merecido, relativamente, menor atencion
enlaliteratura, a pesar de sus importantes
aplicaciones industriales en hornos

b

de arco, colectores y hornos solares,
enfriamiento de cuerpos incandescentes
(tuberias, piezas de fundicion, etc.) y
calculo de barreras de proteccion.

La radiacién es un fenémeno que
sucede en todos los cuerpos solidos y
corresponde a la emision espontanea de
ondas electromagnéticas, en todas las
longitudes de onda, pero que presenta
un intervalo de emision (de longitudes
de onda) preferencial, que depende de
la temperatura del cuerpo. Por esta ra-
zOmn, un cuerpo a temperatura ambiente
emite principalmente radiaciones en el
espectro no visible, mientras que a altas
temperaturas (500 a 2000 °C) predomina
el espectro visible.

Cuando se tienen dos superficies, cada
una emite energia radiante (segtin su nivel
de temperatura) hacia los alrededores,
y parte de ella la intercepta la otra. La
relacion entre la energia interceptada
por una superficie y la total emitida por
la otra es lo que se conoce como factor
de vision o factor de forma. Por tal
motivo, los factores de forma dependen
de la geometria y configuracion entre
las superficies (1), (2), y de los angulos,
respecto de la normal de la superficie,
con que se emitan las radiaciones en
cada punto. Estos angulos del presente
documento se denominaran angulos de
vision a lo largo.

El calculo del flujo de calor por radiacion
se hace, en estos casos, mediante
ecuaciones de balance de energia que
incluyen el factor de forma, el cual puede
calcularse a partir de la ecuacion 1 (2).

cosb, cos@
Foo =\t L]L a4, dA,

(1)
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Estrategia en la determinacion del factor de forma de radiacion ilustrado con el sistema plano-esfera

Con este articulo se pretende, en pri-
mer lugar, mostrar una estrategia para
calcular el factor de forma ilustrado con
un caso particular (plano-esfera), y en
segundo término, solucionar la ecuacion
del factor de forma, para el caso del
calentamiento de la pared de un horno
mediante un arco esférico, aplicando el
método de Montecarlo.

Desarrollo del modelo

Como modelo de analisis para calcular
el factor de forma se ha escogido el
sistema compuesto por una superficie
esférica y un plano, que se esquematiza
en la figura 1.

0

Figura 1. Sistema plano-esfera.

En este esquema, la superficie plana I de
dimensiones a x b, representa la pared
del horno; la superficie esférica 2, de
radio R, representa el arco voltaico, y la

Z P(x,y,z)
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separacion entre ellas se designa por c.
Para solucionar la ecuacion 1 se requiere,
en cada caso particular, determinar los
limites y la relacion entre las variables
que intervienen. La estrategia para
calcular el factor de forma se puede
resumir en tres pasos:

1. Determinar los limites de las inte-
grales.

2. Determinar los cosenos de los an-
gulos de vision en términos de las
variables de integracion.

3. Solucionar de la integral multiple
mediante un método matematico
adecuado, que en nuestro caso sera
el método de Montecarlo.

Para la solucion nos basaremos en
el esquema presentado en la figura
2, donde un punto sobre la esfera se
denota como p(x, ¥, z) y uno sobre
el plano como p;(x;, y;, 0); r es la
distancia recorrida por el rayo emitido
desde el punto emisor p;(x;, ¥;, 0) hasta
el receptor p(x, y, z) o viceversa; 0,
es el angulo de vision formado entre la
normal a la superficie del plano en el
punto p(x, y, z)y r; 0, es el angulo
de vision formado entre la normal a la
superficie esférica en el punto (x, y, z)
y la linea r.

Xin Xsu X

Figura 2. Puntos frontera de vision: a): Los puntos situados mas alla de la base del cono (circunferencia),
sobre la esfera, no ven el punto Pi(xi , yi, 0) sobre el plano. b): Proyeccién de la base del cono sobre el plano,

el cual da una elipse.

1

09/02/2007 11:54:30 ‘



‘ Ted 20.indd 8

Tecné, Episteme y Didaxis N.° 20, 2006

Las coordenadas (x, y, z) correspon-
den al dominio sobre la esfera G de radio
Ry centro (h, k, 1), cuya ecuacién es:

G, y,z)=(x-h?+(y-k)?+(z-1?)-R*=0
(2)

Un elemento de area en el plano,
calculado en términos de x;, y;, viene
dado por:

dA, = dx,dy,

y un elemento de area en la superficie
esférica calculado en términos de x, y
viene dado por:

Rdxdy
VR = (=) ~(y =R

Sustituyendo los elementos de
area dA,, dA, en la integral, resulta
en definitiva una integral cuadruple
evaluada sobre una region R:

dd, =

RcosO, cosO,dxdydx; dy,

ol e,

3)

G-h)+(G -8 +E-1) =R

)’,
kh

|(k v (x —h)|

De las dos ecuaciones anteriores es
posible eliminar z para obtenerla ecuacion

Determinacion de los limites de las
integrales

Si se toma un punto p,(x;, y;, 0) del
plano, éste emite energia radiante en
todas las direcciones con la misma
intensidad, o sea, en forma difusa
ideal. La primera integral de derecha a
izquierda de la ecuacion 1 representa
la parte de esta energia que emite el
punto p; y que intercepta la esfera. En
la figura 2, el angulo solido (w) abarca
la energia emitida desde el punto p; y
forma un cono generado por los rayos
emitidos desde p; que llegan a la esfera,
quedando el cono tangente a la esfera,
es decir, el dngulo solido abarca el es-
pacio limitado por el cono tangente a la
esfera, cuyo vértice es el punto p,(x,,
v, 0) situado en el plano. Los limites
geométricos para la primera integral en
la ecuacion 1 estaran dados de acuerdo
con la ecuacion para dA, siendo ésta la
elipse resultante de la proyeccion de la
base del cono tangente (circunferencia)
sobre el plano. La ecuacion rectangular
de la base del cono en el espacio R? es
la resultante de la interseccion de la
esfera (ecuaciéon 2) y el cono tangente
(ecuacion 4):

(2)

Ecuacion de la (5)
base del cono

—(W*+ k2411 @

de la proyeccion de la circunferencia
sobre el plano, resultando:

09/02/2007 11:54:31 ‘
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Ax* +Bxy+ Oy + Dx+Ey+ F =0
(6)
Para resolver la ecuacion 3 se integra

inicialmente con respecto de y, que
corresponde a la ordenada de los puntos

|
fi(x,x,y)=a—(Bx* +yx+ n)é : limite inferior para “y

fs(xbxieyi) :a_(ﬁxz +}7X+E)

sobre la superficie de la esfera, y en
consecuencia los limites quedan en
funcion de (x;, y;, x) Con base en la
ecuacion 6 se establecen los limites de
integracion superior e inferior para Yy,
que corresponden a las funciones f;(x,
Xy, Vi) Y fs(x, x;, ¥;) definidas como:

: limite superior para “y

Donde «, 3, ¥, v &, ﬁ, y, #j dependen de x;, y;

Para resolver la segunda integral se
deben establecer los limites de x, que
corresponden a los valores maximo
y minimo de x en la proyecciéon de la
base del cono, con vértices en P;(x, Xx;,
0) sobre la del plano. El tamaio del
intervalo de integracion para x depende
de la proyeccion de la circunferencia

sobre el plano. En la figura 2b puede
verse que los limites para x son Xx;,,
X,y los cuales dependen de la posicion
del punto P;(x;, y;, 0). Los demas
limites de las integrales no presentan
problema. Reemplazando en la ecuacion
3, resulta:

Rcos0, cosO,dxdydx, dy,

1 a fxg (/s
e N

Donde

PR (=) — (k)

fi :fi(xaxi’yi) > fs :fs(xaxi’yi)

xin = xin(xijyi) ; xsu = xsu(xiﬁyi)

Establecidos los limites de la integral
multiple, el paso siguiente es determinar
el coseno de los angulos de vision.

Determinacion de los cosenos de los
angulos de vision (cos01 y cos02)
Con base en la figura 3, se establecen
geométricamente las siguientes expre-
siones para los cosenos de los angulos
de vision en funcion de x, y, x;, y;:

9
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p(xl, y,0) p

Figura 3. Construccién geométrica para calcular el
coseno de los angulos de vision.

z

cosO, = - 8)

Donde r= \/(x—xi)z +(y—y,~)2 +(z-0)’

pé

Donde pe es la distancia entre los
puntos py &, que corresponde a la inter-
ceptacion normal a la esfera en el punto
p con el plano. Por tanto,

sens0, = )

(10)

Y la distancia entre los dos puntos
sera:

pe = \/(x—xs)2 +(y—yl.g)2 +(z-0)°

(11)

—(x—x)z"

Si se designa como d la distancia
entre p*, que es el pie de la perpendi-
cular a ¥ que pasa por ¢ y aplicamos la
formula de distancia entre dos puntos
(4), se tendra:

. 2 R 2 R 2
A= =x) +( =) (= -z
(12)

Segin se muestra en la figura-3, z,
esta en el plano horizontal coordenado,
el cual tiene posiciéon z = 0, por lo que
z,=0.

Es importante observar que los
angulos 6, y 0, que aparecen en la
figura 3 no estan en un mismo plano.

El calculo de las coordenadas del
punto ¢ y p* puederealizarse utilizando
conceptos de geometria analitica en el
espacio, los cuales estan consignados en
el apéndice A. Estas coordenadas son:

. :x_(x—h)z

: (z-1)
R GOk

Ve =Y (z—1)

Y z, que ya se dijo cOmo se determino,
dando el valor

z, =0

Al calcular las coordenadas del punto
p’(x’, y, z'),éstas quedan expresadas
implicitamente con el siguiente sistema
de ecuaciones:

_(Zx[)

vy —(y-y)zZ =—(2)

—z(x—x)x —z(y-y)y -2’z =z(x—x)x, —z2(y —y) ¥,

10
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La solucion analitica de estas tres
ecuaciones dara expresiones voluminosas
parax’, y°, z", por lo cual se solucionan
numéricamente dentro del desarrollo
del programa.

Determinados los puntos &(x,,
Ve 0), p'(x’, ¥, z') y las distancias
pe y d, que corresponde al segmento
pe’, se pueden calcular los cosenos
de los angulos de vision mediante
las expresiones 8 y 9. Estos cosenos
se determinan numéricamente en el
programa del calculo del factor de vision
(FVIS).

Una vez expresados los cosenos de
los angulos 0, y 6, en funcion de las
variables x, y, x;, y;, se remplazan en
la ecuacién 7, la cual queda lista para ser
integrada y cuya solucion dara el factor
de forma plano-esfera. Si se efecttian las
sustituciones indicadas en la ecuacion
7, la expresion bajo la integral multiple
resultaria muy voluminosa, por lo que
laintegral 7 se resuelve con el programa
numéricamente y usando el método de
Montecarlo.

Calculo del factor de vision mediante
la integral F,_, ,empleando el método
de Montecarlo (algoritmo del
programa FVIS)

Para evaluar integrales maultiples en
dimensiones hasta dos e incluso tres se
utilizan métodos como el de Simpson,
cuadratura gaussiana, integracion de
Romberg, etc. (5). La experiencia de-
muestra que los métodos tradicionales
para evaluar integrales multiples en
dimensiones mayores de tres se vuelven
muy lentos debido a los numerosos
calculos que hay que efectuar (6). En
estos casos se recurre a los métodos
probabilisticas, como por ejemplo el
método de Montecarlo.

La integral del factor de vision es
una integral multiple en dimension 4,
por lo que su evaluacion se efectuara
mediante el método de Montecarlo.
Para este caso se utilizara la version de
Montecalo del disparo aleatorio hacia un
blanco fijo (7).

En la figura 4 aparece el algoritmo
de calculo para determinar el factor
de vision del arreglo plano-esfera. En
términos generales, el algoritmo per-
mite calcular los limites variables de
la integral multiple, como son: f;(x,
Xi yi)i fs(xi Xiy yi)f Xin(xif )}i)! xsu(xi!
y;);calcula también los puntos p" vy ¢,
que permiten evaluar el coseno de los
angulos de vision. Y finalmente evaltia
la integral F,.,, que determina el factor
de vision.

Este algoritmo corresponde al
programa FVIS, mediante el cual se
puede calcular el factor de vision de
la configuracion plano-esfera. Las
instrucciones del programa estan
escritas en Matlab version 4.0 para
Windows*. El programa FVIS, se ejecut6
con el fin de calcular F,, para los
parametros geométricos mostrados en
la figura 1 (resultados para diferentes
valores de estos parametros se
encuentran en la tabla 1). En el método
de Montecarlo se realizan sorteos para
calcular la integral, cuyo ntmero se
puede fijar en el programa; para los
calculos del factor de vision de acuerdo
con los parametros seleccionados, se
fijaron 200 sorteos. Segun el factor de
vision se calcul6 el nimero de sorteos
(ss) que quedaron dentro de la region
del espacio R*, limitada por la funcion
F (el integrando de la integral F,.,).
La expresion para calcular F,, fue la
siguiente:

11
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F,_, = (XSUP - XIN)*(YSUP - YIN ) * UM *

En la figura 5 se grafic6 el factor de
vision F,, VS b/c con los demas para-

metros constantes.

Analisis de resultados

El método desarrollado permite
calcular el factor de vision de la
configuracion "superficie plana hacia

Datos de entrada
Radio y centro de la esfera: R ; (h,k,1)

l

Calcula el valor maximo de la funcion
F (x;, Vi X,¥) bajo la integral (UM).
Calcula los valores extremos maximos
de x,y, X,y

m = numero de sorteos
de las variables

!

k = ntimero de sorteos
de los puntos (x,y;,X,y)

1
!

Sortea el punto (x, y,)
en el plano

v

Determina la ecuacion de la
proyeccion de la base del cono
sobre el plano (ecuacion de

la elipse)

Calcula valores extremos
de x, y
v en la elipse
xin xsup yin  ysup

!

Sortea X vy

SS
mmA,

(13)

una superficie esférica", siempre y
cuando la proyecciéon ortogonal de la
esfera quede contenida en el plano.

Sortea la funcion F bajo el
signo de la integral

!

Pregunta si el punto
P(x,y,,%,y) esta dentro de
la region de integracion

Con p(x,y;,X,y) sorteado se
calcula el valor de la funcion
F(x,y,,X,y) bajo la integral.

Pregunta si
F (X, Y, X,y) sorteado <
F (X, ¥, X,y) calculado

ss =numero de veces que
el punto P(x,y,X,y,F) cae

dentro del volumen de

integracion.
$S = 8s+1

\J

Calcula el factor de vision Fplano-esfera

fvis = (XSUP-XIN)*(YSUP-YIN)*UM*ss/m

fvis = fvis/p/A,

UM: valor maximo de la funcién bajo la integral

Figura 4. Algoritmo de célculo para calcular el factor de vision (plano-esfera) mediante el método de Monte-

carlo

12
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Tabla 1
a b C R a/c b/c d/c F1-2 N.o de sorteos
1 0,25 0,75 0,125 1,333 0,333 0,333 0,0974 200
1 0,75 0,75 0,125 1,333 1,000 0,333 0,1004 200
1 1,00 0,75 0,125 1,333 1,333 0,333 0,0856 200
1 2,00 | 075 | 0,125 1,333 2,667 0,333 0,0290 200
1 250 | 075 | 0,125 1,333 3,333 0,333 0,0256 200
1 3,00 | 075 | 0,125 1,333 4,000 0,333 0,0259 200
0,12
0,1 |
0,08
LL. 0,06
0,04
0,02 \’—__d
0 05 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

b/c

Figura 5. Factor de visién plano-esfera F vs b/c

En los valores obtenidos se puede
apreciar que la exactitud depende
del nimero de sorteos realizados,
ya que cuanto menor sea el nimero
de éstos el intervalo de confianza se
hace mayor, por lo que diferencias
entre tamanos distintos no van a
ser tan evidentes. Esto se aprecia en
la tabla 1, en la que el primer valor
para las dos primeras corridas da

Notacion

menor que el segundo, cosa que no
debe ocurrir, pero en realidad los
dos se encuentran dentro del mismo
intervalo de confianza.

La convergencia del método con
el nimero de sorteos empleado es
lenta, pero se espera que mejore al
incrementar el nimero de sorteos,
como lo plantea el método. IN

F,.,: Factor de forma de radiacion desde la superficie-1 hacia la superficie-2.
Apl Area de superficie de emision difusa o receptora de radiacion (m?).

Ayt Area de superficie receptora de radiacion (m?).

13
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0,: Angulo de vision formado entre la normal a la superficie del plano y el vector .
6,: Angulo de vision formado entre la normal a la superficie de la esfera y el vector 7.
7 . Vector formado al unir el punto (X, y;, 0) del plano y el punto (X, y, z) en la
esfera.

x: Abscisa coordenada sobre un punto genérico de la esfera (m).

y: Ordenada sobre un punto genérico de la esfera (m).

z: Traza coordenada sobre un punto genérico de la esfera (m).

X;: Abscisa coordenada sobre un punto genérico del plano (m).

y;: Ordenada sobre un punto genérico del plano (m).

R: Radio de la esfera (m).

h: Abscisa correspondiente al centro de la esfera (m).

k: Coordenada correspondiente al centro de la esfera (m).

I: Traza coordenada correspondiente al centro de la esfera (m).

f: Limite inferior para y sobre la superficie esférica (im).

fs: Limite superior para y sobre la superficie esférica.

X;,+ Limite inferior para x sobre la esfera (m).

X,,- Limite superior para x sobre la esfera (m).

a: Limite superior para x; sobre el plano (m).

0: Limite inferior para x; sobre el plano (m).

b: Limite superior para y; sobre el plano (m).

0: Limite inferior para y; sobre el plano (m).
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Apéndice A

Determinacion de los puntos y €(x_,7,,0)y p* (x* ,y* ,Z*)

Mediante el procedimiento dado en seguida se determinaron los puntos

e(x,,y.,0)y p (x,y,2)

Determinacion del punto €. La forma simétrica de la ecuacion de la recta que
pasapor pye es:

X-n _ (-9 _(Z-2)
(x-x,) (y-y) (-0

La linea que une p y & (figura 3) es normal a la esfera y el vector que coincide
con esta linea es el vector gradiente calculado en p:

oG 0G _ 0G
VG_axz+ay]+ 8zk

por tanto, los cosenos directores de la recta normal a la esfera son:

__1 o6 __1 06, __1 oG
cosa = VGl ox cosy = VGl o
VG=2(x-hi+2(y-k j+2(z-Dk
(AT)

Conocidos G (ecuaciéon-1) y los puntos por los que pasalarecta pg, se determinan
sus cosenos directores como:

(x—x,) =) (z-0)
cosaL = ; cosp=——"—; cosy =
e pe pe (A1)

pé&: distancia entre los dos puntos p y &
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2 2 5
pe=4(x—x,) +(y—y) +z
Igualando los cosenos directores entre las ecuaciones (Al) y (A2) se obtienen
las coordenadas del punto ¢ (figura 3):

_, =hz _, =hz
xz_'x— (Z_l)’ ys_y_ (Z_l)’ zZy =

Determinado el punto &, se calcula la distancia pg.

Determinacion del punto p’. Para calcular esta distancia es necesario resolver
el siguiente problema geométrico en R3:

(X-x) (Y-y) (Z-2)
F-x) -y)  Z

Dados la recta pp; (figura 3):

y el punto exterior a ella € (X,, ., () se necesita calcular la distancia del punto
& a la recta pp, El problema se reduce a hallar el punto p*(x’, y’, z°) (pie de la
perpendicular a pp,; desde & figura 3) y después, por la formula de distancia
euclidiana entre dos puntos, se calcula d. Utilizando métodos vectoriales se

determino el siguiente sistema de ecuaciones para hallar p:
x = (x—x)z =-zx,
2y = (y-y)z =~z
Z(r=x)X —z(y=y)y -2z =2 - X)X, — (V=)

Determinado p(x", y*, z") de la solucion del sistema anterior, se calcula d

2 2 2
d:\/(x—xs) +(y—-y,) +(z-z,)
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