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Обзор посвящен методам построения пути беспилотного аппарата в среде с препятствиями. 

Рассмотрены пять классов методов: методы на основе графов и клеточной декомпозиции, 

использование потенциальных полей, оптими-зационные методы, методы на основе 

интеллектуальных технологий. Многие алгоритмы в качестве результата дают дискретную 

последовательность точек, называемых опорными. Возникает задача сглаживания пути — 

построение гладкой траектории, проходящей через цепь опорных точек. Этой задаче также 

уделено внимание. 
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Введение 

Планирование пути — важнейшая задача в области навигации мобильных роботов. 

Эта задача включает в основном три аспекта. Во-первых, спланированный путь должен 

пролегать от заданной начальной точки к заданной конечной точке. Во-вторых, этот путь 

должен обеспечивать движение робота с обходом возможных препятствий. В-третьих, 

путь должен среди всех возможных путей, удовлетворяющих первым двум требованиям, 

быть в определенном смысле оптимальным. 

Методы планирования пути можно классифицировать по разным признакам. В кон-

тексте использования интеллектуальных технологий их можно разделить на традицион-

ные методы и эвристические методы. По характеру окружающей обстановки можно раз-

делить методы планирования на методы планирования в статической окружающей среде и 

в динамической среде (следует, однако, отметить, что статическая окружающая среда ред-

ко встречается на практике). Методы также можно разделить по полноте информации об 

окружающей среде: методы с полной информацией (в таком случае говорят о глобальном 

планировании пути) и методы с неполной информацией (обычно речь идет о знании об-

становки в непосредственной близости от робота, в этом случае речь идет о локальном 

планировании пути). Отметим, что неполная информация об окружающей среде может 
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быть следствием меняющейся обстановки, т.е. в условиях динамической среды планиро-

вание пути, как правило, локальное. 

В литературе предложено большое количество методов планирования пути, в кото-

рых используются различные эвристические приемы, вытекающие, как правило, из со-

держательного смысла решаемой задачи. В настоящей работе мы ограничимся рассмотре-

нием основных подходов к решению задачи. На рис. 1 показана классификация указанных 

подходов.  

 

Рис. 1. Классификация методов планирования пути 

 

Отметим методы с использованием карты окружающей среды или описания ее с помощью 

графа или дерева; методы на основе клеточной декомпозиции; методы потенциальных по-

лей; оптимизационные методы; методы, основанные на интеллектуальных технологиях, 

включая поведенческие методы. Во многих этих методах результатом оказывается цепь 

опорных точек (путевых точек), соединяющая начало и конец пути, и тогда возникает за-

дача сглаживания полученного пути, которой также уделено определенное внимание. 

Методы на основе графов 

В последние годы этот класс методов привлек заметный интерес исследователей. Ос-

новные методы этого класса показаны на рис.2 граф (или дерево) отражает состояния, в 

которых может находиться робот: каждый узел представляет одно состояние робота. Со-

стоянием может быть положение, угол ориентации, скорость или ускорение робота. Пере-

ходы между состояниями характеризуются функцией затрат. Это позволяет выделить 

путь, который имеет минимальную общую стоимость достижения целевого состояния.  

 

Рис. 2. Методы на основе графов 
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Предложен ряд методов, в основном отличающихся выбором узлов соответствую-

щего графа. Подобные методы обычно используют в тех случаях, когда информация об 

окружающей среде является статической и известна полностью. 

Напомним, что граф представляет собой непустое множество V вершин, определен-

ные пары которых соединены дугами или рёбрами. На дугах задано одно из двух возмож-

ных направлений, граф с дугами называют ориентированным (орграфом), в то время как 

на ребрах направление не выделено, граф с ребрами называют неориентированным  

(рис. 3). Граф обозначают        . 

 

Рис.3. Взвешенный граф G 

 

Построение графа тесно связно с порядком выбора опорных точек. Типичный при-

мер здесь — метод на основе диаграммы видимости. Определим диаграмму видимости 

как неориентированный граф        , в котором             — непустое множество 

узлов, включающее множество вершин препятствий, начальную точку    и конечную точ-

ку    планируемого пути,   — множество рёбер, определяемых всевозможными парами 

точек из множества  , которые соединяются отрезком прямой, не пересекающейся с пре-

пятствиями. Для использования диаграммы видимости необходимо, чтобы препятствия 

имели форму многоугольника (двумерный случай) или многогранника (трехмерный слу-

чай). Поскольку путь строится по вершинам препятствий, и часть пути совпадает с краями 

препятствий, существует определенная опасность столкновения с препятствиями. Кроме 

того,  при увеличении количества препятствий возрастает сложность графа, причем этот 

рост очень быстрый. Поэтому здесь наиболее важной задачей становтяся приемы сокра-

щения сложности графа видимости. Huang [1] предложил метод динамической диаграм-

мы видимости, а Janet ввел концепцию т-вектора (traversability vector) [2]. Эти подходы 

направлены на то, чтобы определить, какие препятствия в полной окружающей среде не-

обходимо учитывать во время движения робота, а какие не должны рассматриваться. При 

этом указанные подходы могут привести к тому, что полученный путь не будет являться 

оптимальным, особенно в трехмерном случае. 

Иной подход дают метод структурирования свободного пространства (free space 

structuring method) [3] и метод на основе диаграммы Вороного [4]. В методе структуриро-

вания свободного пространства, реализованного в плоском случае, выделяются так назы-

ваемые свободные звенья (free links) — отрезки, соединяющие вершины препятствий и не 
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пересекающиеся с препятствиями. Из свободных звеньев собираются выпуклые много-

гранники, описывающие области свободного пространства. Эти данные оформляются в 

виде специального графа, называемого MAKLINK, а спланированный путь в обход пре-

пятствий строится алгоритмами поиска путей в графе. Использование диаграмм Вороного 

также приводит к построению допустимого пути, максимально удаленного от препятст-

вий, при этом обеспечивает дополнительные возможности с точки зрения позиционирова-

ния робота. Методы структурирования свободного пространства и диаграммы Вороного 

дают более безопасный путь с точки зрения столкновения с препятствиями, но общая 

длина пути увеличивается. 

Опорные (путевые) точки можно выбирать в свободной части пространства случай-

ным образом. Эта идея привела к зарождению нового класса методов — вероятностных. 

Исторически первым был предложен метод вероятностной дорожной карты (ВДК) [5]. 

Основная идея метода состоит в случайном выборе точек, распределенных с некоторой 

вероятностью в пространстве. Распределение выбирается во всем пространстве, включая 

препятствия, при выборе точек попавшие на препятствия отбрасываются. Случайный вы-

бор путевых точек может привести к тому, что построенный путь не будет оптимальным 

[6]. 

Построение графа состоит не только в выборе путевых точек, но и в выборе ребер, 

их соединяющих. Ребром соединяются две путевые точки, если из одной в другую можно 

попасть по прямолинейному пути, минующему препятствия. Для построения всех ребер 

необходимо просмотреть все пары путевых точек. Но это трудоемкая процедура, поэтому 

используют упрощенный вариант — локальный, при котором для каждой точки в качестве 

пары просматривают только близко расположенные точки (либо ближайшие n точек, либо 

все точки, расположенные на расстоянии не более d; n или d — параметр алгоритма). По-

строение дорожной карты превращает задачу планирования пути в задачи поиска пути в 

графе (один из алгоритмов поиска представлен в следующем разделе). 

Метод вероятностной дорожной карты исследовался с помощью моделирования. 

Отметим, что, поскольку метод сильно зависит от полноты информации об окружающей 

среде, его трудно применять в условиях динамичной среды. На основе оригинального ме-

тода вероятностной дорожной карты разработан ряд модификаций [7], позволяющих 

улучшать результаты в различных ситуациях: повышать эффективность вычисления, по-

лучать более короткий путь и т.п. 

К методам на основе случайного выбора относится Метод быстро исследующих 

случайных деревьев (RRT) [8]. В этом методе процесс генерации пути состоит в построе-

нии дерева опорных точек, которое последовательно расширяется от начальной точки до 

целевой точки. Процесс построения дерева начинается со стартового дерева       с донной 

вершиной (начальной точкой) и без каких-либо ребер. На каждом шаге процесса построе-

ния выбирается новая случайная путевая точка       (случайные точки в рассматриваемой 

области генерируются до тех пор, пока очередная точка не окажется вне препятствий). В 
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текущем дереве       выбирается оптимальная по отношению к       точка (обычно бли-

жайшая), из которой достижима точка      . Если такая точка не найдена (точка       не 

достижима из точек дерева      ), случайная точка       отбрасывается. Если же опти-

мальная точка выбрана, точка       добавляется к дереву и соединяется ребром с выбран-

ной оптимальной точкой. Процесс построения дерева прекращается, если из последней 

добавленной точки достижима конечная точка или если достигнуто предельное количест-

во вершин дерева. Если целевая точка достигнута, путь восстанавливается обратным хо-

дом от очередной точки к той, с которой текущая точка была соединена при добавлении, 

т. е. с помощью отношения подчиненности, возникающего в процессе расширения  

графа [8]. 

Метод RRT позволяет прокладывать путь не только в физическом, но и в конфигу-

рационном (фазовом) пространстве, которое может иметь высокую размерность. Кроме 

того, метод позволяет работать в среде с препятствиями невыпуклой формы. Метод до-

пускает различные модификации, связанные с интерпретацией понятия достижимости, а 

также с правилами выбора очередной точки для включения в дерево. Так, есть варианты 

алгоритма, в которых при выборе очередной точки учитывается положение конечной точ-

ки [9]. Дерево может строиться по направлению от конечной точки к начальной, возможен 

и двунаправленный вариант метода [10].  

Методы на основе графов или деревьев удобно использовать в статической окру-

жающей среде, поскольку построение графа подразумевает использование полной инфор-

мации об окружающей среде, которая должна быть известна заранее. Наличие подвижных 

препятствий, например, другого движущегося робота, в этих методах трудно поддается 

интерпретации и не позволяет строить граф. 

Методы на основе клеточной декомпозиции 

Одна из простейших идей, возникающих в задаче планирования пути в среде с пре-

пятствиями — дискретизация окружающей среды (рис. 4). В различных реализациях этой 

идеи можно выделить две группы: приближенная и точная клеточные декомпозиции (cell 

decomposition) [11]. Приближенная клеточная декомпозиция реализуется с помощью сетки 

(grid map), покрывающей пространство. Метод сеток предложил Эльф [12], его идея за-

ключается в том, чтобы разделить пространство окружающей среды на клетки одинаково-

го размера, каждая клетка характеризуется 0 (свободна от препятствий) или 1 (занята пре-

пятствием). Сетка проста в использовании, и её легко создать и поддерживать. Однако ме-

тод сеток имеет серьезный недостаток: увеличение трудоемкости при уменьшении шагов 

сетки. Такое увеличение особенно заметно в окружающей среде большого объема. Пред-

ложены разные подходы, основанные на нерегулярных сетках и позволяющие снизить 

объем вычислений, например дерево квадрантов (quadtree) в двумерном случае или дерево 

кубов (octree) в трехмерном [13–15]. 
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Рис.4. Методы на основе клеточной декомпозиции 

 

При точной клеточной декомпозиции окружающую среду делят на клетки, исполь-

зуя грани препятствий. Здесь важную роль играет задача разложения многоугольника на 

выпуклые области. Хорошо известны такие подходы точной клеточной декомпозиции, как 

вертикальное или трапециевидное разложение [16]. 

В большинстве случаев при решении задачи планирования по методам на основе 

клеточной декомпозиции или на основе графов необходим дополнительный этап построе-

ния пути, состоящий в поиске путей на графе. Можно использовать разные стратегии по-

иска относительного оптимального решения. Эти стратегии делят на классические (неин-

формированные) и эвристические (информированные). 

К неинформированным стратегиям поиска относятся: поиск в ширину, поиск по кри-

терию стоимости, поиск в глубину, поиск с ограничением глубины, поиск в глубину с 

итеративным углублением и двунаправленный поиск [17]. 

Эвристические стратегии поиска не имеют строгого обоснования, но, тем не менее, 

дают приемлемое решение задачи в большинстве практически значимых случаев. Особен-

ностью эвристической стратегии являются эвристические правила, которые формулиру-

ются для конкретной задачи. Эти правила позволяют повысить эффективность алгоритма 

по сравнению с соответствующей классической стратегией. Типичный пример эвристиче-

ской стратегии — алгоритм А*, который был описан в 1968 году Питером Хартом, Ниль-

сом Нильсоном и Бертрамом Рафаэлем. По сути этот алгоритм — расширение алгоритма 

Дейкстры, созданного в 1959 году. Алгоритм А* достигает более высокой производитель-

ности (по времени) с помощью эвристики. В первоначальной работе он упоминается как 

«алгоритм A». Целевая функция алгоритма A* реализуется как сумма двух других: функ-

ции стоимости достижения рассматриваемой точки из начальной и эвристической функ-

ции оценки расстояния от рассматриваемой точки до конечной точки. Эвристическая 

функция не должна переоценивать расстояние до целевой точки. Без второй составляю-

щей алгоритм A* сводится к алгоритму Дейкстры. 

Одни из наиболее существенных недостатков  алгоритмов на основе клеточной де-

композиции состоит в ограниченном количестве вариантов направления, вызванных 

структурой сетки (только восемь вариантов соединения в двумерном случае). Были разра-

ботаны различные подходы, чтобы обойти это ограничение. Очень важными примерами 

являются алгоритмы D* [18] и Theta* [19]. Алгоритм D* (динамический A*) был опубли-

кован в 1993 году [20] и представляет собой развитие алгоритма A* с помощью перепла-
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нировки. Алгоритм D* использует меньше клеток, чем алгоритм A*, потому что в нем не 

планируется весь путь до цели. В варианте D* [21] алгоритм улучшен за счет более эф-

фективных расширений, сокращений количества расширенных узлов и требует меньше 

времени вычислений. Динамическая перепланировка также используется в алгоритмах 

Lifelong Planning A*(LPA*) [22] и D* Lite [23]. Применение А* и Theta* для решения зада-

чи планирования пути БПЛА в трехмерном пространстве было широко исследовано де 

Филипсом в [24–25]. Новый алгоритм (кинематический А*) представлен для определения 

допустимого пути, отвечающий требованиям динамических характеристик ЛА [26]. 

Еще один подход, основанный на использовании сеток — метод распространения 

волнового фронта (wavefront propagation method, см. рис.4), частным случаем его является 

метод Fast Marching Method (FMM) [27]. Особенностью подхода является отсутствие эта-

па поиска. 

Метод распространения волнового фронта можно интуитивно понимать как расши-

рение фронта волны: если камень брошен в пруд, то возникает волна в форме окружности, 

и эта волна расширяется от того места, где камень упал. В этом примере скорость распро-

странения волны во всех направлениях одинакова. Поэтому волновой фронт оказывается 

круговой. Однако в неоднородной среде волна расширяется в разных направлениях с раз-

ной скоростью, так что волновой фронт уже не будет круговым [27]. 

В методе FMM сначала рассчитывается время      как функция точки  , за которое 

волновой фронт, распространяясь из исходной точки, достигает заданной точки простран-

ства. Функция      является решением уравнения в частных производных 

             , 

называемого уравнением эйконала [27], с начальным условием        . Здесь    — ис-

ходная точка распространения волны;      — скорость распространения волнового фрон-

та в точке  . Сформулированная задача может быть решена приближенно с использовани-

ем подходящей разностной схемы [27–28]. 

После того, как получено решение уравнения, траектория из точки   может быть 

найдена как кривая наискорейшего спуска по поверхности        одним из методов 

спуска. 

Методы потенциальных полей 

Один из широко распространенных подходов к планированию траекторий — ис-

пользование потенциальных векторных полей. Общая идея методов состоит в движении 

вдоль векторных линий векторного поля, потенциальная функция которого отражает кон-

фигурацию препятствий и их форму, а также цель движения. Указанный подход подходит 

и в двумерном, и в трехмерном случае. По типу потенциальной функции можно выделить: 

виртуальное силовое поле [29]; Ньютоновское потенциальное поле [30]; супербиквадрат-

ное потенциальное поле, гармоническое векторное поле [31]. 

Среди методов потенциальных полей самым известным является метод искусствен-

ных потенциалов (artificial potential field, APF). Его алгоритм прост, имеет низкую вычис-
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лительную сложность и высокую эффективность реализации. Метод впервые предложил в 

1986 году Хатиб [32]. Векторное поле разделяется на две составляющие: цель движения 

представляется притягивающим векторным полем, в то время как препятствия — оттал-

кивающим векторным полем. Сложение двух векторных полей позволяет решить две за-

дачи: движение к заданной целевой точке и обход препятствий. В свою очередь отталки-

вающее векторное поле есть сумма составляющих, каждое из которых описывает отдель-

ное препятствие. 

Рассматриваем робот как материальную точку. Потенциальная функция      может 

быть записана в виде 

                       , 

где         –– притягивающая потенциальная функция, заданная для точки  ; 

           –– слагаемые отталкивающей потенциальной функции, соответствующие 

отдельным препятствиям.  

Притягивающая потенциальная функция имеет вид  

        
 

 
        

 
, 

где    – коэффициент притяжения, и порождает векторное поле антиградиента 

                           . 

Для каждого i-го препятствия используем потенциальную функцию 

           
 

 
    

 

  
 

 

   
 
 

      
 

 

    
    

 , 

где     — коэффициент отталкивания;          ,    — центр препятствия;     — ради-

ус круговой области влияния препятствия. Эта функция порождает векторное поле гради-

ента 

          
      
          

   
 

    
    

 . 

Его слагаемые имеют вид 

      
     

 

  
 

 

   
 
 

  
      

 
;          

  
 

 
   

 

  
 

 

   
 
 

      
   

, 

где                           — единичные векторы, направленные от препят-

ствия к точке и от точки к целевой точке. 

В изложенном подходе окружающая среда рассматривается как статическая, т. е. 

препятствия и целевая точка не двигаются. Однако в реальных условиях окружающая сре-

да часто является динамичной, препятствия и целевая точка могут быть изменяться. Мо-

дификация метода искусственных потенциалов для динамической среды представлена в 

[33–34]. Для этого используются относительная скорость и относительное положение ро-

бота по отношению к целевой точке в притягивающей потенциальной функции, а также 

относительное положение и относительная скорость робота по отношению к препятствию 

в отталкивающей потенциальной функции. 

http://www.mathmelpub.ru/


Математика и математическое моделирование 23 

Технология планирования пути по методу искусственных потенциалов проста, что 

упрощает контроль процесса движения в режиме реального времени. Однако метод имеет 

существенный недостаток: возможное существование локальных минимумов [35–36]. 

Предложен ряд подходов для ликвидации этого недостатка, но полностью удовлетвори-

тельного решения пока нет, а указанные подходы применялись лишь в частных ситуациях. 

Также отметим, что метод имеет неопределенность в построении потенциальных функ-

ций, связанную с выбором коэффициентов функции    и    . Два этих фактора ограничи-

вают широкое использование метода искусственных потенциалов в решении практиче-

ских задач. 

Другим недостатком метода искусственных потенциалов является проблема дрожа-

ния [37–38]. В указанных источниках предложены решения для преодоления этого недос-

татка. В 1989 г Боренштейн и Корен [39] предложили метод виртуального силового поля 

(virtual force field,VFF), сочетающий в себе метод сеток и метод потенциального поля, ко-

торый может применяться для локального планирования пути. 

У метода виртуального силового поля свои недостатки. Он не позволяет планиро-

вать прохождение узких областей, таких как дверь, из-за существенных изменений 

свойств отталкивания препятствий, возникающих при дискретизации. Метод также при-

водит к колебательному движению в полосообразной области (например, в коридоре). Для 

преодоления этих недостатков Боренштейн [40] предложил метод гистограммы векторно-

го поля (vector field histogram,VFH). 

Метод VFH является одним из самых популярных локальных методов планирования 

пути, используемых в режиме управления реального времени в области мобильной робо-

тотехники. В этом методе обход препятствий осуществляется в три этапа. На первом этапе 

генерируется двумерная гистограмма, описывающая препятствия вокруг робота. На вто-

ром этапе по двумерной гистограмме строится одномерная полярная гистограмма. Нако-

нец, на третьем этапе выбирается наиболее подходящий сектор с низкой плотностью пре-

пятствий, и вычисляется угол поворота в этом направлении. На основе метода VFH авто-

ры предоставляли улучшенные методы: VFH+ [41] и VFH* [42]. В методе VFH+ учитыва-

ется размер робота, ограничения динамики и соответствующее расширение размеров пре-

пятствий. В методе VFH* с учетом глобальной информации окружающей среды выбира-

ется наилучшее направление движения с использованием алгоритма А*. 

Оптимизационные методы 

Задача планирования пути в сложной окружающей среде может решаться как опти-

мизационная задача. Для этого движение объекта надо представить в рамках той или иной 

модели в виде динамической системы. Препятствия будут описываться некоторыми огра-

ничениями, а качество допустимой траектории должно оцениваться некоторым функцио-

налом. В результате возникает задача оптимального управления, которая не только обес-

печивает траекторию объекта в обход препятствий, но и позволяет выбрать в некотором 
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смысле лучший вариант, например, по скорости прохождения, по энергетической эффек-

тивности и т.д. 

Следует отметить, что оптимальное планирование траектории — это задача другого 

класса, нежели задача простого планирования. Решение первой — заметно более трудоем-

кое, чем решение второй. Классические методы оптимального управления основаны на 

нетривиальных аналитических вычислениях. Поэтому подход, основанный на оптималь-

ном управлении, эффективен для простых, в частности, линейных систем, а для сложных 

нелинейных систем его реализовать труднее. Поэтому усилия исследователей постепенно 

сместились в сторону численных методов решения оптимизационных задач. Такие чис-

ленные методы можно разделить на две группы: прямые методы и косвенные [43]. 

Как известно, для задачи оптимального управления существуют необходимые усло-

вия экстремума, которые формулируются в рамках принципа максимума Понтрягина. С 

помощью необходимых условий задача оптимального управления сводится к решению 

дифференциального уравнения. Такую задачу можно решать численно. Соответствующие 

методы называют косвенными, поскольку речь не идет о непосредственном поиске мини-

мума функционала. Отметим, что аналитическое решение соответствующей краевой зада-

чи, как правило, невозможно, а численные методы чувствительны по сходным данным 

либо обладают низкой сходимостью. 

Прямые методы решения задач оптимального управления связаны с непосредствен-

ным поиском минимума целевого функционала. Однако решение такой задачи — некото-

рая функция, которая численным методом может быть найдена лишь в виде некоторого 

дискретного аналога. Необходимо исходную задачу свести к задаче с конечным набором 

варьируемых параметров [44], т.е. к задаче нелинейного программирования. Для решения 

задач нелинейного программирования разработан большой ассортимент численных мето-

дов. Таким образом, любой прямой метод включает в себя две основные подзадачи: дис-

кретизацию, т.е. сведение задачи к задаче нелинейного программирования, и решение за-

дачи нелинейного программирования. 

В общем виде задачу оптимального управления можно сформулировать следующим 

образом. Требуется найти решение     ,      динамической системы 

             

удовлетворяющее ограничениям: 

                          (ограничения в начальной точке); 

                       (траекторные ограничения); 

                          (конечные ограничения). 

При этом решение должно доставлять минимум целевому функционалу: 
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Сформулированная задача сводится к задаче поиска минимума функции нескольких 

переменных: 

        , 

при наличии ограничений: 

   

 
  
    

   . 

Здесь   — произвольная матрица, определяющая линейные ограничения;      — произ-

вольная, вообще говоря, векторнозначная функция, определяющая нелинейные ограниче-

ния. 

Опишем несколько подходов к решению описанных оптимальных задач. 

Плоские модели. Понятие дифференциальной плоскостности для нелинейных сис-

тем было предложено в 1990-е годы М. Флиссом [45]. Оно включает понятие плоского 

выхода, который позволяет представить динамическую систему в виде набора функцио-

нальных соотношений между входами и выходами. В случае плоской динамической сис-

темы задача оптимального управления может быть преобразована в задачу нелинейного 

программирования путем параметризации плоских выходов. Такой подход позволяет по-

низить размерность задачи, поскольку размерность пространства параметризованных пло-

ских выходов ниже, чем размерность пространства состояний. Второе преимущество пло-

скостного подхода состоит в том, что он позволяет с помощью простых алгоритмов вы-

числить управляющие функции, реализующие траекторию.  

Рассмотрим нелинейную системы со входом и выходом общего вида: 

                   , 

           . 

Здесь   — вход системы, а   — выход. Если можно найти выход   такой, что 

                   

(т.е. выход, который выражается через состояние  , управление   и некоторое количество 

производных управления по времени), то систему называют плоской, а соответствующий 

выход   — плоским выходом. При этом состояние и вход системы можно выразить через 

плоский выход и некоторое количество его производных по времени: 

                ,                  . 

Построение оптимальной траектории с использованием дифференциальной плоско-

стности может быть реализовано в три этапа. 

1. Определение плоского выхода. Общих методов выбора плоского выхода нет. При 

решении практических задач плоский выход строят исходя из характера рассматриваемой 

системы и ее содержательного смысла. 

2. Параметризации плоских выходов. Выбранный плоский выход необходимо задать 

как функцию времени. Такая функция определит во времени и сам выход, и состояние 

системы, и вход (управление). Для выбора функции времени можно использовать базис-

ные функции, представляя выход как линейную комбинацию базисных функций с неиз-

вестными коэффициентами: 

http://www.mathmelpub.ru/


Математика и математическое моделирование 26 

               

 

  

Здесь               выбранные базисные функции, а     — неизвестные коэффициен-

ты, которые необходимо выбрать с учетом имеющихся ограничений и с требованием оп-

тимальности траектории относительно заданного функционала качества. Базисные функ-

ции могут выбираться из разных соображений (например, простоты представления выхо-

дов). Возможные варианты базисных функций: полиномы, тригонометрические полино-

мы, сплайны. 

3. Построение траектории. Параметризация выходов превращает задачу выбора 

оптимальной траектории в задачу нелинейного программирования, в которой неизвест-

ными являются коэффициенты линейных комбинаций, задающих функции плоского вы-

хода. 

Итак, параметризация плоских выходов сводит задачу оптимального управления 

(планирование траектории) к задаче нелинейного программирования. Для решения такой 

задачи могут использоваться стандартные методы, реализованные в виде программных 

комплексов, например SNOPT [46], NPSOL [47].  

Смешанное целочисленное линейное программирование. Если движение робота 

представлено линейной моделью         (например, при локальном планировании 

траектории), то выбор оптимальной траектории может привести к задаче линейного про-

граммирования, в которой часть переменных являются дискретными (целочисленными). 

Такая задача представляет собой задачу смешанного целочисленного линейного програм-

мирования. 

Для формирования подобной задачи динамическую систему, описывающую движе-

ние, необходимо преобразовать в систему дискретного времени. Для этого конечный про-

межуток времени   делится на конечное число   частичных промежутков. Здесь   

    , где    –– время дискретизации. В результате непрерывная система управления  пре-

образуется в дискретную систему: 

              . 

Параметры   ,    получены из   и   с помощью соответствующих дискретизаций. 

Ограничения на состояние системы могут быть заданы в виде линейных неравенств. 

Например, типичные ограничения на скорость робота имеют вид 

              ,               ,               . 

Препятствия могут быть приближенно заданы многогранниками. Ограничения на управ-

ления также могут быть линейными:       . 

Целевую функцию оптимизационной задачи можно задать, например, в виде 

                        
 
   , 

где    и    – весовые коэффициенты. Тем самым мы получим задачу смешанного цело-

численного линейного программирования. 

При практическом решении задачи планирования с помощью указанного подхода 

естественно равномерная дискретизация времени. Однако при этом следует иметь в виду 
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следующее. Траектория может иметь пересечения с препятствиями, попадающие между 

моментами дискретного времени. Для устранения таких коллизий наиболее простым под-

ходом является более частая дискретизация времени, но это приводит к увеличению вре-

мени вычислений. Это увеличение может быть снижено с помощью итеративного метода 

СЦЛП [48]. В этом методе сначала проводится расчет с большим временем дискретиза-

ции, затем проверяется наличие столкновений. Каждый интервал          , в котором за-

фиксировано столкновение, дополнительно делится на меньшие интервалы и расчет по-

вторяется. Процедура дополнительного деления может повторяться многократно.  

Другой подход к упрощению возникающих задач линейного программирования — 

использование методов синтеза управления на основе прогнозирующих моделей (model 

predictive control) [49] . Прогнозирующая модель используется для локального планирова-

ния траектории, в то время как глобально траектория строится с помощью последователь-

ности опорных точек. 

Двоично-целочисленное программирование. Один из подходов к решению опти-

мизационных задач — сведение их к задачам двоично-целочисленного программирова-

ния, являющихся частным случаем задач целочисленного программирования, в которых 

переменные могут принимать лишь два значения 0 и 1. Методы решения подобных задач 

хорошо разработаны, например, могут быть использованы хорошо известные метод вет-

вей и границ и метод отсечения Гомори. 

Задачи двоично-целочисленного программирования могут естественным образом 

возникать в рамках метода клеточной декомпозиции. Например, в [50] для планирования 

движения на плоскости в качестве клеточной декомпозиции использована триангуляция 

Делоне. Затем каждому элементу разбиения (треугольнику) назначена переменная, при-

нимающая значение 0 (путь не проходит через треугольник) или 1 (путь проходит через 

треугольник). В качестве решения выбирается последовательность примыкающих друг к 

другу треугольников, начинающаяся со стартовой точки и заканчивающаяся в конечной 

точке. Условия примыкания треугольников формируются в виде линейных неравенств с 

использованием матрицы смежности треугольников. Оптимизация обеспечивается соот-

ветствующей целевой функцией. Описанный подход близок к стандартному методу кле-

точной декомпозиции, поскольку описание примыкающих треугольников фактически 

сводится к построению специального графа и поиску пути в этом графе, но поиск пути 

осуществляется не стандартным методом для графов, а как решение задачи целочисленно-

го программирования. После того как цепочка примыкающих друг к другу треугольников 

найдена, выбирается путь, соединяющий точки пересечения медиан этих треугольников. 

Отметим, что такой путь гарантированно отделен от препятствий и удобен для сглажива-

ния и использования с учетом отклонений. 

Метод сведения оптимизационной задачи к задаче двоично-целочисленного про-

граммирования можно использовать и в трехмерном случае [51]. Также следует отметить, 

что возникающая задача двоично-целочисленного программирования может быть пере-

формулирована как задача с ограничениями в виде линейных матричных неравенств. Для 
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решения подобных задач предложены эффективные алгоритмы, они оказываются более 

удобными, чем алгоритмы целочисленного программирования с точки зрения формирова-

ния задачи, и при этом оказываются более быстрыми [52]. 

Методы на интеллектуальных алгоритмах 

Задача планирования пути является одной подзадач автоматического управления ро-

ботом. Робот должен иметь способность решать задачу планирования пути в реальных ус-

ловиях окружающей среды без вмешательства человека. Естественно в этой ситуации ис-

пользовать алгоритмы поведения, встречающиеся в живой природе — так называемые 

биоинспирированные алгоритмы. Эти алгоритмы имитируют поведение или мышление 

человека, а также некоторых биологических сообществ. 

Среди биоинспирированных алгоритмов выделяют: роевой интеллект, «муравьи-

ный» алгоритм, метод роя частиц, «пчелиный» алгоритм, а также генетические и эволю-

ционные алгоритмы. Как правило, эти алгоритмы формулируют как алгоритмы миними-

зации (или поиска), они относятся к эвристическим алгоритмам, так как не имеют строго-

го математического обоснования. Рассмотрим некоторые из этих алгоритмов (рис. 5). 

 

Рис.5. Методы на интеллектуальных алгоритмах 

 

Муравьиный алгоритм. Первая версия алгоритма, названная «алгоритмом оптими-

зации муравьиной колонии» (ant colony optimization, т. е. ACO), предложена Марко Дори-

го в 1992 году и была направлена на поиск оптимального пути в графе [53]. В реальном 

мире муравьи (первоначально) движутся в случайном порядке и, найдя пищу, возвраща-

ются в свою колонию, помечая путь феромоном. Если другие муравьи находят такие тро-

пы, они, вероятнее всего, пойдут по ним. Если эти муравьи в конечном итоге находят ис-

точник питания, то, возвращаясь, они повторно метят путь. Со временем феромон начина-

ет испаряться, тем самым его привлекательная сила уменьшается. Чем больше времени 

требуется для прохождения пути до цели и обратно, тем сильнее испаряется феромон. На 

коротком пути будет более быстрым и, как следствие, сила феромона остаётся высокой. 

Испарение приводит к тому, что самый короткий путь от колонии до источника пищи, 

найденный одним из муравьев, будет более предпочтительным для других муравьев, они, 

скорее всего, пойдут по этому пути, а их метки в конечном итоге приведут всех муравьев 

к этому пути [54]. 
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Муравьиный алгоритм ориентирован на решение трудоемких комбинаторных задач, 

с помощью такого алгоритма ищется близкое к оптимальному решению за приемлемое 

время. Подобная задача формулируется как определение в заданном конечном множестве 

  (пространстве поиска) элемента [55], удовлетворяющего заданным ограничениям   и 

обеспечивающего наименьшее значение заданной функции   . 

Для муравьиного алгоритма задача трансформируется в задачу поиска путей в графе 

[55]. Каждому ребру графа приписывается объем феромона   
 
 (здесь   — номер вершины, 

из которой выходит ребро, а   — номер вершины, в которое идет ребро). На основании 

этих объемов рассчитываются вероятности прохода для каждого ребра. Каждый из неко-

торого конечного набора   муравьев строит свой путь, случайным образом выбирая оче-

редное ребро на основе найденных вероятностей. Построенные пути затем служат осно-

вой для пересчета объемов феромонов, после чего конструирование пути повторяется. 

Итерационная процедура продолжается до тех пор, пока не будут выполнены условия ос-

танова. Стартовое значение объемов феромона выбирается равным некоторой постоянной. 

Основная формула алгоритма — расчет вероятности перехода от -го узла к  -му на 

основе имеющихся объемов феромона: 

         
     

 
 

где      — количество феромона для ребра, соединяющего -й узел с  -м;   — параметр, 

контролирующий влияние     ;      — привлекательность ребра, соединяющего  -й узел 

с  -м, которую обычно берут равной величине, обратной расстоянию      между указан-

ными узлами, т.е.            ;   — параметр, контролирующий влияние     . 

На каждой итерации алгоритма для каждого ребра графа объем феромона пересчи-

тывается по формуле: 

    
                  , 

где      и     
  — исходный и новый объем феромона для ребра    ;          — параметр, 

регулирующий скорость испарения феромона;       — количество отложенного феромона 

всех муравьев, обычно определяется формулой:  

            
  

   , 

где 

     
   

     
  

                              
      

  

Здесь   — постоянная;    — длина пути k-го муравья. 

Варианты муравьиного алгоритма использовались для планирования пути в среде с 

препятствиями на основе карты или графа. Алгоритм применялся как в случае двумерной 

окружающей среды [55], так и в случае трехмерной [56]. В целом муравьиный алгоритм 

показал себя как эффективный алгоритм поиска, позволяющий найти оптимальный путь 

всего за несколько итераций. 

Искусственная нейронная сеть. Искусственные нейронные сети — это группа ма-

тематических моделей, имитирующих функционирование сети нервных клеток живого 
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организма. Такая сеть представляет собой совокупность однородных элементов (нейро-

нов), каждый из которых имеет один или несколько входов и один или несколько выхо-

дов. Входы и выходы соединяют элементы в единую систему. Некоторые входы и выходы 

не задействованы и являются входами и выходами всей системы. На входы системы пода-

ется сигнал, а затем результат работы сети формируется на выходах системы. Каждый 

нейрон имеет настроечные параметры, влияющие на его работу. Настройка таких пара-

метров, призванная обеспечить заданный выход сети для каждого из заданных входов, на-

зывается обучением сети. Конкретная искусственная нейронная сеть, как математическая 

модель, включает в себя не только внутреннюю структуру, но и алгоритм обучения. С ма-

тематической точки зрения, обучение нейронных сетей — это многопараметрическая за-

дача нелинейной оптимизации. Нейронная сеть используется в задачах адаптивного 

управления и как алгоритмы для робототехники [57]. 

Нейронные сети впервые были предложены У. Маккалоком и У. Питтсом как мате-

матические модели нервной активности [58]. В практических целях эти модели стали ис-

пользовать после разработки алгоритмов обучения: в задачах прогнозирования, для распо-

знавания образов, в задачах управления и др. 

По-видимому, впервые искусственная нейронная сеть для целей планирования тра-

екторий и обхода препятствий использовалась в 1995 г [59]. Метод быстро набрал попу-

лярность и применялся в задачах планирования пути в различных случаях. Морено и Ка-

стро [60] предложили для планирования пути использовать расширяющуюся гибкую ней-

ронную сеть. Нейроны сети ассоциируются с точками в конфигурационном пространстве, 

взаимодействие нейрона притягивающее, если соответствующая точка находится вне пре-

пятствий, а иначе отталкивающее. В процессе обучения нейронная сеть расширяется до-

бавлением новых элементов. Нейронная сеть самоорганизуется, а линии взаимодействия 

нейронов представляют путь в среде с препятствиями.  

К искусственным нейронным сетям близки байесовские сети. Байесовская сеть пред-

ставляет собой ациклический ориентированный граф, на множестве вершин которого за-

дано распределение вероятностей определенного типа. Байесовские сети, как и искусст-

венные нейронные сети, могут использоваться в задачах планирования пути в среде с пре-

пятствиями [61]. 

Метод роя частиц (МРЧ) был предложен в 1995 г Кеннеди, Эберхартом и Ши [62] 

как попытка имитации движения стаи птиц в контексте «коллективного интеллекта» био-

логических популяций. МРЧ отражает способность стаи птиц, рыб и других биологиче-

ских популяций адаптироваться к окружающей среде, искать пищевые ресурсы и избегать 

хищников путем обмена информацией. В МРЧ оптимизируют функцию, поддерживая по-

пуляцию возможных решений (каждое имитирует одну птицу), называемых частицами, и 

перемещая эти частицы в пространстве решений согласно простой формуле. Перемещения 

подчиняются принципу наилучшего найденного в этом пространстве положения, которое 

постоянно изменяется при нахождении частицами более выгодных положений. Таким об-
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разом, возникает метод оптимизации, для использования которого не требуется знать точ-

ного градиента оптимизируемой функции. 

В методе инициализируют группу  частиц случайным образом. Затем ищут опти-

мальное решение, выполняя последовательность итераций. На каждой итерации частицы 

обновляют свое положение на основе двух параметров:    — лучшее из известных поло-

жений частицы  ;   — наилучшее известное состояние роя в целом.  

Когда оптимальные значения    и   найдены, обновляются скорости частиц и их ме-

стоположение в соответствии со следующей формулой: 

                             ,         . 

Здесь   — инерционный вес;    и    — коэффициенты обучения, обычно равные 2;    и 

   — случайные числа на отрезке      . 

Метод роя частиц для задачи планирования пути летательного аппарата в простран-

стве использовал Чун [63]. В качестве стартового выбирался прямолинейный путь из на-

чальной точки в конечную. Далее запускался алгоритм МРЧ, в котором текущий путь 

конструировался в виде сплайна. Ограничениями выступали препятствия, в качестве це-

левой функции использовался расход топлива. 

Реактивные методы. Важную группу интеллектуальных алгоритмов составляют 

алгоритмы, основанные на имитации поведенческих реакций. Основой таких алгоритмов 

является концепция поведения, которую можно обозначить как типовое решение в типо-

вой ситуации [64]. В противовес реактивному централизованное управление должно учи-

тывать всю массу обстоятельств, связанных с окружающей средой и поставленной целью. 

Введение в контур управления реактивных методов приводит к децентрализации задачи 

управления, что в конечном счете упрощает задачу планирования, повышает восприимчи-

вость по отношению к окружающей среде и устойчивость по отношению к внешним фак-

торам. Каждое отдельное поведение реализуется в виде независимого модуля, который 

воспринимает какой-то отдельный аспект окружающей среды (например, информацию с 

отдельно взятого датчика). 

Наиболее перспективными являются системы гибридного типа, сочетающие в себе 

как элементы централизованной системы, так и элементы реактивной. В такой системе 

особую роль играет система координации, которая стыкует различные поведения и верх-

ний уровень системы между собой. Среди методов координации можно выделить две ос-

новные группы: арбитража и фьюжн-команды. При арбитраже в каждый момент времени 

выбирается только одно поведение. Арбитраж прост в реализации, однако движение объ-

екта при таком принципе управления оказывается нестабильным [65]. Кроме того, прави-

ла арбитража не являются очевидными, выбор типа поведения — нетривиальная задача. 

Проблему может решить смешанная стратегия, при которой действуют все типы поведе-

ния одновременно, но с разной степенью. 

Обычно рассматриваются такие варианты поведения: движение к цели, уклонение от 

препятствия, движение вдоль стены, выход из локального минимума. Поведение «движе-

ние к цели» может быть достигнуто при заданной информации положения цели. Поведе-
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ние «уклонение от препятствий» реализуется на основе информации о локальной окру-

жающей среде, полученной по датчикам. Отметим также поведение, называемое странст-

вованием. Речь идет о преодолении ловушек — ситуаций, когда робот не может двигать-

ся, ориентируясь на определенное направление (например, если робот попал во внутрен-

нюю камеру препятствия). В литературе предлагаются различные методы преодоления 

ловушек, основанные на одном или нескольких поведениях [66–68]. 

В определенном смысле реактивные методы аналогичны методу искусственного по-

тенциального поля. Однако первые имитируют человеческое поведение, в то время как 

метод искусственного потенциального поля строится из других соображений. 

Различные типы поведения можно соединять с помощью методов нечеткой логики. 

Нечеткое множество характеризуется некоторой функцией (называемой функцией при-

надлежности), которая отражает степень принадлежности элемента множеству. Функция 

принадлежности может принимать значения от 1 («полностью принадлежит») до 0 («пол-

ностью не принадлежит») [69]. Нечеткие множества могут использоваться для координа-

ции связи нескольких типов поведения [67]. Нечеткая логика также может использоваться 

для реализации отдельного типа поведения. Например, с помощью нечеткой логики мож-

но строить маневры летательного аппарата для ухода от столкновений на основе инфор-

мации, поступающей с передней камеры [70]. 

Интеграция нескольких методов и локальные методы 

Если общая информация об окружающей среде известна и неизменна, задача плани-

рования пути может быть решена заблаговременно (оффлайн). В этом случае не надо за-

ботиться о времени расчета и вычислительной сложности задачи. При изменяющей (ди-

намической) окружающей среде метод планирования пути должен иметь способность 

планирования пути «на лету» (онлайн) на базе оперативно поступающей информации и 

динамической модели окружающей среды. Это накладывает жесткие требования на ис-

пользуемые вычислительные ресурсы (вычислительная мощность системы и время расче-

тов). . 

Современный алгоритм планирования пути должен в себе интегрировать преимуще-

ства различных существующих методов и быть свободен от недостатков отдельных мето-

дов. Такой результат может быть достигнут как результат соответствующего исследова-

ния. Например, важно сочетать глобальные и локальные методы. Тогда глобальный метод 

позволит планировать глобальный путь на основе глобальной информации об окружаю-

щей среде, а локальные методы позволят роботу избегать столкновений с препятствиями, 

которые не были обнаружены заранее или они являются подвижными, так что их текущее 

положение не может быть установлено заранее. 

Методы планирования, описанные выше, в основном предназначены для глобально-

го планирования. Эти алгоритмы необходимо дополнять алгоритмами локального плани-

рования, ориентированными на обход препятствий или других движущихся объектов. К 

локальным методам относится описанный выше метод потенциальных полей. Другой ло-
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кальный метод , так называемый Bug-алгоритм — один из самых ранних алгоритмов об-

хода препятствий, по которому от источника к месту назначения планируется прямой путь 

до тех пор, пока объект не сталкивается с препятствием. 

Входной информацией Bug-алгоритма является только локальная информация об 

окружающей среде и информация о цели. Алгоритм реализует два режима движения: «пе-

реход к цели» и «обход препятствий». Различные версии алгоритма различаются способом 

обхода препятствий. Опишем некоторые варианты Bug-алгоритма. 

Алгоритм Bug 1 [71] (рис.6а) 

1. Движение в направлении цели; 

2. Если встречено препятствие, происходит огибание его до тех пор, пока робот не  

выйдет в точку, ближайшую к цели; 

3. Продолжение движения к цели. 

 

Рис.6. Bug-алгоритмы: а — Bug 1; б — Bug 2; в — Distbug 

 

Алгоритм Bug 2 [73] (рис.6б) 

1. Движение в направлении цели, фиксируется наклон прямой; 

2. Если встречено препятствие, происходит огибание его до тех пор, пока текущий  

наклон прямой (от текущего положения до цели) не совпадет с зафиксированным  

наклоном; 

3. Продолжение движения к цели. 

На рис.6в представлена траектория, построенная с помощью алгоритма Distbug [73]. 

В нем для определения момента ухода от препятствия используется структуры данных, в 

которых хранится некоторая дополнительная информация. 

На основе алгоритмов Bug 1 и Bug 2 появилось много вариантов Bug-алгоритма [71, 

72]. В [68, 73] приведены различные варианты Bug-алгоритма и проведено их сравнение. 

Bug-алгоритмы относятся к классу  реактивных и используются для перемещения роботов 

в окружающей среде, которая постоянно меняется и которую невозможно полностью мо-

делировать. 

Разные алгоритмы могут соединяться в самых разных сочетаниях. Так, в [74] ис-

пользован муравьиный алгоритм для поиска оптимального пути, а для подбора парамет-

ров муравьиного алгоритма использован алгоритм роя частиц. Другой тип соединения –– 

внедрение. В [75] клеточная декомпозиция окружающей среды с несколькими разреше-
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ниями использована для построения целевой функции оптимизационной задачи, в которой 

таким образом удается учесть динамические и кинематические ограничения. 

Метод гладкого пути 

Гладкий маршрут является необходимым условием для достижения точного отсле-

живания пути, как в случае наземного робота, так и в случае БПЛА. 

Функция гладкая, если она в рассматриваемой области имеет производные всех по-

рядков до некоторого значения. Параметрическая кривая гладкая, если она представлена 

гладкими функциями. Для описания степени гладкости кривой используют символ   , 

означающий, что функции, представляющие кривую, имеют непрерывные производные 

до порядка   включительно.  

Путь робота к цели часто строится из нескольких кривых. Для обеспечения необхо-

димой гладкости такого пути следует уделять большое внимание точкам сопряжения со-

седних кривых.  

Построенный путь должен удовлетворять ограничениям, накладываемым на неголо-

номную систему. Робот не может изменять скорость мгновенно. Колесный робот обычно 

не может двигаться в боковом направлении без проскальзывания, угол поворота передних 

колес и скорость их вращения также ограничены.  

Эти требования означают, в частности, что путь должен быть гладкой кривой класса 

  . Есть и другие ограничения, например, непрерывность кривизны кривой. Такое требо-

вание равносильно гладкости кривой класса   . На кривизну пути могут накладываться 

дополнительные ограничения: ограниченный диапазон изменения к  к          , от-

сутствие участков нулевой кривизны и т.п.  

Для учета указанных ограничений нужны специальные методы. Можно улучшать 

форму аппроксимирующей кривой путем изменения опорных точек. Подход, в котором 

изменение опорных точек основано на минимизации определенных критериев, называется 

фейринг (fairing). Можно выделить две группы: локальный фейринг и глобальный [76]. 

Первоначальный этап планирования часто заканчивается построением ломаной ли-

нии, которая упрощает планирование, но не отвечает условиям гладкости и другим огра-

ничениям. Ломаная является исходной основой для построения точного маршрута, отве-

чающего всем требованиям. Этот процесс называется сглаживанием. 

Основой для построения гладкого пути может быть не ломаная, а «канал» или «ко-

ридор», который выбирают так, что в нём нет препятствий. Тогда гладкий путь можно 

строить внутри канала и он пройдет без столкновений с препятствиями. Например, в [77] 

используется узкая кусочно-линейная оболочка, в которой должен располагаться В-

сплайн. В [78] канал для сплайна конструируется из ячеек сетки, полученной при клеточ-

ной декомпозиции окружающей среды. 

Перед процедурой сглаживания полезно применять алгоритмы редукции, направ-

ленные на сокращение количества опорных точек. Простейший алгоритм редукции осно-

ван на следующей идее [9]: в определенном порядке проверяются пары опорных точек, 
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пересекается ли отрезок, их соединяющий, с препятствиями. Если пересечений нет, из 

маршрута можно удалить все опорные точки между двумя выбранными. Алгоритм прост в 

применении и может значительно сократить количество звеньев маршрута, особенно если 

окружающая среда не слишком сложная. 

Можно указать следующие подходы к задаче сглаживания пути (рис. 7). 

1. Корректировка опорных точек. Метод состоит в том, что заданные опорные точки 

сдвигаются так, чтобы обеспечить требуемые ограничения и гладкость. Процедура при-

меняется итерационно. В статье [79] корректировка опорных точек сводится к задаче 

квадратичного программирования, которая формулируется на основе ограничений глад-

кости и информации о препятствиях. В статье [80] на основе метода потенциала, строится 

целевой функционал, который зависит от положения опорных точек, а далее решается за-

дача минимизации. 

2. Сглаживание ломаных в сочленениях. При этом подходе ломаная линия корректи-

руется только в окрестностях ее вершин. Если исходная ломаная не имеет пересечений с 

препятствиями, то сглаженную кривую надо проверять на пересечения только в окрестно-

стях опорных точек. Метод сглаживания можно выбрать так, что будет легко контролиро-

вать не только пересечения с препятствиями, но и характер изменения кривизны. Наибо-

лее распространенным является метод «отрезок – дуга» [81], в котором для сглаживания 

углов ломаной используется дуга окружности. Недостатком этого простого метода явля-

ется то, что в точках сочленения отрезков и дуг окружностей кривизна имеет разрыв. Что-

бы избежать этой проблемы, надо для сглаживания углов использовать кривые перемен-

ной кривизны, которая плавно меняется от нулевой до некоторой максимальной. Для этой 

цели применяют полярные полиномы [82], декартовых полиномы, клотоиды (clothoid) 

[83], сплайны, например кривые Безье [84], или В-сплайны [85, 86]. 

 

Рис.7. Методы сглаживания пути 

 

Рассмотрим подробнее методы для сглаживания углов ломаной. 

Метод Dubins. Один из вариантов метода «отрезок – дуга» — это метод Dubins. 

Этот метод сглаживания состоит в замене прилегающих к углу ломаной частей отрезков 

дугой окружности (рис. 8). Отметим, что, хотя путь по методу Dubins сглаживается, кри-

визна этого пути является разрывной, разрывы возникают в точке точках соединения от-

резков и дуг окружностей. 
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Рис.8. Сглаживание ломаной по методу Dubins: а — ломаная и сглаженная кривая; б — изменении 

кривизны вдоль сглаженной кривой 

 

Обозначим через   ,   ,    три подряд идущие вершины ломаной, причем    обо-

значает вершину, угол в которой подлежит сглаживанию. Через d обозначаем расстояние 

от вершины угла    до крайней точки дуги окружности. 

Положим         ,         . Это векторы, направленные по звеньям лома-

ной от вершины   . Рассмотрим их нормированные варианты:   
  

  

    
,   

  
  

    
. Поло-

жим   
 

 
   

    
  ,        . Радиус   дуги окружности можно вычислить по фор-

муле   
   

 
, угол между векторами    и    — по формуле           или          . 

Для получения дуги окружности введем вспомогательный двумерный базис   ,   . Вектор 

   направлен по вектору   , а вектор    расположен в плоскости векторов   ,    и направ-

лен в ту же сторону, что и вектор   . Для этого вычисляем  

     
 ,       

     
        ,    

   

     
. 

В базисе   ,    дуга окружности задается вектор-функцией 

      
       
       

  

Формула дуги окружности пересчета в исходный базис получается  

            
  
  
  

Метод полярных многочленов. Для преодоления проблемы с разрывом кривизны 

пути можно использовать другие кривые, например, полярные многочлены, т. е. много-

члены, связывающие полярные координаты: 

                
     

     
  (1) 

Полярная система координат задается следующим образом: начало системы коорди-

нат помещается в точку центра   сглаживающей окружности, а начальная ось совмещает-

ся с каким-либо радиусом окружности. Полярный многочлен должен соответствовать по-

ложениям начальной и конечной точек (точек касания линий и окружности с радиусом r и 

центральный угол  ). Условия ограничения для соединения следующие: 
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  (2) 

В результате по формулам (1) и (2) получаем следующее представление полярного 

многочлена: 

          
  

 
 

  

 
 

  

      (3) 

При       используют кусочно-полярные многочлены, состоящие из трех частей:  

           полярный многочлен; 

           дуга окружности; 

          симметричный полярный многочлен. 

В первой части (    ~  ) рассчитываем многочлен (1) с условиями 

 

             

         
 

  
   

  

Получаем 

          
  

 
 

  

  
 

  

    
  (4) 

Многочлен для третьей части можно получить, подставив       в представле-

ние (4). 

Сравнение результатов сглаживания с помощью дуги окружности, полярного много-

члена и кусочно-полярного многочлена представлено на рис.9. 

 

Рис.9. Сглаживание пути по методу полярных многочленов: а — сглаженные кривые, полученные тремя 

методами; б — сравнение кривизны трех видов сглаженной кривой 

 

Методы на основе сплайнов. Рассмотрим некоторые методы сглаживания пути на 

основе сплайнов. 

Кубические кривые Безье. Для построения кубической кривой Безье необходимы че-

тыре контрольные точки (P0, P1, P2, P3), где P0 и P3 — конечные точки кривой. Контроль-

ные точки выбираем на звеньях ломаной (рис. 10). 
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Рис.10. C
1
 непрерывная кубическая кривая Безье 

 

Сначала находим контрольные точки [9]: 

           ,       
     

 
,            ,       

     

 
, 

где         ;         ;    — длина от    до   ;    — длина от    до   . 

Затем вычисляем кривую Безье по формуле 

            
 
      , 

где    ;         — многочлены Бернштейна. Кривизна вдоль кубической кривой Безье 

вычисляется по формуле      
             

        
. Отметим, что кривизна в точках стыковки 

имеет разрыв. 

Кривые Безье класса С
2
. Дважды непрерывно дифференцируемая кривая Безье за-

дается восемью контрольными точками (рис.11), нужно построить две кубические кривые 

Безье, чтобы получилась кривая с непрерывной кривизной [9]. 

 

Рис.11. Кривая Безье класса C
2
 

 

Первая кривая задается следующими четырьмя контрольными точками: 
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           ,            , 

           ,            . 

Вторая кривая задается остальными четырьмя контрольными точками: 

           ,            , 

           ,            . 

Здесь 

        ;           ;          ;                ; 

             ;                    ;     
 

 
;        ; 

   – длина от    до   ;    – длина от    до   ;    — единичный вектор, направленный 

вдоль вектора           .  

Для определения кривой класса С
2
 необходимо знать лишь параметр d. Если нужно 

учитывать ограничение максимальной кривизны, то  

  
          

          
  

где      – максимальная кривизна. 

Неравномерный кубический B-сплайн [87]. Чтобы сглаживание пути с помощью 

сплайна обеспечивало непрерывное изменение кривизны, необходимо не менее пяти кон-

трольных точек. Чем больше контрольных точек, тем больше степеней свободы в выборе 

формы кривой, но при этом число базовых функций для такой кривой увеличивается, так 

что возрастает вычислительная сложность. Если использовать пять контрольных точек, то 

в векторе                        можно регулировать только одну переменную. Если 

кривая сглаживания будет симметричной кривой, то        и возможностей регулиро-

вать кривую не остается. Поэтому определим                          ,      , 

        (рис.12).  

 

Рис.12. Неравномерный кубический B-сплайн 

 

Для контрольных точек формулы следующие: 

          ,              ,              , 
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          ,              ,              . 

где         ;         . Когда известно значение      минимального радиуса и   

угол между векторами     и   , можно выбрать такие параметры: 

 
 
 

 
 

               
      
      

  
 

   
 

        

             

  

Если нет ограничения на максимальный радиус поворота, параметр s можно полу-

чить из равенства: 

                                   . 

На рис.13 показано, что при одинаковых точках начала поворота (параметр d одина-

ков) кривизна в методе Dubins наименьшая, а кривизна в методе с кубической кривой Бе-

зье наибольшая. 

 

Рис.13. Сравнение методов на основе сплайна 

 

На рис.14 представлено сравнение результатов сглаживания пути и кривизны пути 

при условии, что минимальный радиус поворота одинаков. 

 

Рис.14. Сравнение методов сглаживания с помощью сплайнов 
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Заключение 

Методы на основе графов легко реализовать в компьютерном моделировании. Ос-

новные методы на основе графов предназначены для использования в статической окру-

жающей среде, хотя некоторые из них могут быть преобразованы в вид, применимый для 

динамической среды. Поскольку граф связан с опорными точками, результат в этих мето-

дах оказывается ломаной линией. Кроме того, получаемое решение не является оптималь-

ным: оно допустимое или относительно оптимальное. 

Метод потенциальных полей позволяет построить гладкий путь. Реализация метода 

относительно проста и ясна. Преимуществом метода является малое время расчета. По-

этому его часто используют при локальном планировании, когда расчеты должны выпол-

няться в режиме реального времени. Но при использовании этого метода робот может по-

пасть в точку локального минимума и в конечном счете не достичь цели. 

Оптимизационные методы имеют преимущество в том, что с помощью них можно 

учесть самые разные ограничения, например динамические или ограничения на управле-

ние. Можно также включать ограничения, направленные на  обеспечение безопасности, 

надежности и других факторов. Однако с увеличением размерности пространства состоя-

ний и области окружающей среды, с увеличением степени детализации модель быстро ус-

ложняется, что приводит в результате к замедлению процесса вычисления. Реализовать 

оптимизационные алгоритмы в режиме реального времени не всегда представляется воз-

можным. 

Методы, основанные на интеллектуальных алгоритмах, помогают решить задачу с 

очень сложными ограничениями динамики. Но самый большой недостаток – цикл плани-

рования слишком длительный, и их трудно использовать в режиме реального времени. 

Такие методы лучше всего применять при первоначальном глобальном планировании. 

Сравнение характеристик этих методов показывается в таблице.1. 

Таблица.1. Сравнительные характеристики методов планирования пути 

Методы 
Реальное 

время 

Тип окружаю-

щей среды 

Характер 

пути 
Сфера действия 

На основе графа или 

дерева 
нормально статический негладкий глобальная 

На основе клеточной 

декомпозиции  
нормально статический негладкий любая 

Метод потенциальных 

полей 
лучше любой гладкий любая 

Оптимизационные хорошо любой гладкий любая 

Интеллектуальные плохо статический негладкий глобальная 

Реактивные лучше любой гладкий любая 

Есть несколько проблем, которые необходимо решить в процессе планирования пути 

в сложной трехмерной окружающей среде с препятствиями. 

1. Моделирование комплексной окружающей среды. Основные подходы к модели-

рованию окружающей среды строятся на предположении, что препятствия являются иде-
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альными и регулярными. Однако это плохо согласуется с реальной ситуацией. Кроме того, 

важную роль играют методы трехмерной реконструкции на основе датчиков на борту, 

реализуемые в процессе движения. В практике планирования на данный момент исполь-

зуют данные радара или бортовой камеры. Но данные бортовых камер или радаров не 

очень информативны. Недостатки бортовых камер и радаров отсутствуют у лидаров. Од-

нако эта технология новая, лидары громоздки и дороги, их размещение на борту относи-

тельно небольших беспилотных аппаратов невыгодно. Методы обработки данных лидара 

также разработаны на данный момент недостаточно, что затрудняет решение задачи пла-

нирования в реальном времени. 

2. Планирование в режиме реального времени. 

Существующие методы базируются на упрощенных моделях объектов и на исполь-

зовании идеализированных предположений. Это позволяет решать задачи за приемлемое 

время, но вносит чрезмерную неопределенность в оценки окружающей среды, что снижа-

ет практическую значимость этих методов. 

3. Ограничения, связанные с динамикой, и другие ограничения. 

В задаче трехмерного планирования пути существуют довольно сложные и разно-

родные ограничения. Необходим единый простой подход, позволяющий учитывать разно-

родные ограничения. 

В данной работе описаны основные методы планирования пути в среде с препятст-

виями. Также представлены методы сглаживания пути, сформированного в виде ломаной 

линии. Методы сглаживания важны потому, что негладкие траектории движения не удов-

летворяют ограничениям по динамике и, кроме того, трудны для существующих методов 

синтеза управления. Задача планирования пути — одно из ведущих направлений в разви-

тии современной робототехники. В работе также даны некоторые оценки состояния этого 

направления исследований и возможных путей дальнейшего развития. 
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Planning the path is the most important task in the mobile robot navigation. This task in-

volves basically three aspects. First, the planned path must run from a given starting point to a 

given endpoint. Secondly, it should ensure robot’s collision-free movement. Thirdly, among all 

the possible paths that meet the first two requirements it must be, in a certain sense, optimal. 

Methods of path planning can be classified according to different characteristics. In the 

context of using intelligent technologies, they can be divided into traditional methods and heuris-

tic ones. By the nature of the environment, it is possible to divide planning methods into plan-

ning methods in a static environment and in a dynamic one (it should be noted, however, that a 

static environment is rare). Methods can also be divided according to the completeness of infor-

mation about the environment, namely methods with complete information (in this case the issue 

is a global path planning) and methods with incomplete information (usually, this refers to the 

situational awareness in the immediate vicinity of the robot, in this case it is a local path plan-

ning). Note that incomplete information about the environment can be a consequence of the 

changing environment, i.e. in a dynamic environment, there is, usually, a local path planning. 

Literature offers a great deal of methods for path planning where various heuristic tech-

niques are used, which, as a rule, result from the denotative meaning of the problem being 

solved. This review discusses the main approaches to the problem solution. Here we can distin-

guish five classes of basic methods: graph-based methods, methods based on cell decomposition, 

use of potential fields, optimization methods, фтв methods based on intelligent technologies. 

Many methods of path planning, as a result, give a chain of reference points (waypoints) 

connecting the beginning and end of the path. This should be seen as an intermediate result. The 

problem to route the reference points along the constructed chain arises. It is called the task of 

smoothing the path, and the review addresses this problem as well. 
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