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Предложена математическая модель процесса формирования температурного поля в 

анизотропном полупространстве, граница которого движется по линейному закону и 

подвержена локальному импульсно-периодическому тепловому воздействию в условиях 

теплообмена с внешней средой. Показано, что в подвижной системе координат температурное 

поле представляет собой сумму двух независимых аддитивных составляющих. С применением 

интегрального преобразования Лапласа найдено аналитическое решение для первой из 

аддитивных составляющих температурного поля, формируемого за счет различия начальной 

температуры полупространства и температуры внешней среды.   Идентифицирована вторая 

аддитивная составляющая температурного поля, формируемого за счет воздействия 

импульсно-периодического теплового потока на внешнюю поверхность анизотропного 

полупространства при совпадении его начальной температуры с температурой внешней среды. 

С применением композиции двумерного экспоненциального интегрального преобразования 

Фурье и интегрального преобразования Лапласа в аналитически замкнутом виде найдено 

решение для второй аддитивной составляющей температурного поля. Полученные результаты 

подтверждают обнаруженный ранее эффект «сноса» температурного поля в анизотропном 

материале с анизотропией свойств общего вида. 

Ключевые слова: анизотропное полупространство с подвижной границей, теплообмен с 

внешней средой, локальный импульсно-периодический нагрев, температурное поле, 

интегральные преобразования 

 

Введение 

Заметное повышение интереса к аналитическим методам исследований в математи-

ческой теории теплопроводности твердых тел [1-3] инициировано различными причина-

ми, среди которых, как наиболее значимых, следует выделить широкое внедрение в инже-

нерную практику вычислительной техники, методов математического моделирования и 
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анизотропных материалов различного происхождения. В настоящее время в математиче-

ской теории теплопроводности твердых тел «анизотропный раздел» [3,4] занимает особое 

положение, обусловленное как спецификой используемых в нем математических моделей, 

так и объективной необходимостью разработки принципиально новых высокопроизводи-

тельных и абсолютно устойчивых вычислительных методов [4-6], ориентированных на 

решение реальных, практически важных инженерных задач. 

Спектр практического использования решений задач математической теории тепло-

проводности, представленных в аналитически замкнутом виде, достаточно широк. В част-

ности, подобные решения используют для тестирования новых вычислительных алгорит-

мов, а сами задачи, порождающие эти решения, называют тестовыми задачами. И если в 

традиционных разделах математической теории теплопроводности множество тестовых 

задач весьма обширно [1-3, 7] то тестовые задачи «анизотропной теплопроводности» в об-

ластях с неподвижными и движущимися границами весьма немногочисленны [4, 8-14].  

Основная цель проведенных исследований – решение задачи об определении темпе-

ратурного поля анизотропного полупространства, граница которого перемещается по ли-

нейному закону и подвержена локальному импульсно-периодическому тепловому воздей-

ствию в условиях теплообмена с внешней средой. 

1. Исходные допущения и математическая модель 

Для достижения поставленной цели, при построении исходной математической мо-

дели  процесса формирования температурного поля 1 2 3( , , , )T x x x t  объекта исследований в 

фиксированной декартовой системе координат 1 2 3Ox x x  предполагалось, что: 

1) объект исследований имитируется анизотропным полупространством с подвиж-

ной границей, закон движения которой известен и задан линейным уравнением 2x t  , 

где скорость движения v   является положительной постоянной величиной; 

2) в начальный момент времени 0t   температура в любой точке объекта исследова-

ний равна величине 0 constT   ; 

3) внешняя поверхность границы объекта исследований находится как под воздейст-

вием внешней среды, обладающей постоянной температурной 0cT T  , так и внешнего те-

плового потока с плотностью мощности 1 3( , , )q x x t ; 

4) теплообмен в системе «внешняя среда – объект исследований» реализуется по за-

кону Ньютона с постоянным коэффициентом теплоотдачи    [2]; 

5) внешний тепловой поток 1 3( , , )q x x t обладает стационарной интенсивностью 

1 3( , )q x x и функционирует в импульсно-периодическом режиме, определяемым функцией 

 2

0

( ) ( ) ( ) ( ( 1) )
k

q t f t kh J t kh J t k h




      , 

т.е. 

1 3 1 1 3 2( , , ) ( , ) ( )q x x t q x x q t , 
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где скалярная функция ( )f t  моделирует профиль единичного импульса длительности h , а 

1, 0;
( )

0, 0;
t

J t
t





 

— единичная функция Хевисайда [2]; 

6) при любых фиксированных значениях временного переменного 0t   функция 

1 3( , , )q x x t , как скалярная функция пространственных переменных 1 3,x x , интегрируема с 

квадратом в 2Ў , т.е.: 

2 2 2 2

1 3 1 1 3( 0)
( , , ) ( ) ( , ) ( );

t
q x x t L q x x L


  Ў Ў  

7) при любых фиксированных значениях пространственных переменных 1 3,x x , пред-

ставленных вектором  2

1 3, ,x x

Ў  функция 1 3( , , )q x x t как скалярная функция временного 

переменного t  , является оригиналом интегрального преобразования Лапласа [2, 15], т.е. 

      2
1 3

1 3 2,
( , , ) 0, ( ) 0, .t tx x
q x x t L q t L


    

Ў
 

С учетом исходных предположений, представленных выше, и при использовании 

следующих обозначений: 

0

0

T T

T



 ;     0

0

cT T

T



 ;     1xx

l
 ;     2xy

l
 ;     3xz

l
 ; 

22

2
Fo

t

c l




 ;     

22

ij

ij





 ;     

22

c l
V v




 ;     

22

Bi
l


 ; 

1
1

22 0

q l
Q

T
 ;     22

2

t
H

c l




 , 

где l— используемая единица масштаба пространственных переменных; 
ij ji   — ком-

понента тензора теплопроводности анизотропного материала; c  и   — его удельная мас-

совая теплоемкость и плотность соответственно, можно утверждать, что функция 

( , , , Fо)x y z , определяющая искомое температурное поле объекта исследований, удовле-

творяет однородному линейному дифференциальному уравнению в частных производных 

второго порядка параболического типа [3,4]. 

 
2 2 2 2 2 2

11 12 13 23 332 2 2
2 2 2

Fо x x y x z y y z z

      
    

      
     

         
, (1) 

где ,x zЎ ,  Fоy V ,  Fо 0 , нулевому начальному условию 

 
Fо 0

( , , z,Fо) 0x y

  (2) 

и специфическому краевому условию при [4,16] на подвижной границе: 

  12 23 1 2Fо

Fо

Bi ( , ) (Fо),c y V

y V

Q x z Q
x y z

  
   





   
      

   
 (3) 
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наличие которого обуславливает проблематичность корректного задания класса функций, 

которому принадлежит ( , , ,Fо),x y z  что обычно ассоциируется с заданием краевого усло-

вия при 2 2x y z    при замыкании  математической модели (1)–(3) [2,3]. 

С учетом специфики внешнего теплового потока, функционирующего в импульcно-

периодическом режиме, для преодоления возникших трудностей переходим в подвижную 

систему координат:  

 ( Fо) ( Fо),Y y V      (4) 

предполагаем наличие у искомого температурного поля аддитивной структуры с двумя 

независимыми составляющими: 

 1 2( , , , ) ( , ) ( , , , )x Y z Y x Y z        (5) 

и требуем, чтобы функция 1( , )Y   являлась решением следующей смешанной задачи для 

уравнения в частных производных второго порядка параболического типа: 

 

 

 

2

1 1 1

2

1

1
1 0

0

2

1 ( 0)

1 (Y 0)

, 0, 0;

( ,0) 0;

Bi( ) ;

( , ) 0, ;

( , ) 0, .

c Y
Y

V Y
Y Y

Y

Y

Y L

Y L





  







 

 

 








  
   

  




  



 

 

 (6) 

В этом случае, согласно (1)–(6), функция 2 ( , , , )x Y z   удовлетворяет модифициро-

ванному уравнению (1), нулевому начальному условию (2), модифицированному краево-

му условию (3) и требованиям ее принадлежности к классу функций 2 2( )L Ў  по совокупно-

сти пространственных переменных ,x z , классу функций  2 0,L   по пространственному 

переменному Y  и классу функций-оригиналов интегрального преобразования Лапласа 

 0,L   по временному переменному  , т.е. 

 

2 2 2 2

2 2 2 2 2
11 12 132 2

2 2

2 2
33 33 2

2

2 2 2
12 23 2 1 2

0

2 2

2 ( 0) ( 0)

2

2 2

2 , , , 0, 0;

( , , ,0) 0;

Bi ( , ) ( );

( , , , ) ( );

( , ,

Y

Y

V
x x Y x z Y Y

x z Y
Y z z

x y z

Q x z Q
x Y z

x Y z L

x Y z



  

    
     

       

 
    

  



   
        



Ў

Ў


    
  



 
  



  
   

 

 2

2

2

([ , ] ) ( 0)

2 ([ , ] ) (Y 0)

2 2

1 2

, ) [0, );

( , , , ) [0, );

( , ) ( ), ( ) [0, ).

x z

x z

L

x Y z L

Q x z L Q L





  

  

 

 

  

Ў

Ў

Ў









 



 (7) 
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Таким образом, в подвижной системе координат (4) функции 1( , )Y   и 2 (x, , z, )Y  , 

определяемые математическими моделями (6) и (7) соответственно, описывают процессы 

формирования двух различных температурных полей в полупространстве при наличии 

конвективного прямолинейно-параллельного теплопереноса [17] в направлении внешней 

нормали к ограничивающей плоскости. Функция 1( , )Y   описывает процесс формирова-

ния температурного поля изотропного полупространства в условиях теплообмена с внеш-

ней средой, обладающей температурой, отличной от начальной температуры объекта ис-

следований, а функция 2 (x, , z, )Y   описывает процесс формирования температурного по-

ля анизотропного полупространства, граница которого находится под воздействием теп-

лового потока в условиях теплообмена с внешней средой, температура которой совпадает 

с начальной температурой объекта исследований. 

2. Температурное поле. Аддитивная составляющая 1( , )Y   

Согласно условиям, представленным в математической модели (6), аддитивная со-

ставляющая 1( , )Y  искомого температурного поля, как скалярная функция временного 

переменного  , является оригиналом интегрального преобразования Лапласа, задаваемого 

парой линейных интегральных операторов [2,3]: 

  
0

exp( Fо) FоL s d



 g g ;      1 1
exp( Fо) .

2

i

i

L s ds
i






 



 

 g g  (8) 

где i  — мнимая единица [2]. 

С учетом сказанного выше полагаем 

 
1 1( , ) [ ( , )],A Y s L Y @  (9) 

применяем  к математической модели (6) оператор [ ]L g  интегрального преобразования 

Лапласа (8) и с учетом его стандартных свойств [2] приходим к краевой задаче для опре-

деления изображения 1( , )A Y s  аддитивной составляющей 1( , )Y   искомого температурно-

го поля: 

 

2

1 1
12

1
1

0

2

1 ( )

0, 0;

Bi
Bi ;

( , ) 0, ,

c

Y

s

d A dA
V sA Y

dY dY

dA
A

dY s

A Y s L







   

 
   

 

 
Ј

 

решение которой может быть найдено с использованием стандартных методов [18] и 

представлено в следующем виде: 

 
  

 

2

1
2

exp 2 4)
( , ) Bi .

Bi 2 4

Y V s V
A Y

s V s V


  


  
 (10) 
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Для завершения процедуры идентификации функции 1( , )Y  достаточно воспользо-

ваться равенствами (9) и (10), свойством линейности оператора  1L g обращения инте-

грального преобразования Лапласа (8) и известным соотношением «изображение – ориги-

нал» [19]: 

1

Bi 1
( , ) exp( )erfc erfc

2(Bi ) 22 2
c

Y V Y V
Y VY

V

 
  

 

     
       

    
 

  
Bi 2

exp Bi[ (Bi ) ] erfc (Bi 2)
Bi 2

V Y
Y V V

V
 



  
       

,  0Y  ,   0   (11) 

где erfc( )g  — дополнительная функция ошибок Гаусса [2]. 

3. Аддитивная составляющая 2 (x, , z, )Y   

Согласно условиям, представленным в математической модели (7), функция 

2 (x, , z, )Y  , определяющая вторую аддитивную составляющую искомого температурного 

поля, как скалярная функция пространственных переменных x  и z , является оригиналом 

двумерного экспоненциального интегрального преобразования Фурье, задаваемого парой 

линейных интегральных операторов [20]: 

   exp( ) ;ipx irz dxdz

 

 

    g g     1

2

1
exp( ) ,

(2 )
ipx irz dpdr



 



 

   g g  (12) 

а как скалярная функция временного переменного   — оригиналом интегрального преоб-

разования Лапласа (8). Кроме того, согласно (7), функции 1( , )Q x z  и 2 ( )Q  являются ори-

гиналами интегральных преобразований (12) и (8) соответственно. 

С учетом сказанного выше, полагаем: 

 
   

   
2 2

1 1 2 2

( , , , ) ( , , , ) ; ( , , , ) ( , , , ) ;

g ( , ) ( , ) ; g ( ) ( ) ,

B p Y r x Y z A p Y r s L B p Y r

p r Q x z s L Q





@ @

@ @

   


 (13) 

и к математической модели (7) последовательно применяем операторы [ ] g  и [ ]L g  инте-

гральных преобразований (12) и (8) соответственно с использованием их стандартных 

свойств [2, 20]. В результате приходим к краевой задаче для определения функции 

2 (x, , , )Y z   в пространстве изображений композиции двумерного экспоненциального ин-

тегрального преобразования Фурье (12) и интегрального преобразования Лапласа (8): 
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При этом, согласно (13), исходным допущениям относительно внешнего теплового 

потока, используемым обозначениям, свойству линейности оператора [ ]L g  интегрального 

преобразования Лапласа (8) и теоремы запаздывания [2] имеем 

   ( ) ( )[ ( ) ( )] ( ) [ ( )]f f J J H F s L f        @ @  

 2

0

( ) ( ) ( ) ( )
k

g s L f kH J kH J kH H  




 
        

 
  

 
0

( )
( )exp( )

1 exp( )k

F s
F s skH

sH





  
 

 . (15) 

Решение краевой задачи (14) находим стандартными методами и с учетом (15) пред-

ставляем в следующем виде: 

 

 

 

2 1 12 23

0

( , , , ) ( , )exp [ ( ) 2] ( , , , );

( )
( , , , ) exp ( , , ) ,
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





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  
 


 (16) 

где комплексная функция 

 2

12 23( , , ) ( , ) 4 ( )p r s p r V i p r s         (17) 

содержит квадратичную форму  

 2 2 2 2

11 12 13 12 23 33 23( , ) ( ) 2( ) ( ) ,p r p pr r              (18) 

в положительной определенности которой можно убедиться непосредственно с использо-

ванием свойств тензора теплопроводности второго ранга [4] и критерия Сильвестра [21], 

предварительно вернувшись к размерным обозначениям. 

Для реализации перехода из пространства изображений композиции использованных 

интегральных преобразований (8), (12) в пространстве изображений двумерного экспо-

ненциального интегрального преобразования Фурье (12) воспользуемся равенствами (13), 

(15)–(18), линейным оператором 1[ ]L g  обращения интегрального преобразования Лапла-

са, теоремой смещения, теоремой о свертке и известным соотношением «изображение — 

оригинал» [2], в результате чего находим: 
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   
22(Bi 2)
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2

Y V
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




  
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 
 (19) 

Равенства (19), (18) и (13) полностью определяют функцию 2 (x, , , )Y z    в простран-

стве изображений двумерного экспоненциального интегрального преобразования Фурье 
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(12). Для завершения процедуры решения исходной задачи об определении температурно-

го поля 2 (x, , , )Y z  в подвижной системе координат (4) достаточно воспользоваться опе-

ратором  1 g  обращения интегрального преобразования Фурье (12) и теоремой о сверт-

ке для него [20], предварительно идентифицировав оригинал 

 

     12 232

1
exp ( , ) ( ) ( ) .

(2 )
p r i x Y p i z Y r dpdr     



 

 

            (20) 

При этом, для получения обозримых результатов, пригодных для практической реа-

лизации, целесообразно воспользоваться положительно определенной квадратичной фор-

мой ( , )p r , заданной равенством (18), которая путем применения невырожденного орто-

гонального преобразования с матрицей 
2 2( )ij M 

    Ў  может быть приведена к канони-

ческому виду [14] с положительными коэффициентами 1  и 2  при квадратах новых пе-

ременных.  

С учетом сказанного выше в двойном интеграле в правой части тождества (20) реа-

лизуем замену переменных с ортогональной матрицей 
ij

    и, с учетом существующей 

связи экспоненциального интегрального преобразования Фурье с интегральным косинус 

преобразованием Фурье, воспользуемся соответствующими таблицами «изображение – 

оригинал» [22]. Таким образом, приходим к следующему представлению оригинала
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 (21) 

и, с учетом (13), (19), (15), (21) и теореме о свертке для двумерного экспоненциального 

преобразования Фурье [20], получаем: 
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 

 

 
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 
    ,  2,x zЎ ,  0Y  ,  0 . (22) 

Следует заметить, что конкретизация функций 1( , )Q x z  и ( )f  , определяющих ин-

тенсивность внешнего теплового потока и временной профиль его единичного импульса 

соответственно, может сопровождаться значимым упрощением аналитического выраже-

ния для аддитивной составляющей 2 ( , , , )x Y z   искомого температурного поля, которая в 

 1

12 23( , , , ) exp ( , ) ( )( )G x Y p p r i p r Y              @
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общем случае представлена равенствами (22) и (21). В частности, если внешний тепловой 

поток имеет интенсивность гауссовского типа с определяющими параметрами 0Q , 2K , т.е. 

 2 2 2 2

1 0( , ) ( )exp ( ) ,Q x z Q K K x z    

а временной профиль единичного импульса задан следующим равенством: 

 1, (0, 2);
( ) ( ) ( 2)

0, ( 2, ),
H

f J J H
H H


  




   


 (23) 

то в этом случае имеем [20,22]: 
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и согласно (18), (23) 

    1( , )exp ( , ) exp ( , , ) ,g p r p r p r       (24) 

где квадратичная форма  

 2 2 2 2

11 12 13 12 23 33 232 2

1 1
( , , ) ( ) 2( ) ( )

4 4
p r p pr r

K K

   
            

   
@           (25) 

положительно определена, что проверяется непосредственно с учетом положительной оп-

ределенности квадратичной формы ( , ).p r Для получения окончательного результата в 

рассматриваемой ситуации достаточно воспользоваться равенствами (19), (24), (25) и по-

вторить рассуждения, проведенные при получении равенства (21) с той лишь разницей, 

что в данном случае элементы  ij  матрицы используемого ортогонального преобразо-

вания являются функциями аргумента    , равно как и коэффициенты  i  при квадратах 

новых переменных квадратичной формы ( , , )p r   . С учетом сказанного выше приходим 

к следующему представлению второй аддитивной составляющей искомого температурно-

го поля: 
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где функции ( )f   и ( , )Y     определены равенствами (23) и (19) соответственно, а 
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Заключение 

Температурное поле анизотропного полупространства, подвижная граница которого 

находится под воздействием как внешнего теплового потока, функционирующего в им-

пульсно-периодическом режиме, так и внешней среды, обладающей постоянной темпера-

турой, полностью определено равенствами (4), (5), (11), (22), (15), (21). В подвижной сис-

теме координат искомое температурное поле объекта исследований представляет собой 

аддитивную композицию двух независимых температурных полей в полупространстве 

при наличии в нем конвективного прямолинейно-параллельного теплопереноса в направ-

лении внешней нормали к ограничивающей плоскости.  

Первая аддитивная составляющая искомого температурного поля объекта исследо-

ваний — температурное поле изотропного полупространства в условиях теплообмена с 

внешней средой, обладающей температурой, отличной от начальной температуры объекта 

исследований. Вторая аддитивная составляющая искомого температурного поля объекта 

исследований — температурное поле анизотропного полупространства, граница которого 

находится под воздействием внешнего теплового потока в условиях теплообмена с внеш-

ней средой, температура которой совпадает с начальной температурой объекта исследова-

ний. 
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A noticeably raising interest in analytical research methods in the mathematical theory of 

the thermal conductivity of solids [1-3] was initiated by various causes, among which, as the 

most significant, special mention should go to the widespread practical engineering application 

of computer technology, mathematical modelling techniques and anisotropic materials of various 

origin. At present, the "anisotropic section" [3, 4] holds a most unique position in the mathemati-

cal theory of the thermal conductivity of solids, due both to the specificity of the mathematical 

models used in it, and to the fair-minded development need in fundamentally new high-

performance and absolutely stable computational methods [4-6] to solve real, practically impor-

tant engineering tasks. 

The spectrum of practical use of solutions to problems of the mathematical theory of the 

thermal conductivity, presented in an analytically closed form, is quite wide. In particular, such 

solutions are used to test new computational algorithms, and the problems generating these solu-

tions are called test problems. And if in the traditional sections of the mathematical theory of the 

thermal conductivity a set of test problems is very extensive [1-3, 7], then test problems of the 

"anisotropic thermal conductivity" in regions with fixed and moving boundaries are inconsider-

able in number [4, 8-14]. 

The main objective of the research is to solve the problem of determining the temperature 

field of an anisotropic half-space, the boundary of which moves linearly and is subject to local 

pulse-periodic thermal action under conditions of heat exchange with the external environment. 
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