
統計数理（1994）

第42巻第2号297－313

原点未知の3母数対数正規分布について

       統計数理研究所金藤浩司

         広島大学‡岩瀬男盛

（1993年12月 受付）

 1．はじめに

 本稿は，計量生物学での生存時間や信頼性工学での故障時間の解析に於て用いられる分布の

1つである対数正規分布の3母数化について述べている．ここで定義する3母数対数正規分布

は岩瀬・瀬戸（1990），岩瀬・平野（1990），Seto et aL（1992）が定義した2母数対数正規分布

を拡張し，1つの無名数の母数を導入し，これまでの定義とは異なる原点（分布の立上り点）の

導入を行っている．通常，2母数対数正規分布は，原点が零で歪度が正の値を取る分布である．

この分布についての研究はCrow and Shimizu（1988）によって詳しくまとめられている．

 対数正規分布の3母数化を無名数の母数を導入することで実現し，この分布を用いて単位を

持つ事象を解析した．この無名数の母数は，単位の異なるデータ間に於て比較できる．本稿で

定義する3母数対数正規分布では，単位を持つものに対して対数変換および指数変換を行って

いない．また，歪度が負の値を取る標本分布に対しても適用できる．

 本稿は，Iwase and Kanefuji（1994）の概要であるが、多くの数値計算の結果を新たに加え
た．

2．対数正規分布

2．1対数正規分布の従来の定義

対数正規分布は歴史的には次の様に定義されてきた．確率変数Xに対して，それを対数変換

したものが平均β，分散γ2の正規分布に従うならば，確率変数Xは2母数対数正規分布に従
う．

             1og X～jV（β，γ2），    O＜X＜∞．

また，確率変数X一αが2母数対数正規分布に従うならば，3母数対数正規分布は，

 （2．1a）                1og（X一α）～jV（β，γ2），    α＜X＜∞

と定義されてきた．同様に，確率変数α一Xが2母数対数正規分布に従うならば，

 （2．1b）              1og（α＿X）～M（β，γ2），    ＿∞＜X＜α

となる3母数対数正規分布も定義できる．ここで，αは原点（分布の立上り点）を表す母数であ

る．また，ガンマ分布およびワイブル分布に於てもこの様な3母数化が行われている．

統計解析に於て解析者は，特定の医学的処置に対する生存時間や工業製品の故障時間といっ
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た単位（例えば，時間や回数など）を持つ事象に対して，本研究で対象とする様な分布を用いて

解析を始める場合がある．従来の対数正規分布では，αの単位はXの単位と等しいことを

（2．ユa）は表している．同様に，（2．1a）から1ogXの単位はβの単位に等しく，平均と標準偏差

の単位は等しいことより，1og（X一α）の単位はγの単位に等しい．一方，（2．1a）は，1og（（X

一α）／exp（β））～M（0，γ2）と書き直せる．これにより，exp（β）の単位はXの単位に等しく，かつ

1og（（X一α）／exp（β））は単位を持たない（無名数）ことを意味する．故に，γは1og（（X一

α）／exp（β））の標準偏差なので，γは単位を持たないことになる．従って従来の定義では，γは

単位を持っ結論が得られ，かつγは単位を持たない結論が得られる．

 2．2対数正規分布の新しい定義

 2．1節の解釈によって生じる矛盾を避け，母数の役割が容易に分かるような表現を採用するべ

きであるという観点から，岩瀬・瀬戸（1990），岩瀬・平野（1990），Seto eta1．（1992）は，2母

数対数正規分布を，

÷1・・（チ）一肌・），
0＜X＜∞

と定義した．ここで，O＜μ＜∞，O＜o＜∞であり，母数μは確率変数Xの母中央値である．確

率変数Xが，この2母数対数正規分布に従うことを，彼等はX～LM（μ，o2）と表記した．

Iwase and Kanefuji（1994）は，この定義を拡張し3母数対数正規分布を定義し，以下で述

べる定理を導いた．原点が未知の対数正規分布に従う確率変数Xを，

（2．2） ÷1・・（・・／X…μ）一州・）， …（／）・！X一（μ一号）1・・

と定義する．1ogは自然対数とする．ここで，一∞＜μ＜∞，0＜σ＜∞，0＜1λ1，であり，sgn（λ）

はλの符号を表す．また，（2．2）式で定義される確率変数Xの分布を，

                 X～LMλ（μ，σ2）

と表記する．（2．2）は（2．1a，b）をまとめて捉えるように工夫したとも捉えることができる．

定理1．X～LMλ（μ，σ2）ならば，任意の実数αおよびゐ（≠O）に対して，

                                  σ一
    γ一千一・刈！1α・（冊釧／）・／トμ一円・・

が成り立つ．

 定理2．

          肌灯二㍍千kμ＜町

上記の定理での正規分布への矢印（一）1111舳11・・（・・／X…μ）T／－X言μの意味であ

る．

定理3．X～工州（μ，σ2）ならば，

     Median［X］＝μ，
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（・．・）  亙［X1一（μ一号）・号…！÷／・1一（原点）・号…1÷／・／，

          …［・・／X；μ1一（…／／・／一・）…／／2／，

                2（・・）  V・・［X1一景（…／λ2／一・）…／λ2／，

           他一歪度一五脂搬）3］

            一。。。（λ）・（。。。で〉・／－1）1／・（。。。／λ・／＋2）

が成り立つ．

 また，修正された変動係数Cγを，

                  Cγ一河呵
                     珂X1一原点

とする．

 定理3から，

            卿一…i・・［X1一（号）（…1÷／・1一・），

            Cγ’＝sgn（λ）・（exp｛λ2｝一1）1∫2

が成り立つ．

 もし1λ1《1ならば，cγ㌧λおよびα3シ3λとなり，

         sgn（λ）＝sgn（o乞）＝sgn（亙［X］一Median［X］）＝sgn（Cγ’）

が成り立つ．

 （2．2）より，次の定理を得る．

 定理4．

（…）  亙［1・・（・・／X；μ）1一・

（…）  亙［（1・・（・・／午））21イ

（・・）  亙［（・・／X；μジ1一亙［1＋／午1一…！÷／・／，

（λ・）  亙［（・・／X麦μ）一’1・・（1・／X；μ）一’1

              一亙［（・・／X；μ）1・・（・・／X；μ）1－／・…！÷／・／

 （2，2）の対数関数は自然対数である必要はない．通常，解析に於て常用対数を使う場合が多

く，底がろの対数関数を用いた場合，本稿で定義する3母数対数正規分布は，

古イ・｛箒）叫午舳）
と表される．ここで，0＜ろ＜・・およびろ≠1である．故に，
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                  σ               λ
        μ1≡μ・ σ・＝冊・ およびλ・＝π研

の関係を得る．母数μおよびσρは対数関数の底に依存せず，分布の定義域は同じである．故

に，表1の関係を得る．

 これらの結果から，λ・μ／σが重要な母数になることが削る．なぜなら，λ・μ／σは観測者の都合

で決定される単位に依存しない無名数で，しかも解析に於て，解析者の都合によって決定され

る対数関数の底に依存しない．もし，λ・μ／σ＝1ならば，定理2より3母数対数正規分布は，（O，

∞）上で定義された2母数対数正規分布に一致する．

 3．μ，σ，λの推定量

 X。，兄，．．．，X、を工凧（μ，σ2）からの確率標本とする．また，X，∫2，δ。はそれぞれ，標本平均，

標本分散，標本歪度係数とする．定理3から，次の定理を得る．

定理5．σ。を零でない実数とすると，

              （exp｛λ2｝一1）1／2（exp｛λ2｝十2）＝1σ31

は，λに対して2つの解を持ち，その解として，λ＝±厄を得る．ここで，去。（＞1）は，左3＋3才2

－4一磁＝0の唯一の実数解である．

 この定理およびSgn（λ）・・Sgn（α。）から，λの推定量として，

 （3．1）                       λ＝sgn（σ3）・凧

を得る．故に，σとμの推定量として，

（…）   δ一1λll［…／戸／一・1一ψ…1一÷λ・！，

（・・）    ρ一・一号［…／州一11

を得る．ここで，∫は，∫2の正の平方根を表す．これらの，λ，δ，ρはそれぞれ，λ，σ，μのモー

メント推定量である

する．

 Xの確率素分は，

．ここで定義したモーメント推定量を，モーメント推定量1（M宣1）と表記

表1．母数と単位および対数の底の関係．

母数   確率変数Xの単位 対数の底

μ

 σ

 ノ

λ．五

 σ

依存する

依存する

依存しない

依存しない

依存しない

依存する

依存する

依存しない
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法（1・汽μジ…［一十（1・・（・・／増…μ））21管，

               …（／小二μ・号）・・

と表される．また，対数尤度関数z（μ，σ，λ）は，

／（州）一一号1・・（・π）一・1・・（青）一倉1・・（1・汽μ）

     一。1・倉（1・・（1・汽μ））2

と表される．ここで，κ。は定数でσと同じ単位を持つ．最尤推定量を得るために，Z（μ，σ，λ）を

各μ，σ，λについて微分し零と置くと，以下の定理を得る．

 定手堅6．局所最尤推定量（Loca11y maximum like1ihood estimator；LMLE）ρ，6，λは，

（3．4）

（3．5）

（3．6）

÷着1・・（1・λ午）一・

÷倉（1・・（・・λ午））2一疋

ね（・・1午）一’・÷・÷倉（1・λ午）一’1・・（・・λ午）一・

を満足する．

 また，（2．7）および（2．8）から，

（3．7） 叫（1・／X…μヅ1＋÷叫（・・／X麦μ）一’1・・（・・／X…μ）1一・

を得る．また，（3．4），（3．5）および（3．6）は，（2．5），（2．6）および（3．7）にそれぞれ対応している．

故に，局所最尤推定量ρ，6，λは，（2．5），（2．6）および（3．7）に基づいたモーメント推定量と見

なすこともできる．

 （2．6）と（2．7）カ・ら，

亙［（1・・（1・／午）’’）21－1・・（亙［（・・／x；μ）一’1）2

が成り立つ．この式は，

（…）  亙［（1・・（1・／X；μ））21一・1・・（亙「・・／X；μ1）一／・

に等しい．

 （2．5），（2．6）および（3．8）から，定理5から得られるモーメント推定量とは異なる以下のモー

メント推定量を得る．

定理7．

（3．9）

（3．10）

（3．11）

モーメント推定量ρ，6，λは，

÷着1・・（1・λ亨）一軌

÷倉（1・・（・・1午））2一疋

1・・（・・汽ρ）一芸
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で与えられる．

 ここで定義されるモーメント推定量を，モーメント推定量2（ME2）と表記する．

 （3．9），（3．10）および（3，11）はそれぞれ，（2．5），（2．6）および（2．7）に相当する．モーメント

推定量2は以下の様に計算される．

 ステップ1：

             λo＝λ（ME1のλ），

             σo＝δ（ME1のσ），

             μo＝ρ（ME1のμ），

・（μ1）一÷着1・・（1・ん一1㌣ゐ），

・（碗）一÷倉（1・・（・・ん一1号）い1－1，

肌）工1・・（・・ん守）一÷為

            ε＝10－2，

            尾＝1．

ステップ2：μみに対して，μ。一1を初期値として，！（μ。）＝0をニュニトン法を用いて解く．

ステップ3：σ為に対して，σ尾一1を初期値として，g（σ尾）＝Oをニュートン法を用いて解く．

ステップ4：λ。に対して，λ。一1を初期値として，ゐ（λ庇）＝0をニュートン法を用いて解く．

ステップ・（1μ公告一11・1または ㌣一11・1舳1ん元1f一’ ・1）なら㍑一尾・1

      としステップ2，ステップ3およびステップ4へ行く．

 ステップ6：ρ＝μ庖，δ＝σ局およびλ＝λ島とする．

 もし，局所最尤推定値ρ，6およびλを得る場合には，ステップ1の初期値として，μ。，σ。お

よびλ・に，ステップ6で得られたモーメント推定値ρ，δおよびλを代入し，ステップ1の関数

みを，

肌）一÷倉（・・ん号ヅ’・去・÷倉（・・／汽叶11・・（・・／1守）

で置き換える．

 本稿では，単位を持つ値に対して対数変換および指数変換を行っていない．しかし，従来の

対数正規分布との比較のために，0＜λ＜∞の時，（2．1a）を形式的に表現し直すと，

1・・（・一（μ一号））一・（1・・が）

となる．（2．1a）の（α，β，γ）と（2．2）の（μ，σ，λ）の関係から，

             σ
          α＝μ■Tl

が得られる．

   σβ＝10gT   および  γ＝λ

4．数値解析

本稿で定義した3母数対数正規分布にこれまで対数正規分布で解析されてきた実際のデータ
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を適用する．

 データ1．Dumonceaux andAnt1e（1973）によって報告されたアメリカのある川の20年間
の最大流量（且。od）：［in mi11ions of cubic feet per sec．］

   ．654 ，613 ，315 ，449 ，297 ，402 ，379 ，423 ，379 ．3235 ，269 ，740 ，418 ，412 ，494 ，416 ，338

   ，392 ，484 ，265

 データ2．McCooI（1974）によって報告された2組の10個のベアリングの強度試験時間
（bearing1，bearing2）：［in hours］

 bearing1：

   152．7  172．0  172．5  173．3  193．0  204．7  216．5  234．9  262．6  422．6

 bearing2：

   93，4  98．7  116．6  117．8  132．7  136．6  140．3  158．0  164．8  183．9

 データ3．Lieb1ein and Ze1en（1956）によって解析された23個のボールベアリングの強度

試験時間（bearing3）：［in number of mi11ion revo1utionsコ

   17．88  28．92  33．00  41．52  42．12  45．60  48．48  51．84  51．96  54．12  55．56  67．80

   68．64  68．64  68．88  84．12  93．12  98．64 105．12 105．84 127．92 128．04 173．40

 データ4．Steen and Stick1er（1976）によって解析されたイギリスのある海岸で5週間お

きに観測された2組の20個の汚染（po11ution1，po11ution2）：［in number of co1iform per

lOO m1］

 po11ution1：

   200  6091  336  327  154  109  111  282  2120  1082  918  718  482  1345  53600

   5900  1918  900  1045  1454

 ponution2：

   1364  2154  2236  2518  2527  2600  3009  3045  4109  5500  5800  7200  8400

   8400  8900  11500  12700  15300  18300  20400

 データ5．中村他（1991）によって解析された自動車の結合ロッド（rod）：［in shoot

number］

   14060  12868  16000  11646  15244  16372

  データ6．岩瀬 他（1991）によって解析された2組のガスケット（gasket1，gasket2）：
［in kg］

gasket1：

   1．0  0．4  0，4  0．5  3．8  1．3  2．5  0．5  0．4  0．7  1．2  3，2  2．2  0，5  19，0  14．4  5．2

   7．8  1．0  1．8  6．0  4．8  0．5  1．4  0，8  0．8  2．6  0．8  1．4  1．4  2．2   2．0   4．9  1．4

   3．2  0．7  1．4  0．5  1．6  2．3  0．8  0．5  2．0  0．5  1．0  3．6  1．2  1．2   8．8   3．5

gasket2：

   3．0  6．0  3．3  4．5  3，3  12．0  3．0   2．3  5．4  2．7  4．2   3．8  4．8   4．6  7．2   5．2  3．8

   4．4  4．8  3．1  2．7  6．5   4．2  6，2  13．0  5．4  2．2  9，8  15．4  7．5   3．7  4．1   5．6  3．6
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  7．4  3．8  3．9  4．8  4．5   5．8  9．5   6．3  3．7  4．0  6．4   2．2  6，0  30．2  2，4  30．0

 データ7．Von A1ven（1964）によって解析された機上搭載の無線機の修理時間（repair）：
［in hours］

  ．2   ．3   ．5   ．5   ．5   ．5   ．6   ．6   ．7    ．7    ．7    ．8   ．8  1．0  1．0  1．0  1．0

  1．1  1．3  1．5  1．5  1．5  1．5  2．0  2．0  2．2   2．5   2．7   3．0  3．0  3．3  3．3  4．0  4．0

  4．5  4．7  5．0  5．4  5．4  7．0  7．5  8．8  9，0  10，3  22，0  24．5

 データ8．Bimbaum and Saunders（1969）によって解析された6061－T6アルミ切取り試片

の強度（1ife1，1ife2，1ife3）：

  （1ife1）：101個の観測値，1周期当りの最大圧力31000psi．

  （1ife2）：102個の観測値，1周期当りの最大圧力26000psi．

  （1ife3）：101個の観測値，1周期当りの最大圧力21000psi．

 データ9．Jφrgensen （1982）によって解析された799個の神経繊維のパルスの時間間隔
（ibre）：［in1／50sec．］

 データ10．Jφrgensen（1982）によって解析された128個のある道における自動車の通過間
隔（1ength）：［insec．］

 データ11．Jφrgensen（1982）によって解析された19個のMIG溶接の強度（MIG）

 データ12．Jφrgensen（1982）によって解析された13機のボーイング720型機の空調装置

の正常動作間隔（air1，air2，．．．，air13）：［in hours］（air11は測定値を2つしか持たないため

解析から削除した）

 データ13．一Seto et a1．（1992）によって解析された日本のある地方の雨に含まれる196個の

硫酸塩（su1fate）：［inμg／m1］と硝酸塩（nitrate）：［inμg／m1］と雨量（rainfa11）：［in mm］

 L州（μ，σ2）にこれらのデータをあてはめモーメント推定値1，モーメント推定値2，局所最尤

推定値を計算し，その結果を表2にまとめた．ここで，各母数の推定値について見ると，λ，λ・μ／σ，

Cγ，σ／μおよびα・は無名数であるので，単位の異なるデータ間で比較可能である．特に，λ・μ／σ

は無名数のみならず，対数変換の底にも依存しない．

 Cohenet a1．（1985）は，従来の3母数対数正規分布の定義に於て，モーメント推定量，修正

モーメント推定量，局所最尤推定量を提案している．これらの推定量は，本稿で示したモーメ

ント推定量1，モーメシト推定量2，局所最尤推定量に，それぞれ対応していると思われる．彼

等は，“nood”について局所最尤推定値を計算し，原点＝O．185（O．180），1og（6〃）＝

一1，561（一1，531），λ＝O．507（0，493），∂3＝1．78（1．72），F［X］＝0，424（0，424）および禰丁＝

0，129（O，128）と報告している．括弧の中の値は本稿で示した局所最尤推定値である．ここで求

めた値は，彼等の求めた値とほぼ同じ値を得ている．また，彼等は“bearing1”に対してもモー

メント推定値および修正モーメント推定値を与えている．彼等が求めた修正モーメント推定値
は原点＝132．3（140．8，143．6），1og（榊）＝4．19（4．03，3．96），λ＝0，764（0，832，0，892），σ。＝3．37（4．00，

4．65），亙［X］＝220．5（220．5，2身1．6）および師丁＝78．41（79．67，85．99）である．括弧の中の左

の値は本稿で示したモーメント推定値2で，右の値は局所最尤推定値である．彼等は，
“bearing1”に対して局所最尤推定値を計算出来ていない．
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 Seto et a1．（1992）は“su1fate”，“nitrate”および“rainfa11”に対して常用対数に基づきモー

メント推定量ρおよびλを計算している．そこで，今回の結果との比較の為に1og10を掛けて
調整すると，“su1fate”に対してρ＝2．66（2．67）およびλ＝O．815（O．804〉，“nitrate”に対してρ：

1．36（1．34）およびλ：0，760（0，793），“rainfan”に対してρ；15．6（15．4）およびλ＝1．21（1．24）と

なる．ここで，括弧の中は本稿で示した局所最尤推定値である．これから，標本数が多くなれ

ばモーメント推定値と局所最尤推定値の差は小さくなると思われる．

 表2の局所最尤推定値（λ，λ・μ／σ）を描いたものが図1である．もし，1λ1《1ならば，確率変

数Xの分布は近似的にM（μ，σ2）に等しくなる．故に，正規分布（norma1distribution1ine：

λ＝0）を図中に描くことができる．もし，λ・μ／σ土1ならば，確率変数Xは近似的に2母数対数

正規分布LM（μ，λ2）に従う．故に，2母数対数正規分布（2－parameter1ognormaldistribution

1ine：λ・ρ／6＝1）も同時に図中に描ける．図1から“1ife2”は正規分布からの確率標本と見な

せ，“1ength”，“su1fate”，“nitrate”，“rainfa11”，“air3”，“air6”および“air13”は2母数対数正

規分布と見なせる可能性が高いと思われる．

 （2．2）で定義された分布の定義領域は，sgn（λ）・（X一（μ一σ〃））＞0である．故に，λ＜0の場

合，定義領域は一∞＜X＜μ一σ〃であることに注意しなければならない．この場合，歪度も負

値である．また，事前情報により確率変数Xは正値しかあり得ないことがわかっているときλ

の推定値が負値になる確率は本稿では否定していない．本稿で取り上げたデータでは“1ife2”，

“1ife3”，“bearing3”，“rod”に於て，λの推定値が負値になっているが，ここでは単に（2．2）で定

義される分布の当てはめを考えているだけであり，それ以上でもそれ以下でもなレ・．

 正の値を取るデータに関して，理屈上では無限区間を定義領域に持つ分布を考えることは現

実の問題としておかしいように思われる場合が多い（しかも多くの現象では理屈上では無限区

間を定義領域に持つ分布は想定しがたいと思われる）．しかしながら事実上は現象解明のために

   寸             ．bearing1

1 蚊縦伽
   。 艦 刈。14。鵜鰍燃
      ．、、、J穿、i、。、i、。

   T b。。。i．g・／

   ｝

く斗・叩
く～                                    1：nitra－e

   寸                          2：su．値te

               31air5
   ω     ミ    4：・ir13
   ・        昌       5：air3
          §    6：repair
   一♀             唱           7：rain｛all

         ミ     8：。i裕
   、     ミ    g：。i総
         §．

   叩    書
   ①      ミ
     亡r◎d

一1      0 2

図・、データ・か舳1対する（λλ・吾）のプロツ／一
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そのような分布を道具として使っている．従って，本稿で定義した分布に於てλの推定値が負

値であっても，μ一σρの推定値がμの推定値と比較して十分大きい場合，X＜Oの領域は無視

し得るとの立場を取っている．著者は，正確に（O，∞）の上で定義される分布を考えることが妥

当である現象を知らない．この意味では常に有限区間の上で定義された分布しか想定できない

ものと思われる．（電力や電圧などの例を取っても正確には，有限区間の上で考えているものと

思われる．）そこで大きな値の方（無限大）だけは寛容になりゼロに近い値の方にきびしくは

なれないものと思われる．雑な言い方をすれば，分布の中心からある尺度を基準として正の方

向に遠方に離れようと負の方向に遠方に離れようと，同じ程度に寛容であるべきであると考え

る．これらが容認できないときに有限区間の上で定義された分布を考えることになるものと思

われる．
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データ

亦本

μ

σ

λ［1r

原点

桔［11

0γ’

青［11

プ・一1］

x
到X1

河1・・（受）
μ

σ

λ［11

原点
λ誉［11

0γ’

青［11

二・［1］

x
珂X1

禰
繰り返し回数

μ

σ

人111

原点
λ隻［11

0γ’

責［11

α3111

⊆
λ

到Xl

禰
繰り返し回数
＊［11は、．、、

”且00d”

20

0．4050

0．1135

0．3110

0．03992

1．109

0．3186

0．2803

0．9883

0．3651

0．4231

011221

－1，008－

0．3996

0．1070

0．4204

0．1452

1．571

0．4397

0．2677

1．404

0．2544

0．4231

0．1222

－1．369

16

0．3959

0．1065

0．4927

0．1797

1．831

0．5242

0．2691

1．717

0．2162

0．4238

0．1280

－1．531

 7

を す、

原点未知の3母数対数正規分布について

 表2．3母数対数正規分布の推定．

”bearing1” ”bearing2”   ”bearing3”

10      10

   モ」メント推定値1

205．0         135．0

63120         27，36

0．4647       ＿0．0562

68．97        621．9

1，507        ＿0．2774

0．4909       ＿0．05620

0．3083       0．2026

1，591        ＿0．1689

136．0        ＿486．8

220．5         134，3

74．38         27，43

4，913

   モーメント推定値2
197．1        135，1

46．90        27，60

0．8327       ＿0．05640

140．8        624．5

3，500         ＿O．2760

1，000        ＿0．05644

0．2379       0．2044

4，001        ＿0．1695

56．32       ＿489．4

220．5        134，3

79．67        27，67

4．031

12       1

    局所最尤推定値

196．0         134，9

46．73         27，56

0．8920       ＿O．04327

143．6         771．9

3，741         ＿0．2117

1，103        ＿0．04329

0．2385       0．2043

4，649        ＿0．1299

52．39         ＿637．0

221．6        134，3

85．99         27，60

3．959

4       23

23

67．29

34，56

0．2802

－56，09

0．5454

012857

0．5137

0．8806

123，4

72．22

36，66

4．815

65．94

33，06

0．3675

－24，02

0．7330

0．3803

0．5014

1．196

89．96

72．22

36，60

4．499

17

64．98

32，95

0．4272

－12，15

0．8425

0．4475

0．5071

1．4321

77．13

72．35

37，81

4．346

7

307

”Po11ution1”

20

624．4

7053．

O．8010

－8181．

0．07091

0．9484

11，30

3．698

8805．

3955．

11510，

9．083

704．2

1169．

1．922

96，04

1．158

6．266

1．660

264．8

608．1

3955．

24180．

6．410

12

677．2

1148．

2．000

103．3

1．180

7．323

1．695

414．7

573．9

4345．

31060．

6．353

4
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表2．（つづき）

データ ”Po11ution2” ”9a8ket1” ”9a8ket2”
，，

窒?垂≠Pr”     ”1i免1”

脈本

μ

σ

川1r
原点
λ告［11

0γ’

ラ［11

α3［11

王
λ

珂x1

河1・・（貴）
μ

σ

川11

原点
λ誉［11

0γ’

云111

α3［11

⊆
λ

珂x1

蝸
繰り返し回数

20      50

6534．

5215．

0．2872

－11630．

O．3598

0．2932

0．7982

0．9048

18160．

7298．

5548．

9．807

5775．

4424．

O．6239

－1316．

O．8144

0．6898

0．7660

2．398

7091．

7298．

5942．

8．867

26

      50

モーメント推定値1
1．681

2．355

0．7101

－1．635

0．5070

0．8097

1．401

2．960

3．316

2．632

3．455

1．199

4．689

3．692

0．7339

－0．3419

0．9320

0．8447

0．7874

3．137

5．031

6．244

5．563

1．616

モーメント推定値2
1．440

1．409

1．175

0．2401

11200

1．725

0．9788

10，30

1．200

2．632

4．125

0．1822

10

4．552

2．591

1．004

1．972

1．764

1．320

0．5693

6．257

2．580

6．244

5．638

0．9480

7

46      101

2．283

3．418

0．6865

－2．696

0．4585

0．7759

1．497

2．795

4．980

3．607

4．890

1．605

1．915

2．124

1．135

0．04354

1．023

1．620

1．109

9．110

1．872

3．607

5．772

0．6268

10

132，5

22，05

0．1078

－72，03

0．6479

011081

0．1664

0．3256

204．6

133，7

22．24

5．321

132，5

22，14

0．1078

－72，80

0．6455

0．1081

0．1671

0．3257

205．3

133，7

22．34

5．325

1

局所最尤推定値

μ

σ

λ［11

原点

λ隻岡

0γ’

貴［11

α3［11

z
λ

’珂x1

何1・・（貴）
繰り返し回数

5042．

4159．

1．006

908．2

1．220

1．323

0．8248

6．288

4134．

7765．

9074．

8．327

8

1，310

ユ．361

1．429

0．3574

1．375

2．590

1．039

25，15

0．9525

3．002

6，851

＿O．04869

7

4．593

2．587

0．9524

1．876

1．691

1．215

0．5633

5．442

2．716

6．152

5．196

0．9993

4

1．841

2．099

1．224

0．1257

1．073

1．863

1．140

12，06

1．715

3．752

6．757

0．5394

4

132，6

22，13

0．09780

－93，64

0．5862

0．09803

0．1668

0．2950

226．3

133，7

22，29

5．422

8
＊111は、、、、 を表す．
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データ    ”1ife2”

亦本     102

μ

σ

川1r
原点
λ隻111

0γ’

麦［11

α3111

z
λ

E［X1

河1・・（云）
μ

σ

川11

原点
火隻［11

oγ’

青［11

α3111

λ

珂Xl

無
繰り返し回数

’』・

σ

入［11

原点
火誉111

0γ’

貴111

α3［11

王
λ

珂xl

蝸
繰り返し回数

397，9

62．02

＿0．001005

62090．

＿0．006450

＿0．001005

0．1559

＿0．003016

－61690，

397，9

62．02

397，9

62．02

＿0．001005

62090．

＿O．006450

＿0．001005

0．1559

＿0．003016

－61690，

397，9

62．02

1

397，9

62．02

＿0．001005

62090．

＿0．006450

＿0．001005

0．1559

＿0．003016

－61690，

397，9

62．02

1

＊［1］は、、、、 を す．

表2．（つづき）

”1ife3” ”rod” ”ibre”       ”1ength”

101       6

モーメント推定値1

1410，

388．8

＿0．04592

9876．

一0．1665

＿0．04592

0．2758

－0．1379

－8466．

1401，

389．4

14440．

1683．

＿O．08970

33200．

一0．7696

＿O．08988

0．1165

－0．2704

－18760．

14370．

1693．

モーメント推定値2
1410，

391．1

＿0．04602

9908．

一0．1659

＿O．04605

0．2774

－0．1382

－8499．

1401，

391．8

1

14440．

1668．

＿O．08955

33060．

一0．7754

＿O．08973

0．！155

－O，2699

－18620．

14370．

1678．

1

局所最尤推定値

1410，

391．1

＿O．04372

10350．

一0．1576

＿0．04374

0．2775

－0．1313

－8945．

1401，

391．6

5

15080．

1543．

一0．9542

16700．

一9，329

－1．219

0．1023

－5，468

－1617．

14150．

3107．

54

799      128

8．644

8．651

0．5006

－8．636

0．5003

0．5337

1．001

1．753

17．28

10．95

10，45

2．850

7．866

7．414

0．7271

－2．331

0．7714

0．8347

0．9427

3．086

10．20

10．95

11，09

2．322

13

71214

7．258

0．9303

－0．5875

0．9247

1．173

1．006

5．134

7．801

11．44

14，11

2．054

7

9．682

17，35

0．6370

－17，56

0．3554

0．7074

1．792

2．476

27．24

15．81

23，61

3．305

6．697

8．952

1，298

－0．2026

0．9706

2．094

1．337

15，47

6．899

15．81

33，53

1．931

13

6．336

8．729

1．404

0．1195

1．019

2．487

1．378

22，84

6．216

16．78

41，44

1．827

4



310 統計数理 第42巻 第2号1994

データ    ”MIG”

標本    19

μ

σ

川1r
原点
λ隻111

0γ’

貴［11

α3［11

λ

亙［X1

蝸
μ

σ

λ［11

原点

桔［11

0γ’

麦111

α3［11

王
λ

珂X1

蝸
繰り返し回数

μ

σ

λ［11

原点
λ隻［11

0γ∫

青［11

α3［11

王
λ

珂x1

柄1・・（貴）
繰り返し回数

73，91

8．751

0．08792

－25，62

0．7426

0．08809

0．1184

0．2650

99．53

74，30

8．802

4．600

74，00

8．907

0．06650

－59．94

015525

0．06657

0．1204

0．2000

133，9

74，30

8．937

4．897

25

74，16

8．846

0．03127

－208．7

0．2622

0．03128

0．1193

0．09388

282，9

74，30

8．853

5．645

48

＊［1］は、、、、 を す．

表2．（つづき）

”air1 ” ”air2” ”air3”       ”air4”

      23

モーメント推定値1

75．89

73，37

0．1698

－356．1

0．1757

0．1710

0．9667

0．5181

432，0

82．17

74，97

6．069

69．03

94，73

0．5251

－111．4

0．3826

0．5634

1．372

1．869

180，4

95．70

116．7

5．195

モーメント推定値2
54．33

51，53

0．8833

－4．003

0．9314

1．087

0．9484

4．547

58．33

82．17

93，69

4．066

47

38．97

43，37

1．752

14，22

1．574

4．532

1．113

106，7

24．75

129．1

520．6

3．209

18

53．40

58，13

1，075

－O．6697

0．9876

1．475

1．089

7．637

54．07

95．70

142．2

3．990

12

局所最尤推定値

49．13

56，65

1．263

4．262

1．095

1．981

1．153

13．72

44．87

103．8

197．3

3．804

6

29      15

69．88

60，52

0．4302

－70，80

0．4967

0．4509

0．8660

1．444

140，7

83．52

69，57

4．946

63．71

51，06

0．6878

－10，53

0．8582

0．7777

0．8014

2．804

74．24

83．52

73，14

4．307

14

60．40

50，29

0．8478

0．7191

1．012

1．026

0．8376

4．156

59．32

85．69

87，15

4．083

7

93．02

131．1

0．4128

－224．5

0．2930

0．4311

1．409

1．373

317．5

121．3

！49．0

5．760

60．51

66，94

1．222

5．708

1．104

1．857

1．106

11．97

54．80

121．3

214．6

4．004

16

56．04

64，80

1．404

9．905

1．215

2．487

1．156

22．85

46．14

133．6

307．7

3．832

5



原点未知の3母数対数正規分布について 311

データ    ”最r5”

本     14

μ

σ

川1r
原点
火隻［11

0γ’

貴111

α・［11

z
λ

珂xl

河1・・（美）
μ

σ

川11

原点

桔［11

0γ’

責111

α・［11

λ

珂x1

細
繰り返し回数

μ

σ

入［11

原点
λ隻111

0γ’

責［11

α・［11

z
λ

珂xl

蝸
繰り返し回数

124，3

93，24

0．1401

－541．3

0．1867

0．1408

0．7501

0．4251

665．6

130，9

94，62

6．501

117，4

89，12

0．2945

－185．2

0．3881

0．3010

0．7589

0．9303

302．6

130，9

95，13

5－713

58

95．42

83，70

0．8390

－4．348

0．9564

1．011

0．8772

4．065

99．77

137．5

143．4

4．603

17

＊［11は一、、、 を す．

表2．（つづき）

”air6” ”air7” ”air8”       ”air9”

30       27

モーメント推定値1

44．76

59，87

0．4689

－82，92

0．3506

0．4959

1．338

1．610

127，7

59．60

70，68

4．850

69．41

59，79

0．2440

－175．6

0．2833

0．2477

0．8613

0．7582

24510

76．81

62，52

5．501

モーメント推定値2
33．89

39，84

0．9967

－6．089

0．8477

1．304

1．176

6．129

39．98

59．60

85，66

3．688

15

29．87

37，99

1，248

－0．5643

0．9815

1．936

1．272

13．06

30．44

65．75

128．4

3．416

6

63．72

54，84

0．4536

－57，18

0．5270

0．4779

0．8606

1．543

120，9

76．81

64，04

4．795

29

局所最尤推定値

56．22

53，18

0．7516

－14，53

0．7946

0．8714

0．9459

3．276

70．75

79．31

81，77

4．259

11

24       9

54．18

56，10

0．3443

－108．8

0．3325

0．3547

1．036

1．109

163，0

64．12

61，33

5．094

45．50

45109

0．7227

－16，89

0．7293

0．8282

0．9910

3．053

62．40

64．13

67，10

4．134

20

39．06

43，11

1，059

－1．647

0．9595

1．439

1．104

7．296

40．71

69．68

102，6

3．706

9

182．3

208．5

0．1687

－1054．

0．1475

0．1699

1．144

0．5145

1236，

200．0

213．0

7．120

148．3

183．3

0．5263

－200．0

0．4258

0．5649

1．236

1．875

348．2

200．0

226．0

5．853

54

37．77

97，88

2．735

1．982

1．055

42，14

2．592

74940．

35．78

1510．

63550．

3．577

28



312 統計数理 第42巻第2号1994

表2．（つづき）

データ ”air1O”    ”air12，， ”air13” ”nitrate”

脈本    6

μ

σ

川1r
原点
λ隻［11

0γ’

責［11

α3111

£
λ

珂X1

欄
μ

σ

川11

原点

桔111
σγ’

号111

α。［11

£
λ

珂X1

蝸
繰り返し回数

μ

σ

川11

原点

桔［11

0γ’

麦［11

α3111

£
λ

到X1

河1・・（云）
繰り返し回数

96．91

113．4

0．1679

－578．1

0．1436

0．1691

1．170

0．5122

675．1

106．5

115．8

6．515

64．39

81，35

0．8569

－30，56

0．6782

1．041

1．264

4．252

94．94

106．5

142．7

4．553

49

30．74

58，92

2．278

4．872

1．188

13，35

1．917

2418．

25．87

351．1

4622．

3．253

23

12

79．69

108．7

0．4915

－141．4

0．3604

0．5227

1．364

1．711

221．1

108．1

130．4

5．399

65．03

78，14

0．8957

－22，21

0．7454

1．109

1．202

4．693

87．24

108．1

144．5

4．469

13

41．22

69，35

1．777

2．185

1．056

4．744

1．683

121，0

39．03

191．4

897．7

3．664

18

16     196

 モーメント推定値1
72．37

59，59

0．3153

－116．6

0．3829

0．3233

0．8234

1．004

189，0

82．00

64，21

5．242

1．368

1．101

0．7147

－0．1721

0．8883

0．8165

0．8046

2．994

1．540

1．817

1．624

0．4320

モーメント推定値2
64．45

50，29

0．6309

－15，26

0．8085

0．6993

0．7804

2．440

79．71

82．00

68．01

4．378

21

1．349

1．027

0．7796

0．03080

1．023

0．9145

0．7618

3．508

1．318

1．817

1．633

0．2760

6

局所最尤推定値

59．67

49，23

0．8444

1．362

1．023

1．020

0．8251

4．120

58．31

84．64

84．93

4．066

8

1．342

1．027

0．7932

0．04751

1．037

0．9360

0．7651

3．628

1．294

1．820

1．659

0．2580

2

＊【1］は、．．、 を表す．

”su1fate”   ”rainfa11

196    196

2．762

2．482

0．6760

－0．9089

0．7524

0．7612

0．8985

2．725

3．671

3．705

3．512

1．301

2．676

2．165

0．8044

＿0．01559

0．9942

0．9538

0．8091

3．729

2．692

3．705

3．549

0．9903

7

2．670

2．165

0．8039

＿0．02373

0．9912

0．9530

0．8110

3．725

2．693

3．697

3．546

0．9908

1

18．53

26，14

0．7776

－15，09

0．5512

0．9113

1．411

3．491

33．62

30．40

41．46

3．515

16．86

19，26

1，053

－1．437

0．9215

1．425

1．143

7．164

18．29

30．40

45．35

2．907

9

15．44

18，80

1．240

0．2839

1．019

1．9ユ2

1．218

12．73

15．16

33．00

62．57

2．719

6
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0n Estimation of a3－parameter Lognorma1Distribution
              with Unknown Shifted Origin

                       Koji Kanefuji

             （The Institute of Statistical Mathematics）

                 K6sei Iwase

（Department of Applied Mathematics，Hiroshima University）

   Iwase and Seto（1990），Iwase and Hirano（1990），and Seto et a1．（1992）proposed a2

－parameter1ognorma1distribution without the app1ication of1ogarithmic transformation

to a va1ue which has a physica1dimension．Iwase and Kanefuji（1994）used this idea to

construct a3－parameter1ognorma1distribution with unknown shifted origin．Two types

of moment estimators and1oca1Iy maximum1ike1ihood estimator were derived from this

3－parameter1ognorma1distribution，and were confronted with13sets of data．

Key words：Lognorma1distribution，maximum1ike1ihood estimator，moment estimator，physica1
dimension，shifted origin．


