
統計数理（1992）

第40巻第2号2ユ7－226

複雑な系の活性化と相関関数＊

東北大学 原  啓明1・小山 順二2

（1992年9月 受付）

 1．はじめに

 神経回路網や地殻の断層面を構成する要素群は複雑た幾何学構造をしている．これらの体系

では構造を特徴づける長さを見つけることが困難である．一般に，空間構造や，時系列パター

ンに特徴的な長さが欠如した体系を複雑た系という．複雑た系に外力を加えると，構成要素の

状態が活性化され，この状態変化は，いろいろ興味深い確率過程として記述される（Koyama

and Hara（1991．1992））．

 最近，複雑た系に関する研究がいろいろな面（Schroeder（1991），Mehaute（1991））から進

められている．特に，断層面の活性化の問題を弱定常過程として調べると，状態変化の相関関

数はべき則で緩減衰（Koyama and Hara（199！））の長時間振舞いをする．また，簡単た系に

おけるブラウン粒子の速度相関関数は指数減衰の振舞いであることが分かっている．しかし剛

体球や剛体円板からなる液体モデルのコンピューターシミュレーション（A1der and
Wainwright（1967））によると速度相関関数はべき則で緩減衰する．近年，・この結果に対する数

学的構造（Okabe（ユ986））が解明されている．高分子の系でも複雑な体系では緩減衰の活性化

が見られる．また微視的な内部状態の活性化がマクロに発現される点で興味深い生体の行動に

おいては，摂食行動の滞在時間の分布がべき則で緩減衰すること（Shimada et a1．（1989））が

観測され，そのモデルが提案されている．一方，べき則に従う長時問振舞いはフーリエ変換を

行えば1／∫（！：振動数）にたる（Furukawa（1985a，1985b））．これは複雑た系で広く観測され

ている普遍的なゆらぎ現象である．一般に，べき則で緩減衰する時間の関数は時間スケール変

換に関して不変である．

 本稿では，複雑な系の活性化を時間スケール変換に対して共変なLangevin方程式で記述し，

活性化による状態変化の相関関数を具体的に求める．さらに，相関関数の固有状態による

Karhunen－Lo6ve展開で，活性化の状態変化を表現する．相関関数の固有状態はスケール変換

で得られた構成要素の局所状態に対応する．最後に，平均操作を別にすれば厳密た解が求まる

形にLangevin方程式の非線形化を行う．

2．複雑な系の活性化

 複雑た系のモデルとして図1（a）で示すユニット群の集合を考える．ユニットの内部状態は，

外力によって励起された状態に活性化されるものとする．活性化されたユニット群は，図1（b）

で示すサークルで囲まれたクラスターとして表現されるものとしよう（Hara and Okayama
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図1、複雑た系．（a）外力を加える前のユニット群．

  群のパターン．

（b）外力による活性化されたユニット
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図3．複雑な系のモデル．（a）Typenにおける
  クラスター3｛（タ＝1，2，．．．）．（b）スケール

  変換されたクラスターの局所構造．
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（1988），Hara et a1．（1992））．サークル外の媒質中にも，精度上の問題から観測にかからたい活

性化されたユニット群がある．この事は，逆にクラスター内部には活性化されていたいユニッ

ト群が含まれることを意味する．

 図2，3は活性化されたクラスターのパターンを図形化して描いた複雑た系のモデルである．

ん（タ＝1，2，．．．），且（云＝1，2，．．．）はそれぞれサークルで囲まれたクラスターを表す．TypeIは各

クラスター内に活性化されたユニット群が含まれ，系の構造がクラスターに内蔵される場合で

ある．Type IIは，各クラスターが後で述べるスケール則（（2．4）一（2．6）参照）に対するGenerator

にたっている場合である．

 2．1TypeI

 Type Iの場合，或精度で観測した活性化された状態X（≠）は次のLangevin方程式

                 ax（広） （21）                                     十γX（左）＝M（≠）

                  励

 （2．2）            ＜M（広）〉＝0
 （2．3）                   ＜N（彦1）ノV（左2）〉＝σ2δ（才1一彦2）

によって記述されるものとする．γは減衰因子を表す．これは，X（≠）と活性化されていたいユ

ニット群である媒質との結合因子を表す．M（≠）は白色ノイズである．さらに精度をあげて観測

すると体系の微小た状態変化は，時間を≠から〆＝肘（ろ＜1）へとスケール変換した方程式で記

述される．つまり（2．1）一（2．3）と‘‘共変”た方程式によって記述されるものとする．添字“O”はス

ケール変換のGenerator，α（＜ろ＜1）はXの振幅を規定するスケール因子である（Koyama

and Hara（1991），Hara and Koyama（1992a，1992b））とすると，共変た方程式を得るための

活性化された状態，減衰因子に関するスケール則はそれぞれ

 （2．4）

 （2．5）

 （2．6）

で与えられる．

（2，7）

で与えられる．

 （2．8）

 （2．9）

（号）’ρ舳）一州）

              γろ＝γ、

           πN。（ろ左）＝M、（才）

このとき共変た方程式は

         ax1（左）
             十γ1X1（才）＝M1（C）
           ac

また，白色ノイズは次式で規定される．

             ＜M。（≠）＞＝O

        ＜jV1（＾）jV1（左2）〉＝ασ2δ（左1一≠2）

さらに，逐次高精度で観測される状態変化は，次数mのスケーノレ則で規定された同様た共変な

方程式系で記述されるものとする．図4はX。（≠）とX、（左）の振幅を模式的に示す．

 スケール則で得られた各状態は統計的に無相関で，系全体の状態変化は各ステージのスケー

ル変換で得られた状態の和であると仮定すると，活性化された内部状態x（c）は

（2．10） ・（1）一倉（号）㌦（州

と表される．

式（2．10）から相関関数C（τ）（＝〈X（けτ）X（C）〉）は
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 図4、時間スケール変換による状態変化とノイズの分散．

（2．11）

（2，12）

   ・（1）一ゑ（号）mα（州

α（1）一／舳・1）X・（1）／（一壬・一つ

と表される．ただしX。（O）＝Oとした．C。（τ）の具体的た表式は（2．1）の解をX（オ）＝X。（左）とし

て，（2．10）に代入すると，指数型として得られる．従ってC（τ）の表式はこの指数型の無限和と

して得られる．m→○oで，因子（αノろ）・は減少すること，一方，因子eXP（一ろ・γτ）は増加するこ

とに注意すると，無限和は鞍点法で評価できる．結果は

                        2
（2．13）        C（τ）～工んτ一ξ・・
                       2γ
 （2．14）                ノし＝e（ξ一1〕［ln（ξ■1〕一1］，    ξ＝1n0／1nろ

とたる．

 スケール因子α，ろの大きさを具体的に決定するため，C（τ）をFourier変換したパワー・ス

ペクトラムS（ω）を変数ωに関してω。からω。。まで積分した“総量エネィレギー”

（2．15） 万（ξ）一女∬・（ω）・ω

を導入する．つまりスケール因子で決まるξは極値問題班（ξ）／aξ＝0によって決定される．ξ

→ユのとき亙（ξ）は最小になり，∫（ω）の振舞いは1／！となる（Koyama and Hara （ユ99ユ，

1992））．

 2．2  Type II

 Type IIの場合，Generatorsにたるクラスター払（ク＝1，2，．．．）のバターンを表すには，さら

に添字（ク）が必要となる．すなわち，Langevin方程式は
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                  a床

とたる．γ（側はGenerators（ク，プ）間で決まる減衰因子である

X→γ（＝TX）を行うと（2．16）は次式で与えられる．

（。．16）     aX（一〕（才）。γ（肋〕X（1〕（才）一M（・）（広）

221

．γ（州が対角化される変換

（2．1。）     aγ（一〕（左）。ア（州γ（・）（才）一F（・）（広）

                  励

 （2．18）           〈F（｛）（彦）〉＝0
 （2．19）                  〈F（｛〕（左。）一F（｛）（C2）〉＝δ（｛）2δ（左1－C2）

ただしア＝TγT一’，またF＝Tw，δ＝Tσはそれぞれ変換されたノイズとその分散を表す．

 Generator（タ）に対する数密度ρ（ゴ）を導入し，Generator（ク）は（2．4）一（2．6）と同様なスケー

ル則を満足し，活性化された状態には，方程式系（2．17）を共変に保つ対角化されたしangevin方

程式で記述されることを要請する．このとき相関関数は

 （2．20）             C（τ）＝Σρ（ゴ）C（｛）（τ）

                       ｛＝1
 （2．21）       C（ゴ〕（τ）＝〈γ（｛）（汁τ）γ（ゴ）（左）〉

                   一茄黒（1：）刎・一舳

で与えられる．式（2，11）と同様な鞍点法で（2．21）の和を評価し，（2．20）に代入すると

 （2．22）              C（τ）＝Σg6τ■ξ‘十1
                       ｛＝ユ
                  一（｛）2（…）   ・一ρ（一）多タ（・｛ （ξ一1・・αノ1・・1・）

とたる．

 ＆はτ一組1の緩減衰に対する複合的な重みを表し，ん、によるξ｛依存性も含んでいる． こ

れは，各Generatorsの分布を特徴づける重要た量である．この分布が一様でξ｛依存性による

＆の変化が小さいとしてこれを無視すると，g｛はクだけで決まる関数とたる．

 普遍則としてC（τ）のFourier変換で決まるパワー・スペクトラムの振舞いが1／！であると

仮定すれば，逆にC（τ）の振舞いにはτ一1一ηの緩減衰が要請される．この仮定を要請すると，

g（κ）（＝g1）に対する関数方程式が得られる：

 （2．24）          9（κ）＝伽ろη9（ろηκ）

 （2．25）                     αη＝τ’η，    ろη＝η1nτ．

これはg（κ）に対する非線形スケール則を与えるもので，解は

 （2．26）           9（κ）～κα（τ）

                        η1nτ
 （2．27）          α（τ）＝
                       1n lη1nτ1

となる（Hara and Koyama（1992a））．

 3．K趾hu血㎝一Lo6ve展開

 前章まで，活性化された状態はスケール則で規定された共変な方程式系の解である“局所的

活性化の状態”の線形結合によって表現されるものと考えた．つまり局所的活性化の状態は互
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いに統計的に無相関であると仮定し，具体的に相関関数の振舞いを調べた．

 本章では，Langevin方程式を摂動論で取扱い，上に述べた局所的活性化の状態に対応する相

関関数の固有関数を定義する．この固有状態は統計的に無相関である局所的活性化の状態と同

じ直交性の構造を持っていることを証明する．つまり，これは体系の状態がKarhmen－Loεve

展開による直交固有関数系の線形結合で表現されることを意味する．

 まず，小さたバラメターεを含む次のLangevin方程式

                ax
 （31）                        十εγ（左）X（左）＝9（左）ノV（6）

                肋

を考える．g（広）は白色ノイズM（広）（（2．3）参照）の振幅を表す．

 式（3．1）の解は積分過程として表現される．特にε＝Oの解をX（o）（左），摂動解をX（’）（広）で表

すと

 （3．2）         X（広）＝X（o〕（左）十εX（’〕（才）．

広→○・では，ノイズが減衰する振舞いであること，つまり，g（〃）～グ4を仮定すれば

 （3．3）        C。（C、，左。）＝〈X（o）（広、）X（o）（彦。）＞

一∫二舳・（・）…

どたり，C。（広、，広。）はスケール則を満たすことが分かる．記号くは左。とC。の最小値を示す．

C・（広・，広・）の関数形から，次の固有値積分方程式

（・．・）    ル（1，1）・・（・）・・一λ…（1）

を解くことが出来る．すなわち，（3．4）の両辺をCに関して微分すると，Besse1の微分方程式が

得られ，その解としてBesse1の固有関数系｛g、｝が得られる（Maccone（1981））．

 一方，（3．1）でε＝1とおいた形式解は

（3．5）

（3．6）

（3．7）

（3．8）

   X（1）一∫ン（1，1）・ξ（1）

・（1・1）一 he㈹ll二1；
aξ（∫）＝［9（s）ハ7（s）十X（一○○）δ（∫）］a8

州一∫fγ（1）・1

と表される．

 固有関数系｛g・（彦）｝による∫（c，8）の展開から

 （3．9）         〃，8）＝Σκ、（広）9。（∫）
                      n

が得られ，X（云）は

 （3．10）          X（C）＝Σκ。（≠）Z。（T）
                     〃
（・．・1）    ・川一∫丁伽（・）・ξ（1）

と表される．

Z、（T）の直交性は，白色ノイズM（左）が直交するガウス過程であることと｛9、（C）｝の直交性
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を使用して証明される：

 （3．12）                   ＜Zn（T）Zm（T）〉＝δ〃，m．

式（3．12）の直交性によって，（3．10）はZ。（T）によるX（広）の直交分解を表現していることが

分かる．

 次に，C（C，8）の性質を使ってX（C）の直交分解を実行する．つまりC（才，∫）の固有関数展開

を行う．

 （3．13）      C（≠，∫）（＝〈X（左）X（∫）〉）＝Σκ、（オ）κ、（∫）

                          n

 両辺でε→0をとり，（3．4）から得られたC。（C，∫）の表式と極限ε→0をとった（3．10）を比べ

ると

 （3．14）         X穿〕（広）＝πψη（左）Z。（T）

が得られる．これを（3．2）に代入すると

（3．15）
・（1）一杯［∫㍉δト1）一1γ（1））伽（・）・l1ム（・）

が得られる．式（3．14）と（3．15）の表式はKarhunen－Lo6ve展開である．同様な議論はType II

に対しても可能である（Hara and Koyama（1992b））．

 4．Lang6vin方程式

 一般に非線形微分方程式を解くことは困難である．本章では，これまで考えた状態変化の線

形発展方程式を平均操作を別にすれば解が厳密に求まる形に非線形化する．つまり，Bernou11i

の微分方程式と見たすことが出来る非線形Langevin方程式

        ax（左）               一 （41）             十γ（才）X（才）＝一λ（左）X3（玄）十Xレ（C）M（C）    （ソ＝1，3）

         励

 （4．2）I          ＜べ（広）〉＝0
 （4．3）         〈M（〃。）M（広。）〉＝r、（広、一左。）

を提案して，X（C）の状態変化を考える．右辺のXリ（彦）（ソ＝1，3）はガウスノイズW（左）に対す

る振幅の変調を与える．式（4．1）に平均操作を施すと（4．！）はスピンの動的特性を調べたときの

非線形Langevin方程式（Suzuki（1978））と同じ効果を与える．式（4，1）はZ（C）＝X－2（一C）の変

換でZ（左）に関する線形Langevin方程式になる．以下ソ＝1の場合を考え，X（0）をκ。で表す

と，解は

（4．4）

（4．5）

・（1）一・幼…（∫｛［γ（・）一亙（・）1〃）・［1・κ舳）1一・

舳一・∫㌧（・）・…（一∫’［1（1・）一州1・1・）・・

とたる．特に，左→○○，γ（左），λ（才）が定数γ，λである場合，e－2川に含まれるe－2γ‘のために，

Q、（広）の寄与が小さくたる．このことに注意して，（4．2）の〈〉を

（4．6）        〈e舳1）a・＞〈［1＋κ8Q。（左）1一’ノ2〉

で近似し，さらにノイズの相関r、（左r≠。）を白色で近似し
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                         2（4．7）      〈。／舳）・・〉島1＋工熔・（σ21・〕・
                         2

で表すと，最終的た解は

伽） @炸／ギ㍍1二11）：；：lll

                        σ2
（4・9）        γ・…T

と求められる．

 ソ：3の場合に対しても，同様な議論が可能である（Hara andObata（1992））．従って式（4．1）

でレ＝0とした非線形微分方程式の代りに，本章で述べた形式でノイズ項を表現すれば，解が求

められる．勿論，平均操作のもとでは，これらの非線形微分方程式は従来のゆらぎを含む（式

（4．1）でソ＝0）非線形方程式と同じ状態変化を表現する．

 5．結   論

 本論文では，神経回路網や地殻の断層面の構造で代表される複雑な系に外力を加え，体系の

内部状態が励起された，いわゆる活性化された状態の時間発展を調べた．複雑た系のモデルと

して2つのタイプ（TypeIとTypeII）を考えた．体系の状態変化は，時間のスケール則に対し

て共変なLangevin方程式で記述されるものとした．さらに，解である状態変数の相関関数を求

め，その長時間の振舞いがべき則によって表現されることを示した．C（τ）の具体的た計算を実

行するには，各クラスターの部分集合に関して時間のスケール変換で得られた局所的活性化の

状態変化の表現式が必要になる．とくに，体系の状態はLangevin方程式を摂動論で取扱うと，

相関関数の固有関数の線形結合であるKarhunen－Lo6ve展開で表現されることを証明した．最

後に，以上のLangevin方程式が厳密に解かれる形に非線形効果を取り入れる方法を提案した．

 Langevin方程式の共変性はFokker－P1anck方程式で表現した場合にどうたるかPまた，

このとき分布関数族による計量空間のα接続係数（Amari（1985））とスケール因子（フラク

タル次元）との関係（原（1991）），さらに複素確率過程に拡張した場合におけるスケール変換

とゲージ変換の関係など興味深い問題がある．
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Activation Processes of Comp1ex System and Corre1ation Fmction

                        Hiroaki Hara

             （Faculty of Engineering，Tohoku University）

         Jmji Koyama

（Faculty of Science，Tohoku University）

   As a comp1ex system，we propose a system composed of units．The units are grouped

into c1usters according to the respective activation processes for extema1forces．Total

activation processes are assumed to be expressed by a sum of states for the c1usters．

    Here we consider activation processes which are described by a set of sca1ed Langevin

equations（SLE）．The SLE are given in“covariant”form．The states of the c1usters are

govemed by the set of SLEs，and they are orthogona1ized．Based on the present mode1，we

get a response function corresponding to“Weierstrass function”，which1eads us to a

1ong－time tai1behavior or1／！behavior inthe Fourier transform．Fina11y，anexact so1ub1e

nonhnear form of Langevin is given to study the phase transition．

Key words：Comp1ex system，sca1ing law，Langevin equation，Karhmen－Loεve expansion．


