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 1．はじめに

 集団遺伝学において確率過程は非常に重要た役割を演じ，特に分子進化や蛋白質多型現象で

は遺伝的浮動が重要な要因であると考えられている．最も典型的た確率モデルはライト・

フィッノヤーモデルと呼ばれるものである．確率積分には二つの形式  伊藤型とストラト

ノウィッチ型  がある ここではライト・フィッソヤーモデルの伊藤型確率微分方程式に

よる表現とストラトノヴィッチ型確率微分方程式による球面上のブラウン運動の表現の類似性

を示す．このことは伊藤型積分とストラトノヴィッチ型積分の違いを示す良い例にたっている

と思われる．また球面上のブラウン運動とライト・フィッシャーモデルの関係についてのべ
る．

 2．ライト・フィッシャーモデルのシミュレーション法

 ライト・フィッシャーモデルとは，任意交配を行う有限集団で世代交代において次世代の遺

伝子が集団から無作為に抽出されるというモデルである．この無作為抽出による確率的変動の

ことを遺伝的浮動あるいはライト効果という．ここでは，遺伝的浮動のみを考慮し，突然変異

や自然淘汰による影響は考えたい．

 いま，M個の二倍体個体からなる集団を考え，ある遺伝子座の遺伝子に注目する．つまり

2M個の遺伝子からたる集団を考える．その中におけるm種類の対立遺伝子λ。，λ。，．．．，λm

の頻度をそれぞれ，κ。，κ。，．．．，κmとする．

 第左世代における遺伝子頻度が与えられた時，次世代の集団にん遺伝子がみ個含まれる確

率は

（2．1）
（2㌘）ll（・一炉

によって与えられる．すなわち二項分布に従う．この分布の平均は2Mル，分散は2Mκゴ（1一κゴ）

であるから，世代交代におけるん遺伝子の頻度変化の平均および分散は

 （2．2）        M丸＝亙｛κ｛（≠十1）一κ｛（左）｝＝O

および

 （2．3）      凧＝亙｛（κ古（左十1）1。（左））2｝＝κ｛（11ゴ）／2M
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とたる．同様にしてん遺伝子とん遺伝子の間の共分散を計算すると

 （2．4）     肌，灼＝亙／（κ｛（才十1）1｛（左））（κゴ（広十1）一κ。（彦））／

               ＝一舳5／2M

とたる．これらの式において第云世代における遺伝子頻度を単にルと書いた．

 ここで，時間および頻度を連続変数と見なす．遺伝子頻度は拡散過程として近似でき，頻度

の確率分布はコルモゴロフ方程式（フォッカー・プランク方程式）に従うことにたる．頻度変

化の平均および共分散行列は（2．2）一（2．4）式によって表される．

 コルモゴロフ方程式によって表される確率過程を伊藤型確率微分方程式で表すには，共分散

行列を

 （2．5）                ｛aわ（C）｝｛a｛ゴ（広）｝｛＝｛κ｛（才）（δ幻一κ5（才））｝

のように分解する必要がある．（2．5）式のようだ分解ができると，頻度変化は次式のような確率

微分方程式で表される．

                     m
 （2，6）         伽（云）＝oΣん（左）棚5（広）
                     ゴ三1

ここで，｛B5（C）｝は平均0分散彦である互いに独立なウィーナー過程を表し，o＝研であ

る．

 （2．5）式の分解はしばしばコレスキー法によって数値的に行われる．しかし，ここでは，ラン

ダムた衝突モデルに基づく別の表現形式を与えよう（Itoh（1979．1984））．

 2M個の遺伝子は遺伝子プールの中で，ランダムた衝突をしていると考える．（云，彦十a広）の

間に衝突の起こる確率はλ励によって与えられるとし，異なった種類の遺伝子タとノが衝突す

れば，それらは確率1／2でタ遺伝子どたり，確率1／2でプ遺伝子にたるものとする．すなわち，

この衝突により遺伝子クの頻度は。／而TaB，ゴたけ増え，遺伝子プは。而棚｛5

だけ減ることにたる．

 したがって，このモデルは確率微分方程式（2．7）によって近似することができる．

                    n （2．7）           aκゴ（C）＝oΣ砺棚、5（C）
                   5三1

ここで，｛凪5（広）｝（ク＞ノ）は平均0分散左である互いに独立たウィーナー過程であり，伽と

3力は

 （2．8）          伽（広）十B〃（左）＝0

により関係づけられている．また，o＝研である．方程式（2．7）によって表される確率過

程は共分散行列として。2｛κ｛（広）（δザκ5（才））｝をもつ．

 この表現形式を用いると数値的たコレスキー分解を行わずにシミュレーションを行うことが

できる．コレスキー法を用いない分解方法としては他にAki（1984），Shiga（1987）の方法が

ある．また，厳密たコレスキー分解はTanabe and Sagae（1991）によって与えられている．

3．ライト・フィッシャーモデルと球面上のブラウン運動

（2．7）式は伊藤型の確率微分方程式によって表されていたが，確率積分には，伊藤型とストラ

トノヴィッチ型がある（Stratonovich（1966））．
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伊藤型：

（3．1） ∫αの（κ（～）舳）一・怜買の（州，舳（1…）一州1

ストラトノヴィッチ型：

（・．・）∫αの（舳）舳）一1脾卸（州㌢（ち・1），ち）［州・・）一κ（ち）1

ここで，。はストラトノヴィッチ型の確率積分を表し，∠＝Max（左5．r左5）であり，1．i．m．は1imit

in the mean（平均収束）．を表す．両者は互いに関係づけられており，伊藤型からストラトノ

ヴィヅチ型あるいはその逆の変換が可能である．

 ドリフトおよび拡散が｛α｛（κ，≠）｝および｛ろ。ゴ（κ，云）｝によって表される多次元拡散過程

｛κ圭（才）｝を伊藤型で表すと，

 （3．3）                  aκゴ（C）＝α｛（κ，広）aC＋Σ］σ｛5（κ，広）aB5（才）

                        5
 （3．4）            ～（左）＝Σσ｛島（κ，才）σ5ゐ（κ，オ）

                     々

である．一方，ストラトノヴィヅチ型で表すと，同じ過程が次のように表される．

 （3．5）      伽（左）rm・（κ，オ）励十Σσ1ゴ（κ，左）〃B・（才）
                        5

ここで，両者の係数の関係は，

（3．6）
α・（κ，1）一・・（1，1）・要÷∂α架・才）伽（κ，1）

によって与えられる．

 （2．7）式は伊藤型の微分を表していたが，ストラトノヴィッチ型であると解釈した場合を考え

よう．つまり，次の式を考える．

                    m （3．7）           aκ，（広）＝oΣ砺下棚、5（才）
                    3二1

ここで，（2．8）式の関係は成り立っているとする．

 ここで，次のようだ対応を考える．

 （3．8）            篶＝y三．

球面上のブラウン運動は（2．7）式におけるウィーナー過程を用いてストラトノヴィッチ型の方

程式により次のように表される．

（3．9）       伽（C）＝工Σル（云）棚、。（才）
                     2j

これより上記（3．8）式を用い（3．7）式が得られる．

 （3．3）一（3．6）式の関係を用いて，（3．9）式を伊藤型に変換しよう．（2．8）式によりウィーナー

過程は互いに独立ではないので，まず，（3．9）式を次のように書き直す．

（3．10）      み、（1）＝工Σσオ，尾工（C～B、王（左）
                     2〃
 （3．11）                      σ｛，〃（才）＝δ誠ツ‘

（2．8）式を考慮に入れると，（3．！0）式は
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 （3．12）

 （3．13）

となる．

（3．14）

           砂、（云）＝工Σρ、，尾正（c）棚尾工（6）
                2庄〉‘

             ρ｛，〃（c）＝σ｛，〃（左）一σ｛，〃（左）

したがって，（3．3）一（3．6）式より（3．12）式は

            C m
        伽（左）＝丁君州泌・（1）■・2（m－1）・〃／8

のように変換される．

 頻度κ｛の和は1であるから，Σ少茅＝1である．ルによって表される点は半径1の球面に拘

束されていることにたる．（3．14）式において，第一項は球の接平面上でのブラウン運動を表し，

第二項はそれを球面に引き戻す作用を表している．したがって，（3．14）式は球面上のブラウ

ン運動を表す．（3．8）式および（3．14）式より次の伊藤型方程式が得られる．これは突然変異を

考えに入れたライト・フィッシャーモデルの特別た場合を表す．

               2              m
（…）  舳）一子（1一舳（1））糾君・痢楓1（1）

球面上の等方的た拡散について，確率密度の時間的た振舞いは分かっている．これを用いる

と，（3．15）式で表されるライト・フィッシャーモデルについて確率密度を求めることができる

（Maruyama and Itoh（ユ991））．

 ここでの話は，B｛ゴ（広）がウィーナー過程の場合に限られていた．（3．9）式を通常の微分で書

くと

（…）    ㌔1女）一号ゑ州伽（1）

                棚｛。（左）／励＝m｛。（オ）

のように書ける．Bゴ5（才）がウィーナー過程であるというのは，伽（c）がガウス白色ノイズであ

る場合に対応している．m＝2の場合ではあるが，ガウス白色ノイズに限らずより一般的た確

率過程について，（4．1）式の確率過程の性質は調べられている（Maruyama and Shibata
（1988））．
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    Stochastic Differentia1Equations for the Wright－Fisher Model

                       Kishiko Maruyama

（Department of Statistica1Science，The Graduate University for Advanced Studies）

                             Yoshiaki Itoh

（The Institute of StatisticaI Mathematics and The Graduate University for Advanced Studies）

    Considerapopu1ationofMpartic1eseachofwhichisoneofmtypes，λ1，λ2，．．．，λm．

The types may represent species，a11e1es，genotypes or other c1assi丘。ation．We then

consider random co11isions between partic1es，which are assumed to occur at the rateλ励

per time interva1（云，左十励）for each partic1e．If a pair of partic1es of di丘erent typesづand

プ。o11ide，then after the co11ision the both partic1es are the typeクwith probabi1ity1／2and

the type／witb probabi1ity1／2．If the type of the co11iding partic1es are the same，no

change occurs．

    We can approximate our random co11ision mode1by the fo11owing stochastic

differentia1equation，in Ito’s sense． In it，the re1ative abundance of type ク increases

by・而肌ゴ（広）・・dth… 1・ti… b・・d…♀・ftyp・ノd・・・・・… by
c／而丁棚、5（≠）by the interaction of the partic1es of typeクandノ，where o＝π．

Hence our random co11ision mode1automatica11y makes the fo11owing equation（1），which

has the genetic drift matrix as covariances，forタ，ノ＝1，2，．．．，m，

                                    m
  （1）          aκ｛（才）＝Σc而了姻オゴ（C）
                                   5二1

with B｛ゴ（C）十Bゴゼ（左）＝0，where B、ゴ（C）（タ＞ノ）are mutua11y independent one－dimensiona1

Brownian motion with mean O and variance左．

    It is pointed out that the stochastic differentia1equation（1）in Stratonovich’s sense

represents a Brownian motion on a sphere by a correspondence y三＝伽，and that the

transition probabi1ity density for the isotropic diffusion on a sphere gives the density for the

Wright－Fisher mode1of a particu1ar mutation rate．

Key words：Ito integral，Stratonovich integra1，Wright－Fisher mode1，Brownian motion on a

sphere．


