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1 パネル動学的構造方程式モデル

経済のミクロ・データを扱うミクロ計量経済学における近年における一つの大きな話題は時間と

ともに得られる多数の個票（パネル・データ）より経済学的に意味のある関係（構造）を推定する問

題である。(Hsiao (2003)参照。) 経済データの分析ではしばしば単にある変数（被説明変数）を他
の説明変数で説明するとみなせる状況ではなく、被説明変数と説明変数に相関があるような状況に

おいて構造方程式 (structural equation)を推定する問題がある。この問題は内生性 (endogeneity)
問題とも呼ばれているが、内生性を含む古典的な同時方程式 (simultaneous equations)を拡張して
パネル動学的構造方程式、（パネル同時方程式）を推定する問題が重要な話題となっている。

例えば簡単なパネル動学的構造方程式 (panel dynamic structuraal equation) モデルの例である
Blundel-Bondモデル (Blundel and Bond (2000))は
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であり、ここでの主要な関心は係数 (β2, γ1)の推定問題である。）ここで上の構造方程式（同時方
程式）を内生変数について解いて得られる誘導型 (reduced form)は
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である。

なお、ここでとりあげた線形パネル構造方程式モデルは多次元、より複雑な時系列構造、非線形

構造、など様々な方向に一般化できる。

パネル統計モデルにおいては一般に個別効果はフィルターと呼ばれる操作を適用することで取

り除くことが考えられる。古くから時間的差分をとる方法が考えられている (差分法)、近年では
forward-filtering法、backward-filtering法なども有力である。従来のミクロ計量経済分析におい
てはしばしば個別効果を取り除いた上で、最小二乗法 (OLS)や一般化積率法 (GMM)を適用する
ことが行われているが、構造方程式の場合には内生性 (endogeneity)があり、多操作変数 (many
instruments)問題とともに推定法としての妥当性については幾つかの基本的な未解決問題がある。
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2 パネルLIML推定量の漸近理論

本報告者はこの問題について赤司健太郎氏 (統計数理研究所・研究員)とともに共同研究を行って
いるが、制限情報最尤 (limited information maximum likelihood, 通称 LIML)推定法を用いるこ
とで、漸近的には言うまでもなく、有限標本でも信頼できる推定結果が得られる結果が得られた。

LIML推定法は計量経済学・数理統計学では通常の構造方程式・同時方程式モデルの推定問題への
古典解として Anderson and Rubin (1949) により導入されたが、本稿はそのアイデアを動学パネ
ル構造方程式に拡張したことになる。数理的には多変量解析における二つの正定符号行列に関する

固有値・固有ベクトルの漸近的挙動の分析の問題となる。

パネル方程式の場合には、個体数N と時間観測数 T の大きさにより様々な漸近理論を考えること

ができる。特に二つの次元が大きくなる漸近理論は本報告者が以前に構造方程式の推定問題におい

て議論した方法と密接に関係している。(Kunitomo (1980), Anderson, Kunitomo and Matsushita
(2008a,b)などを参照。) また、数理統計学の応用として他分野で生じる、次元や説明変数が多い
場合の議論と関連があると思われるのでコメントを歓迎したい。今回、とりあえずパネル LIML法
について得られた結果は Akashi and Kunitomo (2010a,b)にまとめておいた。
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