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LOGICA MODAL*

James Garson

Tradugdo de Heitor Hedler Siqueira Campos’

Um modal ¢ uma expressao (como 'necessariamente' ou possivelmente') que ¢ usada
para qualificar a verdade de um juizo. A légica modal ¢, estritamente falando, o estudo do
comportamento dedutivo das expressdes 'é necessario que' e 'é possivel que'. Entretanto, o
termo 'l6gica modal' pode ser usado de forma mais abrangente para uma familia de sistemas
similares. Estes incluem logicas doxasticas, logicas para expressoes temporais, logicas para
expressoes dednticas (morais) tais como 'é¢ obrigatorio que' e '¢ permitido que', e muitas
outras. O entendimento das l6gicas modais ¢ particularmente valioso na analise formal do
argumento filos6fico, onde expressdes da familia modal sdo tanto comuns quanto ambiguas. A

l6gica modal também possui importantes aplica¢des na ciéncia da computagdo.

1 O que é a Légica Modal?

Interpretada de forma estrita, a l6gica modal estuda o raciocinio que envolve o uso das
expressOes necessariamente' e 'possivelmente'. Entretanto, o termo 'ldégica modal' ¢ usado de
forma mais abrangente para cobrir uma familia de logicas que possuem regras similares e uma

diversidade de simbolos diferentes.

Segue uma lista descrevendo as 16gicas mais conhecidas desta familia.

Logica Simbolos Expressdes Simbolizadas
Logica Modal O E necessario que...
0 E possivel que...

' Mestrando da UFPE. Revisor 1: Mércio Moretto Ribeiro, professor doutor da EACH-USP. Revisor 2: Jodo
Marcos, professor adjunto, UFRN.
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Logica Dedntica (0] E obrigatorio que...
P E permitido que....

F E proibido que...

Logica Temporal G Sera sempre o caso que...
F Seré o caso que...
H Sempre foi o caso que...
P Foi o caso que...
Loégica Doxastica Bx x acredita que...
2 Légicas Modais

As logicas mais conhecidas na familia modal sdo construidas a partir de uma logica
mais fraca K (em homenagem a Saul Kripke). Na leitura mais estrita, a 16gica modal se
preocupa com a possibilidade e a necessidade. Uma diversidade de simbolos diferentes pode
ser desenvolvida para tais logicas utilizando K como fundamento. Os simbolos de K incluem
'~' para 'mdo', '—' para 'se...entdo', e '0' para o operador modal 'é necessario que'. (Os
conectivos '&', 'V' e '&' podem ser definidos a partir de '~' e '—>' como na logica

proposicional.) K resulta da adi¢do aos principios da ldgica proposicional o seguinte.
Regra da Necessitacdo: Se 4 ¢ um teorema de K, entdo 04 também o ¢.
Axioma de Distribui¢do: o(4 — B) — (04 — 0B)

(Nesses principios utilizamos '4' e 'B' como metavariaveis sobre formulas da
linguagem.) De acordo com a Regra da Necessitacdo, qualquer teorema da logica ¢
necessario. O Axioma da Distribuicao diz que se € necessario que se 4 entdo B, entdo se

necessariamente 4 entdo necessariamente B.

O operador ¢ (para 'possivelmente') pode ser definido a partir de 0 tomando CA =

~0~A. Em K, os operadores 0 e ¢ comportam-se de forma muito semelhante aos
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quantificadores V (todo) e 3 (algum). Por exemplo, a definicdo de ¢ a partir de o reflete a
equivaléncia de Vx4 com ~3x~A na logica de predicados. Por conseguinte, O(4A&B) implica
0A4&0OB e vice-versa; enquanto 0AVOB implica 0(4VB), mas ndo vice-versa. Isso reflete os
padrdes exibidos pelo quantificador universal: Vx(A&B) implica VxA&VXB e vice-versa,
enquanto VxAVVxXB implica Vx(4AVB) mas nao vice-versa. Paralelos similares entre ¢ ¢ 3
podem ser tragados. A base para essa correspondéncia entre os operadores modais e os

quantificadores ira emergir mais claramente na secao sobre Semantica de Mundos Possiveis.

O sistema K ¢ muito fraco para prover uma explicacdo adequada da necessidade. O

seguinte axioma ndo ¢ demonstravel em K, mas ¢ claramente desejavel.
(M) nA—A4

(M) enuncia que o que quer que seja necessario ¢ o caso. Note que (M) seria incorreto se O
fosse lido 'deve ser o caso que' ou 'era o caso que'. Entdo a presencga do axioma (M) distingue
a logica modal correspondente de outras logicas na familia modal. Uma légica modal M

resulta da adi¢do de (M) a K. (Alguns autores chamam esse sistema de T.)

Muitos l6gicos acreditam que M ainda ¢ fraca demais para formalizar corretamente a
logica da necessidade e da possibilidade. Eles recomendam ulteriores axiomas para governar a
iteragcdo, ou repeticao, dos operadores modais. Seguem os dois mais famosos axiomas de

iteragao:
(4) 04 — oo4
(5) A — 004

S4 ¢ o sistema que resulta de adicionar (4) a M. De forma similar, S5 ¢ M adicionado de (5).
Em S4, a sentenga 004 ¢ equivalente a 04. Como resultado, qualquer cadeia de quadrados
pode ser substituida por um tnico quadrado, e 0 mesmo ocorre para cadeias de losangos. Isso
equivale a ideia de que a iteracdo de operadores modais ¢ supérflua. Dizer que A ¢
necessariamente necessario ¢ considerada uma maneira inutilmente longa de dizer que 4 ¢
necessario. O sistema S5 possui principios ainda mais fortes para simplificar cadeias de
operadores modais. Em S4, uma cadeia de operadores do mesmo tipo pode ser substituida por

aquele operador; em S5, cadeias contendo tanto quadrados quanto losangos sdo equivalentes
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ao ultimo operador na cadeia. Assim, por exemplo, dizer que ¢ possivel que 4 seja necessario

¢ o mesmo que dizer que 4 € necessario. Segue um sumario dessas caracteristicas de S4 e SS.
S4: oo..o=0e 00..0=90
S5:00..0=0¢00...0 =9, onde cada 0 é um 0 ou um ¢

Pode-se se engajar em infinddveis discussdes sobre a corre¢do ou incorre¢do desses e outros
principios de iteracdo para O e Q. A controvérsia pode ser parcialmente resolvida pelo
reconhecimento de que as palavras 'necessariamente' e 'possivelmente’ possuem muitos usos
diferentes. Entdo, a aceitabilidade dos axiomas da l6gica modal depende de quais desses usos
temos em mente. Por esse motivo, ndo ha uma logica modal, mas ao invés disso uma familia
inteira de sistemas construidos a partir de M. O relacionamento entre esses sistemas ¢
diagramado na Secdo 8, e sua aplicacdo a diferentes usos de 'necessariamente' e
'possivelmente’ podem ser mais profundamente entendida estudando sua semantica de mundos

possiveis na Se¢ao 6.

O sistema B (em homenagem ao 16gico Brouwer) ¢ formado adicionando o axioma (B)

aM.
(B) A — 004

E interessante notar que S5 pode ser formulado de forma equivalente adicionando (B) a S4. O
axioma (B) levanta um ponto importante sobre a interpretagdo das férmulas modais. (B) diz
que se 4 € o caso, entdo 4 € necessariamente possivel. Pode-se sustentar que (B) deveria
sempre ser adotado em qualquer l6gica modal, pois certamente se 4 é o caso, entdo ¢
necessario que A4 seja possivel. Entretanto, ha um problema com essa assertiva que pode ser
exposto notando que 004 — A ¢ demonstravel a partir de (B). Entdo 0o4 — A deveria ser
aceitavel se (B) o for. Todavia, 004 — A diz que se A € possivelmente necessario, entdo 4 € o
caso, ¢ isso esta longe de ser obvio. Por que (B) parece Obvio, enquanto uma de suas
consequéncias parece ndo ser realmente Obvia? A resposta ¢ que hd uma ambiguidade
perigosa na interpretagdo em portugués de 4 — 00A. Frequentemente utilizamos a expressao
'Se A entdo necessariamente B' para expressar que o condicional 'se 4 entdo B' € necessario.
Essa interpretacdo corresponde a 0(4 — B). Em outras ocasides, queremos dizer que se 4,

entdo B ¢ necessario: 4 — 0OB. Em portugués, 'necessariamente’ ¢ um advérbio, e ja que
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advérbios sdo usualmente empregados proximos a verbos, ndo possuimos nenhuma maneira
natural de indicar se o operador modal se aplica a todo o condicional, ou a seu consequente.
Por tais motivos, ha uma tendéncia de confundir (B): A — 004 com 0O(A4 — 0A). Mas 0o(4 —
0A4) ndo ¢ o mesmo que (B), pois 0(4 — 0A4) ja é um teorema de M, enquanto (B) ndo o é. E
preciso tomar um cuidado especial para que nossa reagdo positiva a 0(4 — 04) ndo afete
nossa avaliagdo de (B). Uma maneira simples de nos protegermos ¢ formular B de maneira

equivalente utilizando o axioma 004 — A, onde essas ambiguidades de escopo nao aparecem.

3 Légicas Dednticas

As logicas deonticas introduzem o simbolo primitivo O para 'é obrigatorio que', a
partir do qual os simbolos P para 'é permitido que' e F para '¢ proibido que' sdo definidos: PA
=~0~A e FA = O~A. O andlogo dedntico do axioma modal (M): O4 — A ¢ claramente nao
apropriado para a logica dedntica. (Infelizmente, o que deve ser nem sempre ¢ o caso).
Entretanto, um sistema bésico D de légica deontica pode ser interpretado adicionando o

axioma mais fraco (D) a K.
(D) 04 — PA

O axioma (D) garante a consisténcia do sistema de obrigagdes insistindo que quando 4 ¢
obrigatdrio, A € permissivel. Um sistema que nos obriga a 4, mas ndo nos permite fazé-lo,
coloca-nos numa situacao dificil. Apesar do fato de que alguns sustentardo que tais conflitos

de obriga¢do sdo ao menos possiveis, a maioria dos logicos dednticos aceita (D).

0(0A4 — A) é outro axioma deodntico que parece desejavel. Apesar de ser equivocado
dizer que se A4 € obrigatorio entdo 4 € o caso (O4 — A), ainda assim, essa condicional deveria
ser o caso. Alguns logicos dednticos acreditam que D precisa ser suplementado com O(O4 —

A) também.

A controvérsia a respeito da iteracdo (repeti¢do) de operadores surge novamente na
logica dedntica. Em algumas concepgdes de obrigacdo, OOA coincide com OA. 'deve ser o
caso que deve ser o caso' ¢ tratado como uma espécie de repeticado desnecessaria, os 'deve's
adicionais ndo adicionam nada de novo. Axiomas entdo sdo adicionados para garantir a

equivaléncia entre OOA e OA. A politica de iteracdo mais abrangente incorporada em S5
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também pode ser adotada. Entretanto, ha concepgdes de obrigagdo nas quais a distingdo entre
OA e O0A ¢ preservada. A ideia ¢ de que ha diferenca genuina entre as obrigacdes que nds
realmente temos e as obrigagdes que nds deveriamos adotar. Entdo, por exemplo, 'deve ser o
caso que deve ser o caso que 4' comanda a adogao de alguma obrigacao que pode nao estar de
fato estabelecida, resultando no fato de que OOA pode ser verdadeiro mesmo quando OA4 ¢

falso.

4 Logicas Temporais

Na logica temporal, ha dois operadores basicos, G para o futuro, e H para o passado. G
¢ lido 'sera sempre o caso que' ¢ o operador definido F (lido 'sera o caso que') pode ser
introduzido por FA = ~G~A. De forma similar H ¢ lido: 'sempre sera o caso que' e P (para 'foi
o caso que') ¢ definido por P4 = ~H~A. Um sistema basico para logica temporal chamado Kt
resulta de adotar os principios de K tanto para G quanto H, juntamente a dois axiomas para

governar a interacao entre os operadores do passado e do futuro:
Regras de “Necessitagao’:
Se A ¢ um teorema entio GA e HA também o séo.
Axiomas de Distribuicao:
G(A — B) —» (GA — GB) e HA — B) — (HA — HB)
Axiomas de Interagao:
A— GPAeA— HFA

Os axiomas de interagdo levantam questdes a respeito das assimetrias entre o passado
e o futuro. Uma intuig¢do padrdo ¢ a de que o passado esta fixo, enquanto o futuro ainda esta
em aberto. O primeiro axioma de interagdo (4 — GPA) esta em conformidade com essa
intuicdo em relatar que o que € o caso agora (4), ira em todos os tempos futuros, estar no
passado (GPA). Entretanto, 4 — HFA pode parecer possuir carater inaceitavelmente

determinista, pois afirma, aparentemente, que o que ¢ verdade agora (4) sempre foi de tal
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forma que ird ocorrer no futuro (HFA). Entretanto, a semantica de mundos possiveis para a
logica temporal revela que essa preocupacao resulta de uma simples confusdo, e que os dois

axiomas de interacao sao igualmente aceitaveis.

Note que o axioma caracteristico da logica modal, (M): o4 — A4, ndo ¢ aceitdvel nem
para H nem para G, ja que 4 ndo se segue de 'sempre foi o caso que 4', nem de 'sempre sera o
caso que A4'. Entretanto, ¢ aceitavel numa logica temporal aparentada na qual G ¢ lido como '¢

e sempre sera o caso que', e H ¢ lido como '¢ e sempre foi o caso que'.

Dependendo de quais suposigdes sao feitas a respeito da estrutura do tempo, axiomas
ulteriores precisam ser adicionados as ldgicas temporais. Segue-se uma lista de axiomas
comumente adotados nas logicas temporais. Uma explicacdo de como eles dependem da

estrutura do tempo serd encontrada na se¢cdo Semantica de Mundos Possiveis.
GA — GGA e HA — HHA
GGA — GA e HHA — HA
GA — HAe HA — PA

E interessante notar que certas combinagdes de operadores de passado e futuro podem
ser utilizadas para expressar sentencas complexas na lingua portuguesa. Por exemplo, FPA
corresponde a sentencga A4 no futuro do presente composto do indicativo, (como em 'daqui a 20
segundos a iluminacdo terd mudado'). Similarmente, PPA expressa o pretérito-mais-que-

perfeito.

5 Logicas Condicionais

O fundador da l6gica modal, C. I. Lewis, definiu uma série de logicas modais que nao
possuiam O como simbolo primitivo. Lewis estava ocupado em desenvolver uma légica dos
condicionais que estivesse livre dos chamados Paradoxos da Implicagdo Material, a saber os
teoremas classicos A — (~A — B) e B — (A — B). Ele introduziu o simbolo para
“implicagdo estrita” e desenvolveu logicas onde nem A (~A A) nem B (A
B) sdo demonstraveis. A pratica moderna tem sido a de definir A B como o(4—B), e usar

as loégicas modais governando O para obter resultados similares. Entretanto, a
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demonstrabilidade de formulas tais como (A&~A) B em tais logicas parece ir de
encontro a preocupacao com os paradoxos. Anderson ¢ Belnap (1975) desenvolveram os
sistemas R e E (para Logica Relevante) que foram desenvolvidas para superar tais
dificuldades. Esses sistemas requerem a revisdo dos sistemas padrdo de logica proposicional.
(Para uma discussdo mais detalhada da Logica de Relevancia, veja o verbete Logica

Relevante).

David Lewis (1973) desenvolveu logicas condicionais especiais para lidar com
expressOes contrafatuais, isso €, expressoes da forma 'se A acontecesse, entdo B aconteceria'.
(Kvart (1980) ¢ outro 6timo recurso sobre o topico). Logicas contrafatuais diferem daquelas
baseadas na implicag@o estrita porque as primeiras rejeitam enquanto as ultimas aceitam a

contraposic¢ao.

6 Semantica de Mundos Possiveis

O proposito da logica € caracterizar a diferenga entre argumentos validos e argumentos
invalidos. Um sistema logico para uma linguagem ¢ um conjunto de axiomas e regras
designado para demonstrar exatamente os argumentos validos enuncidveis na linguagem.
Criar tal logica pode ser uma tarefa dificil. O logico precisa ter certeza de que o sistema ¢
correto, isto €, que cada argumento demonstrado utilizando as regras e axiomas ¢ de fato
valido. Além disso, o sistema precisa ser completo, isto ¢, cada argumento valido deve possuir
uma demonstragdo no sistema. Verificar a corre¢do e completude de sistemas formais ¢ uma

preocupacgao central dos logicos.

Tal verificagdo ndo pode ser realizada até que o conceito de validade seja definido
rigorosamente. As semanticas formais para uma logica fornecem uma definicdo de validade
caracterizando o comportamento da verdade das sentencas do sistema. Na ldgica
proposicional, a validade pode ser definida utilizando tabelas de verdade. Um argumento
valido ¢ simplesmente um argumento em que cada linha da tabela de verdade que torna suas
premissas verdadeiras também torna sua conclusdo verdadeira. Entretanto, tabelas de verdade
nao podem ser utilizadas para fornecer uma explicacdo da validade nas 16gicas modais porque
ndo ha tabelas de verdade para expressdes como 'é necessario que', 'é obrigatorio que', e

similares. (O problema ¢ que o valor de verdade de 4 ndo determina o valor de verdade de
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04. Por exemplo, quando A ¢ 'Caes sdo caes', 04 ¢ verdadeira, mas quando A ¢ 'Caes sdo
animais de estimagdo', 04 ¢ falsa.) Nao obstante, semanticas para logicas modais podem ser
definidas introduzindo mundos possiveis. Iremos ilustrar a semantica de mundos possiveis
para uma logica da necessidade contendo os simbolos ~, — ¢ 0. Em seguida iremos explicar

como a mesma estratégia pode ser adaptada para outras logicas da familia modal.

Na logica proposicional, uma valoragdo para sentengas atomicas (ou uma linha na
tabela de verdade) atribui um valor de verdade (7 ou F) para cada variavel proposicional p.
Dai os valores de verdade das sentencas complexas sdo calculados com tabelas de verdade.
Nas semanticas modais, um conjunto M de mundos possiveis ¢ introduzido. Uma valoragao
entdo da um valor de verdade para cada variavel proposicional em cada mundo possivel de M.
Isso quer dizer que o valor atribuido a p para o mundo m pode diferir do valor atribuido a p

para outro mundo m'".

O valor de verdade da sentenga atomica p no mundo m dado pela valoragdo v pode ser
escrito como v(p,m). Dada esta notacdo, os valores de verdade (V para verdadeiro, F' para
falso) de sentengas complexas da 16gica modal para uma dada valoragdo v (¢ 0 membro m do
conjunto de mundos M) pode ser definida pelas seguintes cldusulas de verdade. ('sse' abrevia

'se somente se'.)
(~) v(~A, m)=V sse v(4, m)=F.
(—) v(A4 — B, m)=V sse v(4,m)=F ou v(B,m)=V.
(5) v(o4,m)=V sse para cada mundo m' em M, v(A,m")=V.

As clausulas (~) e (—) simplesmente descrevem o comportamento padrdo da tabela de
verdade para a negacdo e a implicagdo material, respectivamente. De acordo com (5), 04 ¢
verdadeiro (em um mundo m) exatamente quando 4 ¢ verdadeiro em todos os mundos
possiveis. Dada a defini¢do de O, (a saber, 0A= ~0~A) a condi¢do de verdade (5) garante que
04 ¢ verdadeiro no caso de 4 ser verdadeiro em algum mundo possivel. Ja que as clausulas de
verdade para o e ¢ envolvem os quantificadores 'todo' e 'algum' (respectivamente), os
paralelos entre o comportamento 16gico entre O e VX, e entre ¢ e 3x ressaltados na Se¢do 2,

sao esperados.
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As clausulas (~), (—) e (5) nos permitem calcular o valor de verdade de qualquer
sentenca em qualquer mundo possivel numa dada valoracdo. Uma defini¢do de validade esta
agora muito proxima. Um argumento ¢ 5-vdlido para um dado conjunto W (de mundos
possiveis) se e somente se cada valoracao das sentencgas atOmicas que atribui V' as premissas
num mundo em M também atribuem V a conclusdo no mesmo mundo. Um argumento ¢ dito

S-valido sse € valido para cada conjunto ndo-vazio M de mundos possiveis.

Mostrou-se que S5 ¢é correto e completo para 5-validade (por isso nosso uso do
simbolo 'S'). Os argumentos 5-validos sdo exatamente os argumentos demonstraveis em SS5.

Esse resultado sugere que S5 ¢ a forma correta de formular uma ldgica da necessidade.

Entretanto, S5 ndo ¢ uma logica razoavel para todos os membros da familia modal. Na
logica deontica, na logica temporal, e outras, o andlogo da condicdo de verdade (5) claramente
ndo ¢ apropriado; além disso ha até mesmo outras concepgdes de necessidade para as quais
(5) também deveria ser rejeitada. O ponto é mais facil de entender no caso da ldgica temporal.
Aqui, os membros de M sdo momentos do tempo, ou mundos “congelados”, por assim dizer,
em um instante. Por questdes de simplicidade vamos considerar uma légica temporal do
futuro, uma logica onde 04 ¢ lido 'serd sempre o caso que'. (Formulamos o sistema usando O
ao invés do tradicional G para que as conexdes com outras logicas modais sejam mais
facilmente apreciadas.) A cldusula correta para o deveria dizer que o4 ¢ verdadeira no
momento m sse A ¢ verdadeiro em todos os momentos no futuro de m. Para restringir a
atencdo ao futuro, a relacio R (pRecedéncia temporal) precisa ser introduzida. Assim, a

clausula correta pode ser formulada como se segue.
(K) (o4, m) =V sse para cada m', se mRm', entdo v(4,m")=V.

Isso diz que oA ¢ verdadeira em m somente no caso de 4 ser verdadeira em todos os

momentos depois de m.

A validade para este tipo de ldgica temporal pode agora ser definida. Um
enquadramento <M,R> ¢ um par consistindo de um conjunto ndo-vazio M (de mundos) e uma
relacdo binaria R em M. Um modelo <E, v> consiste num enquadramento E, e uma valoracao
v que atribui valores de verdade a cada sentenga atdmica em cada mundo de M. Dado um
modelo, os valores de todas as sentencas complexas podem ser determinados utilizando (~),

(—) e (K). Um argumento ¢ K-valido caso cada valoragdo das sentengas atomicas que atribui
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J as premissas num mundo também atribui /" a conclusdo no mesmo mundo. Como o leitor
pode ter adivinhado a partir do nosso uso de ‘K’, mostrou-se que a l6gica modal mais simples

K ¢ tanto correta quanto completa para K-validade.

7 Axiomas Modais e Condi¢des sobre Enquadramentos

Pode-se assumir nesta discussdo que K ¢ a logica correta quando o 0 ¢ lido como ‘sera
sempre o caso que’. Entretanto, hd razdes para pensar que K seja fraca demais. Uma
caracteristica logica obvia da relagdo R (pRecedéncia temporal) ¢ a transitividade. Se wRv (w
precede temporalmente v) e vRu (v precede temporalmente u), entdo se segue que wRu (w
precede temporalmente u). Vamos definir entdo um novo tipo de validade que corresponde a
essa condi¢do sobre R. Seja um 4-modelo qualquer modelo cujo enquadramento <M, R> ¢ tal
que R ¢ uma relagdo transitiva em M. Entdo um argumento ¢ 4-valido sse todo 4-modelo cuja
valoragdo atribui V' as premissas em um mundo também atribui ¥ a conclusdo no mesmo
mundo. Usamos ‘4’ para descrever tal modelo transitivo porque a logica que ¢ adequada
(tanto correta quanto completa) para 4-validade ¢ K4, a logica que resulta da adigcdo do

axioma (4): 04 — oo4 a K.

A transitividade ndo ¢ a Unica propriedade que poderiamos querer exigir do
enquadramento <M,R> se R ¢ lido como ‘pRecedéncia temporal’ e M ¢ um conjunto de
momentos. Uma condi¢do (que € apenas levemente controversa) ¢ que nao had um ultimo
momento no tempo, i.e. para cada mundo m ha algum mundo » tal que mRn. Essa condicao
sobre os enquadramentos ¢ chamada serialidade. A serialidade corresponde ao axioma (D):
o4 — 04, da mesma maneira que a transitividade corresponde a (4). Um D-modelo ¢ um K-
modelo com um enquadramento serial. A partir do conceito de D-modelo a nocao
correspondente de D-validade pode ser definida, exatamente como fizemos no caso da 4-
validade. Como vocé provavelmente adivinhou, o sistema que ¢ adequado com relagdo a D-
validade ¢ KD, ou K adicionado de (D). Nao apenas isso, mas o sistema KD4 (isso ¢, K
adicionado de (4) e (D)) ¢ adequado a respeito da D4-validade, onde um D4-modelo ¢ um

modelo no qual <M,R> ¢ serial e transitivo.

Outra propriedade que poderiamos desejar na relagdo de precedéncia temporal ¢ a

densidade, a condi¢ao que diz que entre dois momentos quaisquer, podemos sempre encontrar
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outro. A densidade seria falsa se o tempo fosse atomico, isto €, se houvesse intervalos de
tempo que ndo pudessem ser divididos em partes menores. A densidade corresponde ao
axioma (C4): ooA — 04, a reciproca de (4). Entdo, por exemplo, o sistema KC4, o qual
corresponde a K adicionado de (C4), ¢ adequado com relacdo aos modelos cujo
enquadramento <M,R> ¢ denso, ¢ KDC4, adequado a respeito dos modelos cujos

enquadramentos sdo seriais e densos, e assim por diante.

Cada um dos axiomas da logica modal que discutimos anteriormente corresponde da
mesma maneira a uma condi¢@o sobre os enquadramentos. O relacionamento entre condigdes
sobre os enquadramentos € 0s axiomas correspondentes ¢ um dos topicos centrais no estudo
das l6gicas modais. Uma vez que a interpretacdo do operador intensional o foi decidida, as
condi¢cdes apropriadas sobre R podem ser determinadas para se ajustarem as correspondentes
nogoes de validade. Por sua vez, isto nos permite selecionar o conjunto certo de axiomas para

aquela logica.

Por exemplo, considere uma logica dedntica, na qual o ¢ lido como ‘¢ obrigatorio
que’. Aqui a verdade de 04 ndo requer a verdade de 4 em fodos os mundos possiveis, mas
apenas num subconjunto desses mundos onde as pessoas fazem o que devem. Entdo também
desejaremos introduzir a relacdo R para este tipo de logica, e iremos utilizar a clausula de
verdade (K) para avaliar 04 em um mundo. Entretanto, nesse caso, R ndo ¢ ‘pRecedéncia
temporal’. Ao invés disso, mRm’ vale caso o mundo m’ seja uma variante moralmente
aceitavel de m, isto ¢, um mundo no qual nossas a¢des podem realizar o que ¢ moralmente
correto, ou certo, ou justo. Sob tal leitura, seria para ficar claro que os enquadramentos
relevantes deveriam obedecer a serialidade, a condi¢do que requer que cada mundo possivel
possua uma variante moralmente aceitavel. A analise das propriedades desejadas para R torna

claro que uma logica deodntica bésica pode ser formulada adicionando o axioma (D) a K.

Mesmo na légica modal, pode-se desejar restringir o leque de mundos possiveis que
sao relevantes para determinar se 04 ¢ verdadeiro num dado mundo. Por exemplo, posso
dizer que € necessario para mim pagar minhas contas, mesmo que eu saiba perfeitamente que
ha um mundo possivel no qual eu falho em pagé-las. No discurso ordinério, a assertiva de que
A ¢ necessario ndo requer a verdade de 4 em fodos os mundos possiveis, mas apenas numa
subclasse de mundos que eu tenho em mente (por exemplo, mundos onde evito as sangdes por

falhar em pagar as contas). Para fornecer um tratamento genérico da necessidade, precisamos
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dizer que 04 ¢ verdadeira em m sse 4 ¢ verdadeira em todos os mundos que estdo
relacionados a m da maneira adequada. Assim, para um operador O interpretado como
necessidade, introduzimos a correspondente relacdo R no conjunto de mundos possiveis M,
tradicionalmente chamada rela¢dao de acessibilidade. A relacdo de acessibilidade R vale entre
os mundos m e m’ sse m’ € possivel dados os fatos de m. Sob essa leitura de R, deve ficar
claro que enquadramentos para loégicas modais deveriam ser reflexivos. Segue-se que as
logicas modais deveriam ser fundamentadas em M, o sistema que ¢ resultado da adicdo de
(M) a K. Dependendo de como a relagao de acessibilidade ¢ entendida, a simetria ¢ a

transitividade também podem ser desejaveis.

Uma lista de algumas das mais comumente discutidas condi¢cdes sobre os
enquadramentos e seus correspondentes axiomas, juntamente com um mapa mostrando a

relacdo entre as varias ldgicas modais pode ser encontrada na proxima segao.

8 Mapa das relacdes entre logicas modais

O seguinte diagrama mostra o relacionamento entre as ldgicas modais mais bem
conhecida, a saber as logicas que podem ser formadas adicionando alguma combinagdo dos
axiomas (D), (M), (4), (B) e (S) a K. Uma lista desses (e outros) axiomas, e das

correspondentes condi¢des sobre enquadramentos pode ser encontrada abaixo do diagrama.

S4=M4 55 =M5
=ME5S

=M<4ES
B= =M45
D ME =M4E6
D5 =D4b
=D44E5
=DES

D5

®06

kel kES=k 465
K3 =k 4B
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Neste diagrama, os sistemas sdo dados pela lista de seus axiomas. Assim, por exemplo,

M4B ¢ o resultado de adicionar (M), (4) e (B) a K. Em negrito, indicamos 0s nomes

tradicionais de alguns desses sistemas. Quando o sistema S aparece abaixo e/ou a esquerda de

S’ conectado por uma linha, entdo S’ ¢ uma extensao de S. Isso significa que cada argumento

demonstravel em S ¢ demonstravel em S’, mas S ¢ mais fraco que S’, i.e. nem todos os

argumentos demonstraveis em S’ sdo demonstraveis em S.

A lista a seguir indica os axiomas, seus nomes, ¢ as correspondentes condi¢des sobre a

relacdo de acessibilidade R para os axiomas até agora discutidos neste verbete da

enciclopédia.

Nome Axioma
(D) 04d—O0A
(M) 0Ad—A

(4) n4—oo4

(B) A—004
(5)  04—004
(CD) 0A—DA

(aM) o(od—A)

(C4) opod—o4d

Condicao sobre os Enquadramentos
du mRo

mRm

(mRn&nRo) = mRo

mRn = nRm

(mRn&mRo) = nRo

(mRn&mRo) = n=o0

mRn = nRn

mRn = Jo(mRo&oRn)

(©) 0o4 — 004 mRn&mRp = Jo(nRo&pRo)

Na lista de condi¢des sobre os enquadramentos, as variaveis ‘m’,

quantificador ‘3o’ tém como dominio M. ‘&’ abrevia ‘e’ ¢ ‘=’ abrevia ‘se...entdao’.
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A nogdo de correspondéncia entre os axiomas e condi¢des sobre enquadramentos que
estd em questdo aqui foi explicada na se¢do anterior. Quando S ¢ uma lista de axiomas e F(S)
¢ o conjunto correspondente de condi¢des sobre enquadramentos, entdo S corresponde a F(S)
precisamente quando o sistema K+S ¢ adequado (correto e completo) para F(S)-validade, isso
¢, um argumento ¢ demonstravel em K+S sse ele ¢ F(S)-valido. Varias nog¢des mais fortes de
correspondéncia entre axiomas e condi¢des sobre enquadramentos emergiram da pesquisa

sobre logica modal.

9 O Axioma Geral

A correspondéncia entre axiomas e condi¢des sobre enquadramentos pode parecer um
mistério. Um belo resultado de Lemmon e Scott (1977) explica muito bem esse

relacionamento. O teorema deles diz respeito aos axiomas que possuem a seguinte forma:
(G) ¥'o'd — o' 4

Utilizamos a notagdo ‘0"’ para representar uma cadeia de n losangos. Assim, por

3

exemplo, 0°” abrevia uma cadeia de trés losangos: ‘000’. De forma similar, ‘0" representa

uma cadeia de n quadrados. Quando os valores de 4, i, j e k sdo todos 1, temos o axioma (C):
(C) 004 — 004 =0'0'4 — 0'0'4
O axioma (B) resulta de atribuirO a2 e a i, e atribuir l aj e a k:
(B) A — 004 =004 — 0'0'4
Para obter (4), podemos atribuir 0 a2 e a k, atribuir L aie2 aj:
(4) od — ood =0°0'4 — o*0°4

Muitos (mas ndo todos) os axiomas da ldgica modal podem ser obtidos dando os

valores corretos aos parametros em (G).

Nossa proxima tarefa serd dar as condi¢des sobre enquadramentos que correspondem a

(G) para uma dada selecdo de valores para 4, i, j e k. Para fazé-lo, vamos precisar de uma
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definicdo. A composicdo de duas relagdes R e R’ ¢é uma relacdo RoR’ que ¢ definida como se

segue:
mROR’v sse para algum u, mRu € uR'v.

Por exemplo, se R ¢ a relacdo de ser um irmao, e R’ ¢ a relagdo de ser um pai ou mae,
entdo RoR’ ¢ a relacdo de ser um tio ou tia, (pois m € o tio de v sse para alguma pessoa u, ¢ 0
caso que m € o irmao de u e u ¢ pai ou mae de v). Uma relagdo pode ser composta consigo
propria. Por exemplo, quando R ¢ a relacao de ser um pai ou mae, entdo ROR ¢ a relagdo de
ser um avd ou avo, € ROROR ¢ a relag¢do de ser um bisavd ou bisavd. Serd util escrever ‘R™,
para o resultado de compor R consigo propria n vezes. Entdo R* é RoR, e R* ¢ RoRoRoR.

. 1, 0 ~ ~ . . . , 0
Vamos considerar que R ¢ R e R* ¢ a relagdo de identidade, isto é, mR"v sse m=v.

Podemos agora enunciar o resultado de Scott-Lemmon. Ele nos diz que a condigao
sobre enquadramentos que corresponde exatamente a um axioma arbitrdrio da forma (G) ¢ a

seguinte.
(hijk-Convergéncia) mR"v & mRu = 3x (vR'x & uR"x)

E interessante notar como as condi¢des familiares em R resultam de se atribuir valores
para h, i, j e k de acordo com os valores no axioma correspondente. Por exemplo, considere

(5). Nesse caso i=0, e h=j=k=1. Assim, a condi¢do correspondente &
mRv & mRu = 3x (vR’x & uRx).

Explicamos que R é a relagdo de identidade. Assim, se vR’x entdo v=x. Mas 3x (v=x

& uRx), € equivalente a uRv, e desta forma a condi¢ao Euclidiana ¢ obtida:
(WRv & wRu) = uRv

No caso do axioma (4), #=0, i=1, j=2 e k=0. Assim a correspondente condi¢do sobre o

enquadramento ¢
(m=v & mR*u) = 3x (VRx & u=x).
Resolvendo as identidades obtemos:

VR*u = VRu
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Pela definigdo de R%, vR*u sse 3x (vRx & xRu), entdo isso leva a:
Ax(vRx & xRu) = vRu,

o que pela logica de predicados, € equivalente a transitividade.
vRx & xRu = vRu.

O leitor pode achar um exercicio aprazivel verificar como as condigdes
correspondentes saem da Aijk-Convergéncia quando os valores dos parametros 4, i, j e k sdo

dados por outros axiomas.

Os resultados de Scott-Lemmon fornecem um método rapido para estabelecer
resultados sobre o relacionamento entre os axiomas ¢ as correspondentes condigdes sobre 0s
enquadramentos. Dado que eles mostraram a adequag¢do de qualquer logica que estende K
pela adicdo de uma combinagdo de axiomas da forma (G) com relagdo aos modelos que
satisfazem o conjunto correspondente de condigdes sobre os enquadramentos, eles forneceram
demonstragdoes de adequacdo “no atacado” para a maioria dos sistemas na familia modal.
Sahlqvist (1975) descobriu generalizagdes importantes do resultado de Scott-Lemmon,

cobrindo um escopo muito mais amplo de axiomas.

10 Logicas da demonstrabilidade

A logica modal foi util para clarificar nosso entendimento de resultados centrais a
respeito da demonstragdo nos fundamentos da matematica (Boolos, 1993). As logicas da
demonstrabilidade sdo sistemas onde as varidveis proposicionais p, ¢, r, etc. dizem respeito a
formulas de algum sistema matemadtico, por exemplo, o sistema PA de Peano para a
aritmética. (O sistema escolhido para a matematica pode variar, mas assuma que ¢ PA para
essa discussdo). Godel mostrou que a aritmética possui forte capacidade expressiva.
Utilizando cédigos numéricos para sentencas aritméticas, ele foi capaz de demonstrar uma
correspondéncia entre sentencas da matematica e fatos sobre quais sentencas sdo e quais nao
sdo demonstraveis em PA. Por exemplo, ele demonstrou que ha uma sentenca C que ¢

verdadeira exatamente quando nenhuma contradicdo ¢ demonstravel em PA e ha uma
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sentenca C (a famosa sentenca de Godel) que ¢ verdadeira exatamente quando ela ndo ¢

demonstravel em PA.

Nas logicas da demonstrabilidade, op ¢ interpretada como uma féormula (da aritmética)
que expressa que o que p denota ¢ demonstravel em PA. Usando essa notagdo, as sentengas
das l6gicas da demonstrabilidade expressam fatos sobre demonstrabilidade. Suponha que (][]
seja uma constante na légica da demonstrabilidade denotando uma contradi¢do. Entdo ~o[]
diz que PA ¢ consistente ¢ 0A—A diz que PA ¢ correto no sentido de que quando PA
demonstra 4, 4 ¢ de fato verdadeira. Por conseguinte, o quadrado pode ser iterado. Assim, por
exemplo, o~ol] faz a dubia a asser¢ao de que PA ¢ capaz de demonstrar sua prépria
consisténcia, e ~olJ — ~o~ol] afirma (corretamente como Gdodel provou) que se PA ¢

consistente entdo PA ¢ incapaz de demonstrar sua propria consisténcia.

Apesar das logicas da demonstrabilidade formarem uma familia de sistemas
aparentados, o sistema GL ¢ de longe o mais conhecido. Ele resulta de adicionar o seguinte

axioma a K:
(GL) o(pAd—A)—od

O axioma (4): o4—00A4 € demonstravel em GL, portanto GL ¢ na verdade mais forte
que K4. Entretanto, axiomas como (M): OA—A, e mesmo o mais fraco (D): odA—0A nao
estdo disponiveis (nem sdo desejaveis) em GL. Na logica da demonstrabilidade, a
demonstrabilidade nao deve ser tratada como uma forma de necessidade. O motivo ¢ que
quando p ¢ demonstravel em um sistema arbitrario para a matematica S, ndo se segue que p
seja verdadeiro, ja que S pode ser incorreto. Além disso, se p € demonstravel em S (Op) ndo
precisa nem mesmo seguir-se disso que ~p ndo possua uma demonstragdo (~Oo~p = Op). S

pode ser inconsistente e portanto demonstrar tanto p quanto ~p.

O axioma (GL) captura o conteudo do Teorema de Loeb, um resultado importante nos
fundamentos da aritmética. n4—A diz que PA ¢ correto para A, isto é, que se 4 fosse
demonstrada, 4 seria verdadeira. (Tal assertiva poderia ndo estar assegurada para um sistema
S arbitrariamente escolhido, ja que 4 poderia ser demonstravel em S e ser falsa.) (GL) afirma
que se PA consegue demonstrar a sentenga que postula a corre¢do para uma dada sentenga A4,
entdo 4 ja ¢ demonstravel em PA. O Teorema de Loeb denuncia um certo tipo de modéstia

por parte de PA (Boolos, 1993, p. 55). PA nunca insiste (demonstra) que uma demonstragao
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de 4 implica na verdade de A, a ndo ser que PA ja possua uma demonstragdo de A para dar

suporte a tal afirmacao.

Ja foi demonstrado que GL ¢ adequado para a demonstrabilidade no seguinte sentido.
Digamos que uma sentenca GL ¢& sempre demonstravel exatamente quando a sentenga da
aritmética que ela denota ¢ demonstravel, ndo importando quais valores sdao atribuidos as
sentencas de PA. Entdo as sentencas demonstraveis de GL s3o exatamente as sentencas que
sdo sempre demonstraveis. Esse resultado de adequagdo tem sido extremamente 1til, ja que
questdes gerais a respeito da demonstrabilidade em PA podem ser transformadas em questdes

mais faceis sobre o que pode ser demonstrado em GL.

GL também pode ser caracterizada com uma semantica de mundos possiveis correta e
completa. Uma condi¢do correspondente sobre o enquadramento para caracterizar GL-

validade ¢ a de que o enquadramento seja transitivo, finito e irreflexivo.

11 Légica Modal Avangada

As aplicagdes da 16gica modal a matematica e a ciéncia da computacdo tém crescido
em importancia. A logica da demonstrabilidade ¢ apenas um exemplo dessa tendéncia. O
termo “logica modal avangada” se refere a uma tradigdo em pesquisa na logica modal que €
particularmente bem representada em departamentos de matematica e ciéncia da computagao.
Essa tradi¢do tem se entrelacado a historia da l6gica modal desde seu inicio (Goldblatt, 2006).
A pesquisa sobre seus relacionamentos com topologia e algebras representa alguns dos
primeiros trabalhos técnicos em logica modal. Entretanto, o termo ‘légica modal avangada’
geralmente se refere a um segundo campo de trabalho desenvolvido desde a metade dos anos
70. Alguns exemplos dos muitos tdpicos interessantes tratados neste campo incluem
resultados sobre a decidibilidade (se € possivel computar se uma formula de um dado sistema
modal ¢ um teorema) e complexidade (os custos em tempo e memoria necessarios para

computar tais fatos sobre logicas modais).

12 Bissimulacio
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A Bissimulagdo fornece um bom exemplo das relagdes frutiferas que foram
desenvolvidas entre a légica modal e a ciéncia da computagdo. Na ciéncia da computagao,
Sistemas de Transi¢do Rotulados (STRs) sdo comumente utilizados para representar vias
computacionais possiveis durante a execuc¢ao de um programa. STRs sdo generalizagdes dos
enquadramentos de Kripke, consistindo de um conjunto M de estados, e uma colecdo de
relacdes de i-acessibilidade R;, uma para cada processo computacional i. Intuitivamente,
mRim’ vale exatamente quando m’ ¢ um estado que resulta da aplicacdo do processo i ao

estado m.

A linguagem da logica polimodal ou dindmica introduz uma colecdo de operadores
modais 07, um para cada programa i (Harel, 1984). Nesse caso, 0;4 afirma que a sentenga 4
vale em toda execugdo do processo i. Assim ideias como a corretude e a terminagdo bem-
sucedida de programas podem ser expressadas nesta linguagem. Modelos para uma tal
linguagem sdo como os modelos de Kripke, exceto que STRs sdo usados no lugar de
enquadramentos. Uma bissimulagdo € uma relagdo de contraparte entre estados de dois desses
modelos tal que exatamente as mesmas variaveis proposicionais sdo verdadeiras em estados
contrapartes, ¢ sempre que o mundo n ¢ i-acessivel a um dos estados contrapartes, entdo a
outra contraparte possui a relacdo de i-acessibilidade a alguma contraparte de n. Em resumo, a
estrutura de i-acessibilidade que alguém pode “ver” a partir de um dado estado imita o que se
vé€ a partir de uma contraparte deste estado. A Bissimulacdo ¢ uma no¢dao mais fraca que o
1somorfismo (uma relacdo de bissimulacdo ndo precisa ser bijetiva), mas ¢ suficiente para

garantir equivaléncia em termos de processamento.

Na década de 70, uma versdo da bissimulagdo ja havia sido desenvolvida por logicos
modais para ajudar a entender melhor o relacionamento entre axiomas de ldgica modal e as
condi¢gdes correspondentes sobre os enquadramentos de Kripke. A semantica de Kripke
fornece uma base para traduzir axiomas modais em sentencas de uma linguagem de segunda
ordem na qual a quantificagdo ¢ permitida sob letras predicativas P com um argumento.
Substitua as metavariaveis 4 por sentencas abertas Px, traduza oPx como [Jy(Rxy — Py), e
feche as variaveis livres x e as letras predicativas unarias P com quantificadores universais.
Por exemplo, a tradugao na légica de predicados do axioma esquematico 04—A ¢ [1P[x [[y
(Rxy — Py) — Px]. Dada esta tradugao, ¢ possivel instanciar a variavel P por um predicado

undrio arbitrario, por exemplo o predicado Rx cuja extensdo ¢ o conjunto de todos os mundos
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m tais que Rxm para um dado valor de x. Dai ¢ possivel obter [x[[1y(Rxy — Rxy) — Rxx], o
que se reduz a [IxRxx, ja que [ly(Rxy — Rxy) ¢ uma tautologia. Isso ilumina a
correspondéncia entre 04—A e a reflexividade dos enquadramentos ([IxRxx). Resultados
similares valem para muitos outros axiomas e condi¢des de enquadramento. O “colapso” das
condi¢des axiomaticas de segunda-ordem em termos de condi¢des de primeira-ordem sobre
enquadramentos ¢ muito util para obter resultados de completude para l6gicas modais. Por

exemplo, essa ¢ a ideia central por tras dos elegantes resultados de Sahlqvist (1975).

Mas quando ¢ que a traducdo em segunda ordem de um axioma se reduz desta maneira
a uma condic¢do de primeira ordem sobre R? Na década de 70, van Benthem mostrou que isso
acontece sse a validade da traducdo em um modelo implica na sua validade em qualquer
modelo bissimular, onde dois modelos sdo bissimulares sse ha uma bissimulacao entre eles no
caso especial no qual ha uma unica relagdo de acessibilidade. Esse resultado é generalizado
facilmente para o caso polimodal (van Benthem 1996, p. 88). Isso sugere que a logica
polimodal esta no nivel exato de abstragdo para descrever, e raciocinar sobre, a computacao e
outros processos. (Afinal de contas, o que realmente importa ali ¢ a preservagdo dos valores
de verdade das féormulas em modelos, ao invés de detalhes mais sofisticados sobre a estrutura
dos enquadramentos.) Além disso a traducdo implicita dessas logicas em termos de
fragmentos bem compreendidos da 16gica de predicados fornece uma riqueza de informagdes
de interesse para a ciéncia da computacdo. Como resultado, uma frutifera area de pesquisa na
ciéncia da computagdo tem sido desenvolvida tendo a bissimulacdo como sua ideia central

(Ponse et al. 1995).

13 Quantificadores na Légica Modal

Pareceria uma questdo simples introduzir os quantificadores [ (todo) e [J (algum) na
logica modal. Poder-se-ia simplesmente adicionar as regras padrdo (classicas) para
quantificadores aos principios de qualquer logica proposicional modal. Entretanto, a
introducdo de quantificadores em l6gica modal envolve certas dificuldades. Algumas dessas
sao filosoficas. Por exemplo, Quine (1953) notoriamente sustentou que a quantificagdo em
contextos modais ¢ simplesmente incoerente, uma visdo que originou uma gigantesca

literatura. As reclamagdes de Quine ja ndo carregam o peso que carregavam. (Veja Barcan
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1990 para um bom resumo.) Nao obstante, a visdo de que ha algo errado em “quantificar-se
em” ¢ ainda vastamente compartilhada. Um segundo tipo de complicagdo ¢ técnico. H4 uma
grande variedade de escolhas que se pode fazer na semantica para logicas modais
quantificadas, ¢ a demonstracdo de que um sistema de regras ¢ apropriado para uma dada
escolha pode ser dificil. Os trabalhos de Corsi (2002) e Garson (2005) avangam em dire¢do a

trazer unidade neste terreno, mas a situagdo permanece desafiadora.

Uma outra complicagdo ¢ a de que alguns 16gicos acreditam que a modalidade requer
abandonar as regras de quantificacdo cldssica em prol das regras mais fracas da légica livre
(Garson 2001). Os principais pontos de divergéncia no que diz respeito as regras de
quantificagdo podem ser de fato ligados as decisdes sobre como lidar com o dominio de
quantificagdo. A alternativa mais simples, a abordagem do dominio fixo (as vezes chamada de
possibilista), assume um dominio unico de quantificagdo que contém todos os objetos
possiveis. Por outro lado, a interpretagdao relativa ao mundo (ou atualista) assume que o
dominio da quantificagdo muda de mundo para mundo, e contém apenas os objetos que sdo

atuais em um dado mundo.

A abordagem do dominio fixo ndo requer grandes ajustes no maquindrio classico dos
quantificadores. As 16gicas modais que sdo adequadas para uma semantica de dominio fixo
podem normalmente ser axiomatizadas adicionando principios de uma ldgica modal
proposicional as regras classicas de quantificagdo, juntamente com a Formula de Barcan (BF)
(Barcan 1946). (Para uma explicacdo de algumas excegdes interessantes ver Cresswell

(1995)).
(BF) x4 — ollxA.

A interpretacdo do dominio fixo possui as vantagens da simplicidade e familiaridade,
mas nao fornece uma explicacdo direta da semantica de certas expressoes quantificadas da
linguagem natural. Nos ndo pensamos que ‘Existe um homem que assinou a Declaracdo de
Independéncia dos EUA’ seja verdadeira, pelo menos ndo se lermos ‘existe’ no tempo
presente. Nao obstante, essa sentenga foi verdadeira em 1777, o que mostra que o dominio
para a expressdo da linguagem natural ‘Existe um homem que’ muda para refletir quais
homens existem em diferentes tempos. Um problema relacionado € o de que na interpretagao

do dominio fixo, a senten¢a [Jyo[lx(x=y) ¢ valida. Entretanto, assumindo que [Ix(x=y) seja
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lido como: ‘y existe’, entdo [lyo[lx(x=y) diz que tudo existe necessariamente. No entanto,
parece ser uma caracteristica fundamental das ideias mais comuns sobre a modalidade que a
existéncia de muitas coisas ¢ contingente, ¢ que diferentes objetos existem em diferentes

mundos possiveis.

O defensor da interpretacdio do dominio fixo pode responder a essas objecdes
insistindo que em sua leitura dos quantificadores o dominio da quantificagdo contém fodos os
objetos possiveis, ndo apenas os objetos que existem num dado mundo. Assim o teorema
Oyolx(x=y) faz a assertiva in6cua de que todo objeto possivel é necessariamente encontrado
no dominio de todos os objetos possiveis. Além disso, as expressdes quantificadas da
linguagem natural cujo dominio ¢ relativo ao mundo (ou momento) podem ser expressadas
utilizando o quantificador de dominio fixo [Jx e uma letra predicativa £ com a leitura
‘atualmente existe’. Por exemplo, ao invés de traduzir ‘Existe algum Homem que Assinou a

Declaragdo de Independéncia dos EUA’ por
COx(Hx & Ax)
O defensor dos dominios fixos pode escrever:
Ux(Ex & Hx & Ax),

assegurando assim que a traducdo ¢ falsa no tempo presente. Cresswell (1991) faz a
interessante observa¢do de que a quantificacdo relativa ao mundo possui poder expressivo
limitado em relagdo a quantificagdo de dominio fixo. A quantificagdo relativa ao mundo pode
ser definida com quantificadores de dominio fixo e £, mas nd3o h4 maneira de expressar
plenamente quantificadores de dominio fixo com quantificadores relativos ao mundo. Apesar
disso argumentar a favor da abordagem cléssica para a logica modal quantificacional, a tatica
de tradug¢do também aponta para algo como uma concessdo em prol da logica livre, pois os
quantificadores relativos ao mundo assim definidos obedecem exatamente as regras da logica

livre.

Um problema com a estratégia de tradugdo utilizada por defensores da quantificacao
de dominio fixo ¢ que interpretar a linguagem natural na ldgica ¢ algo menos direto, ja que E
precisa ser adicionado a todas as tradugdes de todas as sentencas cujas expressdes

quantificadas possuem dominios dependentes do contexto. Uma obje¢do mais séria a
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quantifica¢do de dominio fixo ¢ que ela retira do quantificador um papel que Quine
recomendou para ele, a saber, representar um comprometimento ontologico robusto. Nesta
visao, o dominio de [Ix precisa conter apenas entidades que sao ontologicamente respeitaveis,
e objetos possiveis sdo abstratos demais para assim merecer tal qualificagdo. Atualistas desta
estirpe vao querer desenvolver a logica de um quantificador [Jx que reflete comprometimento

com o que ¢ atual em um dado mundo, ao invés do que ¢ meramente possivel.

Entretanto, os trabalhos recentes sobre o atualismo tendem a solapar tal objecdo. Por
exemplo, Linsky e Zalta (1994) sustentam que ao quantificador de dominio fixo pode ser dada
uma interpretagdo que ¢ perfeitamente aceitdvel aos atualistas. Atualistas que empregam
semanticas de mundos possiveis rotineiramente quantificam sobre mundos possiveis em sua
teoria semantica da linguagem. Pareceria entdo que mundos possiveis sdo atuais a luz do
atualismo. Povoando o dominio com entidades abstratas ndo mais objetaveis que as aceitas
pelos atualistas, Linsky e Zalta mostram que a Formula de Barcan e os principios classicos
podem ser justificados. Note, entretanto, que atualistas podem responder que ndo estdo
comprometidos com a atualidade dos mundos possiveis dado que ¢ entendido que os
quantificadores utilizados em suas teorias da linguagem carecem de forte comprometimento
ontologico. De qualquer forma, ¢ uma questdo aberta para os atualistas (e ndo atualistas
também) investigar a logica dos quantificadores com dominios mais robustos, por exemplo
dominios excluindo mundos possiveis e outras entidades abstratas do género, e contendo
apenas os particulares espago-temporais encontrados num dado mundo. Para quantificadores

desse tipo, dominios relativos ao mundo sdo apropriados.

Tais consideragdes motivam interesse nos sistemas que reconhecem a dependéncia do
contexto na quantificacdo pela introducdo de dominios relativos ao mundo. Aqui cada mundo
possivel possui seu proprio dominio de quantificagdo (o conjunto de objetos que atualmente
existem no mundo), e os dominios variam de um mundo para o outro. Quando tal decisdo é
feita, surge uma dificuldade para a teoria classica da quantificacdo. Note que a sentenga
[x(x=t) € um teorema da légica classica, e portanto ol lx(x=t) ¢ um teorema de K pela Regra
da Necessitacdo. Suponha que o termo ¢ denote Saul Kripke. Entdo o teorema anterior diz que
¢ necessario que Saul Kripke exista, e portanto que ele estd no dominio de cada mundo
possivel. Toda a motivagao da abordagem relativa ao mundo era a de refletir a ideia de que

objetos em um mundo podem ndo existir em outro mundo. Se as regras de quantificagdo
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padrdo sdo utilizadas, entretanto, cada termo ¢ precisa se referir a algo que exista em todos os
mundos possiveis. Isso parece incompativel com nossa pratica ordinéria de usar termos para

nos referirmos a coisas que existem apenas contingentemente.

Uma resposta a essa dificuldade ¢ simplesmente eliminar termos. Kripke (1963) deu
um exemplo de um sistema que usa interpretagao relativa ao mundo e preserva as regras
classicas. Entretanto, os custos sdo pesados. Primeiramente, a sua linguagem ¢ artificialmente
empobrecida, e em segundo lugar, as regras para a logica modal proposicional precisam ser

enfraquecidas.

Presumindo que desejamos uma linguagem que inclui termos, e que regras cldssicas
sejam adicionadas aos sistemas tradicionais da logica modal proposicional, um novo

problema surge. Em tal sistema, ¢ possivel provar (CBF), a reciproca da Formula de Barcan.
(CBF) ollxA—[xnA4

Esse fato possui sérias consequéncias para a semantica dos sistemas. Nao ¢ dificil
mostrar que todo modelo relativo ao mundo de (CBF) precisa cumprir a condi¢do (ND) (de

‘Dominios aNinhados’).
(ND) Se mRn entao o dominio de m € um subconjunto do dominio de 7.

Entretanto (ND) entra em conflito com a ideia de introduzir dominios relativos ao
mundo. A ideia afinal era de que a existéncia de objetos € contingente e portanto ha mundos

possiveis acessiveis onde algumas coisas no nosso mundo nao existem.

Uma solugdo direta para esses problemas ¢ abandonar as regras classicas dos
quantificadores e ao invés disso adotar regras para logica livre (FL). As regras de FL
coincidem com as regras classicas, com excecdo de que as inferéncias de [1xRx (tudo ¢é atual)
para Rp (Pégaso ¢ atual) sdo bloqueadas. Isso ¢ feito introduzindo o predicado ‘E’ (de
‘atualmente Existe’) e modificando a regra da instanciagdo universal. De [1xRx € permitido
obter Rp apenas se também ja se obteve Ep. Assumindo que o quantificador universal [x ¢é
primitivo, e o quantificador existencial [Jx ¢ definido por [1x4 =4 ~[1x~A4, entdo FL pode ser

construida adicionando os dois principios seguintes as regras da ldgica proposicional

Generalizagao Universal. Se B — A4(y) ¢ um teorema, entdo B — [1xA(X) também o ¢.
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Instanciagdo Universal. ([1xA4(x) & En) — A(n)

(Aqui ¢ assumido que A(x) € uma formula bem formada arbitraria da 16gica de predicados, e
que A(y) e A(n) resultam de substituir cada ocorréncia de x em A(x) por y e n, de forma
apropriada.) Note que o principio da generalizacao universal ¢ padrao, mas que o axioma da
instanciagdo ¢ restrito pela mencao de En no antecedente. Em FL, as demonstracdes de
formulas como [xo(x=t), Uyalx(x=y), (CBF), e (BF), que parecem incompativeis com a

interpretagdo relativa ao mundo, sdo bloqueadas.

Uma objecao filosédfica a FL € que E parece ser um predicado de existéncia, € muitos
irlam sustentar que a existéncia ndo ¢ uma propriedade legitima como ser verde ou pesar mais
que dois quilos. Assim, os filosofos que rejeitam a ideia de que a existéncia ¢ um predicado
podem objetar a FL. Contudo, na maioria (mas ndo todas) as légicas modais quantificadas
que incluem identidade (=) essas preocupacdes podem ser contornadas definindo £ como se

segue.
Et =4 Ux(x=t)

A maneira mais geral de formular a 16gica modal quantificada ¢ criar FS adicionando
as regras de FL a uma dada 16gica modal proposicional S. Nas situagdes onde a quantificagao
classica ¢ desejada, pode-se simplesmente adicionar £t como um axioma a FS, de modo que
os principios classicos tornam-se regras derivaveis. Os resultados de adequacdo para tais

sistemas podem ser obtidos para a maioria das escolhas da logica modal S, mas hé excecodes.

Uma complicacdo final na semantica para ldégica modal quantificada merece ser
mencionada. Ela surge quando expressdes ndo-rigidas tais como ‘o inventor das bifocais’ sdo
introduzidas na linguagem. Um termo ¢ ndo-rigido quando se refere a diferentes objetos em
diferentes mundos possiveis. O valor semantico de tal termo pode ser dado pelo que Carnap
(1947) chamou de conceito individual, uma funcdo que escolhe a denotacdo de um termo para
cada mundo possivel. Uma abordagem para lidar com termos ndo-rigidos ¢ empregar a teoria
de Russell das descri¢des definidas. Entretanto, em uma linguagem que trata expressdes nao-
rigidas como termos genuinos, acontece que nem as regras de quantifica¢do da logica cléssica,
nem as da logica livre sdo aceitdveis. (O problema nao pode ser resolvido enfraquecendo a
regra da substituicdo pela identidade.) Uma solugdo para esse problema ¢ empregar um

tratamento mais geral dos quantificadores, no qual o dominio da quantificagdo contenha
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conceitos individuais ao invés de objetos. Essa interpretagdo mais geral fornece um ajuste
melhor entre o tratamento dos termos e o tratamento dos quantificadores e resulta em sistemas
que sdo adequados para regras classicas ou regras de logica livre (dependendo da escolha

entre dominios fixos ou dominios relativos ao mundo).
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