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Abstract I denne artikel undersgger jeg hvorvidt og hvordan indholdet af matematikundervisningen
pdvirkes af brugen af digital teknologi. Det ggr jeg ved at analysere tre forskellige tilgange (trigono-
metriske, euklidiske og automatiserede) til trekantsberegninger. Mit teoretiske udgangspunkt er prag-
matisk, og jeg bruger Deweys begreb om kontinuitet til at diskutere den uddannelsesmeessige veerdi af
de forskellige strategier samt hvilke strategier der kan anses for mest matematiske og fornuftige. Jeg
konkluderer at alle tre strategier kan anses for matematisk korrekte, men at fremkomsten af digitale
teknologier kan give anledning til en situation hvor ngdvendigheden af trigonometriske Igsningstra-

tegier er vanskelig at begrunde hvis ikke curriculum omorganiseres.

Digitale vaerktgjer og matematikundervisningens mal

Digitale veerktpjer indtager grundskolens matematikundervisning for tiden. Dyna-
misk geometri (fx GeoGebra), computeralgebrasystemer (fx Wordmat) og regneark
(fx Excel) bliver i stigende grad en del af fagets metoder og prgver pd samme made
som disse teknologer tidligere er blevet en naturlig del af gymnasiet. Fra international
matematikdidaktisk forskning ved man at digital teknologi kan have gennemgribende
indflydelse pad matematikundervisning (Laborde & Strasser, 2010; Niss, 1999; Trou-
che, Drijvers, Gueudet & Sacristan, 2013). Brug af digitale veerktgjer pavirker nemlig
bade matematikfaget selv, leering og erkendelse af faget og undervisning i faget. De
tidligste forskningsbidrag om teknologi i matematikundervisningen fokuserede pa
nye matematiske muligheder og processer, fx i form af computerstpttede beviser og
numeriske eksperimenter (Churchhouse & International Commission on Mathema-
tical Instruction, 1986), og pa et pnske om at anvende teknologi til at skabe en “ny
skolematematik” (Papert, 1980). 11990’erne og starten af 00’erne har der veeret stort
fokus pa matematikleeringsaspektet af teknologi i matematikundervisningen. Fokus
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har veeret pa elevens individuelle konstruktion/tilegnelse af matematisk viden i taet
forbindelse med de strategier eleverne anvender for at 1¢se de opgaver de stilles over
for. Fra elevens perspektiv tilbyder digitale veerktpjer nye og steerkt instrumenterede
metoder til lpsning af en reekke opgaver af matematisk karakter. Dette forhold er vel-
beskrevet inden for matematikkens didaktik (Dreyfus, 1994; Guin, Ruthven & Trouche,
2005; Mariotti, 2002; Winslgw, 2003). I de seneste ar er der kommet pget fokus pa
leereren og undervisningen i forstdelsen af teknologi i matematikundervisningen.
Det er veldokumenteret at digitale veerktgjer gger kompleksiteten i matematikun-
dervisningen uden ngdvendigvis at eendre matematikundervisning i en bestemt
retning. Laerere vil anvende veerktgjer og undervisningsteknologier forskelligt, med
udgangspunkt i deres eksplicitte eller implicitte paedagogiske og matematiske idéer.
Og ligeledes anvender leerere mange forskellige orkestreringer af samspillet mellem
veerktgjer, elever og leerer i deres mader at undervise pa (Drijvers, Doorman, Boon,
Reed & Gravemeijer, 2010; Tabach, 2013).

Nér matematikundervisningspraksis tager digitale veerktgjer og nye instrumente-
rede teknikker til sig, dbnes altsa et mulighedsrum af mader hvorpa et matematisk
emne kan udfolde i undervisning. I denne artikel vil jeg underspge dette muligheds-
rum i forhold til et konkret eksempel omkring forskellige tilgange til at beregne sider
og vinkler i trekanter. Jeg undersgger hvordan udbredelsen af forskellige typer af
teknologiske veerktgjer (automatiserede beregnere, dynamiske geometriveerktgjer
og til dels tekniske tegneveerktpjer) eendrer pa hvilke metoder til beregning af sider
og vinkler i trekanter der er matematisk fornuftige og kan understgtte god mate-
matikundervisning. Ligeledes vil jeg diskutere hvorvidt disse nye metoder bgr have
konsekvenser pd curriculum niveau.

Selvom jeg diskuterer et konkret eksempel i artiklen, er problemstillingen om hvor-
vidt teknologi kan og bgr have indflydelse pa curriculum i matematik, bade bred og
relevant. Hvis det viser sig at introduktionen af en reekke forskellige digitale veerk-
tpjer i samfund og skole kan rykke ved hvilken rolle et emne kommer til at indtage i
matematikundervisningen, sd kan den Ipbende introduktion af teknologi som skolen
for tiden udseettes for, kalde pé relativt store forandringer i fagets leeseplan.

Trekantsberegninger i skolen

En trekantsberegning forstds i almindelighed som en opgave hvor man ud fra nogle
oplysninger om sider og vinkler i en trekant beregner stprrelserne pa alle sider og
vinkler. Overordnet er der er to forskellige tilgange til trekantsberegninger: Man kan
tegne sig frem gennem brug af passer og lineal eller et dynamisk geometri program
(jeg vil betegne sadanne lgsningsstrategier “euklidiske” selvom de ikke udelukkende
benytter sig af euklidiske operationer), eller man kan algebraisere problematikken gen-
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nem brug af trigonometriske funktioner og relationer samt Pythagoras’ leeressetning
(jeg vil betegne sddanne lpsningsstrategier “trigonometriske” eller “algebraiske”).
Trekantsberegninger der anvender de trigonometriske funktioner, har fra 2009 veeret
en del af grundskolens pensum. Det er ogsa en del af pensummet pa A-, B- og C-niveau
i STX og pa forskellige andre ungdomsuddannelser.

Sadanne trekantsberegninger kan eksemplificeres med fplgende opgave fra en
gymnasiebog:

“En drage i en 650 meter lang snor star i en vinkel pa 32° i forhold til jorden. Hvor
hgjt er dragen oppe?” (Pilegaard Hansen, 1987)

En euklidisk lpsning til opgaven vil besta i at afseette en linje, oprejse en vinkel pa
32 grader og nedfzelde en normal som i konstruktionen nedenfor.

J_.--" FTaly. N = Badds

Figur 1. En euklidisk lgsning til opgaven hvor en drage haenger i en 650 meter lang snor
der stdr i en vinkel pd 32 grader i forhold til jorden. Konstruktionen er lavet i GeoGebra
ved at oprejse en vinkel pd 32 grader og nedfeelde en normal 650 meter ude ad “snoren”.
GeoGebra kan angive resultatet med op til 15 betydende cifre.

Denne konstruktion anvender standardfunktioner i et dynamisk geometriprogram
og giver et resultat hvis praecision udelukkende aftheenger af det dynamiske veerktpjs
preecision. Tilsvarende vil en trigonometrisk lgsning bestd i at gennemfpre regnestyk-
ket 650 sin 32° = 344.45.

At tegne lgsningen har tidligere, med rette, veeret anset som upreaecist. Derfor har
den vaesentligste méade at lgse denne slags problemer (nar der kraevedes stor praecision)
veeret brug af trigonometriske relationer og funktioner. Denne situation er endret
af fremkomsten af digitale tegneveaerktpjer og dynamiske geometrisystemer. Til de
fleste praktiske ingenigr- og designmaessige opgaver kan digitale tegneveerktgjer
(som AutoCAD og Google SketchUp) sikre stort set vilkarlig stor preaecision af tegnede
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lpsninger. Det samme kan software designet til matematikundervisning (fx et dyna-
misk geometriprogram).

Trekantsberegninger i skolen er ogsa preaeget af fremkomsten af automatiserede
problemlgsere. Et eksempel pa en automatiseret problemlgser er CosSinCalc, der ogsa
er integreret i programpakken WordMat (www.cossincalc.com, www.eduap.com/
wordmat/ - se figur 2). Med en automatiseret problemlgser kan alle trekantsbereg-
ninger lpses enkelt. Fx kan opgaven “I trekant ABC er a =10, b = 15, og c = 21 — bestem
vinkel A” (igen fra Pilegaard Hansen, 1987) let lgses ved at indszette de oplysninger
der angives i opgaven.

CosSinCale Calculation Results

Calculated by the CosSinCalc Triangle Calculator

July 15, 2012

Angles Sides Altitudes Medians ~ Angle bisectors
A=26.05° a=10.00 hs=1383 m,=17.55 ta=17.05
B =41.20° b=15.00 hp =9.22 my, =14.64 tp =12.68

C'=112.75° ¢ =21.00 he = 6.59 Me 23 tc =6.65
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2-15.00 - 21.00
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B = arccos (” te ’ ) = arccos (M) =41.20°

b2+ c? — 112) (15.[102 +21.00% — 10.[102)
=arccos | ———————————————
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2-a-c 2-10.00 - 21.00
a4+ 0% - (‘2) (1().002 +15.00% - 21.00°
=arccos | ——+ 7 s

2-a-b 2-10.00 - 15.00

C' = arccos ( ) =112.75°

Figur 2. Inputvindue og outputvindue fra CosSinCalc ndr opgaven “I trekant ABC er a =
10, b =15, 0g ¢ = 21 — bestem vinkel A” skal Igses. Output fra CosSinCalc giver en tegning,
alle oplysninger om trekanten samt alle de algebraiske manipulationer man som elev
kan blive afkraevet.

Funktionaliteten i CosSinCalc er enkel. Input er de oplysninger om sider og laengder
ien given trekant som man har til radighed, og output er et billede af trekanten, alle
relevante oplysninger om trekanten samt de algebraiske beregninger der er npdven-
dige for at gennemregne trekanten. Denne opgave kan ogsa let lgses i et dynamisk
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geometriprogram ved at konstruere trekanten “med passer” og derefter bede om
vinklerne.

Altialter situationen altsa at digitale tegnevaerktpjer og dynamiske geometripro-
grammer tilbyder nogle preecise, praktiske og intellektuelt udfordrende mader at ga
til trekantsproblemer pa uden brug af de trigonometriske funktioner. Samtidig findes
der helt automatiserede mader at lpse opgaver pa der involverer trigonometriske tre-
kantsberegninger. Denne situation minder om en raekke andre situationer (fxlgsning
af linezere og kvadratiske ligninger, treening af divisionsalgoritmer og funktionsun-
derspgelser) hvor computervaerktgjer pavirker det didaktiske samspil imellem de
begreber og teknikker der indgdr i curriculum, og de mader der arbejdes med konkret
problemlgsning ved hjeelp af teknologi, og derfor vil jeg nedenfor forspge at analysere
situationen naermere. Men for jeg gor det, vil jeg introducere min teoretiske ramme
der er baseret pa Deweys pragmatiske filosofi, og hans syn pa matematik, leering og
uddannelse.

Teoretisk fundament: Deweys pragmatiske
filosofi og begrebet om kontinuitet

I analysen af trekantsberegningers rolle i skolen tager jeg et pragmatisk udgangs-
punkt. Det vil sige at jeg bygger pa en antagelse om at der er et lpbende og komplekst
samspil imellem viden og handling, indhold og metode og formél og resultat. Det
betyder ogsa at begrundelsen for at gennemfgre analysen ikke alene er at skabe klar-
hed over de problematikker der kan dukke op nar digitale veerktpjer bevaeger sigind i
skolens matematikundervisning: Jeg forspger samtidig at skabe rum for handling og
forandring af eksisterende praksisser (Biesta, 2010; Dewey, 1916). Min hovedkilde til
denne teoretiske tilgang er Deweys veerk Demokrati og Uddannelse (1916).

Begrebet kontinuitet, der defineres som en modsaetning til dualisme, er centralt
hos Dewey, der beskriver to slags dualismer. Den ene er mellem forskellige fenome-
ner iverden (fx bprn og voksne, rige og fattige, vilde og civiliserede), og den anden er
mellem konkrete feenomener og transcendentale kategorier (fx konkrete mennesker
og den abstrakte idé om menneskelighed). Opdelingen af verdens elementer (der fx
kan fgres tilbage til Aristoteles) udggr nok en praktisk made at navngive forskellige
grupper af feenomener pd, men det er en misforstielse at anse disse betegnelser som
havende ontologisk status. Man kunne traekke skellet imellem fx voksen og barn et
andet sted end vi har valgt at ggre det. Siledes er skellet mellem voksen og barn langt
mere arbitreert og kulturelt forankret end kontinuiteten “at vokse op”, og alle sddanne
opdelinger vil, til dels, veere arbitreere. I demokrati og uddannelse bruger Dewey ofte
klasseskel som eksempel. Skellet mellem arbejderen der er pkonomisk treengt og drevet
af pres og ydre motivation, og et borgerskab der er pkonomisk frit og arbejder drevet
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af indre motivation, er hos Dewey helt reelt, men ikke fundamentalt. Det vil sige at
alle mennesker bevager sig pd et kontinuum imellem disse to tilgange til arbejde.

For at komme ud over disse arbitreere skel mellem feenomener beskriver Dewey
hvordan en raekke filosoffer (fx Platon) har konstrueret et andet fundamentalt skel
imellem konkrete feenomener og ideelle kategorier. Ved at konstruere ideelle kate-
gorier bliver det muligt at haevde at der er forskel pa fx voksen og barn eller rig og
fattig samtidig med at de alle er konkrete manifesteringer af en fundamental og
transcendental menneskelighed. Skel imellem konkrete feenomener og ideelle kate-
gorier er ifplge Dewey problematiske fordi de er empirisk ubegrundede og en slags
religips spekulation. Som eksempel pa en teoridannelse der benytter sig af kontinuitet
frem for fundamentale skel, fremhazever Dewey evolutionsteorien som dels undgar at
betragte arterne som principielt adskilte fra hinanden (det fprste “aristoteliske” skel)
og gudsgivne (det andet “platoniske” skel).

Deweys pragmatiske filosofi, og i seerdeleshed hans begreb om kontinuitet, kan
ikke siges at veere en “neutral” teoretisk ramme til at belyse diskussionen omkring
problemer med indfgrelse af digitale veerktgjer i matematikundervisning. Fokus pa
praksis og afvisning af transcendentale kategorier giver et seerligt snit pa problemet,
men valget af Dewey viser sig at veere praktisk for at forsta debatten. Hvis man haevder
at digitale veerktgjer alene skal bringes i spil for at understptte elevers tilegnelse af et
iforvejen eksisterende og upavirket matematikcurriculum, kan man med disse begre-
ber kritiseres for at bygge sin argumentation pa en platonisk dualisme der idealiserer
matematikcurriculum (fx bestemte emner eller kompetencebegreber) som transcen-
dentalt. Og fortaleren for at lave en helt ny skolematematik vil kunne kritiseres for at
bygge pd en aristotelisk dualisme imellem ny computerbaseret og gammel algebraisk
matematik. Med Deweys begreber vil mélet i stedet veere at se pa kontinuiteten imel-
lem forskellige mader at ggre matematik pa. Ud over at Dewey altsa lader os se den
principielle diskussion omkring brug af digitale vaerktgjer klarere, har hans filosofi
ogsa den store fordel at forfatterskabet deekker hele uddannelsesproblematikken fra
viden og leering til begrundelse, motivation og forstdelse af curriculum.

Deweys syn p& matematik, leering og uddannelse

Hos Dewey er der intet principielt skel imellem teoretisk og praktisk viden. De to slags
viden udggr snarere hver sin (degenererede) ende af et kontinuum af vidensformer.
Bade teoretisk og praktisk viden er viden fordi det lader mennesket handle, forudsige
og veere i verden. Det teoretiske aspekt af viden tillader mennesker at reesonnere og
bringe viden i spil i en lang raekke forskellige situationer hvorimod det praktiske
aspekt tillader at viden virker direkte pa verden. Viden der kun er teoretisk, er tom
spekulation (og er dermed degenereret til “ikkeviden”), og viden der kun er praktisk,
understptter udelukkende reproduktive aktiviteter (og er derfor ogsd degenereret til
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“ikkeviden”). Viden er séledes kun viden hvis det tillader os at forudsige, fremskrive,
reflektere og gere i verden (Biesta, 2010; Dewey, 1916, kapitel 11).

Matematik og matematisk viden er hos Dewey kontinuert forbundet med viden-
skabelig underspgelse eller “inquiry”. Tal og aritmetik opstar i menneskets behov for
ikke blot at beherske og overskue sin omverden (som man fx ma antage at et dyr er
i stand til), men i den detaljerede undersggelse af hvilke komponenter omverdenen
bestar af (McLellan & Dewey, 1895).

Leering ma, som konsekvens af forstaelsen af viden, ske i samspil med verden og i
konkrete forspg pa at underspge og ggre noget ved verden, og derfor kan leering af en
reekke matematiske begreber ikke forstds uden hensyntagen til hvad disse begreber
setter eleven i stand til at finde ud af og ggre ved sin omverden (Biesta, 2010; Dewey,
1916).

Uddannelse er hos Dewey en central aktivitet der bidrager til samfundets videre-
fgrelse. Formalet med uddannelse er dels at danne og opdrage fremtidens borgere og
dels at sikre tilgang af velfungerende arbejdskraft i samfundet. Men formalet med
uddannelse kan i et demokratisk samfund ikke udelukkende veere at sikre arbejdskraft.
Et sddant syn pa uddannelse er efter Deweys mening undertrykkende og kan skabe et
klassesamfund hvor der ikke er kontinuitet imellem samfundsklasserne. Malet med
uddannelse ma altsd ogsa veere skabelsen af selvsteendigt teenkende individer, der
kan megde nye udfordringer og er i stand til at forfplge mal de selv saetter sig.

Der er kontinuitet imellem uddannelse og liv. Dewey anser det for en fejl at se ud-
dannelse som udelukkende en forbedrende aktivitet. Menneskelig aktivitet indeholder
altid elementer af at dygtiggere sig, og intelligent arbejde vil altid bidrage til leering.
Men netop fordi der er kontinuitet imellem arbejde (forstdet som malrettet aktivitet)
og uddannelse, skal uddannelse planlegges sa lerer og elever sammen udforsker
verden og forspger at opnd mal i verden (Dewey, 1916).

Forskningsspergsmal og metode

Jeg vil med udgangspunkt i Deweys pragmatiske tilgang til matematik, viden og
uddannelse sammenligne algebraiske, euklidiske og automatiserede tilgange til tre-
kantsberegninger. Jeg vil underspge om man kan sige at den ene lpsningsstrategi er
mere “matematisk fornuftig” end de andre, samt hvilke forstaelser af “matematisk”
man kan laegge til grund for en sddan vurdering. Jeg vil ogsa diskutere de didaktiske
problematikker der kan teenkes at dukke op nér alle tre Ipsningsstrategier er tilgaen-
gelige for eleverne.
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Sammenligning af algebraiske, euklidiske og automatiserede
lzsningsstrategier fra et matematisk perspektiv

For at sammenligne de forskellige Ipsningsstrategier har jeg behov for nogle trans-
parente fokuspunkter: Hvad vil det egentlig sige at en lpsningsstrategi over for et
problem omkring at finde sider og vikler i en trekant er matematisk eller matematisk
fornuftig? Tilvejebringelsen af globale kriterier for at afggre hvorvidt en problem-
lpsningsstrategi er mere matematisk end en anden, er et ambitipst matematikfi-
losofisk projekt som jeg ikke vil patage mig. Men det er alligevel veerd at bemaerke
at forskellige filosofiske tilgange kan forventes at komme med forskellige bud og
preeferencer. Grundlagsskolerne har (pa hver sin made) lagt veegt pd at matematiske
arbejdsmader giver anledning til sande og preecise resultater (Shapiro, 2000) mens
mere funktionelt orienterede tilgange som naturalisme (Maddy, 1997) og etnomate-
matik (Ascher & D’Ambrosio, 1994) har haft fokus pa om en matematisk strategi er
effektiv i problemlgsning og naturbeskrivelse. Endelig har bade kognitive, dialogisk
baserede og internt matematiske tilgange til matematikkens filosofi lagt veegt pa
at matematiske strategier giver indsigt i matematiske forhold (sdsom tal/stgrrelser,
former og forandringer) og mgnstre (Devlin, 1994; Lakatos, 1976; Lakoff & Nunez,

2000; Thurston, 1994).

En pragmatisk tilgang vil fremhaeve matematiske strategier som nogle der er ef-
fektive og indsigtsgivende i forhold til den systematiske undersggelse af feenomener i
verden (Dewey, 1916). I forleengelse heraf beskriver matematikeren og den pragmatiske
filosof Charles Sanders Peirce matematik som den teoretiske ende af et kontinuum
af tilgange til at underspge vores omverden. Han mener at matematik i hgjere grad
er kendetegnet ved sin metodiske tilgang og sit samspil med naturvidenskaberne
end ved de objekter (fx stprrelser, forandringer og former) som matematikere typisk
beskeeftiger sig med (Peirce & Moore, 2010). Peirce fremhaever diagrammatisk raeson-
neren som matematikkens metode. Det vil sige udforskning af matematiske kon-
struktioner gennem logisk deduktion og til en vis grad ogsa gennem mere induktive
tilgange.

Jeg har valgt tre omdrejningspunkter for sammenligningen af hvad der ggr en
lpsningsstrategi “matematisk”: praecision og eksakthed, effektivitet og indsigtsfuldhed:
(1) Praecision og eksakthed. Matematikkens rolle i videnskaben er netop preecision, og

det er veesentligt at matematiske resultater ikke er beheeftet med den usikkerhed
der kendetegner empiriske observationer.

(2) Effektivitet. En matematisk Ipsningsstrategi kan med rimelighed vurderes pa hvor
effektivt, herunder hurtigt, sikkert og generelt, strategien lpser problemet. Effekti-
vitet vedrgrer ogsd hvorvidt en lgsningsstrategi understptter samspillet med andre
fag.
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(3) Indsigtsfuldhed. Indsigtsfuldhed er til dels rettet imod verden. En matematisk stra-
tegi er god hvis den giver os indsigt i det problem vi angriber matematisk. Men
matematisk lgpsningsstrategi bgr ogsa vurderes pa om den giver indsigt i mate-
matikken selv og peger frem imod ny matematisk teori.

Selvom jeg ovenfor formulerer disse omdrejningspunkter uafhaengigt af matema-
tisk indhold, er de teenkt specifikt til at sammenligne strategier over for problemer
der involverer trekantsberegninger. Disse omdrejningspunkter er ikke et resultat af
en syntese af alle forskellige matematikfilosofiske tilgange. De er heller ikke udledt
direkte fra mit videnskabsteoretiske udgangspunkt i pragmatisme, men jeg har dog
forspgt at tage hensyn bade til det pragmatiske udgangspunkt og til bredere mate-
matikfilosofiske resultater. Disse omdrejningspunkter har altsa status af et valg der
giver mig et transparent grundlag for at diskutere hvorvidt en lpsningsstrategi over
for et trekantsproblem er matematisk. Nedenfor sammenlignes algebraiske, euklidiske
og automatiserede strategier pa disse tre punkter.

Praecision og eksakthed

Et af de argumenter jeg tit hgrer pa forskellige leererveerelser og blandt matematikere,
er at trigonometriske lgsninger, til forskel fra euklidiske lgsninger, er eksakte. At ar-
bejde eksakt vil sige at kunne angive en lpsning til et problem selvom denne lgsning
ikke har en korrekt endelig decimalrepraesentation. Der er i hvert fald to forskellige
fortolkninger af eksakthed der begge er vaesentlige for diskussionen. Et reelt tal der er
lpsning pa en matematisk udfordring, kan siges at veere praecist og eksakt hvis det kan
angives med sa mange decimaler som det pnskes i en given situation. Men et mate-
matisk resultat kan ogsa siges at veere eksakt og stringent hvis lpsningen kan angives
ved et algebraisk udtryk eller ved en entydig algoritme bestdende af (accepterede)
matematiske skridt. Forstaelsen af eksakthed som stringens relaterer ogsa til malet
om at matematik skal veere a priori, det vil sige uaftheengig af empiriske observationer.

Iden fprste forstaelse af eksakthed er spprgsmalet om hvorvidt den trigonometriske
lpsning er mere eksakt end den euklidiske, simpelthen en konkurrence pa praecision
imellem et matematisk tegnevaerktgj og en trigonometrisk tabel. Eller sagt pa en
anden made: Nar resultaterne af en trekantsberegning angives i en decimaltalsre-
praesentation, vil en algebraisk og en trigonometrisk lgsning veere lige preecise og
eksakte.

Der er visse muligheder for at angive eksakte veerdier som lpsning af trigonome-
triske problemer, men beregningen af disse veerdier er ofte resultat af geometriske
overvejelser og er derfor ikke aftheengig af de trigonometriske begreber.

I en forstdelse af eksakthed som stringens er det springende punkt om det kan
angives hvordan man gennem rent matematiske skridt kan na til en lgpsning. Her

MONA 2014-1

35



36

Morten Misfeldt ARTIKLER

bliver det centralt hvad vi anser som rent matematiske skridt. Men hvis vi betragter et
dynamisk geometrisystem som et matematisk system, sd giver det mening at teenke
pa tegning eller konstruktion i et sddant system som et veldefineret matematisk
objekt (i eksemplet i figur 1 konstrueres linjer og vinkler af bestemte stgrrelser, og
der konstrueres en normal til en linje gennem et punkt - dette kan betragtes som
veldefinerede matematiske operationer). Det eksakte ligger altsa ikke i at opgavens
lpsning kan formuleres som en formel, meniat der kan angives en entydig algoritme
bestdende af matematiske skridt der bringer dig til lpsningen.

Pastanden om at trigonometriske beregninger er mere preecise og eksakte end eukli-
diske konstruktioner, er saledes ikke solidt underbygget. Den numeriske preecision der
opnas ved de to lpsningsstrategier, er i de fleste tilfzelde den samme. I en forstdelse
af eksakthed som stringens er der heller ikke en klar forskel pa eksaktheden af de to
strategier. I begge tilfeelde kan lpsningerne konstrueres i et endeligt antal entydige
matematiske skridt. Den automatiserede lpsningsstrategi er i forhold til eksakthed
parallel med den algebraiske strategi da CosSinCalc altid afleverer de algebraiske
manipulationer der skal til for at gennemfgre den algebraiske lgsning.

Anvendelighed og effektivitet

De tre lpsningsstrategier er forskellige nar det kommer til anvendelighed og effekti-
vitet. Den automatiserede lpsning ma siges at veere den mest effektive hvis det alene
drejer sig om at finde vinkler og sider i en trekant, men denne lgsningsstrategi reekker
til gengeeld ikke seerlig effektivt ud imod mere komplekse situationer og matematisk
teoriudvikling. At tegne/konstruere lgsningen er ogsa effektivt forstdet pd den méade
at denne strategi, sammen med et godt geometri-/tegneveerktgj, kan bruges til at
lpse en lang reekke komplekse geometriske problemstillinger. Effektiviteten i den
algebraiske/trigonometriske tilgang bestdr i hvert fald i to forhold. For det fgrste kan
lpsningen til et problem szettes pé en formel og dermed enkelt beregnes mange gange
med forskellige veerdier. For det andet betyder dette at der kan introduceres variable i
formlen hvilket understgtter yderligere matematiseren og modellering. Hvis eleverne
alene kommer til at arbejde med simple trekantsberegninger, kan man dog nemt
risikere at disse aspekter aldrig rigtig bliver tydelige for eleverne. I denne situation
er den algebraiske/trigonometriske Ipsningsstrategi maske ikke sa effektiv da eleven
kan opleve at skulle tilegne sig en reekke nye begreber og metoder for at 1¢gse opgaver
som hun allerede var i stand til at l¢se med et dynamisk geometrisystem.

Indsigtsfuldhed

Nar det kommer til indsigtsfuldhed, er den automatiserede lpsning svag fordi en
stor del af det begrebsmeessige og logiske arbejde er overladt til computeren og der-
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med maske aldrig overvejes af eleven. P4 den anden side fremviser CosSinCalc jo
alle relevante repreesentationer og matematiske skridt hvilket understgtter indsigt.
Hvorvidt de automatiserede lgsningstrategier understptter indsigtsfuldhed, er altsa
meget afheengigt af hvordan de bringes i anvendelse af eleverne. Den algebraiske
og den geometriske lpsningsstrategi understgtter indsigtsfuldhed pé hver sin made.
Et dynamisk geometrisystem bygger pa en simpel, men kraftfuld geometrisk model
der er relativt let at forstd og arbejde med. Derfor kan arbejdet i et sddant program
betegnes som indsigtsfuldt. P4 den anden side understgtter en trigonometrisk tilgang
at geometriske problemer overszettes til algebraiske, hvilket ogsé kan fere til nye ind-
sigter og fgre frem imod videre matematiseren. Alle tre Ipsningsstrategier indeholder
black boxede elementer (Nabb, 2010; Winslgw, 2003) der udfordrer indsigtsfuldheden
af lpsningerne. For de euklidiske lpsninger er det bade principielt og reelt vanskeligt
at tjekke om der er fejl i det dynamiske geometrisystem. Helt tilsvarende, men dog
mere isoleret, er sinustabellen en black box i de algebraiske lpsninger. I den auto-
matiserede lpsning som CosSinCalc giver os, kan beregningerne naturligvis sagtens
tjekkes, men der er en reel fare for at der ikke er nogen der gor det, fordi alle stoler
pa vearktgjet. Hvis beregningerne ikke tjekkes, arbejdes der i dette tilfeelde hverken
med en transparent model, som i et dynamisk geometriveerktgj, eller med en isoleret
relativt enkel black box, som i sinustabellen.

Opsummerende vurderer jeg at alle tre lpsningsformer kan betegnes som mate-
matiske. Lpsningsstrategierne er stort set lige eksakte, og de er alle tre effektive til at
lpse trekantsberegninger. Den stgrste forskel er den made hvorpa Ipsningerne giver
indsigt i matematikken og i verden.

Sammenligning af algebraiske, euklidiske og automatiserede
lzsningsstrategier fra et uddannelsesmaessigt perspektiv

I sidste afsnit argumenterede jeg for at bade algebraiske, euklidiske og automatise-
rede strategier kan anses som matematiske. Der er uddannelsesmaessige fordele ved
hver af de tre strategier, men der er ogsa ulemper. Jeg vil derfor sammenligne de tre
lpsningsstrategier i forhold til elevernes leering, interesse og ejerskab samt i forhold
til hvorvidt det er muligt at gennemfgre god undervisning med den pageeldende
tilgang til trekantsberegninger.

(1) Elevernes leering er naturligvis vaesentlig. Hos Dewey forstds leering som noget
der er kontinuert forbundet med udfgrelsen af intelligent arbejde. For at leere skal
eleverne deltage i en egentlig udforskning af verden eller udfgrelse af arbejde.

(2) Interesse og ejerskab bliver derfor helt centralt. Hvis eleverne ikke er i gang med at
udfpre arbejde eller undersggelser som de tager ejerskab over for, vil de ikke laere
ret meget.

MONA 2014-1

37



38

Morten Misfeldt ARTIKLER

(3) God undervisning er hos Dewey undervisning hvor elever og leerer sammen ud-
forsker verden, og leereren stgtter eleverne i de aktiviteter de er i gang med.

Dewey kritiserer i sit kapitel om disciplin og interesse (1916) undervisning hvor ele-
ven ikke er deltager i meningsfuld skabende eller udforskende aktivitet, men snarere
palegges at tilegne sig et stykke viden af hensyn til systemet. Den kritik af discipline-
rende undervisning er bade velkendt og omdiskuteret, men pointen med at fremfgre
den her er at kritikken kan kaste lys over situationen omkring trekantsberegninger.

Der vil veere mange elever der allerede inden de stifter bekendtskab med de trigo-
nometriske funktioner, har et veludviklet apparat til at arbejde med trekantsbereg-
ninger. De kan fx veere vant til at arbejde med dynamiske geometriveerktpjer eller
benytte sig af automatiserede beregnere. Derfor er der risiko for at arbejdet med de
trigonometriske funktioner i denne kontekst ikke bliver en naturlig del af elevens
underspgelse og konstruktion. Snarere vil det maske blive opfattet som en patrykt
teknik eleven skal tilegne sig for matematiklaererens skyld. Hvis eleven ikke mgder
anden anvendelse af de trigonometriske funktioner end trekantsberegninger, er der fra
et pragmatisk perspektiv ikke nogen god grund til at tilegne sig disse begreber. Elever
der stiller spprgsmal til hvorfor de skal leere at anvende de trigonometriske funktio-
ner til at beregne sider og vinkler i en trekant, vil blive mgdt enten med autoritative
argumenter (det er pensum), argumenter der handler om en fremtidig situation (det
er en vej ind til noget speendende matematik som du maske engang kommer til at
beskeeftige dig med), eller argumenter der hviler pa et problematisk grundlag (a la
den algebraiske metode er mere rigtig).

Dewey kritiserer autoritative og fremtidsrelaterede begrundelser for ikke at tage
elevernes undersggelse af deres omverden alvorligt. Ved at anvende autoritative ar-
gumenter vil man disciplinere eleven frem for at understgtte elevens interesse, og ved
at henvise til en eventuel fremtidig situation betragtes eleven som en ufeerdig voksen
frem for et selvstaendigt individ. Endelig kan leereren, ved at forsvare trigonometriske
trekantsberegninger som mere rigtige, risikere at give eleverne et meget uheldigt bil-
lede af matematik. Dels er der risiko for at eleven far det indtryk at matematik er en
samling af gammeldags, ineffektive metoder der ingen gang har pa jorden ilivet uden
for skolen. Og desuden er der risiko for at man giver eleven det indtryk at det er okay
at sammenblande hvad der er den institutionelt accepterede “almindelige” metode,
og hvad der er matematisk korrekt. Et opslag i en sinustabel er som beskrevet tidligere
ikke mere eksakt end en maling i et digitalt tegneveerktgj. Derfor er der risiko for at
elever der udsaettes for svage argumenter for trigonometriske trekantsberegninger,
bliver skuffede og far en opfattelse af matematik som et autoritativt, konserverende
og filosofisk inkonsistent fag.

De automatiserede trekantsberegnere udggr en joker i diskussionen af de forskellige
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metoders undervisningsmaessige status. Det er der to grunde til: Automatiserede tre-
kantsberegnere kan veere med til at cementere trigonometriske trekantsberegninger
som et meningslgst skuespil, og de kan positionere leerer og elev som modstandere i
et slagsmal om hvilke mader opgaver ma lgses pa.

Hvis elever, jf. forrige afsnit, har vanskeligt ved at se meningen med at tilegne sig
trigonometriske lpsningsstrategier pa trekantsproblemer, og der samtidig findes en
reekke veerktejer der tilbyder at gennemfgre disse beregninger for dem, sa er det kun
naturligt at nogle elever veelger at bruge de automatiserede lpsninger. Hvis en elev
altid bruger en automatiseret strategi hvor et output skrives af uden egentlig kognitiv
bearbejdning, vil det understptte at eleven opfatter trekantsberegninger som tom
skolastik uden reel betydning.

Derudover stilles matematiklereren let i et dilemma omkring hvorvidt disse auto-
matiserede teknikker skal introduceres for eleverne. Pa den ene side er det leererens
pligt at sikre at eleverne bliver i stand til at klare sig s& godt som muligt til eksamen,
og derfor ber leereren vise eleverne de letteste og sikreste lgsningsstrategier. Men pa
den anden side er det ogsd laererens pligt at sikre at eleverne tilegner sig de mate-
matiske begreber der er i spil. Derfor er der ogsé en del diskussion om hvorvidt det er
fornuftigt at introducere eleverne til automatiserede beregnere, eller om man skal
lade veere. I Deweys forstdelse af god undervisning er elever og leerer sammen i en
proces der handler om at udforske verden, og de er ikke positionerede som hinandens
modstandere. Hvis leereren bevidst tilbageholder viden om effektive lpsningstrategier,
eller eleven lader som om han gennemfgrer trigonometriske trekantsberegninger,
men i virkeligheden skriver af fra CosSinCalc, bliver det vanskeligt at gennemfgre
god undervisning.

Situationen i skolesystemet

Jeg har i ovenstdende afsnit gjort rede for hvordan og hvorvidt de tre forskellige me-
toder til trekantsberegninger kan ses som matematiske, samt beskrevet de uddan-
nelsesmaessige fordele og ulemper ved metoderne. Det er klart at alle tre metoder kan
anvendes til undervisning, og det er lige s& klart at man ikke uden videre kan vurdere
hvilken metode der er “bedst”. Malet med at beregne sider og vinker i en trekant i
en matematikuddannelsessammenhaeng er ofte ikke udelukkende at treene denne
feerdighed. Der kan veere tale om malsaetninger der handler om at indfgre bestemte
begreber (fx trigonometriske funktioner) eller traene forskellige tilgange til problem-
lpsning (fx at tegne/konstruere en lpsning), hvilket naturligvis kan privilegere en af
strategierne. For mere praecist at vurdere de uddannelsesmaessige fordele og ulemper
veelger jeg at forholde mig til to kontekster: 8.-9. klasse i grundskolen og 1.-2. g pa
gymnasiet. I 8.-9. klasse leerer eleverne om de trigonometriske funktioner og bruger
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dem udelukkende til at regne pa retvinklede trekanter. Efter endt uddannelse kan
eleverne velge at arbejde videre med matematik, og de vil sd mgde de trigonometriske
funktioner igen og maske se nogle af de andre muligheder disse begreber byder pa.
I en sddan situation kan man spgrge hvilket ekstra arsenal af undersggelsesstrate-
gier disse elever far med sig ved at leere om de trigonometriske funktioner? De fleste
elever i 8.-9. klasse kender ogsa til en euklidisk lpsning der anvender et dynamisk
geometrisystem, og er udmeerket i stand til at Ipse de simple trekantsopgaver uden
de trigonometriske funktioner. Motivationen for at laere om de trigonometriske funk-
tioner bgr altsd spges andre steder end i simple trekantsberegninger.

I gymnasiet er det ligeledes veerd at overveje om man skal leegge mindre veegt pa
trekantsberegninger som motivation for at arbejde med trigonometri. Trigonometri
og trekantsberegninger er en darlig cocktail da opgaverne lpses let med velkendte
euklidiske strategier, og en insisteren pa at arbejde med trigonometriske begreber
vil lede nogle elever i retning af automatiserede strategier der potentielt kan under-
minere undervisningens kvalitet. I stedet kan man arbejde med de trigonometriske
funktioner som funktioner (fx med harmoniske svingninger og andre lgsninger til dif-
ferentialligninger) eller arbejde med at oversaette geometriske forhold til algebraiske
(fx gennem matematisk modellering). Det er en udfordring pa STX at de trigonome-
triske funktioner — betragtet som funktioner —kun er kernestof pd A-niveau, men
at trigonometriske trekantsberegninger er kernestof pa bade B- og C-niveau. Der kan
altsa ga flere ar (fra 8. klasse til 3. g) fgr det egentlige potentiale i de trigonometriske
funktioner bliver realiseret for eleverne, og mange elever vil aldrig nd dertil.

Analysen viser altsa at det eksisterende curriculum er problematisk fordi der let
bliver alt for langt imellem at de trigonometriske begreber introduceres for elever, og
at disse begreber szetter eleverne i stand til at gennemfgre matematiske underspgelser
af feenomener de ikke kunne tilgd uden de trigonometriske begreber. Dette forhold
bgr adresseres enten ved at zendre pa curriculum eller ved at arbejde systematisk med
meningsfulde mader at anvende trigonometri pa.

Konklusion

Jeg har i denne artikel vist at introduktionen af en raekke digitale teknologier har givet
nogle nye muligheder for at gennemfgre trekantsberegninger i skolesammenhaenge.
De nye muligheder er bdde praktisk anvendelige og matematisk fornuftige og har
vundet indpas i bade grundskole og gymnasium. Ved hjzelp af Deweys filosofi om
viden og uddannelse har jeg argumenteret for at det eksisterende curriculum omkring
trigonometrii grundskolen og gymnasiet er udfordret af denne udvikling. Det eriden
nuvaerende teknologiske og curriculummaessige situation vanskeligt at gennemfgre
god undervisning i trigonometriske trekantsberegninger der understgtter elevernes
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matematikleering, interesse og ejerskab. Denne analyse spiller ind i debatten omkring
hvordan og hvor meget teknologi skal anvendes i matematikundervisningen. I til-
feeldet trekantsberegninger og trigonometriske funktioner er det ikke nemt at finde
den gode balance. At bevare curriculum og fjerne de nye vaerktgjer vil have mange
negative konsekvenser. Dels er der, i hvert fald i forbindelse med dynamiske geometri-
systemer, en reekke dokumenterede leeringspotentialer og kompetencer som eleverne
vil ga glip af hvis man fjerner de nye teknologier. Derudover vil leereren skulle skjule
effektive problemlgsningsstrategier for eleverne hvilket udfordrer undervisningens
kvalitet. Endelig mener jeg at der er risiko for at matematikfaget mister relevans
hvis faget ikke konsekvent bekender sig til effektive metoder til at l¢se matematiske
problemer med. Det er heller ikke sikkert at det er et godt svar at eendre matematik-
faget radikalt i en beregningsorienteret retning uden respekt for fagets tradition. Jeg
mener snarere der er behov for at forstd de Ipbende uddannelsesmaessige problemer
som de nye veerktpjer giver anledning til, og handle ved at gennemfgre mindre og
lpbende sendringer af curriculum. Forandringerne pa det teknologiske omrade er til
tider drastiske, og derfor kan hurtig handling veere pakraevet.
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tional value of the different approaches as well as examining which strategies can be considered the
most mathematically correct and sensible. I conclude that all three approaches can be considered
mathematically correct, but that the advent of digital technologies can give rise to a situation where

the need for trigonometric solution strategies is difficult to justify, unless curriculum is reorganized.
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