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Resumen

En este trabajo estudiamos la cohomologia de De Rham en variedades diferenciables. Primero
damos la nocién de variedad diferenciable junto con algunos conceptos relacionados, estudiamos
un poco algebra exterior y definimos las formas diferenciales. Todo esto con el objetivo de definir
los grupos de cohomologia de De Rham, que nos hablan sobre cudndo una forma es cerrada
pero no es exacta. A continuacién, utilizaremos estas construcciones para estudiar algunas de
sus propiedades, como la Invarianza Homotépica, hacer una aproximaciéon a la integracién sobre
variedades, utilizando integrales de linea, y ver algunos ejemplos utilizando la Sucesién de Mayer-
Vietoris.

Palabras clave: variedades diferenciables, tensores, formas diferenciales, cohomo-
logia de De Rham

Abstract

In this paper we study the De Rham cohomology over differentiable manifolds. First we give
the notion of differentiable manifold and other related concepts, we study a little of exterior
algebra and we define the differential forms. We do this all pursuing the definition of the De
Rham cohomology groups, which tell us whenever a form is closed but not exact. After that,
we use these constructions to study some of their properties, such as the homotopic invariance,
to make an aproximation to integration over manifolds, using line integrals, and to see some
examples using the Mayer-Vietoris Sequence.

Key words: differentiable manifolds, tensors, differential forms, De Rham Cohomo-
logy
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Capitulo 1

Introduccion

A lo largo del siglo pasado, la busqueda de invariantes topolégicos y de herramientas de
trabajo a caballo entre el algebra y la topologia han motivado el estudio de la cohomologia y de
la homologia. Por otro lado, también en los ltimos cien anos, la topologia diferencial ha sido uno
de los campos de estudio més reclamados de las matematicas. Ademds del interés matemético,
tiene aplicaciones en la Teoria de la Relatividad General (ver por ejemplo [9]) que explican su
avance. Uno de los exponentes en el desarrollo de la topologia diferencial fue Georges De Rham
(para informacién biogréfica ver [10]).

Nacido entre las montanas de Suiza (de ahi que no sorprenda que también dedicase tiempo
a la escalada), Georges De Rham se dedicé en su vida académica al estudio de la topologia
diferencial. En el afio 1931 publicé el resultado méas remarcable: el Teorema de De Rham (ver
[7], Capitulo 18), que explora las relaciones entre la cohomologia singular y la cohomologia de
De Rham. En este trabajo nos dedicaremos al estudio de la segunda. A continuacién vamos a
seguir la introduccién de [2] y [13] para presentar los objetivos del trabajo.

Uno de los invariantes topolégicos que primero se aprenden es el grupo fundamental o primer
grupo de homotopia. Dado un espacio topolégico X y un punto zp en el mismo, IT; (X, o) es el
conjunto de clases de lazos hométopos (que pueden transformarse unos en otros con continuidad)
con base en xg. Utilizando esta herramienta podemos distinguir ciertos espacios topolégicos,
detectando agujeros que impiden deformar unos caminos en otros. Un ejemplo bésico es el
espacio R? \ {(0,0)}. Si consideramos un punto cualquiera, un lazo que rodee al origen y otro
que no, no vamos a encontrar ninguna manera de deformar uno en el otro sin romper alguno de
los dos.

A raiz de esta idea surgen los grupos de homotopia de orden superior, que nos permitiran
explorar diferencias entre espacios topoldgicos segin si determinadas aplicaciones sean 0 no
homotopas. Sin embargo, el calculo de dichos grupos no es facil. Por lo tanto, conviene buscar
alternativas. Un enfoque diferente lo ofrece la cohomologia de De Rham.

Para facilitar la explicacién, situémonos sobre un abierto U de R™. Si consideramos las
funciones reales definidas sobre U, tenemos que cada componente conexa estd caracterizada
por que las funciones localmente constantes (esto es, que en un entorno de cada punto son
constantes), son constantes en toda la componente. Por lo tanto, podemos llamar H,(U) al
espacio vectorial de las funciones localmente constantes, y el nimero de componentes conexas
vendra dado por su dimensién. ;Cémo vamos a encontrar estas funciones? Pues en el caso de la
cohomologia de De Rham utilizaremos la diferencial de una funcién. Si
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entonces las funciones seran localmente constantes cuando la diferencial sea nula. El siguiente
paso es escalar en la dimensién, definiendo algo similar para formas de grado mayor. Todo esto
lo haremos como indicamos a continuacién.

En el primer capitulo hemos hecho una pequena introduccién a las variedades diferenciables.
Hemos definido los conceptos con los que trabajaremos en las siguientes secciones: las propias
variedades, el espacio tangente, las particiones de la unidad, etc.

Puesto que los necesitaremos para definir las formas diferenciales, el segundo capitulo lo
hemos dedicado al estudio de los tensores covariantes sobre un espacio vectorial cualquiera.
Damos los elementos de las bases con los que trabajaremos localmente e introducimos el concepto
de fibrado cotangente.

En el tercer capitulo utilizamos todo lo expuesto anteriormente para definir las formas di-
ferenciales. Por un lado definiremos la diferencial de una funcién y hablaremos del producto
exterior de formas. Por otro lado, construiremos las dos aplicaciones fundamentales con las que
trabajaremos en el ultimo capitulo: el pullback y la derivada exterior.

Esta tltima nos dard pie a la definicion de formas cerradas y exactas. Utilizando estos
conjuntos de formas definiremos los grupos de Cohomologia de De Rham en el ultimo capitulo.
Después nos centraremos en tres aspectos. Por un lado hablaremos de integrales de formas, que
nos servird para dar una caracterizaciéon de las 1-formas exactas (correspondiente al Teorema de
Stokes para ese tipo de formas). Por otro lado, demostraremos la invarianza homotépica de los
grupos de cohomologia de De Rham. Por ultimo, veremos la sucesién de Mayer-Vietoris. Todo
ello nos va a servir para demostrar algunas propiedades y dar algunos ejemplos.



Capitulo 2

Variedades Diferenciables

Para empezar, comenzamos con la definicién de variedad diferenciable. Como hemos dicho
antes, introduciremos conceptos que nos serviran mas adelante. Seguimos fundamentalmente [7].

Definicion 2.1. Sea M un espacio topoldgico.

Se dice que M es Hausdorff si dados dos puntos cualesquiera p y ¢ de M, existen dos
abiertos U y V talesque pe U, qe VyUNV = .

Se dice que M cumple el IT axioma de numerabilidad si la topologia de M posee una
base numerable.

Se dice que M es localmente euclideo de dimensién n si cada punto p € M tiene un
entorno abierto que es homeomorfo a un subconjunto abierto de R™.

Un espacio topolégico que cumple las tres propiedades precedentes se denomina variedad
topolégica.

Definicién 2.2. Sea M un espacio topoldgico.

Una carta es un par (U, z) donde U es un subconjunto abierto de M, denominado dominio
de la carta, y  : U — R" es un homeomorfismo de U en un abierto de R™.

Un atlas es un conjunto de cartas cuyos dominios cubren todo el espacio. Un atlas se dice
C™ si cumple que, dadas dos cartas (U, x), (V,y) cualesquiera tales que U NV # (), se tiene que
la composicién y oz~ : 2(UNV) — y(UNV) es un difeomorfismo de clase C*°. Un atlas C*®
se denomina atlas maximal si no estd estrictamente contenido en ningin otro atlas.

Si tenemos una carta (U,z) y un punto p € M, entonces x(p) = (x'(p),...,z"(p)) son las
coordenadas de p en dicha carta, y 2!, ..., 2" se denominan funciones coordenadas.

Definicion 2.3. Una variedad diferenciable es una variedad topoldgica con un atlas maximal.

Nota. Para dotar de estructura de variedad diferenciable a un espacio topolégico M basta con
dar un atlas, ya que cada atlas estd contenido en un unico atlas maxmal ([3], Proposicién 2.2.1).

Nota. También es posible definir una variedad diferenciable a partir de un conjunto sin estructura
previa, para luego definir la topologia utilizando las cartas (ver [3], pags 18-19). Nosotros hemos
elegido esta definicién porque la referencia fundamental que hemos tomado ([7]) lo hace asi.
Ademas vamos a trabajar con particiones diferenciables de la unidad, cuya existencia esta ligada
a que la variedad sea Haussdorf y cumpla el IT A.N.

Ejemplo 2.4. Podemos dotar de estructura de variedad diferenciable al espacio euclideo R™
utilizando el atlas {R", Id}, a las esferas S" utilizando la proyeccién estereogréfica, o a la pardbola
y = 22 utilizando la propia funcién que la define.

3
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No tiene estructura de variedad diferenciable el cono z? 4+ y> — 22 = 0. Si nos fijamos en
el vértice, no tiene ningin entorno abierto homeomorfo a algiin abierto de R?: al retirar dicho
punto se pierde la conexion.

Sin embargo, existen otros espacios que son variedades diferenciables salvo una “frontera”. Es
lo que se llaman variedades diferenciables con borde, concepto que introducimos a continuacion.

Sea H" = {(t1,...,tn) € R : t,, > 0}. Llamamos IntH" y OH" a su interior y a su frontera
respectivamente.

Definicion 2.5. Llamamos variedad topolégica con borde a un espacio topoldgico M que
es Haussdorff, cumple el II Axioma de Numerabilidad y en el que cada punto tiene un entorno
homeomorfo a un abierto de R o de H"(con la topologia de subespacio de R™).

De manera similar a las variedades sin borde, una carta es un homeomorfismo x de un
abierto de M en un abierto de R"(carta de interior) o de H"(carta de frontera). Los
conceptos “atlas”, “atlas C*°” y “atlas maximal”se definen de la misma manera.

Definiciéon 2.6. Una variedad diferenciable con borde es una variedad topoldgica con
borde con un atlas maximal.

Un punto de M se dice que es interior si pertenece al dominio de alguna carta de interior,
y se dice de frontera si su imagen por alguna carta de frontera estd en OH". El conjunto de
puntos de interior de M se denomina interior (Int()/)) y el conjunto de puntos de frontera se
denomina frontera o borde (0M)

Estas definiciones nos seran utliles de cara a los resultados de integracién sobre curvas que
veremos en el Capitulo 5. A lo largo del trabajo, cuando hablemos de variedad diferenciable, nos
referiremos a variedades sin borde salvo que se indique lo contrario.

A continuacién vamos a definir funciones y aplicaciones diferenciables entre variedades dife-
renciables. De ahora en adelante, utilizaremos la palabra diferenciable como sinénimo de dife-
renciable C*.

Definicion 2.7. Sean M una variedad diferenciable y f : M — R una funcién. Se dice que
f es una funcién diferenciable en p € M si para toda carta x : U € M — R"™ cuyo
dominio contenga a p se tiene que fox~! es diferenciable en x(p). Se dice que f es una funcién
diferenciable si lo es en todo punto p € M.

Definicion 2.8. Sean M y N dos variedades diferenciables y f : M — N una aplicacién. Se
dice que f es una aplicacion diferenciable en p € M si para toda carta x : U C M — R”
cuyo dominio contenga a p y para toda carta y : V.C N — R"™ cuyo dominio contenga a f(p)
se tiene que yo fox~! es diferenciable en z(p). Se dice que f es una aplicacién diferenciable
si lo es en todo punto p € M, y que es un difeomorfismo si es una aplicacion diferenciable,
biyectiva y de inversa diferenciable.

Un tipo de aplicacién que utilizaremos con recurrencia es la curva. Una curva es una apli-
cacién « : (a,b) — M, donde M es una variedad diferenciable y (a,b) es un intervalo abierto
en R cualquiera. Por ejemplo, podriamos considerar la esfera unidad S> ¢ R3 y el ecuador
a:(0,1) — S2, a(t) = (sen(27t), cos(2nt),0).
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Nota. Al definir la curva nos hemos referido a la aplicacién y no al conjunto de puntos que
es imagen de dicha aplicacién. En ocasiones utilizaremos el término parametrizacién para
referirnos a la aplicacién. Cuando dos aplicaciones nos den como imagen el mismo conjunto,
diremos que son dos parametrizaciones distintas de la misma curva. Por otro lado, también
podriamos haber hecho la misma definicién con un intervalo cerrado. Esto serd necesario en el
Capitulo 5, cuando hablemos de integrales sobre curvas.

2.1. Particiones de la unidad

La manera en la que hemos definido las variedades diferenciables nos proporciona ciertas
propiedades interesantes. Una de ellas es la existencia de particiones diferenciables de la unidad.
Como vamos a utilizarlas mas adelante, daremos una definicién y enunciaremos un resultado
sobre su existencia. La prueba puede consultarse por ejemplo en [7], paginas 43 y 44.

Definicion 2.9. Si M es un espacio topolégico cualquiera y f : M — R es una funcién,
entonces el soporte de f es el conjunto

supp(f) ={p € M : f(p) # 0}.

Definicién 2.10. Sea M un espacio topolégico. Sea X = { X, }4ec4 un recubrimiento de abiertos
de M. Una particién de la unidad subordinada a X es una familia {¢,}aca de funciones
continuas ¢, : M — R cumpliendo las siguientes propiedades:

# 0 < ¢o(z) <1 para cualquier o € A y para todo z € X.
» supp(¢a) C X, para todo o € A.

» La familia de soportes {suppda}aca es localmente finita, esto es, cada punto tiene un
entorno que interseca a un numero finito de soportes.

" > qca Palz) =1 para todo z € X.

Si M es una variedad diferenciable, una particién de la unidad se dice diferenciable si cada una
de las funciones que la componen es diferenciable.

Proposicién 2.11. Sean M una variedad diferenciable y X = {Xo}taca un recubrimiento de
abiertos de M. Entonces existe una particion diferenciable de la unidad subordinada a X .

2.2. El espacio tangente

Ahora nuestro objetivo es extender la nocién ya conocida del plano tangente a una superficie
en un punto, de forma que encaje bien con las variedades, las funciones y las aplicaciones
anteriormente definidas. Definiremos los vectores tangentes en cada punto como operadores
sobre el conjunto de funciones definidas en la variedad. Estos operadores no van a ser otra cosa
que la derivada de la funcién en el punto y en la direccién del vector.
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Notacion. Utilizaremos el convenio de sumacién de Einstein. Siempre que tengamos la misma le-
tra como indice y como subindice en la misma expresién, estard sumando. Ademés, introducimos
la delta de Kronecker, definida de la siguiente manera:

si_ [ 1 sii=]
i 0 siisj.

Por otro lado, si U es un abierto en una variedad, denotaremos por §(U) al conjunto de funciones
diferenciables de U en R

Definicién 2.12. Sean M una variedad diferenciable, p un punto de M y (U, x) una carta con
p € U. Un vector tangente en el punto p es una aplicacién lineal v : F(U) — R que cumple:

v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f).

Sea a : (a,b) C R — U una curva con ty € (a,b) tal que p = a(tg) y o/(tp) # 0. Podemos
entonces definir un vector tangente a la curva « en el punto p como la aplicacién lineal

Ua(to) : S(U) — R

d(f o a)
o =
f T 0)
El conjunto de vectores tangentes sobre un punto es un espacio vectorial, que llamaremos
espacio tangente y que denotaremos por 71, M. Vamos a probar que es un espacio vectorial de

dimension n, y que una base son las derivadas parciales que definimos a continuacién.

Definicién 2.13. Sean M una variedad diferenciable, p € M y (U, x) una carta en un entorno
de p con funciones coordenadas z!,...,z". Se llama derivada parcial respecto de z* al vector
tangente %\p : §(U) — R definido por

0 B I(fox™t)
Ozl ) (f) = T(»’U(P))

donde t1, ..., t, representan las coordenadas en R".

En ocasiones obviaremos la notacién del punto sobre el que estemos trabajando, teniendo
siempre en mente que el espacio tangente y los vectores contenidos en él estan definidos sobre
cada punto de la variedad.

Proposicién 2.14. En las condiciones anteriores, el conjunto de las derivadas parciales {
i =1,...,n} forman una base del espacio tangente en cada punto.

o .
ozt

Demostracion. Veamos primero que son linealmente independientes. Sean A\; con ¢ = 1,....,ny

tales que > /\i% = 0. Consideramos para cada j desde 1 hasta n la funcién coordenada z’.
- X

Entonces,

N

=1
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Por lo tanto todos los coeficientes son nulos. Sea v un vector de T,M y sea « : (a,b) — R
una curva, con «(tg) = p tal que v es su vector tangente en p. Tenemos que z(p) = x(a(ty)) =
(x'(a(ty)), ...,x™(a(to))) y podemos llamar o = ' o a. Sea f € F(U). Entonces, aplicando la
regla de la cadena para funciones reales

of) = C“Zj‘”(to) = L((for)o (o a)(to) =
; N2 (o) 2 1) = 3 L (w10
Por lo tanto, v =37 | % (to)axl' O

Si tenemos una aplicacion diferenciable entre dos variedades, esta induce una aplicacién lineal
entre los espacios tangentes, que definimos a continuacién.

Definicion 2.15. Sean M y N dos variedades diferenciables y sea F': M — N una aplicacién
diferenciable. Se define la aplicaciéon tangente en el punto p como

F*p : TpM — TF( )N

v~ Fy(v)

p

de forma que si f € §F(N), entonces Fy,(v)(f) = v(f o F).

Evidentemente, la aplicacion tangente es lineal: si tenemos dos vectores cualesquiera u y v
en T, M, entonces

Fep(Au+ po)(f) = (Au+ po)(f o F) =
— u(f o F) + o(f o F) = AFy(u) + pFap (0) ()
donde A\ y p son nimeros reales cualesquiera.
De la misma manera que con los vectores, prescindiremos de la notacion referente al punto
mientras no haya dudas.
Finalmente definimos los campos vectoriales, que no consisten mas que en poner un vector

tangente en cada punto de manera que si derivamos una funcién respecto del campo nos quede
otra funcién diferenciable.

Definicién 2.16. Sean M una variedad diferenciable y (M) el conjunto de funciones diferen-
ciables de M en R. Un campo vectorial es una aplicacién

X §(M) — (M)
tal que:

» es R-lineal: X (af + Bg) = aX(f)+ X (g), para cualesquiera f, g en §(M) y para cuales-
quiera «, § en R

» verifica X (fg) = X(f)g+ fX(9)

El conjunto de campos vectoriales sobre una variedad se denota X(M).






Capitulo 3

Tensores covariantes

Las formas diferenciales se definen a partir de aplicaciones lineales cuyo dominio se encuentra
en el producto cartesiano de copias del espacio tangente a una variedad. Dichas aplicaciones se
llaman tensores covariantes, y estaremos interesados en aquellos que sean alternados. Primero
desarrollaremos cierta teoria sobre estas aplicaciones en general, y después pasaremos al caso
que nos ocupa.

Para empezar, consideremos el caso k = 1: el espacio dual de un espacio vectorial. De ahora
en adelante V denotara un espacio vectorial real de dimensién finita.

Definicion 3.1. El conjunto de aplicaciones lineales T : V' — R se denomina espacio dual y
se denota V*.

Proposicién 3.2. Si {e1,...,en} es una base de V, entonces el conjunto {e,...,e"} formado
por los elementos

e(ef):‘sf:{ 0siij
es una base de V*. Se dice que {el,...,e"} es la base dual de {eq, ..., e}

Demostracion. Por un lado, {e! : i = 1,...,n} son linealmente independientes: si tenemos
S e’ = 0, entonces en particular > 1, Aie‘(e;) = A; = 0 para todo j € {1,..,n}, y
entonces todos los coeficientes tienen que ser nulos. Por otro lado, hay que ver que generan todo
el espacio. Notemos que para cada T € V*, podemos considerar 77 : V — R definida por
T' = T(e;)e’ (usando el convenio de sumacién de Einstein). Entonces, si v € V, v = v'e;, y por
ser 1" lineal:

T(v) = T(v'e;) = T(e;)0’

y por otro lado: o o ‘
T'(v) = T(ej)e’ (v'e;) = T(e;)v'd] = T(e;)v’.

Asi que T y T” son la misma aplicacién. O

Como habfamos dicho antes, estamos interesados en aplicaciones lineales definidas sobre k
copias de un espacio vectorial. Las llamaremos k-tensores covariantes.
L k)
Definiciéon 3.3. Un k-tensor covariante sobre V es una aplicacién T : V x -- xV — R
que es lineal en cada una de sus componentes. Denotamos el conjunto de k-tensores covariantes
sobre V por T*(V).
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Proposicion 3.4. Sean T un k-tensor covariante y S un l-tensor covariante sobre V. Sean

k+l1
V1,02, ..., U4y vectores de V. La aplicacion T ® S : V x T x V. — R definida por T ®

S(v1,v2, ooy Vgt1) = T(V1, ey V) S (V415 vy Vit1) €5 un (k+1)-tensor covariante. Denominaremos
a la operacion ® producto tensorial.

Demostracion. La linealidad de T'® .S se deduce de la linealidad de las dos aplicaciones iniciales,
y la imagen sigue siendo un numero real. Por otro lado, el nimero de argumentos es k + [, por
lo que obtenemos un (k + [)-tensor covariante. O

Notacién. Si T es un k-tensor covariante, {e1,...,e,} es una base de V' y {e!,...,e"} es su base
dual, denotaremos:
T(eiys-.r€ip) = Tiy. -

Proposicién 3.5. Si T es un k-tensor covariante y {e',...,e"} es la base dual de {ey,...,en},
entonces, usando el convenio de sumacion de Einstein:

T:El'“ikeil ®®€2k
Por lo tanto, {¢" @ -+ @€ : 1 <iy,--- ,ix < n} es una base de T*(V).

Demostracion. Como {eq,...,e,} es base de V' y ambas aplicaciones son lineales, basta ver que
la igualdad se cumple para los elementos de la forma (ej,...,e;,) con 1 < ji,..., 55 < n. Pero
esto es claro, ya que

T(eju S ejk) =T},
mientras que

AN S R S (. N St ST o

Tn-nlke ® ®e (631? s e]k) - Elmlkéjl 5jk - lemjk
porque, utilizando la definicién del producto tensorial, todos los sumandos se anulan salvo cuando
los indices coinciden. O

Dado que las formas diferenciales van estar formadas por tensores covariantes alternados,
tenemos que desarrollar teoria sobre ellos y demostrar algunas propiedades que nos seran ttiles.

k
Definicion 3.6. Sean V un espacio vectorial y T : V' x ", X V' — R un k-tensor covariante
sobre V. Se dice que T es alternado si para cualesquiera v1,...,v; € V cumple que

T(’Ul, ooy Ugy eeny Vg, ...,’Uk) = —T(Ul, ceey Ugy eny Uy, ...,Uk)

Un k-tensor covariante alternado se llama k-covector. Denotaremos al subespacio de k-covectores
de T*(V') por A*(V).

Nota. Para trabajar con covectores vamos a utilizar permutaciones. Denotaremos por Sj al
grupo simétrico con k elementos. Una transposicion es una permutacién que intercambia dos
elementos y deja el resto fijos. Sabemos que si o € Sk, entonces podemos descomponer ¢ en un
producto de transposiciones, y que ademas, aunque la descomposicién no sea tnica, la paridad
del niimero de transposiciones de todas las descomposiciones de una permutacién es la misma.
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Una permutacién es par o impar segun lo sea el niimero de transposiciones de cualquiera de
sus descomposiciones. Se define entonces el indice de una permutacién:

sgn(c) = 1 si o es par
g | —1sio esimpar.

Si T es un k-covector y o € Si, denotaremos por ?71' la reordenacién por o de los vectores en
los que se aplica T.

Ejemplo 3.7. El ejemplo méas conocido de tensor covariante alternado es el determinante

det: V' x . x V. — R definido por det(vi,...,vn) = > g sgn(o) [ v’ donde v; =

i=1 Y
(v},...,v") en alguna base de V.

A continuacién vemos diferentes caracterizaciones equivalentes a ser un tensor alternado.

k)

Proposicion 3.8. Sea T :V x -+ x V — R un k-tensor covariante. Son equivalentes:
a) T es alternado.

b) Para cualesquiera vy, ..., vy vectores y cualquier permutacion o € S,
T (v1,,0) = T(Vg(1)s s Vo)) = sgn(a) T (v1, ..., vk).

c) T(viy.yw,..,w, ..., vp) = 0.
d) Si{vi,...,vn} son linealmente dependientes, entonces T (vy,...,vg) = 0.

e) Con respecto a cualquier base, las componentes Tj, . i, cambian de signo cuando dos de los
indices son intercambiados.

Demostracion. Veremos que cada afirmacién implica la siguiente:

a) = b) Se deduce de que sgn(o) se obtiene al escribir o como producto de transposiciones. Como
T es alternado, por cada transposicién cambia de signo.

b) = ¢) Si consideramos o la transposicién que intercambia los dos indices que coinciden, como
sgn(o) = —1, tenemos que:

T(V1, oy Wy ooy W, oy V) = =T (01, ey Wy ooy W, .., V)
por lo que T'(v1, ..., w, ..., w, ..., %) = 0.

c) = d) Si v,...,v; son linealmente dependientes, entonces podemos poner algin v; = Zi# Aiv;.
Sustituyendo y utilizando la linealidad de T

T(vi,...,vp) =T (v1, ..., vj—1, Z AiVi, Ujp1s oony V) =
i#]

= Z )\iT(Ul, < Vj—1, U5, U1, --0y ’Un)
i7#]

y la tltima suma vale cero por hipétesis.
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d) = e) Sea {eq,...,e,} una base de V. Entonces, ddndose la primera igualdad por hipétesis:

0= T(eil, s € T €y € €4 ...,eik) =

€1y vens iy veny Cipy ey eik) + T(eil, ey €4y ey €y ey eik)—l—
+ T(eil, ey €y eeey By ey eik) + T(eil, ey €y ey €y ey eik) =
= T(eil, ey €y ey €y ey eik) =+ T(eil, ey €y veey €ipy ey e,;k) =

Y se deduce inmediatamente que uno es el opuesto del otro.

e) = a) Por la linealidad de T', la imagen de cualesquiera k vectores viene determinada por la de
los vectores de la base. Por lo tanto al intercambiar dos argumentos cambiara el signo, y
T es alternado.

O]

Nuestro siguiente paso va a ser construir una base para Ak(V) utilizando los covectores que
definimos anteriormente como la base de V*.

Notacion. Sea k un entero positivo. Una k-upla ordenada I = (iy, ..., i) de enteros positivos se
denomina multi-indice de longitud k. Si ¢ € Sj, denotaremos

IO’ - (ia(l)v seey ZO’(TL))

Ademsds, extendemos la definicién de la delta de Kronecker para multi-indices: si I y J son dos
multi-indices de longitud k, entonces definimos

sgn(o) si ni I ni J tienen indices repetidos y
5 — J = I, para algtin o € S,
S 0 si I o J tienen algtin indice repetido

o J no es una permutacién de 1.

Definicién 3.9. Si {e1,...,en} es una base de V, {e',...,e"} es su base dual e I = (iy, ..., 1)
es un multi-indice de longitud k con 1 < iy, ...,i; < n, entonces para vi,...,v; € V, v; = vle;

k
definimos e! : V x - ), x V — R dada por

eil (Ul) e 67;1 (rvk) fUil e ,U]Z;,’l
el(vy,...,v5) = det : : = det :
et (vy) - - - e (vg,) vl - -v}g’“

Tal y como hemos visto antes, el determinante es un tensor covariante alternado, por lo que
los elementos que acabamos de definir también lo son. De hecho, van a conformar una base de
AK(V). Para probarlo, primero vamos a demostrar el siguiente Lema.

Lema 3.10. Sea e’ tal y como ha sido definido con antelacion. Se tiene que:
a) Si I tiene algin indice repetido, entonces el =0.

b) SiJ=1,, entonces el = sgn(o)e’.
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c) SiJ = (ji,..,Jk) €s un multi-indice cualquiera de longitud k, entonces

el(ej, .. ej,) = o5

Demostracion.  a) Si I tiene algun indice repetido, entonces el determinante de la definicién
tiene dos filas iguales, asi que vale 0.

b) Si J se obtiene al permutar I por o, entonces obtendremos el determinante para e’ per-
mutando filas del determinante de e’. Si tenemos en cuenta la descomposicién en transpo-
siciones de o, el signo del determinante cambiard tantas veces como transposiciones, por
lo que e! = sgn(o)e”’.

c¢) Tenemos varios casos:

e Si I tiene algtin {ndice repetido, entonces el (ej,, ...,e;,) = 0 = % por a).

e Si J tiene algiin indice repetido, entonces estamos aplicando e, que es alternado, en
una k-upla con algin miembro repetido. Como hemos mostrado en la Proposicién
esto vale 0, que es precisamente lo que vale 6§ en este caso.

e Sininguno tiene indices repetidos pero J no es una permutacién de I, entonces habra
un indice 4; en I que no aparecerd en J. Entonces, la fila 7;-ésima del determinante de
la definicién sera (e"(ej, ), ...,e"(ej,)) ¥ todos los elementos de la fila valen 0 porque
los indices nunca coinciden. En este caso, 5{, también vale 0.

e Si I = J, entonces el determinante de la definicién es el de la matriz identidad, que
vale 1, y que es lo mismo que sgn(id) = 61, siendo id la permutacién identidad. Por
lo tanto, si J = I, entonces por b)

I J I
e (ejy,....e5,) = sgn(o)e’ (ej,, ..., e5,) = sgn(o) = d7.

O]

Proposicién 3.11. Sea V' un espacio vectorial de dimension n. Si{e' :i=1,...,n} es una base
de V*, entonces para cada entero positivo k < n, la coleccion de k-tensores alternados

E ={el : I es un multi-indice creciente de longitud k}

es una base para AF(V).

Notacion. Denotaremos

Y- %

{I:0<i1<...<ip<n}

Demostracion. Notemos primero que si k& > n, entonces cualquier familia de k vectores es
dependiente, asf que A*(V) es el espacio trivial. Para k < n, sea {e; : i = 1,...,n} la base de
V dela que {€' :i=1,...,n} es dual. Veamos primero que £ genera A*(V). Sea T un k-tensor
alternado cualquiera. Podemos poner

T[ = T(eil, ceey eik).



14 CAPITULO 3. TENSORES COVARIANTES

Sea J un multi-indice cualquiera. Entonces, utilizando el Lema [3.10| previo:
/ !/
Z Trel(ejy, .y €5,) = Z Ty6%.
I I

De este ultimo sumatorio se anulan todos los términos menos el correspondiente a aquel multi-
indice I tal que J = I, para algin o € S;. En ese caso, 65 = sgn(o) y queda:

Z/ T15§ = sgn(o)Tr =Tj.
I

Falta ver que £ es una familia linealmente independiente. Supongamos que, para algunos coefi-
cientes T7, se tiene que
/
> Tre’ =o0.
I

Sea J un multi-indice cualquiera. Entonces, aplicando lo mismo que en el razonamiento anterior,
" 1
E Tre' (ejys...,€ej,) =T5 =0
I

y entonces todos los T7 valen 0. O

A continuaciéon vamos a definir un producto, llamado producto exterior, que nos servira
para obtener tensores alternados y operar con ellos. Para ello primero veremos como obtener
un tensor alternado a partir de uno cualquiera, y después utilizaremos el producto de tensores
definido anteriormente.

Proposicion 3.12. Sea T un k-tensor covariante. Entonces

AlUT = % Z sgn(o)(°T)

’ oSy,
es alternado. Ademdas, T es alternado si y sélo si T = AltT.

Demostracion.

» Sean vy, ..., v vectores de V', y sea 7 € Si. Queremos ver que TAltT = sgn(7)AltT para
cualquier 7 en Si. Desarrollando, tenemos que:

TAKT) = (S son(@)(°T) | = 21 3 sgnlo)(°T)

€Sy, oSy,
1 - 1
= sgn(7) 1 > sgn(o)sgn(r)("°T) = sgn(T) 4 > sgn(n)("T)
gES} nESk
= sgn(7)AltT
donde hemos utilizado que, como ¢ recorre todo Sk, también lo hace 70 = 71, y que

sgn(n) = sgn(o)sgn(7).
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= Claramente, si T' = AltT, entonces T es alternado por lo que acabamos de probar. Por
otro lado, si T es alternado, entonces:

AUT = % Z sgn(o)(°T)

’ oSy,
1
= 3 sgn(0)sgn(o)(T)
’ €Sy,
1 k!
=g (D) =/T=T
’ ogeSy, ’

Podemos ver Alt como un operador lineal Alt : TF(V) — A*(V).

Definicion 3.13. Sean Ty S tensores alternados de longitud k y [ respectivamente. Se define
el producto exterior de 1"y S como:

(k+ )
k!
Por lo visto en la Proposicién[3.12] el tensor resultante va a ser alternado. Sin embargo, hemos
de dar una explicacién a los coeficientes del producto. Ademas, la propiedad que probaremos
nos servira para demostrar ciertas caracteristicas del producto exterior que nos seran ttiles a la
hora de trabajar con él.

TAS= Alt(T ® S)

Lema 3.14. Sean {e1,...,e,} una base de V y {e',...,e"} su base dual. Para I = (iy,...,ix) y
J = (ji, ..., j1) multi-indices cualesquiera, se tiene que

el ped = ol (3.1)
donde 1J = (i1, .y ik, J1y - J1)-

Demostracion. Como estamos trabajando con aplicaciones multi-lineales, basta ver que la igual-
dad es cierta para cualquier conjunto de vectores de la base de V', que denotaremos {ep, , ..., €y, " }.
Distinguiremos cuatro casos:

» Caso 1: P = (pi, ..., pr41) tiene algin indice repetido. Entonces, ambos lados de la igualdad
(3.1) valen 0 por el apartado c) en el Lema

= Caso 2: P contiene algin indice que no aparece ni en I ni en J. Sabemos por el apartado
c) del Lema que e!/(ep) = 0&/. Para este caso, en el que hay algin fndice que no
aparece en los dos multi-indices, resulta que se anula. Para el otro extremo de la igualdad,
vamos a desarrollar:

(k+ 0!
k!

I a J I o J
el Ne (epl,...,epkH) = Alt(e’ ®@e”)(epyy - ppyy) =

Obtenemos una suma en la que cada término tiene un producto e/ ® e’ aplicado a una
permutacion de P. Como hay un indice de P que no esta ni en I ni en J, entonces siempre
se anulara alguno de los dos factores.
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= Caso 3: P = 1J y P no tiene ningin indice repetido. En este caso, el lado derecho de la
igualdad ([3.1)) vale 1 por el apartado ¢) del Lema

En el lado izquierdo, otra vez utilizando el apartado c) del Lema los tnicos términos
que no se anulan son los correspondientes a aquellas permutaciones que mueven por sepa-
rado los k primeros y los [ iltimos indices, ya que para el resto hay algin indice diferente
en el argumento. Por lo tanto, se anulan todos los términos para los que eso no se cumple,
y para el resto podemos poner ¢ = i con 7 € S y o € Si(identificando Sy y S; como
el conjunto de permutaciones en Si1; que mueven los primeros k y los dltimos [ indices
respectivamente). Entonces:

I J
e’ Ne (eplj...,epkﬂ):

1 I J
=l Z sgn(T)sgn(n)e’ (ep. 1y - €p, 1)) € (Eprynirys -+ Eppny) =

TESE
neS;
1 I 1 J
:(H Z sgn(T)e (610.,—(1)’ ) ep‘r(k)))(ﬁ Z I(Tl)e (epiﬁLy,(l)’ ) epk+n(z)))
TES) 0ES;

I J
=Alte (ep,, ..., ep, ) Alte (epk+1’ ...,epkH) =

I J
=e' (ep,, ..., €p, )€ (epk+1""7€pk+z) =1.

= Caso 4: P es una permutacién de IJ y no tiene indices repetidos. Sea o la permutacion
que lleva P en IJ. Entonces, aplicando o en ambos lados de la igualdad que queremos
probar y por lo visto en el caso anterior, ambos lados valen sgn(o), por lo que coinciden.

Notemos que no hace falta distinguir casos segin I 6 J tengan indices repetidos porque estan
todos incluidos en los dos primeros. O

A continuacién, demostramos una serie de caracteristicas del producto exterior que nos seran
utiles.

Proposiciéon 3.15. Sean T y T’ k-covectores, S l-covector y R covector, todos ellos sobre V.
Entonces el producto exterior cumple:

a) Es bilineal: si a, a’ € R

(aT +dTYNS=a(TAS)+d (T'AS)
SA@l+dT)=a(SAT)+d(SAT)

b) Es asociativo:

(TAS)AR=TA(SAR)

¢) Es anticonmutativo: si T es un k-covector y S un l-covector, entonces:

TAS=(-1)MSAT
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d) Si(el,...,e") una base de V* e I = (iy,...,ix) es cualquier multi-indice, entonces:

eNA L Aetk =l

Demostracion.

2)

d)

Como el producto tensorial es bilineal y el operador Alt es lineal, entonces:

| |
(aT +dTYANS = (kkJ'rl'l)‘AZt((aT +dT)®S) = (kk—:_l'l)'Alt(aT ®S+dT ®95)=
|
= a(kk—':'l)'Alt(T ®@S)+d AT @S)=a(TANS)+d (T AS)

De forma similar se prueba la otra igualdad.

Utilizando el Lema si I, J y K son multi-indices cualesquiera se tiene que:
(L ney el = el pel = el /K = el peE = el A (e! A ef)

con lo que la asociatividad queda probada para covectores basicos. Y como acabamos de
probar la bilinealidad, entonces se deduce para covectores cualesquiera.

Si consideramos e! y e’/ covectores bésicos, entonces ya sabemos que

I — sgn(o)e’ Nel

el nel =el = sgn(o)e
donde o es la permutacion que lleva IJ en JI. Ahora, como dicha permutacién consiste
en mover cada uno de los indices de J, que son [, k lugares hacia la izquierda, entonces
podemos descomponerla en un producto de ki transposiciones. Asi que sgn(o) = (=1) y
obtenemos lo que queriamos probar. Una vez lo tenemos para covectores basicos, el caso

general se deduce de la bilinealidad.

Se deduce inmediatamente del Lema






Capitulo 4

Formas diferenciales

Si hacemos un alto en el camino, hemos construido por un lado un espacio vectorial sobre
cada punto de la variedad, mientras que por otro hemos estado hablando sobre operadores sobre
espacios vectoriales en general. Parece 16gico que el siguiente paso sea utilizar los segundos sobre
el primero.

Notacion. Si M es una variedad diferenciable de dimensién n y T),M es el espacio tangente sobre
un punto p en M, entonces el espacio dual T,M* coincide con T'(T,M) (ver Definicién .
Si (U,z) es una carta con p € U y x!,...,2" las funciones coordenadas, entonces denotaremos
{dz?,...,dz™} a la base de T (T, M) sobre esa carta, definida por

La notacién tiene que ver con la diferencial, una forma diferencial que definiremos mas adelante.

De la misma manera que en el caso general, podemos considerar T*(T,M) y A*(T,M), y
entonces en cada carta los conjuntos

{dxh@...@dxik:lg’h,“'J.kgn}

{dal =da™" A Ada®® 01 <ip < < <n, T = (ir, ..., i)}

seran respectivas bases de cada uno de ellos.

En consecuencia, T*(T,M) y A*(T,M) son espacios vectoriales de dimensién n* y (Z) y
pueden ser vistos como variedades diferenciables utilizando como cartas las aplicaciones que
asocien cada uno de los vectores de sus bases con los de la base de R"" y RG).

Por lo tanto, ya podemos trabajar con tensores covariantes sobre el espacio tangente. Ahora
bien, el espacio tangente estd construido sobre cada punto de la variedad. Introduciremos el
concepto de fibrado para definir objetos sobre toda la variedad.

Definicién 4.1. Sea M una variedad diferenciable, y sea T%(T,M) el conjunto de k-tensores
covariantes sobre el espacio tangente a un punto p en M. Se llama fibrado k-cotangente y se
denota T*(M) a la unién

M) = | (o} x THT,M)
peEM

19
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De la misma manera, podemos considerar A*(T,M) el conjunto de k-tensores covariantes alter-
nados sobre T),M, y considerar el subconjunto de Tk (M) integrado por éstos, que denotaremos
AF(M):
A (M) = | {p} x AMT,M)
peEM

Definicién 4.2. Sea M una variedad diferenciable. Sea F un fibrado (T*(M) 6 A¥(M)) sobre
M. Una seccion de E es una aplicacion o : M — FE tal que, si 7 es la proyeccion 7 : E — M,
entonces m o o = Idy;. Se llama soporte de la seccién a la adherencia del conjunto {p € M :

o(p) # 0}

En otras palabras, una seccién asocia a cada punto de la variedad un tensor definido sobre
el espacio tangente en dicho punto. Una forma diferencial es hacer esto esto con los tensores
covariantes alternados.

Definicion 4.3. Sea M una variedad diferenciable. Una k-forma diferencial es una seccion
diferenciable de A¥(M). El entero k es el grado de la forma.

Podemos expresar las formas diferenciales en coordenadas locales: si w es una forma diferen-
cial sobre M,y (x,U) es una carta, entonces en el dominio de la carta podemos escribir

! I
w = Z wrdx

I

donde las funciones wy son diferenciables en U.

Ejemplo 4.4. Son ejemplos de formas diferenciales w = xdy sobre el plano R? o n = mgjryy2 dz +
%erzdy sobre R? \ {(0,0)}. Puesto que en cada punto las formas diferenciales se aplican sobre
vectores, globalmente se aplican sobre campos. Por ejemplo, podemos considerar el campo X =

(22 +y) 2, y tenemos que:

W(X) = wde((2® + 1)) = (2 )

Esto es, en cada punto (z,y) € R? la forma aplicada al campo toma ese valor.

Notacion. Denotaremos A¥(M) al conjunto de k-formas diferenciales sobre una variedad M.
Recordemos que para k > n, por, todas las k-formas son nulas, asf que .A*(M) es el espacio trivial.
Por otro lado, si k& < 0, entonces por convencién también serd el espacio trivial. Utilizaremos
esta notaciéon mas adelante cuando definamos la derivada exterior y los grupos de cohomologia
de De Rham.

4.1. Diferencial de una funcion

Una funcién diferenciable f : M — R es una O-forma porque en cada punto es una funcion
lineal que no depende de ningtin vector tangente, por lo que es un valor real constante.

La diferencial de una funcién, que mas adelante utilizaremos para definir la derivada exterior,
es una 1-forma que se define de la siguiente manera:
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Definicién 4.5. Sean M una variedad diferenciable y f € §(M). Se define la diferencial de f
por:

dfp(v) = v(f)

para v € T),M.

En coordenadas locales, si (U, ) es una carta y p € U, podremos poner:

df = Zn: N\idz!
i=1

para ciertas funciones diferenciables A;. Si consideramos la base {8%1, e a%} de T,,M, entonces
para cada j entre 1 y n,

0 of
¥ (55) == 50

por lo que

df =) ol
i=1

En particular, si consideramos cada una de las funciones coordenadas de la carta, z*, y calculamos
la diferencial, tenemos que:

d(z") = aax‘];d:ci = 5§d$i = da
1=1

Por lo tanto, la base dual de las parciales ha resultado ser la formada por las diferenciales de las
funciones coordenadas de la carta.

4.2. Producto exterior de formas

Anteriormente hemos definido un producto exterior para k-covectores alternados. En la sec-
cién anterior hemos definido las formas diferenciales. Nuestro siguiente paso serd definir el pro-
ducto exterior de formas. Queremos que, de manera similar a los covectores, se obtenga una
(k 4 l)-forma a partir de una k-forma y una [-forma dadas. Por lo tanto, parece légico que
lo hagamos de tal forma que en cada punto de la variedad, el covector resultante al hacer el
producto de dos formas sea el producto exterior de sus covectores en cada punto.

Definicion 4.6. Sean w y 1 una k-forma y una [-forma. Entonces el producto exterior w A7
se define punto a punto:

(WAD)p =wp Anp
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4.3. La derivada exterior

La derivada exterior va a ser la aplicaciéon fundamental que utilizaremos en el préximo
capitulo. Para definirla, daremos su expresion en coordenadas locales y probaremos que dod = 0.
Esta propiedad sera la que nos dara pie a la definicion de los grupos de cohomologia de De Rham.

Teorema 4.7. Para cada variedad diferenciable M existen unas aplicaciones lineales unicas d :
AF (M) — ALY (M) definidas para cada entero k > 0 y que cumplen las siguientes condiciones:

a) Si f es una funcidn real diferenciable, entonces la derivada exterior coincide con la dife-
rencial definida anteriormente, esto es:

df(X) = X f
b) Siwe AN(M) yne A(M), entonces
dwAn) =dwAn+ (—1)kFw Ady

donde X € X(M)
¢) dod=0

Ademas, en cada carta coordenada:

AY wyde?)y = 3 duwy A da? (4.1)
J J

Demostracion. Primero vamos a probarlo suponiendo que M admite un atlas de una tinica carta.
Sean (z!, ..., 2™) coordenadas globales en M. Podemos definir d con la expresién en coordenadas
locales dada en la igualdad (4.1). Ahora veamos que cumple las propiedades que queremos:

a) d es lineal y coincide con la diferencial:

_of
df = &ﬂdw

b) Primero probaremos que, para cualquier multi-indice I (no necesariamente creciente),
d(fdz’) = df A dz!.

e Si I tiene algin indice repetido, entonces daz! = 0, y por lo tanto ambas partes de la
igualdad valen 0.
e Si I no tiene indices repetidos, entonces podemos considerar la permutacién o que

reordena / en un multiindice J creciente. Entonces, aplicando la expresién en a) con
un solo sumando, y teniendo en cuenta los métodos de reordenaciéon anteriormente

explicados (Lema [3.10)), queda:

d(fdz") = sgn(o)d(fdz’) = sgn(o)df A dz’ = df A da’



4.3. LA DERIVADA EXTERIOR 23

Una vez tenemos esto probado, vamos a probar b). Para ello, como d es lineal, basta
considerar w = fdx!, n = gdz”’. Tenemos entonces:

d(w An) = d((fdz!) A (gdz”)) = d(fgdx! A dx”) = (gdf + fdg) Adx! A da? =
= (df A dz!) A (gdz?) + (=1)*(fda?) A (dg A dz”) =
=dw A+ (—1)*w A dn

donde en la pendtltima igualdad hemos reordenado los términos y hemos aplicado que
de’ Adg = (—1)kdg A da”.

c) Finalmente, para probar c), seguiremos dos pasos:

e Si f es una O-forma, entonces

7 J
= Szt dz' N dx

0 f 0% f
Ahora, como tenemos todas las posibles combinaciones de dz’ A dz? y
o sii=j, vale 0
o sij<i,dxt Adaxd = —dad A da
podemos reordenar y queda que

d(df)=Z< 7 8.2f.>dmmdxj:0

, oxt0x?  OxI0x*
1<J

/ . .
e Siestamos en el caso general, y w = E ; wydxIt A+ - Adx’* es una k-forma, entonces:

d(dw) = d (Z'deAdle A---Adxjk>

= d(dwy) AdzIt A - Adadt — dwy Ad(dz?t A - A datv)) =
= Z (dwy) Ada?t A« Ada? — dwy Ad(da?) A--- A da?*)+
J

+de/\d:UJ1/\d(d$J2 .../\dxjk)):‘_.

_Z< (dwy) Adzit A~ A dad*+
+Z dWJ/\dIEJl °~~/\d(dxji)/\.../\dl-jk =0.

Lo que hemos hecho ha sido aplicar b) de manera sucesiva y después aplicar el caso
de las O-formas.
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Ahora, para el caso del atlas de una sola carta, sélo queda probar la unicidad. Si existiese otra
aplicacién lineal d : .Af (M) — A*+1(M) cumpliendo las propiedades a)-c) entonces, utilizando
b) y la linealidad de d, si w es una k-forma queda que:

dw = Z/(CZOJJ) AdzIt A - Ndatt —wy Ad(daTt A - A dav)).
J

De manera similar al dltimo apartado, podemos desarrollar el segundo término del sumatorio.
Por lo tanto, nos quedara una suma de términos cada uno con un factor de la forma J(d:z:f ),
pero como fo = dxg por a), entonces todos esos términos se anulan por c¢). De manera similar,
también por a), dwy = dwy, por lo que dw = Z/J dwy A dz’ = dw, que es lo que querfamos
probar.

Vamos ahora con el caso en el que la variedad esté cubierta por mas de una carta. Si consi-
deramos dos cartas, (U,z) y (V,y) tales que la interseccién de los dominios es no vacia, hemos
probado que en cada uno de ellos existen unos tnicos dyy y dy con las condiciones que hemos
establecido. Pero como en la interseccién la unicidad también es valida, ambos coinciden, y la
derivada exterior esta entonces bien definida en todos los puntos de la variedad.

Finalmente, para el caso de la unicidad en toda la variedad, basta tener en cuenta que si
existiese otra derivada exterior definida sobre toda la variedad, entonces hemos probado que
coincidiria con d en cada uno de los dominios de carta. Por lo tanto, serian el mismo. O

Notacion. Para diferenciar las diferentes derivadas exteriores, denotaremos dj a la aplicacién
d: A1 (M) — A¥(M) cuando sea necesario.

4.4. El pullback

Si tenemos una aplicacion diferenciable entre variedades, ésta induce una aplicacién R-lineal
entre los conjuntos de formas de las variedades, que pasamos a definir a continuacion.

Definicion 4.8. Sean M y N dos variedades diferenciables y sea ' : M — N una aplicacién
diferenciable. Entonces para k € N, F induce una aplicacién F* : A¥(N) — A¥(M) de forma
que en cada punto p € M, si w € AF(N)

(F*w)p(vla ) ’Uk) = Wr(p) (F*p(’l}l), e F*p('l)k))
donde F}, es la aplicacién tangente en el punto p.

El pullback es una aplicacién lineal: si w y 1 son dos k-formas sobre N, entonces

(F*(Aw 4 pn))p(v1, oy vr) = (Aw =+ 1) p(p) (Fap(v1), oy Fip(vr)) =
= )‘WF(p)(F*;D(Ul)7 X F*p(vk)) + KN E(p) (F*p(vl)’ X3) F*p(vk)) =
= ANF w)p(v1, ..., vg) + (F*n)p(v1, ... vk).

Ademads cumple que si w es una I-forma y 1 es una (k — [)-forma

F*(w An) = F*(w) A F*(n) (4.2)
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Efectivamente, en cada punto p de N tenemos

Fy(wAn) (v, vp) = (w/\n)F(p)(F*p(vl) oy Fip(vr)) =
= wp(p) (Fap(v1), s Fap(v)) Ap ) (Fap(Vig1)s oo Fip(vr)) =
= F,(w) A E,(n)(v1, ..., vk)

Por 1ltimo, probemos que, en cualquier carta coordenada (U, z) de N, se tiene que
F*(fdz A ... Adx™®) = (f o F)d(z™ o F) A ... Ad(z' o F) (4.3)
Si evaluamos en una k-upla (vy, ..., vx) de vectores del espacio tangente en un punto p, entonces

FH(fda™ A - Ada®)p(vr, o) = (fda® Ao A da'™) pey (Fap(01), -0, Fap(vg)) =

= f(F(p))dz"( Fap(v1)) - dz'* (Fop(vp)) =

= (f o F)(p)Fip(v1)(z") - "F*p(vk:)(x”“) =

= (foF)(p)ui(a™ o F)--- vz’ o F)) =

= (fo F)(p)d(a™ o F)p(v1) A+ Ad(a™ o F)y(vg) =
= (fo F)(p)d(z" o F) A ... Ad(z% o F)(vy, ..., vk)

La propiedad fundamental y natural de esta aplicacidon es que conmuta con la derivada
exterior.

Proposicién 4.9. Si F : M — N es una aplicacion diferenciable entonces, para cada k,
F*: AF(N) — AF(M) conmuta con dyy 1. Esto es, siw es una k-forma sobre N, se tiene que

F*(dw) = d(F*w). (4.4)

Demostracion. Como d estd bien definida sobre cada una de las cartas, podemos tomar una
carta (U, x) y basta probar de manera local, y como tanto F* como d son lineales basta
probarlo para una k-forma fdz'' A ... A dz’*, puesto que una k-forma cualquiera se podra poner
como suma de las anteriores.

Para probarlo, vamos a desarrollar cada uno de los lados de la igualdad en por separado.
En el lado izquierdo:

F*(d(fdz™ A ... Ndz™)) = F*(df Adz™ A ... N da'™®) =
=d(foF)Adx" o F)A...ANd(z" o F)

mientras que en el lado derecho, utilizando la ecuacién (4.3))

d(F*(fdz™ A ... Ndaz'*)) = d((f o F)d(z" o F) A ... Nd(z"™ o F)) =
=d(foF)Ad(z" o F)A ... Nd(x™ o F)

y ambos lados coinciden. O






Capitulo 5

Cohomologia de De Rham

En el capitulo anterior hemos definido para cada k > 0 la derivada exterior dj, : A*~1(M ) —
AF(M). Ahora vamos a utilizarlas para definir las formas diferenciales cerradas y exactas. Mos-
traremos que estos dos grupos de k-formas son en realidad subespacios lineales, y que las formas
exactas siempre son cerradas. Por lo tanto, podremos considerar el espacio vectorial cociente.
Asi obtendremos los grupos de cohomologia de De Rham.

Definicion 5.1. Sea M una variedad diferenciable y sea w un k-forma diferenciable sobre M.

= Se dice que w es cerrada si d1w=0.

= Se dice que w es exacta si existe n € A*~1(M) tal que w = dpn.

Como por el Teorema [4.7] se tiene que dyx1q o dp = 0, toda k-forma exacta es cerrada. Sin
embargo, a veces hay formas cerradas que no son exactas. Esta es la clave de los grupos de
cohomologia de De Rham que definiremos mas adelante.

Ejemplo 5.2. Sobre R?\ {(0,0)} podemos definir

v+ ———dy

S
YT 212

Tenemos que w es cerrada:

—(2® +y?) +
(@ + )

(-2 +y%)

22 $2_+_ 2_21;2

(=2° +°)
T Y N de Y
@2+ 22 VT g2

Sin embargo, més adelante veremos que no es exacta.

dw =

de Ndy =0

Como la derivada exterior es lineal, el nicleo y la imagen son subespacios lineales. Eso nos
permite hacer la siguiente definicidn:

Definicion 5.3. Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Definimos:
ZH(M) = Ker [dk+1 : AR(M) — Ak“(M)]
B*(M) = I'm [dk c AFL(M) — A’“(M)]

Que coinciden con los conjuntos de formas cerradas y exactas.

27
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Notacion. Recordemos la notacién que hemos introducido en el Capitulo 4: si £k < 00 k > n,
entonces A*(M) es el espacio vectorial trivial.

Como toda forma exacta es cerrada, entonces B¥(M) c Z¥(M). Esto unido al hecho de que la
derivada exterior sea lineal nos permite definir una relaciéon de equivalencia: dos k-formas son
equivalentes si su diferencia es una k-forma exacta:

W~ = w—nec BM) (5.1)
Por lo tanto, podemos hacer la siguiente definicion:

Definicion 5.4. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n. Se define el k-ésimo grupo
de cohomologia de De Rham como el cociente

ZF(M)
Hip(M) =2
ar(M) Bk(M)
Notacion. Cuando sea necesario denotaremos [w] a la clase de w en H ij.

Proposicién 5.5. Sea F : M — N una aplicacion diferenciable. El pullback F* : AF(N) —
AF(M) lleva formas cerradas en cerradas y formas exactas en exactas. Por lo tanto, induce una
aplicacion lineal, entre HZ;R(N) Yy HC’;R(M) que denotaremos F*, y que cumple:

a) si G: N — P es otra aplicacion diferenciable, entonces:

(GoF) = (F* o G*) : Hio(P) — HbR(M).

b) Id* es la identidad en HY,(M).

Demostracion. Para ver que esta bien definido, vamos a utilizar la conmutatividad entre el
pullback y la derivada exterior demostrada en la Proposicién [4.9]

» Siw es cerrada, entonces d(F*w) = F*(dw) = 0, asi que F*w es cerrada.
= Si w es exacta, entonces w = dn con n € A*~1(M). Por lo tanto, F*w = F*dn = d(F*(n)),
y entonces F*w es exacta.
Por lo tanto podemos definir
F*: Hip(N) — Hjp(M)
[w] ~ [Frw]

que estd bien definida porque si dos k-formas estan en la misma clase, pongamos w y @, esto es,
se diferencian en una forma exacta dn, entonces:

[Fw] = [F*w + F*dn] = [F*]

Para los dos apartados restantes, probemos las propiedades para el pullback. Si tenemos dos
aplicaciones diferenciables, F': M — N y G : N — P, entonces si w es una k-forma en P,
entonces

(Go F)'w(vi,...,vp) =w((Go F)p(v1), ..., (Go F)yplvg)) =
= w(Gip(Fip(v1)), s Gip(Fip(vr))) =
= G*w(F*p(vl ,F*p(vk)) F*oG* (vl,...,vk)
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Ademas, si Id : M — N es la identidad, entonces el pullback es la identidad entre las formas
porque la aplicacion tangente también es la identidad.

Por construccién, sucede lo mismo para los homomorfismos inducidos entre los grupos de
cohomologia de De Rham. 0

AF(N) s AR

\\\\\iiiiy \\\\\giiiy

#
HEY(N) Hjlgl(M) AR L AR (M
\\\\\\\\\ﬂ \\\\\gﬁii\\j \\\\iﬁii:
k—1 k 1
HdR (N) HdR
k 1 k 1
HdR HdR

\\

En consecuencia, los grupos de de Rham son un funtor contravariante de la categoria de
variedades diferenciables en la de espacios vectoriales. Ademds, si tenemos un difeomorfismo
entre dos variedades, entonces los grupos de cohomologia de De Rham son isomorfos.

Las ramas de las matemaéaticas que dan nombre a la construccién de sucesiones a partir de
los objetos de estudio son la homologia y la cohomologia. Vamos a introducir algunos términos
para denominar las estructuras que hemos construido.

Definicion 5.6. Un complejo es una sucesion de estructuras algebraicas y aplicaciones lineales

1 d dit1
C oy AR T AR T AR,

de forma que la imagen de cada aplicacién estd contenida en el nticleo de la siguiente. Lo
denotaremos por A*. Una sucesién se dice exacta si en cada caso el ntcleo coincide con la
imagen. Si las aplicaciones van en el sentido decreciente, el complejo se denomina complejo de
cadenas. Si es al contrario, se denomina complejo de co-cadenas.
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El hecho de estar el ntcleo contenido en la imagen es lo que permite definir los grupos de
cohomologia o de homologia como el espacio cociente. En nuestro caso, tenemos la derivada
exterior y los grupos de cohomologia de De Rham.

Definicion 5.7. Sean A* y B* dos complejos de co-cadenas. Una co-cadena de aplicaciones
entre A* y B* es una familia de aplicaciones F : A* — BF tales que el siguiente diagrama es

conmutativo:
dy,

Ak Ak+1
ol
Bk %, pk+1

Una sucesiéon exacta de complejos consiste en tres complejos A*, B* y C* junto con dos
co-cadenas de aplicaciones tales que la siguiente la sucesion

0 AL pr G o 0

es exacta.

La homologia trata los complejos de cadenas y la homologia los de co-cadenas. En el caso
que nos ocupa, los grupos de cohomologia de De Rham junto con la derivada exterior son un
complejo de co-cadenas de una variedad, mientras que si tenemos una aplicacién diferenciable,
los homomorfismos inducidos por los pullbacks son una co-cadena de aplicaciones entre los
complejos de cada variedad(puesto que el pullback conmuta con la derivada exterior).

A partir de la definicién podemos calcular los grupos de cohomologia de algunas variedades
sencillas.

Ejemplo 5.8. En primer lugar, si tenemos una variedad formada por un nimero finito de com-
ponentes conexas, M = | J;c; M;, entonces sus grupos de cohomologia van a ser los productos
cartesianos de los de las componentes. Para verlo podemos considerar la inclusién iy, : M; — M
para cada M; y el pullback asociado i}, AR(M) — AF(M;)(que es la restriccién de las formas
en M a cada una de las componentes). Asi mismo, tomamos f : | J;c; M; — M dada por la iden-
tidad en cada una de las componentes conexas. El pullback de f, f*: A¥(M) — [[,c; A*(M;)
le asocia cada k-forma w el elemento (i}, (w))ics. Esta aplicacién es inyectiva porque si una
forma es nula en cada componente entonces lo es en todo M, y es sobreyectiva porque si damos
unas formas cualesquiera en M;, entonces definen otra en M que es su preimagen.

Ejemplo 5.9. Si M es una variedad diferenciable conexa, entonces HgR(M ) es el espacio de
funciones constantes (en nuestro caso R). Tenemos que Hip(M) = ker(dy), ya que Im(dg) = 0,
mientras que aquellas funciones f : M — R tales que df = 0 son justamente las constantes.
Por lo tanto el cociente también van a ser las constantes, y Hx(M) =R

Ejemplo 5.10. Consideremos el plano R?. Podemos dotar al plano de estructura de variedad
utilizando una carta global con la aplicacién identidad. Denotaremos por z e y a las coordenadas
en R?, asi como por a%, 8% a las derivadas parciales y dz, dy a sus duales.

Podemos considerar los diferentes conjuntos de formas que no son todas nulas, y las derivadas

exteriores que las relacionan. Construimos el siguiente diagrama:

0 -2, A%(R?) 2 AL(R2) 25 A2(R2) 55 0
donde
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= A%(R?) = {f : R? — R diferenciables} son las funciones diferenciables sobre RZ.
» AY(R?) = {fdx + gdy : f, g funciones diferenciables} son las 1-formas sobre R2.
» A%2(R?) = {fdx A dy : f diferenciable} son las 2-formas sobre R2.

Por otro lado, tenemos que:

0 0
h(f) = ghda+ 3L dy

B ) B B af o
do(fdz + gdy) = (aidﬂc n ayidy) Adz + (aid:c n 8§dy> Ady = <a§ - 89> dz A dy
ds(fdx Ndy) =0

donde hemos aplicado la definicién de la derivada exterior dada en el Teorema 4.7y hemos visto,
por el Lema apartado a), que el producto exterior de dos elementos basicos iguales se anula.
Sin més dilacién, calculemos Z¥(M) y B¥(M) para k = 0,1, 2:

Z9(R?) =Ker(d).
Son las funciones tales que sus derivadas parciales se anulan. Es decir, las constantes. Por
lo tanto, Z°(M) 2 R

ZHR?) =Ker(ds).
O lo que es lo mismo, las 1-formas tales que 35 = %

Z%(R?) =Ker(ds)=A*(R?).

B°(R?) =Im(dp)=0.

BY(R?) =Im(dy).

Son las diferenciales de funciones, esto es 1-formas de la forma %dx + %dy con f dife-
renciable.

B?(R?) =Im(dsy). Son las 2-formas que se escriben como (g—?}; - —)dx A dy

Por lo tanto ya podemos calcular los grupos de cohomologia de De Rham:

0(R2
Hc(l)R(R2) :Z0é£2)) =R

1 2y — Z1(R?)

HdR(R ) ~ BI(R2)"
Veamos cuando una 1-forma cerrada es exacta, esto es, cudndo podemos escribir aquellas
1-formas fdx + gdy tales que % = g—g como el resultado de la derivada exterior de otra

funcién. Basta considerar F'(x,y) fo f(t,0)dt + fo x,t)dt y entonces:

0

(;;—f(m,O)—i—/O %(:p,t f(z,0) /ﬁyxt
= f(2,0) + f(z,y) = f(2,0) = f(z,

oF

aiyig@’y)

En consecuencia, ambos subespacios coinciden y Hj,(R?) =20
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H3,(R?) =Z25o).
En este caso, hemos visto que el niicleo es todo el espacio A?(R?), mientras que la imagen
son aquellas 2-formas de la forma (%5 — g—g)dx A dy. Ahora bien, si, dada una 2-forma
fdx Ady, consideramos la 1-forma gdy con g = fow f(t,y)dt, entonces es claro que d(gdy) =
g—g(dx Ady) = f(dz A dy). Asi, niicleo e imagen son coincidentes y Haz(R?) 2 0

5.1. Integrales de linea

Siguiendo ahora el Capitulo 6 de [5] vamos a hablar un poco sobre la integracién de formas.
Esto nos va a permitir obtener una caracterizacién de las 1-formas exactas. Consideremos una
I-forma w € AY(M) y una curva diferenciable o : I = [a,b] — M. Podemos considerar el
pullback de w por a, a*w € A'(I), y podemos poner a*w = fdt, siendo f € F(I) y t la funcién
coordenada en I.

Definicion 5.11. Se define la integral de w sobre o como:

/aw:/aba*w:/;f(t)dt.

Notacion. A las curvas cerradas sobre las que integramos también las llamaremos caminos
De hecho, podemos hacer una definiciéon semejante para curvas que son diferenciables a trozos:
Definicién 5.12. Sea « : [a,b] — M una curva dada por una parametrizacién. Decimos que

a es diferenciable a trozos si es continua y existe una particion a = tg <t < --- < t; = b del
intervalo [a, b] tal que o = af,_, 4,) es diferenciable.

Podemos poner entonces o = ag + - - - + oy y definir

Ahora, si « es una curva parametrizada diferenciable, y consideramos una particién cualquiera
del intervalo [a, b], entonces tenemos, con la notacién introducida en la definicén anterior, que

b 4q t; 4q
/w:/ flydt=>" f(t)dt:Z/ w
@ a i=1 ti—1 i=1 Y%
Por lo tanto, da lo mismo qué particion escojamos, siempre y cuando los trozos resultantes sean
diferenciables.
Ahora vamos a probar ciertas propiedades que necesitaremos para demostrar la caracteriza-
cién de las 1-formas exactas.

Lema 5.13. Sea o : [a,b] — M una curva diferenciable a trozos dada por su parametrizacion.
Sean u : [¢,d] — [a,b] un cambio de parametrizacion diferenciable y la parametrizacion o =
aou. Dada w € AY(M), tenemos que
)

1) Siu(c) =a yu(d) =b, entonces [ w= [ w
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2) Siu(c) =b yu(d) =a, entonces [ w=— [ w

Demostracion. Primero supongamos que « es diferenciable. Tenemos que o*w = u*(a*w) =
u*(fdt). Utilizando la ecuacién 1) tenemos que u*(fdt) = (fou)d(tou) = (fo u)%ds, donde
s es la coordenada en [c, d]. Por lo tanto, utilizando el cambio de variable ¢t = u(s), en 1):

/UWZ/Cd(fou)j;‘ds:/abfdt:/aw.
/Uw:/cd(fou)flzds:/bafdt:—/aw.

Ahora sea o = a1 + --- + a4 diferenciable a trozos. Tenemos que o = o1 + -+ + 04 con
0; = ;0 u‘(ti—hti)' Por otro lado, para cada uno de los segmentos donde la curva es diferenciable
hemos probado que las igualdades son ciertas. En consecuencia, en 1):

EESWESE

De manera similar se obtiene 2), por lo que hemos acabado la prueba. ]

En 2):

Lema 5.14. Sean oy : [a,b] — M y a9 : [e,d] — M dos curvas que coinciden en los puntos
wiacial y final, p y q. Entonces, si f es diferenciable,

[ar= [ ar=s0- s 652

Demostracion. Supongamos que la curva es diferenciable. Por el Lema previo, tenemos que si
[a,b] ¥ [c,d] son dos intervalos diferentes, entonces podemos considerar un cambio de parametri-
zacién diferenciable entre ambos, y la integral seria la misma. En consecuencia, podemos asumir
[¢, d] = [a,b]. Entonces,

/al df:/ab“’f(df) Z/abd(foaﬂ :/abjtf(oa(t))dt:

= Floa (1) — Flon(a)) = f(aa(b)) — flaz(a) = ... = / daf

2

donde hemos aplicado el teorema fundamental del cdlculo para funciones reales de una variable.
Si las curvas fuesen diferenciables a trozos, a1 = a1, +... + a1, y a2 = ag, + ... + az,, entonces
tenemos lo mismo para cada uno de los fragmentos. En consecuencia:

/a r=3 / =36 = Flen 1) = S0a0) = S o) =

= f(az(b)) = flaz(a)) =D flag,(t:)) — flaz,(ti1)) = Z/ w = / df
i=1 "2 @2

=1
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Esto quiere decir que si consideramos una 1-forma exacta, df, entonces la integral sélo va a
depender de los puntos inicial y final.

Lema 5.15. Sea w € A'(M) tal que faw = 0 para cualquier curva diferenciable a trozos .
Entonces w = 0.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que hay un punto p € M y un vector
v € T,M tales que wy(v) # 0 (podemos suponer que es mayor que cero, puesto que si fuese
menor considerarfamos —w). Consideremos una curva « : (—e,e) — M tal que a(0) = p,
o/(0) = v, con e suficientemente pequeno para que wy)(a’(t)) > 0 para cualquier ¢ € (—¢,€).

Entonces, dado que (a*w):(v) = wp(a(v)) = wa)(a/(t)) para v € T;(R) = R, se tiene que:

/aw _ / 0w = / wago (@ (1))t > 0 (5.3)

y hemos llegado a contradiccién. O

Definiciéon 5.16. Una curva se dice cerrada si los puntos inicial y final coinciden. También
llamaremos a una curva cerrada lazo.

Utilizando estos tres lemas, podemos enunciar un teorema para caracterizar las 1-formas
cerradas sobre una variedad.

Teorema 5.17. Sea w € A'(M). Son equivalentes:
1) w es exacta.
2) faw = 0 para cualquier curva diferenciable a trozos cerrada o.

3) La integral de w sobre una curva diferenciable a trozos cualquiera depende sdlo de los
puntos inicial y final de dicha curva.

Demostracion.

1)=2) Sea « : [a,b] — M una curva cerrada. Entonces, por el Lema tenemos que
[ @ = fa@) - sla@) =0

2)=3) Sean « : [a,b] — M y o : [a,b] — M dos curvas con los mismos puntos inicial y final, z e
y. Por el Lema [5.13] podemos suponer sin pérdida de generalidad que dichas curvas estdn
parametrizadas sobre los intervalos (-1,0) y (0,1) respectivamente. Consideremos ahora
w: (0,1) — (0,1) definida por u(t) = 1 — t. Entonces o o u empieza en y y termina en x.
En consecuencia, podemos concatenar las dos curvas: 1 = a+oowu: (—1,1) — M. Por
construccion, 7 es una curva cerrada diferenciable a trozos, por lo que por 2) tenemos que:

O:/w:/w+/ w.

Por el apartado 2) del Lema

oou g
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3)=1)

asi que

J#= 1

Supongamos primero que M es conexa y sea p € M. Utilizando el Teorema 3.8.7 de [5],
tenemos que existe un camino diferenciable a trozos que une p y otro punto cualquiera a,
vy que llamaremos . Definimos

f estd bien definida porque, por hipdtesis, las integrales de w sélo dependen de los puntos
inicial y final del camino.

Veamos que f es diferenciable. Sea ¢ € M un punto arbitrario. Consideremos una carta
con dominio coordenado U, ¢ € U, y coordenadas z', ..., 2", de manera que la imagen de
q sea el origen y U sea la bola unidad en R™. Entonces tenemos que:

n
wly = E w;dz"
i=1

donde w; : U — R son funciones diferenciables. Ahora, para cada a € U definimos
Ba:(0,1) — U por Bu(t) = wil(tx(a))'

R" M

H(U)

Entonces en U podemos poner
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que es diferenciable en (0,0) por ser la suma de una constante y las funciones de las
variables en R™ multiplicadas por constantes. Por lo tanto, f es diferenciable en U, y
como hemos escogido ¢ de manera arbitraria, f es diferenciable. Veamos que w = df. Sea
7 : [a,b] — M una curva diferenciable a trozos cualquiera. Sea a,(q : [c,a] — M otra
curva diferenciable a trozos que una p con 7(a). Entonces:

ﬂmmzlwww:imf+lw:ﬂdw+1w

/wzﬂﬂwwfwwnzlﬁ.

/Tcu—df:0

para cualquier curva diferenciable a trozos 7. En consecuencia, por el Lema w=df
v w es exacta.

Por lo tanto:

Entonces tenemos que

O]

Con esto hemos conseguido una caracterizaciéon de las formas exactas. Ahora, si w y 1 son
dos 1-formas cerradas, entonces pertenecen a la misma clase en HéR(M ) si y sélo si fa w = fa n
para cualquier curva diferenciable a trozos «.

Como se explica en [I3], la homologia consiste en buscar objetos sin borde que no son el
borde de ningin objeto. Lo que busca la cohomologia de De Rham son formas cerradas que no
son la derivada exterior de ninguna otra forma. El Teorema de Stokes(ver [7], Teorema 16.11),
relaciona estos dos conceptos.

Ejemplo 5.18. Continuando con el Ejemplo veamos que w = ﬁdm + dey no es
exacta. Para ello vamos a considerar el camino « : [0,27] — R? dado por a() = (cosf, send).

Entonces, como o*(w) = (sen?d + cos? §)df = db

Por lo tanto:
27 27
/w:/ a*w:/ df = 27
« 0 0

En consecuencia, a es una curva cerrada diferenciable a trozos tal que la integral sobre w no es
cero. Por lo tanto, por el Teorema [5.17} w no es exacta.

Esto se debe a que en R?\ {(0,0)} nos falta un punto. De hecho, vamos a ver que varieda-
des que tienen distintos grupos de cohomologia de De Rham no pueden ser homotépicamente
equivalentes.

5.2. Invarianza Homotdpica

Ademds de conservarse por difeomorfismos, los grupos de cohomologia de De Rham son
invariantes homotdpicos. Eso tiene como consecuencia que dos variedades diferenciables homeo-
morfas tengan los mismos grupos de cohomologia de De Rham. La prueba que vamos a realizar
se puede encontrar en [12], capitulo 28.
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Definicion 5.19. Sean X, Y dos espacios topoldgicos y F,G : X — Y dos aplicaciones
continuas. Se dice que F' y G son homaétopas si existe una aplicacién continua H : X xI — Y,
donde I = [0, 1] C R, tal que:

H(z,0) = F(x) H(z,1) = G(x) (5.4)

para cualquier x € X. Lo denotaremos por F' ~ G. Si ademds H es diferenciable, entonces
diremos que F' y G son diferenciablemente hométopas.

Se dice que dos espacios topoldgicos tienen el mismo tipo de homotopia, o que son
homotoépicamente equivalentes, si existen dos aplicaciones continuas, F' : X — Y y G :
Y — X, de forma que

GoF ~ Idx FoG~Idy.

En este caso se dice que F' y G son inversas hométopas.

Lo que queremos probar es que si dos variedades diferenciables tienen el mismo tipo de
homotopia, entonces los grupos de cohomologia de De Rham son isomorfos.

El primer problema que se plantea es el de pasar de aplicaciones continuas a aplicaciones
diferenciables. El resultado que resuelve este problema es el Teorema de aproximaciéon de
Whitney, que vamos a enunciar pero que no vamos a probar. Puede encontrarse una prueba
en [7], Teorema 9.27.

Teorema 5.20. Sean M y N dos variedades diferenciables y sea F': M — N una aplicacion
continua. Entonces F' es homdtopa a una aplicacion diferenciable.

Como consecuencia, tenemos este resultado:

Teorema 5.21. Si dos aplicaciones diferenciables F' y G son homdtopas entonces son diferen-
ciablemente homdtopas.

En consecuencia, basta que probemos el resultado para aplicaciones diferenciablemente hométo-
pas.

Por otro lado, para probar la invarianza homotdpica, vamos a demostrar primero que dos
aplicaciones diferenciables que sean homotépicamente equivalentes inducen el mismo homomor-
fismo entre los grupos de cohomologia de De Rham. Dicho de otra manera, si ;G : M — N
son dos aplicaciones diferenciables queremos ver que si w es una k-forma cerrada, entonces existe
una k-forma exacta 7 tal que:

Fr(w) =G (w) =17
y asi tenemos que
Fflw] — G*w] =0 (5.5)

Una manera de obtener 7 es a través de una aplicacién lineal K : A¥(N) — AF=1(M) de
forma que

F*—G*=doK+Kod

De esta manera, si w es cerrada,

F*(w) — G (w) =(do K)(w) £ (K od)(w) = (do K)(w)
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y tendriamos . Dicha aplicacién se llama operador homotdpico.

Ahora bien, sean F'y GG dos aplicaciones diferenciablemente homotopas, y sea H : M x I —
N la homotopia cumpliendo . Si consideramos para cada t € R la aplicacién 4 : M —
M x R definida por i;(z) = (x,t), entonces podemos reescribir estas condiciones como

Hoigy=F Hoi =G,
de manera que por las propiedades del pullback y de los homomorfismos inducidos, tenemos que
f=it=iloH' =i o H} & Ft = G

Por lo tanto, hemos de encontrar un operador homotépico entre ig e i1. Para ello vamos a
necesitar el siguiente resultado, conocido como el Lema de Urysohn:

Lema 5.22 (Lema de Urysohn). Sean A y B dos cerrados disjuntos sobre una variedad M.
Entonces existe una funcion diferenciable f tal que

f=1lenA f=0enB (5.6)

Demostracion. Por la Proposicién sabemos que existe una particiéon de la unidad subordi-
nada al recubrimiento abierto {M \ A, M \ B}, pongamos {¢n 4, $rr\ 5} Entonces es claro que
¢\ cumple las condiciones requeridas. O

Proposicion 5.23. Existe un operador homotopico entre ig e iy.

Demostracion. Primero vamos a ver que podemos poner cualquier forma diferenciable en M x R
como una suma localmente finita de dos tipos de formas. Después definiremos K para cada uno
de los tipos y por tltimo veremos que efectivamente K es un operador homotépico.

Consideramos la proyeccién m : M x R — M y un atlas A = {(Uq,Za)}aca en M. Sea
{¢a}aca una particién diferenciable de la unidad subordinada a A (que sabemos que existe por
la Proposicién y, utilizando el Lema de Urysohn, sea {go : M — R}yeca una familia de
funciones diferenciables tales que

9o = 1 en supp(¢a) y supp(ga) C Ua (5.7)

Notacion. A lo largo de la demostracién vamos a utilizar funciones definidas sobre M compuestas
con la proyeccién 7 que hemos mencionado anteriormente (por ejemplo ¢, o 7). Puesto que una
funcion es una O-forma, podemos considerar el pullback 7*, que equivale a la composicién con
7 para funciones sobre M (es decir, ¢, o m = T ¢4). Utilizaremos ambas notaciones segin sea
conveniente.

Tenemos entonces que:
» 7 1(U,) es un recubrimiento abierto de M x R. Son abiertos porque son las contraimégenes
de los abiertos U, por la aplicacién 7w, que es continua. Cubre todo M x R porque cada

par (z,t) estd contenido en la contraimagen de aquel abierto U,, que contenga a z (dicho
abierto existe porque A = {(Ua, Tqa) }o €s un atlas de M).

» {Po 0 Traca = {T* o taca s una particiéon de la unidad subordinada a 7=1(U,):
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o 0 < 7*¢p, <1 para todo a € A por cumplirlo cada ¢,

i Supp(ﬂ'*d)a) - W_l(Ua)

e La familia de soportes supp(n*d) localmente finita: tomemos un par (x,t) € M x R.
Como la familia de soportes de {¢n} es localmente finita, entonces existe U entorno
de z que interseca a un nimero finito de dichos soportes. Luego, como supp(m*¢,) C
7 (pa), 7 H(U) interseca a un ntimero finito de los supp(m*pq).

* ZaeA W*¢a($7t) = ZQEA ﬁba(l‘) =1

» En 771(U,) tenemos coordenadas m*x., ..., 7*z", t. Consideramos para cada ¢ las mismas

que tenemos en U,, pero sobre M x R. Para simplificar la notacién, escribiremos z?,
para referirnos a 7*z},. Notemos que son la misma funcién salvo que la segunda tiene un
argumento mas, t, que no interviene.

s Tenemos que las funciones om = m*g, cumplen
(07 (e}

supp(7*ga) C 7 HUs) y T ga = 1 en supp(7*da)

Sea w una k-forma diferenciable en M x R. Entonces podemos poner

w= Z(ﬂ*(ba)w = Zwa

«

y tenemos que
supp(wa) C supp(t*da) C 7' (Ua)

En consecuencia, en 7~ (Uy)

Wo = Z adxl + Z bSdt A dx!

donde, por un lado, a y b5 son funciones diferenciables en M xR, y por otro I es un multi-indice
de longitud k£ y J es un multiindice de longitud k£ — 1.

Finalmente, para extender esta expresién a todo M x R, notemos que, como supp(wq) C
supp(m*pa) vy 7 ga = 1 en dichos soportes, entonces podemos poner w, = 1*gawq. Por lo tanto:

Wo = T gaWa = W*ga(z agda! + Z b3dt A dx!) =
= af((7*ga)dal) + > bGdt A ((7*ga)da]).

Como supp(ga) C Uy, entonces extiende gadacé al resto de M, tomando valor 0 fuera de U,,.
Sea f(z,t) una funcién diferenciable en M x R y sea n una forma diferenciable en M. Si
ahora llamamos tipo I a las formas del estilo f(x,t)7*n y tipo I1 a las del estilo f(x,t)dt A7*n,
entonces hemos puesto cada w,, y por lo tanto w, como una suma localmente finita de formas
de ambos tipos.
Ahora, para cada uno de los tipos, definimos el operador homotépico K : A*(M x R) —
AEL(M):

= Para el tipo I:
K(fr*n) =0
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K(fdt Am*n) = (/ fa:tdt)

Veamos que efectivamente K es un operador homotépico. Para ello, es suficiente probar que
en un dominio de una carta cualquiera se cumple que

= Para el tipo II:

dK + Kd =i} — i (5.8)
Tipo I: Aplicando la propiedad b) del Teorema

Kd(fm n)—K<8tdt/\7r 77—1—;8961.@5 ANTn+ fr d77>

De los tres sumandos de d(f7*n), los dos tltimos se anulan al aplicar K por ser del tipo
I y por la definicién de K. Por otro lado:

i (Zanwta) = ([ Hat)n= 160 - .00 =t - i) s0wn

y como dK (fn*n) = d(0) = 0, entonces
dK + Kd =1} —i;
para las del primer tipo.

Tipo I1I: Volviendo a aplicar otra vez la propiedad b) del Teorema

K(fdt Am'n) =d <</01 f@,t)dt) n) _

= EZ: (ail /01 f(%t)dt) dz' A+ (/Olf(a:,t)dt> d

Kd(fdt Am*n) = K(d(fdt) Ay — fdt A dr*n) =

=K <Z gfiﬂ*d:ci A dt A ﬂ*w> — K(fdt A dr*n) =

Por otro lado:

T

=K (Z (ga“ithTr*dxiAw*n> - (/lf(a;,t)dt> dn =
—_Z</ dt>dw/\n—</f:ctdt>dn

Como f es diferenciable (C*°), podemos derivar bajo el signo integral. En consecuencia,
para las formas del tipo I1,

dK + Kd=0



5.2. INVARIANZA HOMOTOPICA 41

Ahora veamos que coincide con ¢} — 4. Utilizando la linealidad del pullback respecto del
producto exterior y su conmutatividad con la derivada exterior, tenemos que:

iv—ip(fdtnm™n) = iy (fdtAm™n)—ig(fdinm™n) = f(z, 1)diy (t)Aiy (7" n)—f (x, 0)dig () Nig (™)

Pero dif(t) = d(1) = 0 y dij(t) = d(0) = 0, por lo que todo se anula y hemos terminado.

Por lo tanto, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 5.24. Si M y N son variedades diferenciables homotdpicamente equivalentes, entonces
Hjjp(M) = Hjjp(N)

Demostracion. Sean F': M — N y G : N — M dos aplicaciones continuas que sean inversas
hométopas. Por el Teorema de Aproximaciéon de Whitney, existen aplicaciones diferenciables F'
y G hométopas a F'y GG respectivamente. Entonces es claro que:

FoG~FoG~Idy
GoF ~GoF ~ Idy.

Por el Teorema [5.21] tenemos que F oG e Idy son diferenciablemente hométopas (resp. GoF
e Idy; Por la Proposicion [5.23] sabemos que dos aplicaciones diferenciablemente hométopas
inducen los mismos homomorfismos entre los grupos de cohomologia. En consecuencia:

(
(

e}

0 G = G o ¥ I,
oﬁ)ﬁ:ﬁ’ﬁoéﬂzld%\,

()

Asf que F* es isomorfismo. O

Como consecuencia inmediata, los grupos de cohomologia de De Rham también son inva-
riantes topoldgicos, porque los homeomorfismos son equivalencias homotoépicas.

Este resultado nos permite saber un poco mas sobre los grupos de cohomologia de algunas
variedades:

Corolario 5.25 (Lema de Poincaré). Si M es una variedad diferenciable contrdctil, entonces
HY.(M) =0 para k > 1.

Demostracion. Existe un punto ¢ € M tal que la identidad en M es hométopa a la aplicacién
constante c;. En consecuencia, si iq es la inclusion de {g} en M, tenemos que ¢, 0i, = Idggy ¥y
que igocy ~ Idp. Asique {q} y M tienen el mismo tipo de homotopia, por lo que sus grupos de
cohomologia de De Rham coinciden. Pero los grupos de cohomologia del punto son nulos para
k > 1, asi que los de M también. ]

Lo mismo ocurre para los conjuntos estrellados, que también son contractiles. Por otro lado,
como para cada punto en una variedad diferenciable tenemos un entorno homeomorfo a una bola
abierta de R™ entonces toda forma cerrada va a ser localmente exacta. Por el resultado anterior,
los grupos de cohomologia son localmente nulos, y esto no es otra cosa que la igualdad entre las
formas cerradas y las exactas.
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Notemos que aunque toda forma w sea localmente exacta, eso no quiere decir que podamos
definir globalmente una forma 7 tal que w = dr. Por ejemplo, si tenemos dos abiertos U y V' que
se intersecan, con w = dn y w = dn’ en cada uno de ellos, entonces en la interseccién tenemos
que dn = dn/, esto es, d(n —n') = 0. Por lo tanto, sélo se cumple que n — 7 es cerrada, pero
nada garantiza la igualdad entre ellas.

Finalmente, tenemos que los grupos de cohomologia de R™ van a ser:

R sip=0

Hip(R") = { 0 sip>1. (5:9)

5.3. Sucesion de Mayer-Vietoris

En la mayor parte de las ocasiones, computar los grupos de cohomologia de algunas varieda-
des no va a ser posible utilizando inicamente la definicién. Es por eso que conviene introducir
una herramienta nueva para poder hacerlo, y esta va a ser la sucesién de Mayer-Vietoris. Para
hacerlo vamos a necesitar, por un lado, algun resultado (el Lema del zig-zag), y por otro, algunas
propiedades de las variedades diferenciables, como son la admisién de particiones diferenciables
de la unidad, las aplicaciones tangente y el pullback y su interaccién con la derivada exterior
que nos ha dado los grupos de De Rham. Seguimos [7], capitulo 17.

Lema 5.26 (Lema del zig-zag). Consideramos una sucesion exacta de complejos de la siguiente
forma:

f

0 A* B2 0% 0

Entonces existe una aplicacion lineal
§: H*(C*) — HF(AY)
de forma que la siguiente sucesion es exacta:

gy L R B L mR ) s B A L

No incluiremos la demostracién de este lema. Se puede consultar una prueba en [7], Lema
17.40.

Sea M una variedad cubierta por dos abiertos U y V. Consideremos cada una de las inclu-
siones, que denotamos como en el siguiente diagrama:

Uun

<

PN

U V
N
M

Por otro lado, tenemos los pullbacks:
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AR(UNY)
AMU) AX(V)
M Ak(M) M

Por tdltimo consideremos las siguientes aplicaciones construidas a partir de los pullbacks:

iy @ jrp s ARM) — AFU) @ AF(V)

W~ (W|U,U)|V)

it — it AFU) @ AF(V) — AFUNY)
(w,n) ~ wlvny — nluav

que son la restriccién de las formas a U y a V' y la diferencia en U NV respectivamente. Entonces
enunciamos y probamos el siguiente teoremas:

Teorema 5.27 (Mayer-Vietoris). Sea M una variedad diferenciable, y sean U y V' dos abiertos
de M tales que su union es M. Entonces para cada entero k existe una aplicacion lineal

§: Hip(UNV) — HEFY(M)
de forma que la siguiente sucesion es exacta:

LT At b gt
o HE (M) 2R EE (U @ HE (V) S HEL (U N V) = B (M) (5.10)

Demostracion. Primero vamos a probar que la siguiente sucesién es exacta para cada k.

3 Ping

00— AR (M) M Ak () @ AR (V) L AU V) 0 (5.11)

D) ity @i AN(M) — AR(U) @ A*(V) es inyectiva.

Como hemos explicado antes, las aplicaciones inducidas por las inclusiones no son mas que
restricciones en el dominio de las formas. Por lo tanto, si i}, ®j3,(w) = (W], w|v) = (0,0),
como U UV = M, entonces w = 0.

) i, — 55 A¥(U) @ AR(V) — A*(U N'V) es sobreyectiva.
Veamos que dada w € A¥(U NV), podemos encontrar n € A*(U) y nf € A¥(V) de forma
que (15 — 33)(n,m") = nluvnv — 7'|unv = w. Sea {¢y, #v} una particién diferenciable de la
unidad subordinada a {U,V'}, que sabemos que existe por la Proposicién Podemos
definir entonces:

_{ oyw sipeUNV
7 0 si p € U\supp(¢v)
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Puesto que donde se solapan las definiciones ambas coinciden (valen 0), n queda bien
definida.

De la misma manera:
,_{gf)Uw sipeUnV
1 0 si p € V\supp(dv)

Entonces, (if; — ji)(1,1") = ¢vw — (—dpw) = (¢pv + ¢y )w = w, siendo la dltima igualdad
cierta por ser {¢y, ¢y} una particién de la unidad.

II) Im(i3; @ jyy) = Ker(iy; — j5i7)-
C) Sea w € A*(M). Entonces:
(it = Jv) o (i ® Jar) (w) = (i — 3v) (wlv, wlv) = wlony — wluay =0

Por lo que Im(i},; @ jy;) € Ker(if; — jir)-
D) Ahora sean n € A8(U), ' € A¥(V) tales que (if; — 75) (0, m') = nlurv — 7' |lunv = 0.
Esto quiere decir que n|yny = 1'|unv, por lo que podemos definir
bl sipelU
|l #sipeV
Y claramente (i}, & j3;)(w) = (wlv,w|v) = (n,7). Por lo tanto, Im(iy, & j3;) 2
Ker(if; — jy)-

Finalmente, como la derivada exterior conmuta con el pullback (Proposicién {4.9)), entonces
tenemos que la sucesién en ([5.11]) es una sucesién exacta de complejos. Asi que aplicando el
Lema del zig-zag tenemos que existe un homomorfismo § que hace exacta la siguiente sucesion:

Y b
> HE R (M) M HE(U) @ Hp(V) T HE . (UNV)

; D)

. Z'ﬁ @'ﬁ ’iﬁ _
HEP (M) 2 R ) @ BRSL (V) Y ER O N V) ——

A continuacién vamos a ver unos ejemplos. Estos y otros se pueden ver en [13] o en [6]

Ejemplo 5.28. Los grupos de cohomologia de De Rham de las esferas S, n > 1, estan dados
por:

R sik=0,n
k ny __ )
Hap(S") = { 0 en otro caso.

Ademds ya sabemos que HJ,(S?) = R @& R, puesto que son dos puntos (ver Ejemplo .
Consideremos la esfera S” y sean N = (1,0,...,0) y S = (—1,0,...,0) los polos norte y sur
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respectivamente. Consideremos U = S"\{N} y V = S"\{S}. Es claro que U y V son abiertos y
que UUV = M, por lo que podemos construir la sucesién de Mayer-Vietoris:

0 » H)p(S™) — s ——"Hip(U) & HYp(V) — ]VHgR(U nv)
; )
gn@JSn i

7 —jf
HL L (U) © Hy(V) Y HL (U N V)

; )

>
Hl.(S") —=

e

T
HdR(U) @ Hip(V) MHgR(U nv)

; D)

HdR(Sn)

%

4 @it it
H2 (M) 25 HE(U) @ Hiy(V) 3 HI (U N V) —— 0

Vamos a utilizar inducciéon sobre n. Primero, notemos que como U y V' son homeomorfos
a R", entonces sus grupos de cohomologia son los mismos, esto es, R para el de dimensién 0 y
nulos para el resto.
Para n = 1, tenemos que HgR(Sl) = R por ser conexa (Ejemplo . Por otro lado, tenemos:

gn @Jgn

At
s HOR(U) & HOR(V) L HO (U N V) — HLp(8Y) S HY (U) @ Hip(V) — -

Por ser U y V homotépicamente equivalentes a R, Hlp(U) & HJp(V) = 0. Ademds, U NV
es homotdpicamente equivalente a dos puntos, asi que HgR(U NV) =R ®R. Entonces queda:

S RORLEROR s HL(SH5000

Como la sucesion es exacta, tenemos que Im(d) = Ker(iél @jél), siendo esta tltima idénti-
camente nula. Por lo tanto § es sobreyectiva. Por otro lado, Ker(d) = I m(zU - ]V) Ahora
bien, como HYL(U) y HY5(V) son las funciones constantes y hacemos una diferencia, pode-
mos obtener cualquier otra constante. Por lo tanto, Ker(d) = Im(z% — ]E/) ~ R, y ha de ser
HI (SY) = Im(5) =R.

Para n = 2, utilizando lo que sabemos de S y que U NV es homotépicamente equivalente a
S!, tenemos la siguiente sucesién exacta:
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it 4 M
1.5@DJ irr—
§2 g2 v —Iv
0 R —

RO&R R

6
‘/iﬁ A 4
DJj ir—
1 2y s27s2 vIv
H1,(S?) 0 R
; )
e ®its i

1eo 1 7.]
Hd2R<S2) S U 1%

0 0.

Para el primer grupo, H},(S?), tenemos por la exactitud en H}5(S?) que Im(5) = Ker(ié2 @
jgz) = H},(S?), asf que § ha de ser sobreyectiva. Por la exactitud en H),(U NV) = R, el niicleo

de ¢ ha de ser la imagen de i*fi;y — j‘ﬁ,, que hemos visto antes que son las aplicaciones constantes.
Por lo tanto, el niicleo de § es Ry Hj,(S?) = 0.

Para el segundo grupo, HCZIR(SQ), 0 tiene que ser biyectiva, asi que HC%R(SQ) ~R.

Finalmente, veamos que se cumple para n > 3 cualquiera. Para k = 0 sabemos que HC(I)R(S") =
R por ser S™ conexa.

Para 1 < k < n, consideramos la sucesiéon de Mayer-Vietoris:

bt & @it
o HEWU) @ B (V) SN HE (U 0 V) s HE(S7) S HE L (U) @ HE (V) —— -

U y V son homeomorfos al espacio euclideo de dimensién n, cuyos grupos de cohomologia
de De Rham hemos visto en (5.9). Por lo tanto H%,(U) = HE,(V) = 0 para k > 1. Ademss,
U NV va a ser homotdépicamente equivalente a R™ menos un punto, esto es, a la esfera de una
dimensiéon menos. En consecuencia, para k > 2

iU_js/ k—1 0 iénéBjé"
= 0 S HN (S S HE (ST 50— -

Por ser la sucesién exacta, tenemos que Hggl(Sn_l) >~ H%,(S™). Por lo tanto para k > 2,
tenemos que H5,(S™) 2 R si k =n y es nulo para el resto.

Por dltimo, para k = 1, tenemos

i -7 u’n@ﬁ’n
S RORLHH (S 2RI gL (S0

De aqui se deduce que d es sobreyectiva y que Ker(d) = Im(zgj — 17%/) = R, por lo que
H!-(S") 20 para todo n.

Ejemplo 5.29. Consideremos el Toro T2. Vamos a tomar como abiertos U y V dos “medias
lunas” que se interesequen en los extremos, como se muestra en la imagen.
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v

V

Tenemos entonces que ambos son homotdpicamente equivalentes a la esfera S, y que UNV es
homotdpicamente equivalente a dos circunferencias. Por lo tanto, H5,(U) & HX. (V) = HE.(S)
y H,(UNV) = HE (ST USY). Haciendo uso de la sucesién de Mayer-Vietoris, tenemos que la
siguiente secuencia es exacta:

?i
TQ @Jrﬁa

HY(U) @ HO (V) = R@REJXE%WﬂV) R&R

; D)

0—— HgR(']I‘z)

Wt @j it —jf
Hﬁm%ﬁ CHL(U) e Hy(V)2ReRLEHL (UNV)2ReR
o )
ity Dy it —jt
H2,(T?) e 0 v 0 0.

Como el toro es conexo, entonces Hyp(T?) = R.
Como consecuencia del Teorema 17.30 en [7] tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 5.30. Si M es una variedad diferenciable compacta y orientable de dimension n,
entonces H)jp(M) es 1-dimensional.

Como el toro lo cumple, tenemos que H25(T?) 2 R.

Puesto que a partir de la diferencia de funciones constantes podemos obtener cualquier
constante, podemos utilizar la exactitud en Hi5(U N'V) para deducir que Ker(§) = Im(ijg] -
jg/) = R. En consecuencia, como la suma de la dimensién de la imagen y la dimensién del nticleo

ha de ser la del total, Im(§) = R. Usando la exactitud en H}p(T?), Ker(i%ir2 ® j%2) ~ R.
Por otro lado, como HZ,(T?) 2 R y § ha de ser sobreyectiva por la exactitud en H2p(T?),

entonces Ker(d) =Ry Im(zg - jsf) Ker(6) = R. Por lo tanto, Ker(i% - jgf) =~ R. Por la
exatcitud en H}p(U) & H),(V) tenemos que Im(it g 69]?2) Ker( - jg/) R. Esto unido a
que Ker(i%ir2 @ jqﬁrz) >~ R implica que H}5(T)? 2 R.

Hemos probado entonces que

R sik=0,2
k 2\ )
Emm)_{R@R sik=1.






Capitulo 6

Conclusion

Recopilando los resultados de algunos ejemplos que hemos hecho hasta ahora tenemos los
siguientes grupos de cohomologia de De Rham calculados.

R sik=0 R sik=0 R sik=0
HR(S2)=Q 0 sik=1 HE(S'xR)={ R sik=1 H(T?)={ ROR sik=1
R sik=2 0 sik=2 R sik=2

Estos resultados no nos extrafian: sabemos que dos variedades homeomorfas tienen los mis-
mos grupos de cohomologia de De Rham. La esfera, el cilindro y el toro no son homeomorfos
entre si, y ésta es una prueba mas de ello.

Ahora veamos un poco maés de cerca los grupos de grado 1. Para el caso de homotopia,
tenfamos que I1;(S?) = 0, I[;(S! x R) = Z y I1;(T?) = Z & Z. Observamos que son similares a
los grupos de cohomologia de De Rham salvo por el grupo. Esto tampoco deberia extranarnos,
puesto que los grupos de cohomologia de De Rham son invariantes homotodpicos. Sin embargo,
tampoco hemos dado una explicacién de por qué ocurre algo asi, lo que nos lleva a hacernos las
siguientes pregunta: ;jHay alguna relacion més “cercana” entre los grupos de cohomologia de De
Rham y los grupos de homotopia?

Y es que hay diferentes formas de definir grupos de cohomologia sobre un espacio topolégico,
pero para espacios suficientemente buenos todas ellas coinciden. En particular, para variedades
diferenciables, el teorema de De Rham nos da un isomorfismo entre los grupos de cohomologia
de De Rham y los grupos de cohomologia singular con coeficientes reales.
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