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ÁLGEBRA

No supongas que la matemátia es dura y avinagrada y repulsiva

para el sentido omún. Se trata simplemente de la idealizaión

del sentido omún.

William Thomson

Las letras suelen representar antidades desonoidas. Por medio del algebra es posible

realizar la traduión al lenguaje de las matemátias al lenguaje otidiano.

Ejemplo 2.1

Tabla 2.1. Lenguaje matemátio y lenguaje habitual

El siguiente de un número entero, más tres unidades (x+ 1) + 3

El doble de un número más su mitad 2n+
n

2

La terera parte de un número, más el doble de diho número

p

3
+ 2p

Una expresión algebraia es el resultado de mezlar variables mediante las operaiones ma-

temátias básias. En una expresión algebraia, al sustituir las variables por sus valores

numérios y realizar las operaiones indiadas se obtiene el valor numério de la expresión.

El dominio de una expresión algebraia es el onjunto de números que no indeterminan la

expresión. La indeterminaión se presenta prinipalmente por raíes de índie par y antidad

subradial negativa y por fraiones on denominador negativo.
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Tabla 2.2. Valor de una expresión algebraia

Expresión Dominio Valor típio

x4+4x− 8√
x

Toda x>0 En x= 443+5(4)− 8√
4
=16

3xy−(6/x2)
3
√
y−1

Toda x6=0 y y 6=1 En x= 1 y y= 9
2(1)(9)−(6/12)

3
√
9−1

=12
2 = 6

Existen expresiones algebraias, según el número de términos: el monomio onsta de un su-

mando y el polinomio de más de un sumando. Entre los polinomios hay binomios y trinomios

de dos y tres términos respetivamente.

2.1. Polinomios

Un polinomio en x es una suma de la forma anx
n+an−1x

n−1+ · · ·+a1x+a0 , donde n es un

entero positivo y los oe�ientes ak son números reales. Si an 6=0, entones el polinomio es

de grado n.

A ontinuaión se presentan algunos polinomios y sus araterístias:

Tabla 2.3. Polinomios: sus oe�ientes y su grado

Ejemplo Coe�iente prinipal Grado

3x4 + 5x3 + (−7)x+ 4 3 4

x8 + 9x2 + (−2)x 1 8

−5x2 + 1 -5 2

7x+ 2 7 1

8 8 0

Si el oe�iente de un término en un polinomio es negativo, se utiliza un signo menos a la

izquierda del término.

3x2 + (−5)x+ (−7) = 3x2 − 5x− 7

Además de la variable x se aostumbran a usar otras letras en los polinomios, por ejemplo:

2

5
z2 − 3z7 + 8−

√
5z4

Los polinomios se ordenan en forma desendente on respeto a los exponentes y alfabéti-

amente on relaión a las letras.

2

5
z2 − 3z7 + 8−

√
5z4 = −3z7 −

√
5z4 +

2

5
z2 + 8
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Las expresiones algebraias que ontengan radiales on variables en las antidades subra-

dial, fraiones on variables en los denominadores, no son onsiderados polinomios, por

ejemplo:

No polinomios

1

x
+3x

x−5
x2+2

3x2+
√
x−2

Para el manejo de las operaiones algebraias entre polinomios se mantienen las reglas o-

noidas.

Adiión y sustraión de polinomios

Ejemplo 2.2

a) Sumar

(

x3 + 2x2 − 5x+ 7
)

+ (4x3 − 5x2 + 3)

b) Restar (x3 + 2x2 − 5x+ 7)− (4x3 − 5x2 + 3)

Soluión:

a) La suma de dos polinomios implia el uso de la reduión de términos semejantes

(

x3 + 2x2 − 5x+ 7
)

+
(

4x3 − 5x2 + 3
)

x3 + 2x2 − 5x+ 7 + 4x3 − 5x2 + 3 Quitar paréntesis

(1 + 4)x3 + (2− 5)x2 − 5x+ (7 + 3) Reduir términos semejantes en x

5x3 − 3x2 − 5x+ 10 Simpli�ar

b) Al realizar la resta entre polinomios, se retiran los paréntesis teniendo en uenta el efeto

del signo que preede el segundo paréntesis sobre el ontenido del paréntesis.

(

x3 + 2x2 − 5x+ 7
)

− (4x3 − 5x2 + 3)

x3 + 2x2 − 5x+ 7− 4x3 − 5x2 + 3 Quitar paréntesis

(1 + 4)x3 + (2 + 5)x2 − 5x+ (7− 3) Reduir términos semejantes de x

− 3x3 + 7x2 − 5x+ 4 Simpli�ar
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2.1.1. Multipliaión de binomios

Ejemplo 2.3

Determine el produto de (4x+5) (3x−2)
Soluión:

(4x+ 5)(3x− 2)

(4x)(3x) + (4x)(−2) + (5)(3x) + (5)(−2) Propiedades distributivas

12x2 − 8x+ 15x− 10 Multipliar

12x2 + 7x− 10 Simpli�ar

2.1.2. Multipliaión de polinomios

Ejemplo 2.4

Enuentre el produto de (x2 + 5x− 4)(2x3 + 3x− 1)

Soluión:

Usando la propiedad distributiva y teniendo en uenta que 2x3 + 3x − 1 es un fator, se

obtiene:

(x2 + 5x− 4)(2x3 + 3x− 1) = x2(2x3 + 3x− 1) + 5x(2x3 + 3x− 1)− 4(2x3 + 3x− 1)

Luego de realizar la distribuión del fator y la reduión de términos semejantes, se obtiene:

(x2 + 5− 4)(2x3 + 3x− 1)
2x5 + 3x3 − x2 + 10x4 + 15x2 − 5x− 8x3 − 12x+ 4
2x5 + 10x4 − 5x3 + 14x2 − 17x+ 4

2.1.3. División de un polinomio entre un monomio

Ejemplo 2.5

Exprese omo un polinomio en x y y:
6x2y34x3y2 − 10xy

2xy
Soluión:

6x2y3+4x3y2−10xy
2xy

=
6x2y3

2xy
+
4x3y2

2xy
−10xy

2xy
= 3xy2+2x2y−5
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A ontinuaión se muestran las fórmulas para determinar por simple inspeión el produto

de dos fatores algebraios. En (2) y (3), son usados los símbolos superiores en ambos lados

o el signo inferior en ambos lados. Así (2) es en realidad dos fórmulas:

(x+y)
2
=x2+2xy+y2 y (x−y)2=x2−2xy+y2

Del mismo modo, (3) donde esta representa dos fórmulas.

2.1.4. Fórmulas del produto

Tabla 2.4. Fórmulas de produtos notables

Fórmula Ejemplo

(1)(x+y) (x−y)=x2−y2 (2a+3) (2a−3)=(2a)2−32=4a2−9
(2)(x±y)2=x2±2xy+y2 (2a−3)2=(2a)

2−2 (2a) (3)+(3)
2
=4a2−12a+9

(3)(x±y)3 = x3±3x2y+3xy2±y3 (2a+3)3 = (2a)3+3 (2a)2 (3)+3 (2a) (3)2+(3)3 =
8a3 + 36a2 + 54a+ 27

Ejemplo 2.6

Enuentre los produtos:

1. (2r2−√s)(2r2+√s)

2. (
√
c + 1√

c
)
2

3. (2a−5b)3

Soluión:

1. Usando la fórmula (1) del produto, on x = 2r2 y y =
√
s:

(2r2 −
√
s)(2r2 +

√
s) = (2r2)2 − (

√
s)2

(2r2 −
√
s)(2r2 +

√
s) = 4r4 − s

2. Usando la fórmula (2) del produto, on x =
√
c y y = 1√

c
:

(√
c+

1√
c

)2

=
(√

c
)2

+ 2
√
c
1√
c
+

(

1√
c

)2

(√
c+

1√
c

)2

= c+ 2 +
1

c
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Tenga en uenta que la última expresión no es un polinomio

3. Usando la fórmula (3) del produto, on x= 2a y y = 5b :

(2a− 5b)3 = (2a)3 − 3(2a)2(5b) + 3(2a)(5b)2 − (5b)3

(2a− 5b)3 = 8a3 − 60a2b + 150ab2 − 125b3

(1) Ejeriios de trabajo en lase

1. Determine la edad y la estatura de un ompañero mediante la siguiente serie de pasos:

a. Esriba la edad de él/ella

b. Multiplíquela por 2

. Sume 5

d. Multiplique la suma por 50

e. Reste 365

f. Sume la estatura de él/ella

g. Sume 115

Los dos primeros dígitos del resultado orresponden a la edad y los dos últimos a la estatura

de su ompañero. Justi�que la razón por la que suede esto.

Halle el valor del polinomio para ada uno de los valores.

2. x2 − 8x+ 6 para x = −6

3.

√
5x2 + 10x− 3

√
2 para x = 10

4. 5x− 3x2 − 9x3
para x = −1

5. x4 − x3 + x2 − x+ 1 para x = −2

6.

1
6x+ 1 para x = −3

Exprese el grado y el oe�iente prinipal de los siguientes polinomios:

7. y3 − y2 + y1/3 − 7

8. t4 − t3 + t−1 − 1

9. 7x100 − 4x99 + 26x101 − 5

10. 3 + 2x−
√
7x3 + 1

2x
−10

11.

√
r − 4
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12. z2(5z3 − 4z + 18)

Realie las operaiones, simpli�que y ordene el polinomio:

13.

(

3x5 − 5x2 + 4x− 7
)

+ (x3 − 3x2 + 2x+ 1)

14.

(

4x10 − 7x5 + 1
)

+ (3x5 + 2x2 − 7x+ 1)

15. (y
3 − 3y2 + 7y − 8) + (5y3 + 4y2 − 9y + 1)

16.

(√
2z5 − 6z3 + 17z + 3

√
6
)

+ (z4 + 16z3 − 5z +
√
6)

2.2. Fatorizaión

Es una operaión que onsiste en expresar un polinomio omo un produto de polinomios.

Por ejemplo, 3x2
y x2+2 son fatores de 3x4+6x2

porque:

3x4+6x2= 3x2(x2+2)

Generalmente se busan omo fatores, polinomios de primer grado o polinomios de grado

mayor.

Cuando se fatoriza se obtienen expresiones que reemplazan al polinomio por una serie de

fatores lineales. Un ejemplo es:

5x3+6x2−29x−6 = (5x+1)(x−2)(x+3)

Uno de los usos de la fatorizaión es simpli�ar expresiones algebraias; otro es resolver

euaiones. En los siguientes ejemplos se presentan estas situaiones:

Ejemplo 2.7

Fatorie 6x4y4−4x2y2+10
√
2xy3−2xy2.

Soluión: ya que 2xy2 es un fator omún, se obtiene:

6x4y4 − 4x2y2 + 10
√
2xy3 − 2xy2

2xy2(3x3y2)− 2xy2(2x) + 2xy2(5
√
2y)− 2xy2

2xy2(3x3y2 − 2x+ 5
√
2y − 1)

Ejemplo 2.8

Fatorie x2+2xy−x−2y
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Soluión: uando se organiza la expresión reuniendo los dos primeros y los dos últimos

términos:

x2+2xy−x−2y=
(

x2+2xy
)

+(−x−2y)

x2+2xy−x−2y=x (x+2y)+(−1)(x+2y)

Observe el fator omún x+2y

x2+2xy−x−2y=(x−1) (x+2y)

Si se invierten las fórmulas de los produtos notables, se obtienen las fórmulas de fatoriza-

ión, que orresponden a las expresiones (1), (2), (3) y (4) esritas de forma inversa.

1. Cuadrado perfeto: x2+2ax+a2= (x+a)
2

2. Diferenia de uadrados perfetos: x2−a2= (x+a)(x−a)

3. Diferenia de ubos perfetos: x3−a3= (x−a)(x2+ax+a2)

4. Suma de ubos perfetos: x3+a3= (x+a)(x2−ax+a2)

Ejemplo 2.9

Fatorie 16x4y2−25

Soluión: esta es la diferenia uadrados, para fatorizar, se utiliza la fórmula 2, teniendo en

uenta que x= 4x2y y a= 5:

16x4y2−25 = (4x2y)
2−(5)2

16x4y2−25 = (4x2y−5)(4x2y+5)

Ejemplo 2.10

Fatorie 8a3+27b6

Soluión: ya que 8a3+27b6 es una suma de ubos, se puede fatorizar usando la fórmula 4.

Si identi�amos x= 2a y y= 3b2, entones:

8a3+27b6= (2a)
3
+(3b2)

3

8a3+27b6= (2a+3b2)((2a)
2− (2a)

(

3b2
)

+(3b2)
2
)

8a3+27b6= (2a+3b2)(4a2−6ab2+9b4)
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2.2.1. Fatorizaión de polinomios de segundo grado

Los polinomios uadrátios de la forma ax2+bx+c, donde a, b y  son enteros se puede

fatorizar omo una expresión de la forma:

(ax+b) (cx+d)

Donde a, b,  y d orresponden a números enteros. Si el polinomio tiene omo oe�iente

prinipal a= 1 será de la forma x2+bx+c y tiene una fatorizaión que se puede expresar de
la forma:

(x+b)(x+d)

on valores para b y d orrespondientes a números enteros.

Ejemplo 2.11

Fatorie x2−9x+18

Soluión: on b= −9 y c= 18, se busan los números enteros de b y tales que:

b+d= −9 y bd= 18

Es posible obtener a 18 omo el produto bd a partir de las siguientes expresiones:

1(18), 2(9), 3(6), (−1)(−18), (−2)(−9) o (−3)(−6)
Ya que −9 es la suma de −3 y −6, la fatorizaión es:

x2−9x+18 = (x−3)(x−6)

Ejemplo 2.12

Fatorie x2+3x−1

Soluión: se puede esribir el número −1 omo el produto de los números enteros bd sola-

mente de una sola forma: (−1) (1). debido a que la suma

b+d= −1 + 16=3

De tal forma que el polinomio x2+3x−1 no puede ser fatorizado mediante el uso de oe�-

ientes enteros.

En el aso del polinomio ax2+bx+c, on a 6=1, se fatoriza omo (Ax+B)(Cx+D) si:

AC=a,AD+BC=b, BD=c
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Ejemplo 2.13

Fatorie 2x2+11x−6

Soluión: omo primer paso se estableen los fatores:

(2x+ )(1x+ )

Y luego estos fatores se ompletan on dos números enteros B y D uyo produto debe ser

igual a −6. Los pares posibles son:

1y − 6, −1y6, 3y − 2, −3y2

Se seleiona la pareja -1, 6 ya que se umple que 2(6) + 1(−1) = 11.
Por tanto, 2x2+11x−6 = (2x−1)(x+6)

Ejemplo 2.14

Fatorie 15x2+17xy+4y2

Soluión: los fatores podrían tener la forma:

(5x+ y)(3x+ y) o 15x+ y)(1x+ y)

Los fatores se pueden ompletar on dos números enteros uyo produto sea 4

Las parejas de números:

1y4, −1y − 4, 2y2, −2y − 2

Se omprueba ada pareja de forma semejante al ejemplo anterior para veri�ar uál da

omo resultado 17:

15x2 + 17xy + 4y2 = (5x+ 4y)(3x+ y)

Ejemplo 2.15

Fatorie 2t4+11t2+12

Soluión: siendo x=t2, y realizando la sustituión se obtiene un polinomio uadrátio de

grado 2 en x.
2x2+11x+12

Entones, fatorizando este polinomio uadrátio. Los fatores son:

(x+ )(2x+ )
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Y se ompletan on una pareja de números enteros uyo produto sea 12. Los posibles pares

son:

1y12, −1y − 12 2y6 3y4 − 3y − 4

Se omprueba ada par para ver qué ombinaión de números da omo resultado un oe�-

iente 11 onluyendo que:

2x2+11x+12 = (x+4) (2x+3)

La sustituión de t2 por x nos da:

2t4+11t2+12 = (t2+4)(2t2+3)

En el ejemplo anterior se debe veri�ar que ninguno de los polinomios t2+4 ni 2t2+3 se

puede fatorizar utilizando oe�ientes enteros.

Existen algunos polinomios que pueden ser fatorizados en una segunda oportunidad, lo ual

se ilustra en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 2.16

Fatorie x6−y6

Soluión: se observa que la expresión x6−y6 orresponde a una diferenia de uadrados que
al ser fatorizada da omo resultado:

x6 − y6 = (x3)2 − (y3)2

x6 − y6 =?(x?3 − y3)?(x?3 + y3)

x6 − y6 = (x− y)(x2 + xy + y2)(x+ y)(x2 − xy + y2)

x6 − y6 = (x− y)(x+ y)(x2 + xy + y2)(x2 − xy + y2)

(2) Ejeriios de trabajo en lase

Fatorie el polinomio:

17. 12x3 + 2x2 + 6x

18. 6x3y4 − 3
√
3x2y2 − 3x2y + 3xy

19. 2y2 − yz + 6y − 3z

20. 6x5y5 +
√
2x2y3 + 14xy3

21. 15at+ 3bt+ 5as+ bs

Use las fórmulas de fatorizaión para fatorizar el polinomio.
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22. 36x2 − 25

23. 4x2 − 1

24. x4 − y4

25. x8 − y8

Use ténias para fatorizar los polinomios uadrátios en los que sea posible haerlo.

26. x2 − 5x+ 6

27. y2 + 7y + 10

28. x2 − 10x+ 24

29. y4 + 10y2 + 21

30. 2p2 + 7p+ 5

31. 6a4 + 13a2 − 15

32. 2x2 − 7xy + 3y2

Determine si las siguientes expresiones son falsas o verdaderas:

33. x2 + y2 = (x+ y)(x+ y)

34. a3 + b3 = (a+ b)3

35. (r − 1) (r − 1) = r2 + 1

36. r3 − s3 = (r − s)(r2 + rs + s2)

37. El gasto alório para un adulto se mide en alorías y orresponde a la antidad de

energía que utiliza su uerpo para las funiones básias entre las uales se enuentran

la irulaión sanguínea, la regulaión de la temperatura y el proeso de respiraión.

Si se onoe el peso de una persona (w) en kilogramos, la estatura de una persona (h)
en entímetros y la edad (y) expresada en años se puede determinar el gasto alório.

Para las mujeres: Cm= 65, 9 + 17, 9w+6h−7, 1y
Para los hombres: Ch= 66, 1 + 9, 4w+1, 7h−4,6y
Calule el gasto alório de una mujer de 23 años on un peso de 56 kilogramos y una

estatura de 1,63 metros y el gasto alório de un hombre de 46 años de edad on un

peso de 78 kilogramos y una estatura de 1,78 metros.
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2.3. Expresiones raionales

Una expresión raional orresponde a los oientes indiados entre polinomios, los uales no

neesariamente son múltiplos.

Ejemplo 2.17

2x2 + 5

x+ 1
y

3

2x3 − x+ 8

Para las expresiones raionales, el dominio es un onjunto numério que ontiene aquellos

valores que no indeterminan la expresión. La indeterminaión se presenta uando el deno-

minador es igual a ero.

Por ejemplo, en la expresión raional

2x2 + 5

x+ 1
el dominio de la variable es {x|x 6= −1} ya

que el denominador se hae igual a ero uando se sustituye x por −1.

Durante el trabajo on expresiones raionales es neesario operar on ellas y posteriormente

simpli�ar los resultados obtenidos. En este proeso es posible haer uso de las propiedades

de los raionales y sus operaiones. En la siguiente tabla se muestran las propiedades más

empleadas:

Sean los números reales a, b, c y d, se umple que:

Tabla 2.5. Propiedades de las fraiones para suma, multipliaión y división

Nombre Euaión

i. Canelaión

ac

bc
=
a

b
c 6=0

ii. Suma o resta de fraiones homogé-

neas

a

b
±c

b
=
a±c
b

iii. Suma o resta de fraiones heterogé-

neas

a

b
± c

d
=
ad±cb
bd

iv. Multipliaión

a

b
× c

d
=
ac

bd

v. División

a

b
÷ c

d
=
a

b
×d

c
=
ad

bc

Ejemplo 2.18

Simpli�que:

2x2−x−1
x2−1
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Soluión: luego de fatorizar el numerador y el denominador y simpli�ar se obtiene:

2x2−x−1
x2−1 =

(2x+1)(x−1)
(x+1)(x−1) =

2x+1

x+1

Ejemplo 2.19

Simpli�que:

4x2+11x−3
2− 5x−12x2

Soluión: se fatorizan el numerador y el denominador según lo expliado en páginas ante-

riores para las expresiones de la forma ax2 + bx+ c, además se toma omo fator omún en

el denominador para el fator (1− 4x) de donde se obtiene −1(4x− 1) y posteriormente se

simpli�a

4x2+11x−3
2− 5x−12x2

=
(4x−1)(x+3)

(1− 4x)(2 + 3x)
=

(4x−1)(x+3)

−(4x−1)(2 + 3x)
= − x+3

2 + 3x

Las operaiones suma y resta de expresiones raionales siguen en líneas generales el proeso

empleado para números raionales.

Ejemplo 2.20

Enuentre el mínimo omún múltiplo de los denominadores en las siguientes expresiones

raionales:

1

x4−x2
,

x+2

x2+2x+1
,

1

x

Soluión: luego de realizar la fatorizaión de los denominadores según las expliaiones de

las páginas anteriores se obtiene:

1

x2(x−1)(x+1)
,

x+2

(x+1)2
,

1

x

Los diferentes fatores de los denominadores son x, x−1 y x+1. Al usar el fator on el

exponente más alto en ada uno de los denominadores y realizar el produto entre ellos se

obtiene:

x2(x−1)(x+1)
2

Ejemplo 2.21

Combine y simpli�que:

x

x2−4+
1

x2+4x+4

Soluión: al fatorizar los denominadores se obtiene (x−2) (x+2) y (x+2)
2
. De esta manera

el mínimo omún múltiplo de los denominadores es (x−2) (x+2)
2
. Al desarrollar el produto
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de las expresiones raionales por los fatores faltantes en los denominadores para que tengan

el denominador omún se obtiene:

x

x2−4=
x

(x−2)(x+2)
=

x(x+2)

(x−2)(x+2)(x+2)

1

x2+4x+4
=

1

(x+2)
2=

1(x−2)
(x+2)

2
(x−2)

Entones se usa (ii) para sumar y simpli�ar:

x

x2−4+
1

x2+4x+4
=

x(x+2)

(x−2)(x+2)
2+

x−2
(x−2)(x+2)

2

x

x2−4+
1

x2+4x+4
=
x (x+2)+x−2
(x−2)(x+2)

2

x

x2−4+
1

x2+4x+4
=
x2+2x+x−2
(x−2)(x+2)

2

x

x2−4+
1

x2+4x+4
=

x2+3x−2
(x−2)(x+2)

2

Las operaiones multipliaión y división entre expresiones raionales requieren del uso de

las expresiones (iii) o (iv). Posteriormente se simpli�a.

Ejemplo 2.22

Combine y Simpli�que

(

x

5x2+21x+4

)(

25x2+10x+1

3x2+x

)

Soluión:

(

x

5x2+21x+4

)(

25x2+10x+1

3x2+x

)

=
x
(

25x2+10x+1
)

(5x2+21x+4) (3x2+x)
(

x

5x2+21x+4

)(

25x2+10x+1

3x2+x

)

=
x
(

25x2+10x+1
)

(5x2+21x+4) (3x2+x)
(

x

5x2+21x+4

)(

25x2+10x+1

3x2+x

)

=
x(5x+1)(5x+1)

(5x+1) (x+4) x(3x+1)
(

x

5x2+21x+4

)(

25x2+10x+1

3x2+x

)

=
5x+1

(x+4)(3x+1)
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Ejemplo 2.23

Combine y simpli�que

2x2+9x+10

x2+4x+3
÷2x+5

x+3

Soluión:

2x2+9x+10

x2+4x+3
÷2x+5

x+3
=
2x2+9x+10

x2+4x+3
∗ x+3

2x+5

2x2+9x+10

x2+4x+3
=
(2x2+9x+10)(x+3)

(x2+4x+3)(2x+5)

2x2+9x+10

x2+4x+3
=
(2x+5)(x+2)(x+3)

(x+3)(x+1)(2x+5)

2x2+9x+10

x2+4x+3
=
x+2

x+1

Ejemplo 2.24

Simpli�que:

1
x− x

x+1

1+ 1
x

Soluión: primero se obtienen expresiones individuales para el numerador y el denominador:

1

x
− x

x+1
=
1 (x+1)

x (x+1)
− x×x
(x+1)x

=
x+1−x2

x (x+1)
=
−x2+x+1

x (x+1)

1+
1

x
=
x

x
+
1

x
=
x+1

x

De esta manera:

1

x
− x

x+1

1+
1

x

=

−x2+x+1

x(x+1)
x+1

x

Ahora se aplia (iv) a este oiente para obtener

−x2+x+1

x (x+1)
x+1

x

=
−x2+x+1

x(x+1)
× x

x+1
=
−x2+x+1

(x+1)
2
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Ejemplo 2.25

Simpli�que:

x√
y
+

y√
x

Soluión: primero se enuentra el MCM de los denominadores y luego se suma:

x√
y
+

y√
x
=

x
√
x√

y
√
x
+

y
√
y√

x
√
y
=
x
√
x+y
√
y√

x
√
y

Al raionalizar el denominador, el resultado �nal es:

x
√
x+y
√
y√

x
√
y
∗
√
x
√
y√

x
√
y
=
x2√y+y2

√
x

xy

(3) Ejeriios de trabajo en lase

Simpli�que la expresión raional.

38.

x2+3x+2
x2+6x+8

39.

v4+4v2+4
4−v4

40.

z2−9
z3+27

41.

x2−2xy−3y2

x2−4xy+3y2

42.

3x2−7x−20
2x2−5x−12

43.

4y2+20y+25
2y3+3y2−5y

44.

w3−9w
w3−6w2+9w

45.

a2b+ab2

a2−b2

Determine el mínimo omún múltiplo de los denominadores de las expresiones raionales y

efetúe las operaiones indiadas:

46.

1
x2+x−2 × 4

x+2

47.

5
v2+2v+1 × v

v2−3v−4

48.

10
b3+b2−6b × 1

b3−6b2 × b
b−2
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49.

1
x2−10x+25 × x

x2−25 × 1
x2+10x+25

50.

1
c2+c × c

c2+2c+1 × 1
c2−1

51. En un iruito que onsta de tres resistenias R1, R2, R3 , se utiliza un able ondutor

para onetar las resistenias en paralelo. La resistenia equivalente del iruito es

1
1
R1

+ 1
R2

+ 1
R3

Simpli�que la expresión.

52. En una lente, p representa la distania entre el objeto y la lente y q representa la

distania entre la imagen y la lente; el valor de la longitud foal de la lente se puede

alular mediante la expresión:

1
1
p+

1
q

Simpli�que la expresión.

2.4. Fraiones pariales

La expresión raional

P (x)
Q(x) formada por los polinomios P (x) y Q(x) se denomina fraión

propia, si el grado del polinomio P (x) es menor que el grado del polinomio Q(x). En aso

ontrario, la expresión raional se denomina fraión impropia.

Las fraiones impropias pueden ser expresadas omo la suma de un polinomio y una fraión

propia, es deir:

P (x)
Q(x)= {polinomio}+N1(x)

Q(x) , por otra parte, las fraiones propias se pueden

expresar omo la suma de dos o más fraiones. Al proeso de determinar esas fraiones se

le denomina desomposiión en fraiones pariales.

2.4.1. Caso 1: fatores lineales distintos en el denominador

La expresión

P (x)
Q(x) se puede expresar omo una suma de fraiones on denominadores linea-

les si su denominador se puede desomponer en fatores lineales distintos, en este aso la

expresión raional se expresa omo la suma:

P (x)

Q(x)
=

A1

a1x+b1
+

A2

a2x+b2
+ · · ·+ Ak

akx+bk

Euaión 26: Desomposiión en fraiones pariales: fatores lineales distintos
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Ejemplo 2.26

Desomponga en fraiones pariales la expresión raional:

7x+3

x2+3x−4
Soluión: el denominador puede ser fatorizado de la siguiente forma:

x2+3x−4 = (x+4)(x−1)

Al desomponer en fraiones pariales según la euaión 26 se obtiene:

7x+3

x2+3x−4=
7x+3

(x+4)(x−1)=
A

x+4
+

B

x−1

El siguiente paso es determinar los valores de A y B, multipliando por (x+4)(x−1) para
obtener:

7x+3 =A (x−1)+B(x+4)

Luego de desarrollar los produtos indiados y agrupar términos semejantes el resultado es:

7x+ 3 = Ax−A+Bx+ 4B

7x+3 =Ax+Bx−A+ 4B

7x+3 =x (A+B) + (−A+ 4B)

Igualando los oe�ientes de x de ambos lados de la igualdad se obtiene el sistema de

euaiones:

A+B= 7

−A+4B= 3

Al resolver el sistema de euaiones surge los valores para A y para B, que son respeti-

vamente 5 y 2, por lo que la fraión original al desomponerse en fraiones pariales se

expresará:

7x+3

x2+3x−4=
5

x+4
+

2

x−1

Ejemplo 2.27

Desomponer en fraiones pariales la fraión:

x2+2x−1
2x3+3x2−2x

Soluión: al fatorizar el denominador resulta:

2x3+3x2−2x=x(2x2+3x−2) =x(2x−1)(x+2)
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Según lo expliado, la desomposiión en fraiones pariales será

x2+2x−1
x(2x−1)(x+2)

=
A

x
+

B

2x−1+
C

x+2

Al multipliar los dos lados de la euaión por el mínimo omún denominador se observa:

x2+2x−1 =A (2x−1) (x+2)+Bx (x+2)+Cx(2x−1)

Con,

A=
1

2
, B=

1

5
y C= − 1

10

Así:

x2+2x−1
2x3+3x2−2x=

1
2

x
+

1
5

2x−1+
− 1

10

x+2

2.4.2. Caso 2: fatores lineales repetidos en el denominador

Para expresiones raionales de la forma

P (x)
Q(x) si el denominador Q(x) tiene un fator lineal

repetido k vees de la forma (a1x+b1)
k
, la desomposiión en fraiones pariales ontiene

k términos y la desomposiión en fraiones pariales será:

A1

a1x+b1
+

A2

(a1x+b1)
2+ · · ·+

Ak

(a1x+b1)
k

Donde A1,A2, . . . ,Akson onstantes

Euaión 27: Desomposiión en fraiones pariales: fatores lineales repetidos

Ejemplo: desomponer en fraiones pariales.

5x2−36x+48

x(x−4)2

Soluión: la desomposiión de fraiones pariales en:

5x2−36x+48

x(x−4)2
=
A

x
+

B

(x−4)+
C

(x−4)2

Al multipliar los dos lados de la euaión por el denominador omún se advierte:

5x2−36x+48 =A(x−4)2+Bx (x−4)+Cx

Desarrollando la diferenia de dos antidades al uadrado, el produto y simpli�ando se

obtiene:

5x2−36x+48 =Ax2+Bx2 − 8Ax− 4Bx+ Cx+ 16A
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Para determinar los valores de A, B, C se igualan los oe�ientes de x2, x y los términos

independientes al lado dereho y al lado izquierdo del símbolo de igual, uyo sistema es:

A+B= 5
−8A− 4B + C = −36

16A = 48

De las euaiones anteriores es posible despejar y obtener los valores de A, B, C

A = 3
B = 2
C = −4

Luego:

5x2−36x+48

x(x−4)2
=
3

x
+

2

(x−4)−
4

(x−4)2

Ejemplo 2.28

Desomponer en fraiones pariales.

x4−2x2+4x+1

x3−x2−x+1

Soluión: se dividen los polinomios para obtener:

x4−2x2+4x+1

x3−x2−x+1
=x+1+

4x

x3−x2−x+1

Luego, fatorizando el polinomio Q (x) =x3−x2−x+1 resulta:

x3−x2−x+1 = (x−1)2(x+1)

De tal forma que la desomposiión de la expresión raional en fraiones pariales será:

4x

(x−1)2(x+1)
=

A

x−1+
B

(x−1)2
+

C

x+1

4x

(x−1)2(x+1)
=
A (x− 1) (x+ 1) +B (x+ 1) + C(x− 1)

2

(x−1)2(x+1)

4x = A (x− 1) (x+ 1) +B (x+ 1) + C(x− 1)2

4x=Ax2+Cx2+Bx−2Cx−A+B+C
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Igualando los oe�ientes de la variable y los términos independientes resulta un onjunto

de euaiones:

A+ C = 0
B − 2C = 4

−A+B + C = 0

Del ual se obtiene:

A= 1
B = 2
C = −1

De modo que:

x4−2x2+4x+1

x3−x2−x+1
=x+1+

1

x−1+
2

(x−1)2
− 1

x+1

2.4.3. Caso 3: fatores uadrátios irredutibles, distintos en el de-

nominador

Si en la expresión

P (x)
Q(x) , el denominador Q(x) tiene un fator uadrátio no repetido de la

forma ax2+bx+c, en donde, b2−4ac<0, entones la desomposiión en fraiones pariales

ontiene un término de la forma:

Ax+B

ax2+bx+c

Donde A y B son onstantes.

Ejemplo 2.29

Desomponer en fraiones pariales:

4x2−8x+1

x3−x+6

Se tiene que:

4x2−8x+1

x3−x+6
=

4x2−8x+1

(x+2)(x2−2x+3)

4x2−8x+1

x3−x+6
=

A

x+2
+

Bx+C

x2−2x+3

Multipliando por el omún denominador:

4x2−8x+1 =A
(

x2−2x+3
)

+Bx+C(x+2)

Luego de multipliar y reduir términos semejantes se obtiene el sistema:

A+B= 4
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−2A+2B+C= −8
3A+2C= 1

De donde:

A= 3, B= 1, C= −4
Por tanto:

4x2−8x+1

x3−x+6
=

3

x+2
+

x−4
x2−2x+3

Ejemplo 2.30

Desomponer en fraiones pariales:

2x2−x+4

x3+4x

Soluión: la expresión raional se desompone así:

2x2−x+4

x3+4x
=
2x2−x+4

x(x2+4)
=
A

x
+
Bx+C

x2+4

De donde se resulta:

A+B= 2, C= −1, 4A= 4 A= 1, B= 1 y C= −1

Por lo ual:

2x2−x+4

x3+4x
=
1

x
+

x−1
x2+4

2.4.4. Caso 4: fatores uadrátios irredutibles repetidos en el de-

nominador

Si en la expresión

P (x)
Q(x) , el denominador Q(x) tiene un fator uadrátio repetido k vees de

la forma (ax2+bx+c)k, donde b2−4ac<0 , la desomposiión de la expresión raionales en

fraiones pariales ontiene k términos en la forma:

A1x+B1

ax2+bx+c
+

A2x+B2

(ax2+bx+c)
2+ · · ·+

Akx+Bk

(ax2+bx+c)k

Donde A1, A2,.....Ak y B1, B2 , ....Bk son onstantes.

Euaión 28: Desomposiión en fraiones pariales: fatores uadrátios irredutibles
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Ejemplo 2.31

Desomponer en fraiones pariales:

1−x+2x2−x3

x(x2+1)2

Soluión: la desomposiión en fraiones pariales es:

1−x+2x2−x3

x(x2+1)
2 =

A

x
+
Bx+C

x2+1
+

Dx+E

(x2+1)
2

Lo anterior debido a que se tiene un fator lineal en el denominador y un fator uadrátio.

Note que los numeradores dependen del tipo de fator en el denominador.

Como x(x2 + 1)2 orresponde al omún denominador de las fraiones, se realiza la suma

indiada de las fraiones, y luego igualando oe�ientes, se obtiene el sistema de euaiones:

A+B = 0, C = −1, 2A+B +D = 2, C + E = −1, A = 1

Cuya soluión es:

A = 1, B = −1, C = −1, D = 1 y E = 0

Entones:

1− x+ 2x2 − x3

x(x2 + 1)2
=

1

x
− x+ 1

x2 + 1
+

x

(x2 + 1)2

Ejeriios del apítulo: trabajo independiente

Ejeriios de la seión 2.1

1-6 Realie las operaiones y simpli�que:

1. (2x+ 3) (x− 4) + 4x (x− 2)

2. (h+ 3) (p+ 5) (p− 5)

3.

(a+b)3−(a−b)3

2ab

4.

(

2x− 4b3
) (

4a2 + 8ab3 + 16b6
)

5. x4 (x+ 4) (3x− 2)

6.

(

x+y
2

)2 −
(

x−y
2

)2
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Ejeriios de la seión 2.2

7-12 Fatorie ompletamente sobre los enteros:

7. x2 + 4x− 32

8. r2 + 7r + 12

9. a2t2 − 3at− 18

10. 2x2 + x− 10

11. 18x2 + 9x− 2

12. 2(3a− b)2 + 3 (3a− b)− 5

13-17 Fatorie ompletamente los polinomios omo suma o diferenia de ubos:

13. 8(abc)
3 − 1

14. 64− h3

15. (a+ b)
3 − (c+ d)

3

16. y10 − 8k4y3

17. 54x6 − 128y3

18-25 Aplique los asos de fatorizaión para fatorizar las siguientes expresiones:

19. a2c2 − a2d2 − b2c2 + b2d2

20. ax2 − 4ax+ 4a

21. 3x2 + 8x+ 5

22. 4x2 − 4x+ 1

23. x2 − 16

24. r2x2 − r2

25. 8x2 + 27y3

26. 4x2 + 23x− 6
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Ejeriios de la seión 2.3

26-33 Realie las siguientes operaiones y simpli�que al máximo:

26.

2x
2x+5 + 5

2x+5

27.

x
x+1 .

1
x − 1

28.

2
2−t +

5
t−2

29.

h
h+1 + 1

h2−1

30.

9x3

2(x−2)4
. 4(x−2)2

18x5

31.

2
x ÷

(

2
x − 1

)

+ 2

32.

9x3y2

(z−4)3
÷ 12x2y3

(z−4)

33. (a− b)÷
(

1
a − 1

b

)

34-38 Simpli�que la siguiente expresión fraionaria:

34.

1
1+a+h− 1

1+x

h

35.

1
√

a+h
− 1

√

a

h

36.

1
(x+h)2

− 1
x2

h

37.

(x+h)3−5(x+h)−(x3−5x)
h

38.

√

1 +
(

h√
1−h2

)2

39. Enuentre un polinomio P (x) de grado 3 y on 1 omo oe�iente prinipal, que umpla
on que P (x) es divisible por (x− 2) , P (0) = 6 y P (1) = −2

40. Si P (x) = 2x3 − kx2 − 8x + 4k, on k omo número real. Veri�que que

k
2 es un ero

de P (x), fatorie P (x).

41-46 Raionalie el denominador y simpli�que al máximo:

41.

1−x
x−

√
2x−1

42.

−2x+4√
3x+2

√
x2−1
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43.

4x3−12x√
x−

√
x2+x−3

44.

ax2−a2x√
ax−a

45.

1√
x+5

46.

a
√
2−2

√
a√

a−
√
2

Ejeriios de la seión 2.4

46-52 Esriba la expresión raional omo una suma de fraiones pariales:

47.

1
(x−1)(x+4)

48.

2x+3
(x−1)2

49.

(x−1)2

(x2+1)2

50.

8x3+5x2+x−1

x2(x+1)

51.

3x3+6x2+3x+8
(x2+1)(3x2+4)

52.

(x2−1)2

x5−x

Apliaión on tenología

Desarrolle los siguientes ejeriios usando el programa www.symbolab.om. en el que

podrá evideniar los proesos desarrollados analítiamente.

53-56 Resuelva la adiión o sustraión simpli�ando las siguientes expresiones alge-

braias y alule el valor dado para ada una de ellas:

53. 5 + x
x−8 para x = 1

54.

1
h+3 + 6

h−2 para h = 3

55.

9
3t−2 − 1

(3t−2)2
para t = −5

56.

3
b2 + 4

bc − 5
c2 para b = −2, c = −3
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57-59 Resuelva la multipliaión o división on su orrespondiente simpli�aión de las

siguientes expresiones:

58.

2x2
−3x−2

x2
−1

2x2+5x+2

x2+10x+2

59.

g3

g+1
g

g2+2g+1

60.

[

t2+2ts +s2

t2−s2

]

•
[

2t2−ts +s2

t2−ts−2s2

]

61-64 Calule el valor de las siguientes expresiones

61.

1+(g+h)−1

1−(g+h)−1

[

1− (g2+h2)
2gh

]

, g = 1
h+2

62.

t+1
1+

√
1+t

+ t−1
1−

√
1+t

, t =
√
2
2

63.

[

(a2+b2)
−1/3

+(a2−b2)
−1/3

(a2+b2)−1/3−(a2−b2)−1/3

]−3

, a = b
√

s3+t3

3

64.

a2−5x
√
7− 3

√
6+5

x+
√
7

, x =
√
11− 3

√
5

Proyetos apliados a las ienias básias

Cuando se trabaja on las expresiones algebraias omo los produtos notables estos se re-

presentan omo áreas de uadrados y retángulos.

Desarrolle las siguientes ideas que representan proyetos basados en los ontenidos vistos en

el apítulo.

Visualizando una fórmula: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/dp1.html

Puesta a ero en un ero: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/dp6.html

Cuadrados y primos: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/fops1.html

Represente grá�amente la idea de proyeto visualizando una fórmula
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Soluión de los ejeriios de trabajo en lase

3.

√
5x2 + 10x− 3

√
2 para x = −1

Se obtiene -102.006

5. x4 − x3 + x2 − x+ 1 para x = −2 Se obtiene 31

7. No es polinomio

9. Polinomio de grado 101 y oe�iente 26.

13. Eliminaión de paréntesis, agrupaión de términos semejantes y por último suma de

elementos similares.

(

3x5 − 5x2 + 4x− 7
)

+ (x3 − 3x2 + 2x+ 1)

= 3x5 + x3 − 8x2 + 6x− 6

15. 6y3 + y2 − 2y − 7

17. Fatorizar el término omún

2x(6x2 + x+ 3)

19. (y + 3)(2y − z)

21. Fatorizar el máximo omún denominador de ada grupo:

3t (5a+ b) + s(5a+ b)

Fatorizar el polinomio fatorizando (5a+ b)

(5a+ b)(3t+ s)

23. Apliar la regla del binomio uadrado x2 − y2 = (x+ y)(x− y)

4x2 − 1 = (2x+ 1)(2x− 1)

25. Apliar la regla del binomio uadrado x2 − y2 = (x+ y)(x− y)

x8 − y8 =
(

x4 + y4
) (

x4 − y4
)

Fatorizar

(

x4 − y4
)

= (x+ y) (x− y)
(

x2 + y2
)

= (x+ y) (x− y)
(

x4 + y4
) (

x2 + y2
)
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27. (y + 2)(y + 5)

29. Sea u = y2

u2 + 10u+ 21

Fatorizar u2 + 10u+ 21
(u+ 3) (u+ 7)

Sustituir en la euaión u = y2

(

y2 + 3
) (

y2 + 7
)

31.

(

a2 + 3
) (√

6a+
√
5
) (√

6a+
√
5
)

33. Falso

35. Falso porque (r − 1) (r − 1) = r2 − 2r + 1

39. − v2+2
v2−2

41.

x+y
x−y

43.

2y+5
y(y−1)

45. Apliar regla del binomio al uadrado a2 − b2 = (a+ b) (a− b)

ab (a+ b)

(a+ b) (a− b)
=

ab (a+ b)

(a+ b) (a− b)
=

ab

(a− b)

47. El mínimo omún múltiplo MCM (v + 1)2 (v − 4)

49. El mínimo omún múltiplo MCM (x− 5)
2
(x+ 5)

2

51. Simpli�ando la expresión

R1R2R3

R1R2+R1R3+R2R3

Soluión de los ejeriios de trabajo independiente

1. (2x+ 3) (x− 4) + 4x (x− 2) = (2x+ 3)(x− 4)

3. Usar la regla de la potenia aman = am+n

(a+ b)
3 − (a− b)

3

2ab
= 3a3b2 + ab4

5. x4 (x+ 4) (3x− 2) = 3x6 + 10x5 − 8x4
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7. Considerar la forma x2 + bx + c, enontrar dos números uyo produto sea c y uya

suma sea b.

En este aso -32 y la suma sea 4. Utilizando estos números es posible fatorizar (x −
4)(x− 8).

9. a2t2 − 3at− 18 = (at− 6)(at+ 3)

11. 18x2 + 9x− 2 = (6x− 1) (3x+ 2)

13. 8(abc)
3 − 1 = (2abc− 1)

(

4a2b2c2 + 2abc+ 1
)

15. (a+ b)
3 − (c+ d)

3
= ((a+ b)− (c+ d))

(

(a+ b)
2
+ (a+ b) (c+ d) + (c+ d)

2
)

17. 54x6 − 128y3 = 2
(

3x2 − 4y
) (

9x4 + 12x2y + 16y2
)

19. ax2 − 4ax+ 4a = a(x+ 2)
2

21. 4x2 − 4x+ 1 = (2x− 1)
2

23. r2x2 − r2 = r (x+ 1) (x− 1)

25. 4x2 + 23x− 6 = (x+ 6) (4x− 1)

27.

x
x+1 .

1
x − 1 = − x

x+1

29.

h
h+1 + 1

h2−1 = h
h+1 + 1

h

31.

2
x ÷

(

2
x − 1

)

+ 2 = 2
2−x + 2

33. (a− b)÷
(

1
a − 1

b

)

= −ab

35.

1
√

a+h
− 1

√

a

h =
(a−

√
a+h)(a+h)

a2h+ah2

37.

(x+h)3−5(x+h)−(x3−5x)
h = 3x2 + 3xh+ h2 − 5

41.

1−x
x−

√
2x−1

= −x+
√
2x−1

x−1

43.

4x3−12x√
x−

√
x2+x−3

= −4x
(√

x−
√
x2 + x− 3

)

47.

1
(x+1)(x−4) =

1
5(x+1) +

4
5(x−1)

49.

(x−1)2

(x2+1)2
= − 2x

(x2+1)2
+ 1

x2+1

51.

3x
3x2+4 + 2

x2+1


