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Introduccion

El objetivo fundamental de este trabajo es presentar la integral de Henstock-
Kurzweil en el caso de funciones de una variable real, dando su construccion,
propiedades basicas, y las versiones correspondientes de los teoremas de con-
vergencia y teoremas fundamentales del calculo.

A lo largo de la historia se han dado diferentes introducciones al concepto
de integral de una funcién f : [a,b] — R, normalmente ligadas al concepto
de area. Por ello, antes de tratar la integral de Henstock-Kurzweil se hace
una breve introduccion de las integrales anteriores, las de Cauchy, Riemann y
Lebesgue con el fin de motivar el desarrollo de la nueva integral y de mostrar
las principales diferencias y mejoras de unas respecto a otras.

A.L. Cauchy en 1823 propone una integra que funciona adecuadamente para
las funciones continuas, o eventualmente con un nimero finito de disconti-
nuidades de salto.

B. Riemann propone una definicién de integral que resulta 1til para estudiar
funciones acotadas, incluso con una cantidad numerable de discontinuida-
des. Sin embargo esta construccion sigue siendo ineficaz para tratar algunas
funciones problemaéticas, como por ejemplo, la funcién de Dirichlet,

1 size@Q
f(x)_{() siz ¢ Q

Uno de los resultados méas destacados en la integral de Riemann es el TFC,
el cual, en una de sus versiones, afirma que si f : [a,b] — R es una funcién
derivable cuya derivada es continua entonces f’(z) es integrable Riemann y

r / f'(z) = () - f(a) (1)

Hay, no obstante, ejemplos de funciones derivables f(z) tales que f'(x) no es
ni siquiera acotada y por tanto no es integrable Riemann.

En 1902, H. Lebesgue desarrolla una nueva nocién de integral con una cons-
truccién diferente ya que es vez de hacer particiones en el dominio de la
funcién lo hace en su rango, lo que hace necesaria la nociéon de medida que



¢l mismo construye. Esto supone una gran mejora ya que muchas funciones
que no eran integrables en sentido Riemann si lo seran en sentido Lebesgue,
como por ejemplo, la funciéon de Dirichlet definida antes. Sin embargo siguen
existiendo funciones derivables f(z) con derivada no integrable Lebesgue y
en las que por tanto no se puede aplicar la expresion 1.

La nueva integral, cuyo nombre hace referencia a los mateméticos Ralph
Henstock (Reino Unido, 1923) y Jaroslav Kurzweil (Chequia, 1926) que, tra-
bajando de forma independiente, desarrollaron la integral de Riemann gene-
ralizada en 1961 y 1957 respectivamente permite salvar alguno de los proble-
mas de las integrales anteriores. La construcciéon se basa en tomar sumas de
Riemann sustituyendo el diametro ¢ de una particiéon del intervalo de partida
por un didmetro variable §(¢) > 0, llamado «gauge». Esta construccién tiene
en cuenta el posible caracter variable de una funcion. La principal ventaja
de esta integral y su principal razén de desarrollo es la aplicacién general
del Teorema Fundamental del Célculo, lo que quiere decir que la integral
de Henstock-Kurzweil integra todas las funciones derivables, por lo que la
férmula 1, es siempre valida.

Otra diferencia con respecto a la integral de Lebesgue se observa al tratar la
integrabilidad absoluta. Si f(z) es integrable Lebesgue, | f(x)| también lo es.
Por tanto, funciones como

g(m):{# sixz >0

1 siz=0
no son integrables Lebesgue en [0, 00), ya que |g(z)| no lo es. La integral de
Henstock-Kurzweil recupera el caracter integrable de estas funciones.
En este TFG se pretende desarrollar la nociéon de integral de Henstock-
Kurzweil en el caso de funciones reales de una variable real, a la cual se
dedica el capitulo 4. De manera previa, se revisan otras nociones de integra-
les, Cauchy, Riemann y Lebesgue, las cuales ya han sido desarrolladas con
detalle en las asignaturas de Calculo infinitesimal y de Analisis Matematico.
Las pruebas del capitulo 4 estan detalladas pero no todas las de capitulos an-
teriores, las cuales sélo estan esbozadas u omitidas, por estimar que se trata
de material desarrollado y utilizado a lo largo del Grado en Matematicas.



Capitulo 1

Integral de Cauchy

1.1.

Construccion

Cauchy fue el primero en dar un proceso constructivo para el calculo de
integrales, investigando las caracteristicas que debia poseer una funcion para
ser integrable.

La construccion que dio Cauchy es la siguiente:

Dada una funcién acotada f en el intervalo [a, b], se divide [a, b] en un nimero
finito de subintervalos contiguos [zj_1,xx] con a = xg < 21 < ... <z, < b.
Se usara la siguiente terminologia:

La coleccién de intervalos contiguos {[xo, z1], [x1, %2], . . ., [T 1, 24]} se
define como particién de [a, b] y se denota por P.

Los puntos xg, z1, ..., x, se definen como los puntos de divisién de
P. También se puede identificar P como P = {xg, z1,..., 2}

La coleccién de puntos {xk}z;é dénde xy € [xg, x)41] se definen como
las etiquetas de P.

Se denota por Az a la longitud de cada subintervalo [xp_q,zg],1 <
k <ny por ||P|| al didmetro de la particién, definido como:

[|P|| = max Az
1<k<n

Se define la suma de Cauchy de la siguiente manera:

7 flara) (@ — mma) = Y fAx

P
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El limite de las sumas, existente por ser f acotada, cuando la longitud de los
intervalos tiende a cero, es la denominada integral de Cauchy de f en [a, b]

que denotaremos como ¢ fj f(z)dx.

Definicién 1.1. Dada una funcion acotada f en el intervalo [a,b] se di-
ce que es integrable Cauchy en [a,b] o integrable en el sentido de
Cauchy en [a,b] en [a,b] si existe un nimero A tal que para cada € > 0
existe una constante positiva 0 tal que para cualquier particion P de [a,b]
cuyos subintervalos sean de longitud menor que 6 se cumple:

> fAz—A

P

< €.

Se escribe © fabf(x)dx = A.

1.2. Teorema de Cauchy

Una vez dado un proceso constructivo de la integral, se buscan ahora
condiciones suficientes sobre las funciones para garantizar la existencia de su
integral en el sentido de Cauchy.

Definicién 1.2. Dadas dos particiones P y Q de un intervalo [a,b] se dice
que Q es un refinamiento de P si los puntos de division de P estan in-
cluidos en los puntos de division de Q, es decir cada subintervalo de Q estd
contenido en uno de P.

Teorema 1.3. Si f es continua en el intervalo [a, b], entonces [ es integrable
en sentido de Cauchy en [a,b] y ademds el valor de la integral en unico.

Demostracion. Veremos que considerando diferentes particiones cuyos didme-
tros tienden a cero, sus sumas de Cauchy forman una sucesién de Cauchy,
estas por converger siempre nos daran el valor buscado de la integral de
Cauchy. Considerando que:

1. Las funciones continuas definidas en intervalos cerrados y acotados son
uniformemente continuas.

2. Se recurre a las sucesiones de Cauchy cuando no es posible calcular el
limite, en este caso el nimero A de la definicién de integral de Cauchy.

Utilizando estas ideas se demostrard que las sumas de Cauchy ), fAz,
convergen a un limite A y que este limite en tnico ya que no depende de una



eleccién concreta de la particion siempre que se cumpla que la longitud de
los subintervalos tienda a cero.

Comparamos las sumas de Cauchy de dos particiones cualesquiera.
Tomamos una particion P y un refinamiento P obtenido al anadir un ntimero
finito de puntos a la particién P.

Sean a = xg < r1 < ... < x, = b los puntos de divisién de P con:

Lo = Y10, Y11, Y12, - - -, Y15y = 11
T1 = Y20,Y21, Y22, - - -, Y1iy, = T2
Tn—1 = Yn0s Ynl, Yn2s - - - » Yni,, = T, los puntos de divisién de 7/5
Entonces,
n n g
Z fAz — Z fAy| = Z flp-1)(xr — xp-1) — Z Z S (Wrj—1)(Yrj — Yrj—1)
P 5 k=1 k=1 j=1

ZZ 1) = FWri)](Uhs — vy 1) -

Aplicando que la funcién f es uniformemente continua en el intervalo [a, b],
es decir, dado un € > 0 existe § tal que |f(x) — f(y)| < € con z e y pun-
tos cualesquiera del intervalo [a, b] cumpliendo |x — y| < 0. Basta tomar los
subintervalos de P con longitud menor que § para concluir que

ZfAJE—ZfAy < €(b—a).

P 5

Volviendo al problema original, dadas P; y Py dos particiones cualesquiera
del intervalo [a, b] cuyos subintervalos tengan longitud menor que 0 se cons-
truye P; U Py, un refinamiento de cada una de las particiones iniciales, cuyos
subintervalos vuelven a tener longitud menor que §. Por tanto las sumas
asociadas, ) » fAz y > 5 fAx estdn a una distancia menor que €(b — a)
de Zplupz fAz, veamos a que distancia estan una de otra utilizando la de-
sigualdad triangular:

me_ ZfA:c+Zfo—ZfA:c<
P1UPy P1UP2
Zan:—Zfo Zan:—ZfAm<26b—a)
P1UP2 P1UP2
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Utilizando esta idea de forma recurrente podemos construir una sucesion de
particiones P, tales que lim, ... ||P|| = 0. Las diferentes sumas de Cauchy,
>_p. [Aux paralos diferentes valores de n estdn a una distancia 2¢(b—a) unas
de otras asi que para un n suficientemente grande se tiene que an fALr —
A.

Por tanto hemos visto que la construccion dada por Cauchy esta bien defi-
nida para funciones continuas y que el valor de la integral no depende de la
particion escogida por lo que es Unico. n

Obsérvese que si f es continua en [a, b], entonces | f| es continua en [a, b], y
por tanto integrable. Se cumple en general que si f es integrable en el sentido
de Cauchy, | f| también lo es. El reciproco no es cierto como se muestra en el
siguiente ejemplo:

Ejemplo:

) = { 1  x racional

—1 2z irracional

Se tiene que | f| es integrable de Cauchy y que ¢ fol |f|dz =1y sin embargo
f no es integrable de Cauchy ya que no es continua.

1.3. Teoremas fundamentales del calculo

Dada la derivada o la integral de una funcién nos planteamos como recu-
perar la funcién de partida.

Teorema 1.4. (TFC-1) Si F es diferenciable en el intervalo [a,b], y F' es
continua en |a, b], entonces,

1. F'" es Cauchy integrable en [a,b].
2. ¢ [TF'(t)dt = F(z) — F(a) para cada x del intervalo [a, b].

Demostracion. El primer apartado se deduce directamente del Teorema 1.2.
Para la segunda parte utilizamos la continuidad uniforme de F y el teorema
del valor medio.

Sea P una particién del intervalo [a,b] y sean a = xg < 21 < ... <z, = b
sus puntos de divisién. Por el teorema del valor medio, J¢x € [a, b] tal que
F(xy) — Fxg—1) = F'(cp)(xx — x1_1). Sea € > 0, por la integrabilidad de
F’ se tiene que existe un nimero positivo d; tal que si P’ es una particion



cualquiera del intervalo [a, x| cuyos subintervalos son de longitud menor que

01, se tiene que:
> FAx —C/ F'(t)dt
P! a

Dado que la derivada F’ es continua por hipétesis y por la continuidad uni-
forme se tiene que 305 > 0 tal que |F'(c) — F'(d)| < € para ¢ y d puntos del
intervalo [a, b] tales que |c¢ — d| < 3. Sea § = min {01, 2}, se tiene que:

< €.

n

D [F(xk) = Flag-1)] = Y F(wr1)(@r — 1)

k=1

‘F(:v) — F(a) =¢ /: F’(t)dt‘ =

n

+ > (@) (@e—w-1)—C / ’ F'(t)dt

k=1 @

> FAx-© / F'(t)dt
P a

< Z |F' () — F'(x-1)| (2 — Tp—1)

+ <elb—a)+e

]

Teorema 1.5. (TFC-2) Si f es una funcion continua en el intervalo |a,b),
se define la funcion F en [a,b] como F(z) =% [7 f(t)dt, entonces:

1. F es diferenciable en |a, b].
2. F' = f en|a,b].
3. F es absolutamente continua en |a, b].

Demostracion. I esta bien definida ya que es la integral en el sentido de
Cauchy de una funcién continua. Veamos que F' es diferenciable en [a,b] y
que su valor coincide con f:

F(z+h)— F(x)
)= iy

Aplicando que f es continua, es decir para § > 0 tal que |x —t| < d t € [a, b],
entonces |f(z) — f(t)] < € llegamos a:

‘F(xjth})l—F(x) _f(x)‘ _ ’% C/:Jrh[f(t)_f(x)]dt .

Llegando al resultado buscado.
Para demostrar la continuidad absoluta observamos que F” es continua y por
tanto acotada en [a, b]:

|F(bk) — Fax)| = |F'(c) (b — ax)| < B by — ax] .

,h € R tal que z + h € [a, b




1.4. Teorema de convergencia

Otra forma de calcular integrales es usando los teoremas de convergencia,
veamos como se aplican estos teoremas en la integral de Cauchy.

Teorema 1.6. Si {fi} es una sucesion de funciones continuas que conver-
gen uniformemente hacia f en el intervalo [a,b], entonces Cf;f(l’)dl’ =

limy oo © f: fr(z)dz

Demostracion. f es continua por ser el limite uniforme de funciones conti-
nuas.
Se tiene que:

[ oyt [ soe] < ['1ao) - oo

Por la convergencia uniforme se tiene que el término de la derecha es menor
que € para todo k£ > K con K un numero natural, por lo que se concluye el
resultado. O
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Capitulo 2

Integral de Riemann

2.1. Construccion

La integral de Riemann surge al intentar dar respuesta a las cuestiones
de Dirichlet sobre la discontinuidad de una funcién y su conservacién de la
integrabilidad.

La construccion que dio Riemann es la siguiente:

Dada una funcién acotada f en el intervalo [a, b, se divide [a, b] en un niimero
finito de subintervalos contiguos [z;_1,zx] cona =2 <x; < ... <z, <by
se toma un punto 5 en [zx_1, xx] . Se usard la siguiente terminologia al igual
que para la integral de Cauchy:

» La coleccién de puntos e intervalos (1, [zg, 1)), (t2, [x1, 22]), - . ., (tn, [Tn_1, Tn])
se define como particién etiquetada de [a,b] y se denota por P.

= Los puntos g, x1,...,x, se definen como los puntos de divisién de
P. También se puede identificar P como P = {xg, z1,..., 2}
s Los puntos ty,t,,...,t, se definen como las etiquetas de P.

Se define la suma de Riemann de la siguiente manera:
D fte) @k —xea) =Y fAz = Sk(f,P)
k=1 P

El limite de las sumas, existente por ser f acotada, cuando la longitud de los

intervalos tiende a cero, es la denominada integral de Riemann de f en [a, b]
R b

que denotaremos como * [ f(z)dz.

Observamos que a diferencia de la suma de Cauchy dénde se evaluaba la fun-

cion el en extremo izquierdo de cada subintervalo, en la suma de Riemann se
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toma un punto cualquiera en cada subintervalo.

Definicién 2.1. Dada una funcion acotada f en el intervalo [a,b] se dice
que es integrable Riemann en [a,b] o integrable en el sentido de
Riemann en [a,b] si existe un nimero A tal que para cada € > 0 eziste una
constante positiva § tal que para cualquier particion P de [a,b] cuyo didmetro
sea de longitud menor que & se cumple:

< €.

> fAz-A
P

Se escribe Rff f(z)dz = A.

Teorema 2.2. Si f es Riemann integrable en [a,b] el valor de la integral es
unico.

Demostracion. Dada f Riemann integrable en [a, b] suponemos que hay dos
valores A y B que satisfacen la definicion 2.1. Fijamos € > 0 y elegimos 4 y
dp correspondientes a los valores A y B respectivamente. Sea d = min (d4,0p)
y supongamos que P es una particion con didmetro menor que 4, tomamos
un conjunto de etiquetas {t;}"_, para P, entonces aplicando la desigualdad
triangular se tiene que:

€ €
A—-B| < -+ =-=
! | < + <2+2 €

A= fAL+ | fAt—B
P p

Dado que € es arbitrario se concluye que A = B. O

2.2. Integrabilidad

Teorema 2.3. Si f es continua en [a,b] entonces f es Riemann integrable
en |a,b].

Demostracion. Al ser |a,b] un intervalo compacto, se tiene que f es acotada
y uniformemente continua en [a, b], es decir, existe un nimero real B tal que
|f(z)| < B para todo = € [a,b]. Sea Az = (b —a)/n y sea P, la particién
definida por los puntos {a + k’Aa:}Z;i Usaremos la notacién P y Pr para
denotar las particiones etiquetadas tomando como etiquetas los extremos
izquierdos y derechos de los subintervalos respectivamente. Se tiene que:

~B(b—a) <) fAz < B(b-a)

12



la serie {an L Aa:} debe tener un punto de acumulacién A.

Veamos que f; f(x)dx = A.

Sea € > 0, usando la continuidad uniforme se toma § > 0 tal que | f(t) — f(s)] <
e cuando s,t € [a,b] y |s —t| < 0.

Se toma n tal que ‘an,L —A‘ <ey||Pul] = =2 < 8. Sea P = {ty, [wp—1, x| oy
una particién etiquetada de |[a, b] con ||P|| < 4.

Finalmente se define Q =P, UP = {[y;_1, yj]};n:y

Nos fijamos en un unico subintervalo de P, [x;_1,z;]. Por ser Q un refina-
miento de P se tiene que los subintervalos de Q estan contenidos en los de
P, es decir, x;—1 = yj_1 < ... <y, = x; para ciertos valores de j y k por lo
que se tiene que |f(t;) — f(yp)| < e para j <p < k.

Consideramos las sumas de Riemann en estos intervalos:

|f(ti) (i — i) = [f(yi) (W5 — vim1) + o+ () (Ye — Y1)
= |[f ) (v — yj—1) + -+ f() Yk — yr—1)]
i)y —yim) + oo+ fur) (e — Y1)
(y;)

Fil(yy —vim1) + -+ [f(t) = fFlue) (v — Ye-1)
<e(y; —yj1) + .+ el — yr-1)

)
- (
< |f(t:) —

= G(Z/k — yj71> = E(il'i - 33#1)

Podemos aplicar el mismo razonamiento a todos los subintervalos de P y de
Q por lo que se llega a:

1> Az =) fAx]
P Qr

<€(xry — o) +e(xe —x1) + ... Fe(xy — 1) = €(b—a)

Como Q también es un refinamiento de P,, razonando de la misma forma se
tiene también que:

\Zan:—ZfA:c\ <e(b—a)
PL Qr

Finalmente usando la desigualdad triangulas y las diferentes desigualdades
anteriores se llega a:

N A A <Y far - Al
P P Or

13



+|Zan:—Zfo|+|ZfA:E—A
Or Pn,L

Pn,L
< 2¢(b—a)+e
Dado que € es arbitrario se concluye que f es integrable y que fab f=A 04O

Teorema 2.4. Si f es acotada y tiene un nimero finito de discontinuidades
en [a,b] entonces f es integrable Riemann en |a,b].

Demostracion. Supongamos que f es continua en todo [a, b] salvo en z = a.
Como f es acotada, existe un valor B tal que |f| < B para todo = € [a,b].

Por el teorema precedente la integral s,, =% fab+ 1 f esta bien definida cuando

n > ﬁ ya que f es continua en ese intervalo. Entonces cuando m > n:

at+t a+t a+t
R/ fSR/ If\SR/ B:B(—+—><—
a-i-% a+% a-‘r% n m n

por tanto {s,} = {R f;Jrl f} es una sucesién de Cauchy. Sea A = lim,,_,o 5p,.

Sea € > 0y elegimos ng tal que |s,, — A| < 6/6,7%0 < €/3B,y nyg >

|Sm — 8n| =

b—a’
Definimos ag = a + % Como f es integrable en [ag, b] se puede encontrar
un § tal que |Y_p, fAz — s,,| < €/6 para cualquier particién etiquetada P de
lag, b] de didmetro menor que d.

Sea ¢’ = min {6, é} y supongamos que P es una particion etiquetada de
[a,b] de didmetro menor que ¢'. Si ap no es un punto de divisién de P, se
toma una nueva particion etiquetada P* anadiendo ay como punto de division
y usando los extremos izquierdos de los subintervalos como las etiquetas de la
nueva particion. Observemos que P y P* coinciden salvo en los subintervalos
que contienen a ag. Dado que los valores de f en cualquier par de etiquetas
de un intervalo dado puede diferir como maximo 2B se tiene que:

ZfA:U — Zan:
P P

Si ap es un punto de divisién de P entonces se toma P* = P y por tanto la
diferencia de las sumas de Riemann es cero.

Se divide P* en dos particiones etiquetadas P; y P; de [a,a+ nLO} y [a+ nio, b]
respectivamente. Entonces:

< 2B6 < ¢/3.

%;an: S;BAx:Bnio <€/3

14



y como el didmetro de P; es menor que §

S fAr— Al <D FAT = 5| + |50 — Al < /3
P; P;

Por tanto;
> fAr—A
P
<D fAr =" fAn|+ ) fAr—A
<

ZfA:U — Zan:
P P

Por lo que se concluye que f es integrable en [a,b]. Para un nimero finito
de discontinuidades se razona de la misma forma dividiendo la integral en el
intervalo inicial en diferentes subintervalos. ]

+ D fAx| 4| fAr— Al <e
Py Ps

2.3. Teoremas fundamentales del calculo

Como en el caso de Cauchy nos preguntamos si es posible recuperar una
funcién partiendo de su integral de Riemann y viceversa.

Teorema 2.5. (TFC-1) Si F es diferenciable en el intervalo [a,b], y F' es
continua en |a,b], entonces,

1. I es Riemann integrable en |a,b).
2. B [T F'(t)dt = F(z) — F(a) para cada x del intervalo [a, b].

Demostracion. El primer apartado se deduce directamente del teorema 2.3.
Para la segunda parte tomamos una particién cualquiera del intervalo [a, x],
P = {[xi—1,2:]};—,. Aplicando el teorema del valor medio a F' en cada subin-
tervalo [z;_1, 2;], se pueden seleccionar etiquetas {t;};_, tales que F”(¢;)(x; —
xi—l) = F(IZ) — F(Ii_l).

Entonces la suma asociada a F’ y a la particion P tiene forma telescépica y
se llega a:

n

D F () (k= apm1) = ) (Flay) = Flaxo)) = Fla) = Fla).

k=1
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Es decir, para cualquier € > 0 se tiene que:

=0<e

ZF’AJ; — F(z)+ F(a)
P
Y por la definicién 2.1 de integral de Riemann se concluye que:

R/x F'(t)dt = F(x) — F(a)

O

Sin embargo este resultado no es todo lo fuerte que se desearia ya que
falla al recuperar alguna funcién a partir de su derivada como se muestra en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo: Se define f: [0,1] — R como

fx) =

z?cos(%) si0<a<1
0 siz=0

Entonces, f es diferenciable en [0, 1] con derivada

2z cos(%) 4+ Zsin(%) si0<z<1

f(x):{ 0" siz=0

Como f’ no es acotada en [0, 1], f' no es integrable en [0, 1].

Teorema 2.6. (TFC-2) Dada f integrable Riemann en el intervalo [a,b], se
define F en [a,b] como F(x) =% f; f, entonces:

1. F es continua en |a,b].

2. Si f es continua en xo € (a,b), entonces F' es diferenciable en zq y

F'(xo) = f(0).

Demostracion. Por ser integrable Riemann f es acotada, sea B su cota, dados
x,y € [a,b] tales que z < y se tiene que:

R/:f‘ SR/:BZB(w—y)

Por lo que dado ¢ > 0 basta tomar § = (x — y) = B/e para cumplir la
definicion de continuidad y por tanto se concluye la continuidad de F'.
Sea f continua en xg. Dado cualquier € > 0 se puede encontrar § > 0 tal que

|F(y) = Fa)| =
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f(zo) — e < f(x) < f(xg) + € para cualquier x € [xg — 0§, 9 + 0] N [a, b]. Por
la monotonia de la integral se tiene que:

“[en-a<t [r<n [ e +o

por lo que se tiene que:

(f(o) = €)(x = wo) < F(x) = F(xo) < (f(w0) + €)(2 — o)

Operando en ambas desigualdades se llega a:

F(z) - F
_egu_f(xo)ge
T — X
Por lo que se concluye que F'(xg) = f(x). O

2.4. Teorema de convergencia

Nos preguntamos ahora como interactia la integral de Riemann con los
limites.

Teorema 2.7. Sea una sucesion {f,} de funciones Riemann integrables en
la,b] y que convergen uniformemente en |a,b] hacia f. Entonces f es Rie-
mann integrable en [a,b] y se tiene que:

b b b
R/ limfn:R/f:HmR/f
an—>oo a n—o0 a

Demostracion. Por ser f,, Riemann integrable en [a, b], f,, es acotada en [a, b].
Por la convergencia uniforme de {f,} existe un valor B tal que |f,(z)| < B
para todo x € [a,b] y para todo n € N. Llevdndolo a la integral se tiene que:

—B(b—a) gR/bfngB(b—a)

Por tanto, {R fab fn} es una sucesion acotada que debe tener un punto de
acumulacion A.

Veremos que f es integrable y # f: f=A.

Sea € > 0, tomamos n tal que ‘Rfab fn — A’ <€/3y |fulz) — f(z)| <€/3(b—
a) para todo x € [a,b], este n existe por la convergencia uniforme de f,.
Entonces para cualquier particién etiquetada P = {(tx, [Tr—1, Zk]) } ey

S Az =) fuAx
P P

Z(f(tk) — fu(ty)) Az

17
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< ;mmz ¢/3

Como f, es integrable en [a, b, se puede encontrar § > 0 tal que ‘ZP foAz —F f: ful <

¢/3 para cualquier particién P de [a, b] con didmetro ||P]| < J. Entonces para
cualquier particién etiquetada de [a, b]

Az — A<D fAr =) fuAx
P P P
b b
folhz =% fl B fu— A‘ <e
St [+

Por lo que se concluye que f es integrable en [a,b] con £ f: f=A=
; R b
hmnﬁoo fa fn

. o . b
Para terminar la demostracion inicamente falta verificar que {R fa fn} con-

<

+ -

verge hacia A. Por la unicidad de la integral la sucesién solamente puede
tener un punto de acumulacion por lo que debe converger hacia A y se con-
cluye. O]

2.5. Integral de Darboux

Dieciséis anos después de la publicacion del trabajo de Riemann, Darboux
da una nueva definiciéon de integral que hace mas sencilla la demostracion
de algunas propiedades y teoremas, aqui sélo veremos su definicién y su
equivalencia con la integral de Riemann.

Definicién 2.8. Sea [ una funcion acotada definida en [a,b] y sea
P = {{zk—1, 2] },—; = {Ix} una particion de [a,b]. La suma inferior de
Darbouzx y la suma superior de Darboux de f sobre P son respectiva-

mente;
n

Sp(f,P) =D if floi—wia) =) inffAz
'p

= [ —1,24]

n

Sp(f,P) = Z sup f(z; —xiq1) = ZS}JP fAzy,
P k

i=1 [331'—17331'}
La integral inferior de Darboux y la integral superior de Darboux
de f sobre [a,b] son:

b
D/ f= Sup Sp(f,P)

18



b
2 [ s =tatsp(s.7)

Si Qfab f =D f;f entonces [ es Darboux integrable en [a,b] y la integral
de Darboux de [ en [a,b] es:

D/absz/:sz/abf

Teorema 2.9. Sea f una funcion en [a,b]. Entonces f es Riemann integrable

si y solo si f es Darboux integrable. Ademds Rfabf = f;f Es decir, la
integral de Riemann y de Darbouz son equivalentes.

Demostracion. Primero supongamos que f es Riemann integrable. Para de-
mostrar que f es Darboux integrable necesitamos controlar las sumas supe-
riores e inferiores de Darboux usando particiones etiquetadas.

Tomamos € > 0 y elegimos § > 0 tal que ‘Rf;f > fo‘ < € para cual-

quier particién etiquetada P de [a, b] con didmetro menor que d. Se fija una
particién concreta Py = {I;} con didmetro menor que ¢ y se seleccionan
etiquetas {si} v {tx} tales que:

flsw) —e<inf f <supf < f(t)+

Iy,

Denotamos por Py v P; a las correspondientes particiones etiquetadas, en-
tonces,

S5(f,Po) — Sp(f, Po) = Zsupfok — Zf}lffok
7 1k

< Z tk + 6 Aib’k — Z(f(sk) — E)Al'k

P
= SR<f7 Pt) - SR(fa Ps) + 2€(b - CZ).

Ahora Sgr(f,P:) v Sr(f,Ps) estan ambas a una distancia ¢ de # fabf por lo
que estan a una distancia 2¢ la una de la otra. Por tanto,

Sp(f, Po) — Sp(f. Po) < 2¢ + 2¢(b — a).

Por tanto las sumas superiores e inferiores de Darboux estan a una distancia
menor que un valor dependiente de € por lo que se concluye que f es Darboux
integrable.

Supongamos ahora que f es Darboux integrable, tomamos € > 0. Como f es
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Darboux integrable, f estd acotada por algin valor B y se puede encontrar
una particién Py tal que Si(f, Po) — Sp(f,Po) < €/2. Denotamos por N el
nimero de puntos de division de Py. Supongamos que P es una particion
etiquetada cualquiera de [a, b] con didmetro menor que §, determinaremos 0
mas adelante, y sea Q@ = Py U P , se tiene que:

Sﬁ(f? Q) - SQ(f? Q) < Sﬁ(fa PO) - SQ<f7 PO) < 6/2
y por tanto,
b
5(£.Q) < [ 1< 55(7,9),

a

y se concluye también que ‘D fab f—5Sp(f, Q)‘ < €/2. Utilizando esto tene-
mos que:

b
0 sD/ f = So(f,P)

<|? [ 78w, Q)] 1150(/, Q) — Sp(f.P)]

<€¢/242BN |P|.

Tomando ||P|| < § =
que:

1% 1a tltima expresion es menor que € y se concluye

b
D/ f—ec< Sulf.P).

Razonando de forma similar se llega a que:

D/abf+e.

/f—e<SD(f73)<SR(f77)<S (f,P) < /f+e

Por tanto:

lo que implica que:

Sr(f,P) — f‘<e

Por tanto f es integrable Riemann con fa f=P fa f O

Veamos ahora una condicién suficiente y necesaria para que una funcion
sea integrable Riemann. Para ello necesitamos un lema que enunciaremos sin
demostracion y tres elementos que definimos a continuacion:
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Definicién 2.10. Sea f : [a,b] — R una funcidn acotada y sea S un subcon-
Junto no vacio de [a,b]. La oscilacion de f en S se define como:

w(f,S)=sup{f(t):te S} —mf{f(t):teS}

Sea x € [a,b] y para 6 > 0, sea Us(x) = {t € [a,b] : |t — x| < §}. La oscila-
cion de [ en x se define como

w(f,w) = lim w(f,U)

Definicién 2.11. Sea P = {xg, 1, ..., x,} una particion del intervalo [a,b],
sea S un subconjunto del mismo intervalo y sea J(S,P) la suma de las longi-
tudes de los intervalos cerrados [x;_1, ;| que contienen puntos de la adheren-
cia de S. El contenido exterior de Jordan de S, denotado como ¢(S),
es definido como el infimo de J(S,P) para cierta particion P del intervalo
[a,b]. La funcion € asi definida es mondtona y subaditiva.

Definicién 2.12. Para cierto € > 0, se define el conjunto D (f) como sigue,

D(f) = {z € [a,b] s w(f,x) > €}

Lema 2.13. Supongamos que w(f,z) < € para todo x € [a,b]. Entonces,
existe una particion P = g, 1, ...,2T, de [a,b] tal que w(f,[z;—1,7;]) < €
parat=1,....n

Teorema 2.14. Sea f : [a,b] — R. Entonces, f es Riemann integrable en
la,b] siy solo si, fes acotada y para cada € > 0, el conjunto D.(f) tiene
contenido exterior de Jordan cero.

Demostracion. Supongamos primero que f es acotada y que para cada € > 0
el conjunto D.(f) tiene contenido exterior de Jordan cero. Elegimos M > 0
tal que |f(t)] < M para a < t < b. Sea ¢ > 0 y sea P una particién de
[a, b] tal que la suma de las longitudes de los subintervalos determinados por
P que contienen puntos de D./a45-q) €8 menor que g57. Etiquetamos estos
subintervalos como {Iy,1s,...,I;} y el resto de subintervalos de P como
{J1, Ja, ..., Ji}. Aplicando el lema previo a cada J; se tiene que w(f,J;) <
Q(b—ia) para j = 1,...,l. Entonces se tiene:

l

j=1

€ €
20
<M =g

(b—a)=c¢
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por lo que f es integrable Darboux y por tanto también integrable Riemann.
Para la segunda parte utilizaremos el contrarreciproco, supongamos que exis-
teun e > 0 tal que ¢(D.(f)) = ¢ > 0. Veremos que f no es Darboux integrable
y por tanto tampoco Riemann integrable.

Sea P = {zg,x1,...,2,} una particién de [a,b] y sea I el conjunto de todos
los indices i tales que la interseccion de [z;—1, ;] y D (f) es no vacia. Sea
I' C I el conjunto indices i tales que (x;_1,x;) N D(f) # 0. Se tiene que para
ie ', w(f,[ri—1,2;]) > €. Sea n > 0. Supongamos que i € I \ I’. Entonces,
al menos uno de los extremos de [z;_1,z;] estd en D.(f). Se hace un refina-
miento de P aﬁadiendo Yi, Vi € (Ti—1, ;) tales que y; < uj, |y — zio1| < 5%
v |y, — x2| < 5&. Parai € I'\ I', se etiquetan los intervalos [z;_1, ] y [y;, %4
por Ji, .. J "donde m < 2n. Nétese que [y;, yi] N D(f) = 0 asi que

C S Z(IZ — ZEi_l) —+ Zl(Jk>

il
no_
<Z i~ Ti1 +2n%—2($¢—%‘—1)+n.
iel’ iel’
Dado que n > 0 es arbitrario, se tiene que
C < Z i — Tj— 1
el’

Por tanto,
Sp(f.P) = Sp(f,P) = Zw(ﬁ (i1, @) (2 — 2i-1)
i=1

= Z wicy, wi]) (2 — w51) > ec.

iel’
Como esto es cierto para cualquier particién se concluye que f no es Darboux
integrable y por tanto tampoco es Riemann integrable. O]

Por tanto hemos visto que la integral de Riemann funciona bien para fun-
ciones continuas y funciones que son continuas salvo es un conjunto, que es
de alguna forma, pequeno. Sin embargo si una funcién tiene muchas discon-
tinuidades la integral de Riemann no existe como se muestra en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo: Se define la funcién de Dirichlet f :[0,1] — R como

1 size@Q
f(x):{O sizr g Q
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Sea P = {xg,x1,...,x,} una particién de [0, 1]. En cada subintervalo [z;_1, ;]
hay un ntimero racional r; y uno irracional ¢;, por tanto tomando las parti-
ciones etiquetadas P,, donde las etiquetas son nimeros racionales y P, donde
las etiquetas son ntimeros irracionales se tiene que

n

SR<f7 Pr) = Z f(rz)(il?z - l'ifl) = Z(:Cz - xi,l) =1

i=1
mientras que

n n

Sr(f.Pg) = Y flai)(wi — i) =Y 0=0.

i=1 i=1

Por tanto, independientemente de lo fina que sea una particién siempre se
puede tomar un conjunto de etiquetas tal que la suma de Riemann asociada
es cero y otro conjunto de etiquetas tal que la suma de Riemann asociada
es uno. Ahora, supongamos que f es integrable Riemann con integral igual
a A. Tomamos € < 1/2 y se toma el correspondiente §. Si P, y P, son
las particion con diametro menor que ¢ y etiquetas racionales e irracionales
respectivamente, entonces

1= ’SR(fv PQ) - SR(f7 7>1“)|
< |SR(f,Pq) — A| + |A — SR<f,7DT)| <e+e<l.

Lo que es una contradiccion y se concluye que f no es integrable Riemann.
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Capitulo 3

Integral de Lebesgue

Motivado por dar solucién al problema de una funciéon que teniendo deri-
vada acotada no es integrable Riemann, Henri Lebesgue desarroll6 un nuevo
método de integracion diferente en su construcciéon a las integrales vista pre-
viamente ya que en vez de tomar una particiéon del eje de abscisas, del dominio
de la funcién f que se desea integrar, lo toma del eje de ordenadas, del rango
de f.

Para dar esta construccién se hace necesaria la asignacién de una medida a
diferentes tipos de conjuntos, se necesita la teoria de la medida.

Esta teoria ha sido vista en las asignaturas de Anélisis matematico de segun-
do curso y Teoria de la probabilidad y estadistica matematica de tercer curso
por ello y por no ser el tema principal del trabajo los resultados necesarios
seran enunciados sin demostracion.

3.1. Teoria de la medida

Definicién 3.1. Se define la medida exterior de un conjunto A C R,
denotada por p*(A), como

1 (A) = inf {Z I(I1,), cuando {1y}~ es una familia numerable
k

de semiintervalos tales que A C Uy {I;}}

donde (1) es la longitud del intervalo 1.

Proposicion 3.2. Propiedades de la medida exterior.

1. St AC B, p*(A) < p*(B).
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2. 8i I es un semiintervalo, pw*(I) =1(1).
3. 1w (0) =0y p(R) =oc.
4. (Subaditividad numerable) Si A = U2 | Ay, entonces pi*(A) < > oo, i (Ag).

Definicién 3.3. (Criterio de medibilidad de Carathéodory) Un conjunto E C

R se dice que es medible si

p(A) = (ANE) + p (AN E°)

para todo conjunto A C R.

Definicién 3.4. Un conjunto A C R tal que pu*(A) = 0 se llama conjunto
de medida nula.

Proposiciéon 3.5. Para cualquier conjunto E medible de nimeros reales
siempre existe un abierto G tal que E C G y u*(G — E) < e.

Definicién 3.6. Sea X un conjunto no vacio y A una coleccion de subcon-
Jjuntos de X.
Llamamos o — algebra a A si se cumple

1. Si {Ek}zozl C .A, UzozlEk eA
2. Si{Ey} o, CA NP By e A
3. SiEcA E°=R\FeA

4. D,Re A

Proposicién 3.7. La familia de conjuntos medibles, M, es una o-dlgebra.

Definicién 3.8. La o-dlgebra generada por la coleccion de conjuntos abiertos
recibe el nombre de o-dlgebra de Borel.

Definicién 3.9. Sea M la coleccion de todos los conjuntos medibles, se define
la medida de Lebesgue como u* |y = p

Proposicién 3.10. Dada una coleccion {Ey},-, de conjuntos medibles y
disjuntos dos a dos, se tiene que

o0

WU Er) = > p(Ey)

k=1
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Proposicion 3.11. Dada una coleccion Ey C Ey C ... de conjuntos medi-
bles, se define B = Up2 | E), entonces

p(E) = lim u(Ey)

Proposicion 3.12. Dada una coleccion Ey O Fy D ... de conjuntos medibles
y de medida finita cada uno de ellos se define E' = N2, By, entonces

p(E) = lim p(Ey)

Definicién 3.13. Se dice que una propiedad se verifica casi stempre en un
conjunto y se denota por c.s. si el conjunto de puntos donde no se verifica
es de medida nula.

Como comentdbamos al principio de este capitulo la integral de Lebes-
gue a diferencia de las dos integrales vistas previamente toma inicialmente
un intervalo del rango de la funcién por lo que se necesita que el conjunto
e, B] sea medible, esto sera equivalente a que la funcién sea medible por
lo que pasamos ahora a estudiar brevemente las funciones medibles y algunas
de sus caracteristicas.

Definicién 3.14. Llamamos R-completada a R = R U {—o00, 00}, donde
—00,00 son dos puntos que no estan en R.

Una base de abierto de R estd formada por los conjuntos:

(x — 6,24+ 6) para x € R, con 6 > 0.

(@, 00| para 0o, con a € R.

[—00,a) para —oo, con a € R.

Definicién 3.15. Una funcion f a valores en R definida en un conjunto
medible E se dice que es medible si la imagen inversa por f de cualquier
congunto abierto de R es un conjunto medible.

Proposicion 3.16. Sea E un conjunto medible, veamos algunas propiedades
de las funciones medibles:

1. Si f: E — R es una funcion continua, f es medible
2. Si u(E) =0, cualquier funcién f : E — R es medible.

3. 81 E=U2 Ey, Ej medible, y f : E — R es tal que f|g, es medible,
entonces f es medible.

Teorema 3.17. Sea f; una sucesion de funciones medibles a valores en R
que convergen puntualmente a f : E — R, entonces f es medible. El resultado
sigue siendo cierto si la convergencia se da casi siempre.
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Definicién 3.18. Sea f : E — R, se definen las parte positiva y parte
negativa de f como

fr=sup{f,0}, f~=—inf{f 0} =sup{-f,0}

Se verifica que si f es medible, fT, f~ son medibles.
Ademds se tiene que

f=f=f =1+
+_ 1 -1
=5+ f =§(f—|f|)-
Con estos resultados ya estamos en posicion de construir la integral de
Lebesgue.

3.2. Construccion de la integral de Lebesgue

Definicién 3.19. 51 E C R, se define la funcion caracteristica como

1l zeF

XE¢XE($>:{0 ¢ E

Proposiciéon 3.20. La funcion xg es medible si y solo si & es medible.

Definiciéon 3.21. Una funcion simple s : E — R es una funcion medible
que toma solo un nidmero finito de valores. s(E) es un conjunto finito.

Proposicion 3.22. Una funcidn s es simple si y sdlo si se puede escribir de
la forma s = 2721 ajXg;, donde a; € R, E; conjuntos medibles de R

Teorema 3.23. Sea E un conjunto medible, f : E — [0,00] una funcion
medible. Eziste una sucesion {s,} de funciones simples tales que

1. Ve e E, 0 <s(x) <...<su(x), su(z) < f(x).

2. Vx € E, limgoo sp(x) = f(x). Si f es acotada, la convergencia es
uniforme.

Definicién 3.24. Sea E C R un conjunto medible, s : E — [0,00) una
funcion simple. Sea s = Z;n:l a;Xg; una representacion de s. Se define la
integral de Lebesgue de s como " [ sdu = 371", a;u(Ej).

Definicién 3.25. Sea E C R un conjunto medible, f : E — [0,00) una
funcion medible. Se define la integral de Lebesgue de f como

L fE fdp = sup {fE sdp:s: E — [0,00] recorre las funciones simples tales
que 0 < s < f}
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Proposicién 3.26. Veamos algunas propiedades de la integral de Lebesque
para este tipo de funciones
Sean f,g: E — [0, 00]

1. Si f <g, entonces " [ fdu <" [ gdp

2. Si ' es un conjunto medible tal que F' C F, LfF fdp = LfE fxrdu
8. Sip(E)=0, [, fdu=0

4. Sic>0, % [pefdu=ct [, fdu

3.3. Teoremas de convergencia

Teorema 3.27. (Teorema de la convergencia mondtona)
Sea E un conjunto medible y sea { fi,}r-, una sucesion creciente de funciones
medibles, fi 1 E — [0,00). Sea f(z) = limy_ fr(z). Entonces,

L/ fdy = lfm L/ Fedp
E k—oo E

Para la demostracion de este teorema utilizaremos lo siguiente:

Corolario 3.28. Si ¢ es una funcion simple y no negativa en R, entonces,
P : M — [0,00] definida como ®(E) =" [, ¢ es una medida en M.

Ahora ya estamos en posicion de demostrar el teorema.

Demostracion. Primero remarquemos que f es positiva y medible por ser
el limite de funciones medibles. Por la monotonfa de {f;},-, se tiene que
{* [, fk}zozl también es mondtona y ademds im0 © [5 fro <¥ [5 f

Para probar la otra desigualdad, se fija 0 < a < 1y sea ¢ una funcién simple
tal que 0 < p < f. Sea B, = {x € E: fi(z) > ap(x)}. Dado que fi(x) crece
hacia f(z) punto a punto, se tiene que Ey, C Ej1 paratodo ky E = U2 | Ej.

Por tanto,
L/kaL kaCLL/SO
E Ey, Ey

Como vimos antes, ®(F) =L /, ¢ define una medida, asi que por las
propiedades de la medida, proposicién 3.10

aL/<p:ah’m <p<hm /f,l€
E k—o0 k—o00
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Haciendo a — 1, vemos que lim; * fE fe >* fE . Dado que es valido para
todas las funciones simples ¢ < f, se llega a que

1mL/nz{/f
k—oo E E

Lema 3.29. (Lema de Fatou)
Sea E € My fr: E — |0, 00| medible para todo k. Entonces,

/ lim inf f;, < hm inf / fx
E k— o0 E

Demostracion. Sea hy(x) = inf;>y f;(x), se tiene que hy, es positiva y medible,
ademas {hk}iozl crece hacia limy_,o inf f;. Por el teorema de la convergencia
mondtona,

/ lim f, = h'm L .
- JE

k—o00

Como hy < fi para todo z € F,
lim /hk < hm inf /f;€
k—o0 E

Hasta ahora sélo hemos tratado con funciones medibles positivas, veamos
cémo tratar las funciones medibles reales.

Definicién 3.30. Sea f: E — R medible. f es integrable si
LI fr<ooyh [, f <oo. En este caso se define la integral de Lebes-

gue de f como
=ty e

Teorema 3.31. Sea f : E — R una funcion medible, f es integrable si y
sélo si | f] es integrable.

]

Demostracion. Si f es integrable se tiene que f y f~ son integrables y como
\fl = fT+ f~, |f| también es integrable.

Si|f|es 1ntegrable se tiene que © [ | f| =1 [, fT +" [, f~ < oo porlo que se
tiene que © fE ft<ocoyt fE f~ < ooy se concluye que f es integrable. [

Teorema 3.32. (Teorema de la convergencia dominada) Sea {fy}r—, una
sucesion de funciones medibles definidas en un conjunto medible E, tales que
{fitre, converge puntualmente hacia f casi siempre. Si existe una funcion
integrable Lebesgue g tal que |fr(x)| < g(z) para todo k y casi todo x € E.
Entonces,
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1. f es integrable Lebesque.
2. Hmk—mo LfE |f - fk‘| =0.

Para esta demostracién se usara el corolario siguiente que se enunciara
sin demostracion, su demostracién se puede encontrar en [4].

Corolario 3.33. Sea E € M y fi,,g: E — R funciones medibles cumpliendo
frx < g para todo k. Si g es integrable Lebesgue en E, entonces,

L/h’msupfk zh'msupL/ fu
E k—oo k—o0 E

Demostracion. Por hipdtesis se tiene que —g < fr < g c.s., asi que se puede
aplicar el corolario enunciado previamente y el lema de Fatou. Dado que
{fi}re, converge hacia f puntualmente casi siempre,

limsupL/kaL/h'msupfk /f— /hmmffk <11m1nf /fk
k—o0 E E k—oo E k—oo

Por tanto, * [, f =1lim" [, fi.

Para terminar la prueba, nétese que |f — fi| converge a 0 puntualmente c.s.
y |f(x) — fi(x)| < g(x) para todo k y casi todo z. Por tanto, por la primera
parte del teorema, lim* [ | f(z) — fe(2)| = 0y se concluye. ]

3.4. Integrabilidad

Veamos que la integrabilidad en el sentido de Riemann implica la integra-
bilidad en el sentido de Lebesgue gracias a la funciéon de Dirichlet ya vimos
que el reciproco no es cierto.

Teorema 3.34. Si [ es integrable Riemann en [a,b], entonces f es también
integrable Lebesque en [a,b] y se cumple © fff =I fff

Demostracion. Ya vimos que ser Riemann integrable era equivalente a ser
Darboux integrable, teorema 2.9, usaremos la integral inferior y superior de
Darboux, definicion 2.8, en esta demostracion.

Sea {Qy},—, una sucesién de particiones del intervalo [a,b] tal que:

1. limy oo (Qp) = 0
2. 1imy o0 Sp(f, Q) =2 [ f;
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3. limys00 Sp(f, Qi) Df I

Se definen Py, = US_,Q;, entonces {Py},—, es una sucesién de particiones
encajadas, es decir, P C Pri1, que satisfacen las condiciones 1,2 y 3.

Se fija k y se supone que Py, = xo, 1, ..., z;. Seam; = inf {f(¢) : z;-1 <t < x;}
y M; =sup{f(t):x;—1 <t <ux;}, y se definen las funciones simples I y uy
como

- Z miX[:&‘—l@i)('r) + ij[»’ijlvijm)
=1

Z MX[CBz 1,%5) + MJX[% 1 $3]<x)

donde x(4)(z) es la func10n indicatriz del conjunto A.

Se tiene que Lf[a,b} l,. = Sp(f,Pr) y Lf[a,b] ur = Sp(f,Px). Dado que las
particiones estdn encajadas, se tiene que I, < f < uy y la sucesién {lx},-,
crece y {ug}po, decrece. Se definen [ y u como I(x) = limy_,o lx(z) y u(z) =
limy_, o ug(z). Por el teorema de la convergencia mondétona,

b b
L/l:h’mL lk_thDf,Pk /f

k—o0 a

b b
L/u:h'mL up = lim S5(f, Pr) = /f
a a k—o0

k—o0

Como f es Riemann integrable, se tiene que, 2 fa f =D fa f, asi que

/=/

Por tanto, como | < f <wu,l = f =wc.s. en [a,b], f es integrable Lebesgue

en [a,b] y . .
L/a =)

3.5. Teoremas fundamentales del calculo

Teorema 3.35. (TFC-1) Si F es una funcion diferenciable con derivada
acotada en [a,b], entonces F' es integrable Lebesque en |a,b] y

L/: F' = F(z) — F(a)
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para todo x € |a, b].
Demostracion. Primero nétese que F' es medible por ser continua. Se extiende

F a [a,b+ 1] mediante F(x) = F(b) + F'(b)(z — b) para = € [b,b + 1]. Se
define f, de la siguiente manera,

fulz) =n [F (:c + %) - F(:c)] ,z € [a,b]

estas funciones son medibles con { f,,} convergiendo punto a punto hacia " en
[a, b]. Entonces F” es medible y acotada por hipdtesis por lo que es integrable
Lebesgue.

Por el teorema del valor medio, dado ¢t € [a,b] y n € N, existe un valor
ceE (t,t+ %) tal que

n [F (t + %) — F(t)] = F'(c).

Como F” es acotada, se tiene que {f,} es uniformemente acotada. Por tanto
usando el teorema de la convergencia acotada, la continuidad de F' y el teo-
rema fundamental del calculo para la integral de Riemann, teorema 2.6, se

concluye que,
L ’ / L i ‘ 1
/ F' = / limn {F (t+ﬁ) —F(t)} dt
, L [" 1
=limn - Flt4+—|—-F()|dt
n a n
i L x 1 I X
:hmn-{ / F(t+—>dt— / F(t)dt}
n a n a

x—l—% T
= limn - [L/ F(t)dt—L/ F(t)dt

2

z—&-% a—&-%
= lim n-L/ F—nL/ F
n X a
1
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Observemos que a diferencia del primer teorema fundamental del calculo
para la integral de Riemann donde se pedia la continuidad de la derivada,
en la versién para la integral de Lebesgue se pide la acotacion de la deriva-
da, una condicién menos fuerte. Veamos con el siguiente ejemplo como una
funciéon que no era integrable Riemann pero si es integrable Lebesgue.

Ejemplo: Recordemos que la funcién de Dirichlet, f : [0,1] — R, se define

como
1 size@Q

ro={s Sise

Ya vimos que esta funcién no era integrable Riemann, ejemplo de la pagina
23 pero si es integrable Lebesgue ya que coincide casi siempre con una fun-
cién constante que es integrable Lebesgue.

Sin embargo sigue habiendo funciones derivables cuya derivada no es integra-
ble Lebesgue por lo que no se puede aplicar la férmula del TFC-1. Veamos
un ejemplo.

Ejemplo Sea f : [0,1] — R la funcién definida por f(z) = x? cos(r/x?)
siz >0y f(0)=0si2z=0. Entonces f es derivable en [0, 1] con:

Fla) = 0 six=0
~ |2z cos(E) + Zsin(L) siz >0

Veamos que |f’| no es integrable Lebesgue en [0,1] lo que implicard que f
tampoco lo es. Tomemos

2 1

TR VT

Se tiene que * ff: f' = 1/2k. Como los segmentos [ag, O] son disjuntos se
tiene que
L ! / L P 4 1
> E > E — =00
/o|f’_,€:1 /ak ’f‘_kzl%

Por lo que |f’| no es integrable y por tanto f tampoco.
Para la demostracién de la segunda versiéon del teorema fundamental del
calculo necesitaremos la nocién de continuidad absoluta y una serie de le-

mas que enunciaremos a continuacién sin demostracién, las demostraciones
se pueden encontrar en el libro [3].
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Lema 3.36. Sea f integrable en |a,b]. Entonces, dado cualquier e > 0, existe
un § > 0 tal que * fE |f| < € para cualquier subconjunto E de [a,b] tal que

u(E) < 0.

Lema 3.37. Sea f integrable Lebesque en [a,b]. Si F(x) =% [7 f =0 para
todo x € [a,b] entonces f =0 c.s. en [a,b].

Lema 3.38. Si f es creciente en [a,b] entonces f es diferenciable c.s. en

[a, b].

Teorema 3.39. (TFC-2) Sea f una funcidn integrable Lebesgue en [a,b],
se define F(x) =% [ f en [a,b]. Entonces F es absolutamente continua en
[a,b] y ' = f c.s. en [a,b].

Demostracion. Veamos primero que F es absolutamente continua. Se toma
e > 0. Como f es integrable Lebesgue por el lema 3.37 se tiene que existe
un & > 0 tal que » [, |f] < € cuando A es un conjunto medible tal que
p(A) < §. Sea {(x,yr)} una coleccién finita de subintervalos disjuntos de
la,b] tales que ), |x — yx| < 0. Tomando A = Uy (xy, y) se tiene que p(A) =
> okl —yi| < 9§ asi que

<3 / fl= /\f!<€

Por tanto F es absolutamente continua y consecuentemente diferenciable casi
siempre.
Primero probaremos que F’ = f c.s. bajo la condicién adicional de que
|f| < B. Se extiende F a [a,b+ 1] mediante F(z) = F(b) para x € [b,b+ 1].
Entonces lim,,, n [F (z + ) — F(z)] = F'(x) para los z € (a,b) donde F es
diferenciable. Se tiene entonces que,

1

n{F(m—i—%)—F(m)”—n L/;Jrnf §n~L/j+i’f|§B,

procediendo de la misma forma que en la demostracion del teorema 3.35
usando el teorema de la convergencia acotada se concluye que

L/:F’:L/jlfgnn{F (t+%) —F(t)}

= F(x) — F(a) = F(x)

L f ‘
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Esto implica que

L/:(F’—f): (L/:F’)—F(x)zo

para todo x € [a,b]. Por tanto por el lema 3.38, F' = f c.s en [a, b].

Si f no es acotada, no se cumple la suposicién hecha en la parte precedente,
supongamos primero que f > 0. Razonamos de igual forma que en la parte
precedente pero usando en esta ocasion el lema de Fatou, lema 3.29, en lugar
del teorema de la convergencia acotada para concluir que, para los = € (a, b)
para los que F' es diferenciable,

L/:F’:L/:H;Lnn[F (H—%) —F(t)}
< limninfL/:n [F (H—%) —F(t)}

= F(z) — F(a) = F(x).

= (v [ F)-re <o

Para la otra desigualdad, se define
f@), fl@)<n

we = 05

Fo(x) =" [T f, para x € [a,b]. Entonces F' — F), es no negativa y creciente
en [a b] asi que por el lema 3.39, (F'— F},)" existe y es no negativa casi siempre
en [a,b]. Ademds, F] = f, c.s. en [a,b]. Recordemos que estamos suponiendo
que f en no negativa y por tanto f, también es no negativa,

Por tanto,

0<(F—F)=F—F =F —f, <F cs

L/j(F’—fn) > 0.

Como la desigualdad se cumple para todos los valores de n,

Por tanto,

L/j(F’—f)EO

por el teorema de la convergencia dominada.
Por tanto, cuando f es no negativa, F' = f c.s. Para el caso general basta
considerar f = f* — f~. O
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Capitulo 4

Integral de Henstock-Kurzweil

Este nuevo tipo de integral surge al querer dar con un proceso de integra-
ciéon que garantice que todas las funciones obtenidas al derivar puedan ser
reconstruidas a partir de su derivada, es decir, que sean integrables.
Recordemos que vimos ejemplos donde una funcién con derivada acotada no
era integrable Riemann, esto nos llevé a introducir la integral de Lebesgue
con la que si se podia garantizar la integrabilidad si se tenia la acotacion de
la derivada. Con la integral de Henstock-Kurzweil se podra prescindir de la
acotacién para garantizar que una funcién es integrable.

Esta integral fue desarrollada en 1957 por Jaroslav Kurzweil utilizando una
generalizacion de la integral de Riemann, independientemente en 1961 Ralph
Henstock hizo un profundo estudio de la generalizacion de la integral de
Riemann. En este texto nos referiremos a esta integral cono la integral de
Henstock-Kurzweil aunque en otros textos se puede encontrar como la inte-
gral de gauge, haciendo referencia a su construccion.

La palabra inglesa gauge puede ser traducida como calibre o calibrador y su
version francesa, jauge, como medidor, debido a la falta de textos en caste-
llano que hagan referencia a este término en este texto se mantendra el uso
de gauge.

4.1. Construccion

Recordemos que al construir la integral de Riemann se elegian particiones
cuyo diametro fuera menor que cierto ¢ prefijado, es decir nos fijabamos en la
longitud del mayor subintervalo, esta forma de proceder no tiene en cuenta
el comportamiento local de la funcion a integrar. En la integral de Henstock-
Kurzweil el valor de § podra variar con el fin de ajustarse al comportamiento
local de la funcién, si la funciéon no varfa en torno a un punto se tomara un
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0 mayor, mientras que si sufre oscilaciones el valor de § sera menor.
El valor variable de § es la idea clave en la nueva integral, veamos los ele-
mentos necesarios para la construccion de la nueva integral.

Lema 4.1. Sea f : [a,b] — R una funcion diferenciable en y € [a,b]. Para
cada € > 0, existe un § > 0, dependiente de y, tal que

[f(v) = f(u) = f' () (v —u)| < e(v—u)
cuando u,v € [a, bl yy—d<u<y<ov<y+9.

Demostracion. Sea € > 0y seay € [a,b]. Como f es diferenciable n y, existe
un 6(y) > 0 tal que si z € [a,b] y 0 < |x — y| < §(y) entonces

f(x) — fy)
r =Y
Multiplicando cada término por |z — y|, se tiene que

- f'y)| <e

|f(x) = f(y) = ['(y) (@ —y)| < ez —yl,

lo que también es valido para x = y. Ahora tomemos u,v € [a,b] y
y—90(y) <u<y<v<y+d(y). Entonces,

|f(v) = f(w) = f(y)(v =)
{fw) = fy) = fW) =y} +{fly) = flw) = fy)y—u}
< |f(w) = fy) = fWo—yl+fy) = flu) = )y —u)
<ev—y)+tely—u)=¢elv—u)

Con lo que se concluye. O]

Definicién 4.2. Sea £ C R. Un § — gauge en E es una funcion positiva
0 : E — R*. Donde R denota los niimeros reales estrictamente positivos.

Definicién 4.3. Dado un d-gauge, una particion etiquetada P = {(tx, [xr—1, zk]) }r_;
se dice que es 6 —buena si ty — 0(ty) < 1 < tp < xp < tp + (tx), donde
1<k <n.

Definicién 4.4. Sea E C R, un v — gauge es una funcion de E a intervalos
abiertos de R tal que y(t) = (t —6(t),t +6(t)), donde §(t) es un § — gauge.

Definicién 4.5. Dado un y-gauge, una particion etiquetada P = {(tg, Iy) }r_,
de [a,b] se dice que es v — buena si para todo k = 1,2,...,n se tiene que
I, C (tr)
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Observemos que dada una particion P = {zg,x1,...,2,} de [a,b] con
didmetro menor que ¢ se puede tomar un conjunto de etiquetas {yx},_, ta-
les que y; € [x;_1,x;]. Siy(t) = (t — d,t + 0) para todo t € [a,b], entonces
[k—1, ] C v(yx) por lo que la particién etiquetada P = {(yx, Ix)},_, es una
particién vy-buena de [a, b]. Este es el gauge usado en la integral de Riemann,
por tanto las construcciones hechas en la integral de Riemann son compati-
bles con los gauges.

Veamos un resultado relativo a y-gauges e intervalos que nos sera de uti-
lidad en futuras demostraciones.

Lema 4.6. Sea I C R un intervalo cerrado y acotado y sea EE C I no vacio.
Sea v un y-gauge en I. Entonces, existe una familia numerable {(ty, Jx) : k € o}
tal que los intervalos {Jy : k € o} son subintervalos disjuntos y cerrados de

[, t, € JkﬂE7 Ji C")/(tk>, yECUkngk cl.

Demostracion. Sea Dy, el conjunto de subintervalos de I obtenidos al dividir
I en 2% subintervalos iguales. Se tiene que U, D}, es un conjunto numerable
ysiJ € D,y J' €D, entonces o bien J' y J” son disjuntos o bien uno esté
contenido en el otro.
Sea & el conjunto que contiene a los elementos J € Dy para los cuales existe
unt € ENJ tal que J C 7(t). Sea & el conjunto que contiene a los elementos
J € D, para los cuales existe un t € £ N J tal que J C v(t) y J no esta
contenido en ningin elemento de &7, se continuia el proceso para el resto de
D;.. De esta forma se ha obtenido una coleccién de intervalos cerrados de
I, {&},—,, alguno de los cuales puede ser vacio. El conjunto & = U2 &
es una coleccién numerable de intervalos cerrados disjuntos contenidos en I.
Por construccion, si J € £, entonces existe un t € E N J tal que J C ().
Falta ver que E C UjeelJ.
Sea t € E. Entonces, existe un entero K tal que para k > K, si Jyy) € Dy
es el subintervalo que contiene a t, entonces Jy C 7(t). Entonces o bien
Ji € Ek o bien existe un J € Uf:_llé’k tal que Jx C J. Por tanto, t € Ujeed.
]

Definicién 4.7. Sea f : [a,b] — R. Se dice que la funcion f es integrable
Henstock-Kurweil en |a,b] si existe A € R tal que para todo € > 0 existe
un gauge 7y en [a,b] tal que para toda particion etiquetada P ~y-buena de |a, b],

|Sr(f,P) — A| <e.

Donde Sr(f,P) => 1 [(te)(xx—2k—1) = > p fAx es la suma de Riemann
vista en el sequndo capitulo.
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El nimero A es la integral de Henstock-Kurweil de f en [a,b] y se
donota por A = HK fab f.

Para garantizar que la integral de Henstock-Kurzweil estd bien definida se
necesita que dado un gauge vy exista una particion etiquetada y-buena y que
el valor de la integral sea tunico, los resultados que veremos a continuacion
nos garantizan ambos aspectos.

Teorema 4.8. Sea v un gauge en |a,b|. Entonces existe una particion eti-
quetada y-buena en [a,b].

Demostracion. Sea E = {t € (a,b] : [a,t] tiene una particién etiquetada -buena}.
Se quiere probar que b € E.

Primero observemos que F # () ya que si z € y(a)N(a,b), entonces {(a, [a, z])}
es una 7-buena particién etiquetada de [a, z|. Por tanto, z € E'y E # ().
Ahora veamos que y = sup £ es un elemento de E. Por definicién y € [a, b],
por tanto 7 estd definida en y. Se toma z € y(y) tal que z <y y x € E, y sea
P una particién etiquetada ~-buena de [a, y]. Entonces, P' = PU{(y, [z,y])}
es una particién etiquetada y-buena de [a,y]. Consecuentemente, y € E.
Por dltimo, veamos que y = b. Supongamos que y < b. Se toma w €&
(v/y) N (y,b). Sea P una particién etiquetada v-buena de [a,y]. Entonces,
P =PU{(y,[y,w])} es una particién etiquetada ~-buena de [a,w]. Como
y < w, esto contradice la definiciéon de y, por tanto y = b. O]

Para ver la unicidad del valor de la integral de Henstock-Kurzweil usa-
remos algunas propiedades de los gauges. Dados v; y 72 gauges definidos en
la, b], entonces la funcién v(t) = v1(y) N y2(t) también es un gauge en |a, b|.
De hecho si d; y 09 son los d-gauges utilizados en la definicion de v, v 7o
respectivamente, se tiene que (t) = min {01,02} y v(t) = (¢ — (t), ¢ + d(1)).
Ademas si P una particion etiquetada ~y-buena, entonces P también es una
particion etiquetada v;-buena y una particion etiquetada ~vs-buena, ya que
para (t,1) € P, I C ~y(t) C v(t) parai = 1,2.

Teorema 4.9. El valor de la integral de Henstock-Kurzweil de una funcion
f es unico.

Demostracion. Sea f una funcién integrable Henstock-Kurzweil en [a,b] y
sean A, B valores que satisfacen la definicion 4.5. Fijamos ¢ > 0 y elegimos
v4 ¥ vB correspondientes a los gauge de la definicién 4.5 para A y B respecti-
vamente y € = 5 correspondiente al € de la definicién. Sea (&) = v1(t) Ny2(2)
y sea P una particion etiquetada y-buena, como P es v;-buena y ~o-buena
se tiene que

|A—B| <|A—Sg(f.P)|+|Sr(f,P)—B| <€ +¢€=ce.
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Como € era un valor arbitrario, se concluye que A = B y por tanto el valor
de la integral de Henstock-Kurzweil es tinico. ]

Veamos que todo funcién integrable Riemann es integrable Henstock-
Kurzweil por lo que los resultados y criterios de integrabilidad que teniamos
para la primera podran ser utilizados en esta nueva integral.

Teorema 4.10. Si f : [a,b] — R es integrable Riemann entonces f es inte-
grable Henstock-Kurzweil y el valor de las integrales coincide.

Demostracion. Sea f integrable Riemann, sea ¢ el valor correspondiente a €
en la definicién 2.1, y P la particiéon etiquetada de didmetro menor que 6, es
decir se tiene que

b
Sr(f,P) — R/ f‘ <e

Para comprobar que f es integrable Henstock-Kurzweil basta tomar el gauge
v(t) = (t— g, t+ g) ya que asi cualquier particién etiquetada v-buena tendrd
un didmetro menor que 0 por lo que también se tendra

<€

b
Sﬂﬁm—H“/f

por lo que la funcién es integrable Henstock-Kurzweil.
Falta ver que el valor de las integrales coincide

R/bf_ H—K/bf

b
R/f—SMﬁm

Como € es arbitrario se concluye el resultado. ]

<

b
+ |Sr(f,P) — HK/ f’ <€e+e=2€

Sin embargo el reciproco no es cierto, veamos un ejemplo de ello.

Ejemplo: Sea f : [0,1] — R la funcién de Dirichlet, ya vimos que esta
funcién no es integrable Riemann, veremos que f es integrable Henstock-
Kurzweil y que ¥ fol f=0.

Sea {r;},°, una enumeracién de los nimeros racionales en QN|[0, 1]. Sea ¢ > 0
y 0 y v un d-gauge y un y-gauge respectivamente definidos como sigue

5(x):{c siz¢gQ

27 siz=r,€Q
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(z) = (x —c,x+c) siz g Q

=@ =27,z +27%) siz=r;€Q

Tomamos ¢ = €/4. Sea P = {(t;,1;) : i =1,...,m} una particién ~-buena
de [0, 1], se tiene que

m

Zf(ti)l(li)

1=1

|SR(f77D) - O| = |SR(f7P)| =

Z f)UTL) + Z f)UT)] -
(ti,1;)EP (ti,1;)EP

ti¢Q ti€Q
La suma para los t; ¢ P N Q es cero ya que f(t) = 0 cuando t ¢ Q. Para
estimar la suma para los t; € P N Q, nétese que f(t;) = 1 ya que t; € Q
y recuérdese que cada etiqueta t; puede ser una etiqueta de dos intervalos
como maximo. Como ¢; € QN [0, 1], existe un j tal que ¢; = r;. Por tanto, si
(ti, ;) € P, entonces I; C ~(t;), tal que I(I;) < I((t;)) = U(v(r;)) = 2'77<.
Por tanto,

D FEIL) + Y fE)L)

t;¢PNQ t;€PNQ

< 22217651 =33
j=1

Por tanto hemos visto que dado cualquier ¢ > 0, existe un y-gauge, v tal
que para cualquier particiéon -buena, P, |Sr(f,P) — 0| < €. Por lo que se
concluye que la funcién de Dirichlet es integrable Henstock-Kurzweil en [0, 1]
y el valor de la integral es cero.

> fu)

t; €PNQ

Recordemos que las funciones continuas son integrables Riemann por lo que
como consecuencia del teorema precedente se tiene que

Teorema 4.11. Sea f : [a,b] — R una funcién continua en [a,b], entonces,
f es integrable Henstock-Kurzweil en [a,b].

4.2. Propiedades basicas

Veamos que la nueva integral posee las propiedades fundamentales con
las que contaban las integrales anteriores.
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Proposicién 4.12. (Linealidad)
Sean f,g : [a,b] = R y sean o, € R. Si f y g son funciones integrables
Henstock- Kurzweil, entonces af + g es integrable Henstock-Kurzweil y

s [arron =t [ganm [y

Demostracion. Se fija € > 0 y se elige v4 > 0 tal que P es una particién
etiquetada ~-buena de [a, b], entonces

€

'S(f’P)‘ /f <5t al)

De igual forma, se toma ~y, > 0 tal que P es una particién etiquetada
v4-buena de [a, b], entonces

- €
2

1 +180)

Ahora, sea y(t) = v¢(y) Nv,(t) y sea P una particién etiquetada ~y-buena de
[a, b]. Entonces,

b b
Sw(af + B9, P) — (a o [ g)]

(@sul£P)+ 850, P) - (o [g+505 [y

o (SR<f, P [ b f) i (SR<9,7>> - f bg)‘

b

SR(Q,P)— H_K/ g
__clal el

2(1+Jel) 201 +15])

Como € era arbitrario, se llega a que af + gf es Henstock-Kurzweil inte-

grable y
b b b
[ afrgg =at [papme [y
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b
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Proposicién 4.13. (Positividad)
Sea f: [a,b] = R una funcién positiva integrable Henstock-Kurzweil. Enton-
ces, K f;f > 0.

Demostracion. Sea € > 0, tomamos un gauge v que satisfaga la definicion

4.5 para la integral de f, entonces, si P es una particion etiquetada y-buena
de [a, b),

b
Sn(f.P) = BK / f‘ -

Por tanto, como Sg(f,P) > 0,

b
HK/ f>Sr(f,P)—€> —¢

para cualquier € positivo, por tanto se concluye que "X f; f>0. O
Como consecuencia de estos dos previos resultados se cumple que

Proposicién 4.14. Sean f y g dos funciones Henstock-Kurzweil integrables
en [a,b] tales que f(x) < g(z) para todo x € |a,b]. Entonces,

b b
H'K/fSH_K/g

Teorema 4.15. (Criterio de Cauchy)

Sea f: [a,b] = R una funcion, entonces f es integrable Henstock-Kurzweil
en [a,b] si y sdlo si, para todo € > 0 eziste un gauge 7y tal que si Py y Py son
dos particiones etiquetadas y-buenas de [a,b], entonces

’SR(fa Pl) - SR(fa P2)’ <€

Esta desigualdad es el criterio de Cauchy.

Demostracion. Supongamos que f : [a, b] — R es integrable Henstock-Kurzweil
en [a,b] y sea € > 0. Entonces existe un gauge vy tal que P es una particiéon

etiquetada ~-buena de [a, b], entonces ‘SR(f, p)— HK fabf‘ < 5. Sean Py y

P, dos particiones etiquetadas -buenas de [a, b], entonces

b b
1Sr(f, P1) — Sk(f, P2)| < |Sk(f,P1) — ™K / flHTE / f=Sr(f,P2)| <e

Por lo que se cumple el criterio de Cauchy.
Supongamos ahora que se cumple el criterio de Cauchy y veamos que f es
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integrable Henstock-Kurzweil.
Para cada k € N, se toma un gauge v, > 0 tal que para cada par de parti-
ciones etiquetadas y-buenas de [a, b], P1 y P se tiene que

|Sr(f,P1) — Sr(f, P2)| < %

Reemplazando v, por ﬂ;?:ﬂj, se tiene que Y41 C 7Y,. Para cada k, se fija una
particién etiquetada ~y,-buena, Py. Nétese que para j > k, como 7; C i, P;
es una particién etiquetada v,-buena de [a, b]. Por tanto,

1Sa(f,Pe) — Salf. Pl < 7

lo que implica que la serie {Sg(f,Px)}re; es una serie de Cauchy en R, y
por tanto converge. Sea A el limite de esta serie. De la desigualdad anterior
se tiene que

T =

Falta verificar que A satisface la definicién de integral de Henstock-Kurzweil.
Se toma € > 0y K > 2/e. Sea P una particién etiquetada yx-buena de [a, b].
Entonces,

|Sr(f,P) — Al = |Sr(f,P) = Sr(f, Pr)| + |Sr(f, Pr) — Al < % —|—% < e

Por tanto f es integrable Henstock-Kurzweil en [a, b]. O

Teorema 4.16. Sea [ : [a,b] — R una funcidn integrable Henstock-Kurzweil
en [a,b]. St J C la,b] es un subintervalo cerrado, entonces f es integrable
Henstock-Kurzweil en J.

Demostracion. Sea ¢ > 0 y v un gauge en [a,b] tal que P; y Py son dos
particiones etiquetadas y-buenas de [a, b], entonces |Sg(f, P1) — Sr(f, P2)| <
€. Sea J = [¢,d] un subintervalo cerrado de [a,b]. Sea J; = [a,c] y Jo = [d, b]
si alguno de ellos contiene un tinico punto no los consideraremos mas ya que
la integral serfa nula en ese conjunto. Sea 7 = v|; y 75 = v|s,. Supongamos
que P y & son particiones etiquetadas 7-buenas de J, y P; es una particion
etiquetada y-buena de J;, i = 1,2. Entonces P = PU (PLUP,) y € =
U(P1 U Py) son particiones etiquetadas y-buenas de [a,b]. Como P' y &'
contienen los mismos pares (z;,[;) de J,

|Se(f,P) — Sr(f,E)| = |Se(f,P") — Sr(f,&)| <e.

Por el criterio de Cauchy, f es integrable Henstock-Kurzweil en J. O
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Teorema 4.17. Sea f : [a,b] — R y sea {I;}7", un conjunto de intervalos
cerrados con interiores disjuntos tales que |a,b] = UL, L. Si | es integrable
Henstock-Kurzweil en cada I, entonces f es integrable Henstock-Kurzweil en

[a,0] y b ~
HK/a f:; H-K/ij

Demostracion. Supongamos primero que [a,b] estd dividido en dos subin-
tervalos, Iy = [a,c] e I = [c,b], y que f es integrable Henstock-Kurzweil
en ambos intervalos. Se toma € > 0 y para ¢ = 1,2 se toma un gau-
ge 7; en I; tal que P es una particién etiquetada ~;-buena de I;, entonces

Sr(f,P)— WK f] f‘ < £. 51 x < ¢, el mayor intervalo centrado en x que
no contiene a c es (r — |x —cl,x+|r—c|]) = (x — |z —c|,c), de igual ma-
nera si x > c¢ el mayor subintervalo centrado en x que no contiene a c es
(¢,x — |x — ¢|). Definimos un gauge en [a, b] de la siguiente manera:

mx)N(r—|z—cl,c) si x€la,c)
Y(z) = @)N(c,x—lr—c¢|) si z€ (]
71(€) N ya(c) si z=c

Como ¢ € «y(z) si y solo si x = ¢, ¢ es una etiqueta para toda parti-
cion etiquetada ~y-buena. Dado que P es una particién etiquetada y-buena
de [a,b]. Si (¢,J) € Py J tiene intersecciéon no vacia con [1 e I, se di-
vide J en dos intervalos J; = J N I;, con J; C ~(c), i = 1,2. Enton-
ces, f(c)l(J) = f(o)l(J1) + f(c)l(Js). Escribimos P como P; U P,, donde
P, ={(z,J) € P:J € I}. Por la construccion de v, P; es una particion eti-

quetada y;-buena de I;. Después de dividir el intervalo asociado a la etiqueta
¢, si fuera necesario, se tendria que Sg(f,P) = Sg(f,P1) + Sr(f,P2). Por

tanto,
Sr(f.P) - {HK It HK/ f}‘ <
11 12

Su(f P = K [ f

I

Sr(f,P1) — HK/ f‘+
I
<t+4i=
2 Ty

Por tanto, f es integrable Henstock-Kurzweil en [a, b] y 1K f f="K n f+
K f I f. Razonando por induccion se concluye el resultado. O]

4.3. Primer teorema fundamental del calculo

Veamos ahora los teoremas fundamentales del célculo para la integral
de Henstock-Kurzweil que como comentamos al principio del capitulo fue la
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mejora de estos teoremas lo que motivo su desarrollo y es su principal mejora
respecto a las integrales anteriores.

Teorema 4.18. Sean F, f : [a,b] — R. Sea F continua y tal que F' =
salvo tal vez en un conjunto numerable de puntos de [a,b], Entonces, [ es
integrable Henstock-Kurzweil en |a,b] y

K /abf — F(b) - Fla).

Demostracion. Sea C' = {c,}, oy la coleccion de puntos donde o bien F’ no
existe o bien F” existe pero no es igual a f. Sea ¢ > 0. Si t € [a,b] \ C, se
elige 0(t) > 0 para este € utilizando el lema 4.1. Si t € C, entonces t = ¢,
para cierto k. Se toma 0(t) = d(cx) > 0 asi que |z — ¢x| < §(¢x) implica que:

L |F(z) = Fey)| < 2749
2. | f(cr)| |z — x| < €27 +3)

J estd bien definido ya que F' es continua en [a,b] v |x — ¢;| se puede hacer
tan pequeno como se desee, basta con tomar x lo suficientemente préximo a
cx. Se define el gauge v(t) = (t — 0(¢),t + 6(t)) para todo t € [a, b].

Sea P = {(t;,1;) : i =1,...,m} una particién etiquetada ~-buena de [a, b],
donde I; = [a;, b;] para cada i. Nétese que si a; # a, entonces existe un j
tal que a; = b;, de forma similar se tiene que b; # b. Sea P; el conjunto de
elementos de P con etiquetas en [a,b] \ C'y Ps el conjunto de elementos de
P con etiquetas en C. Por el lema 4.1,

> Fb) = Fla) = ft)(bi—a)l < > elbi—a;) < e(b—a).

(ts,1;)€Py (ts,1;)€P1

Si t; = ¢ para cierto k, por (1) y (2)
[F'(bi) — F(a;) — f(t:) (b — ai)]

< [F (i) = Flew)l + [F(er) = Flai)| + [ f(er) (b — ai)|

€ € € €
k3 T oErs T okts < ohl

<

Por tanto,

S IF(b)  Fla) = [t — )l <23 5 = ¢

(ti,1;)EP2
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ya que cada ¢, puede ser una etiqueta de como maximo dos subintervalos
de P. Gracias a que cada punto de division, diferente de a y b, es a la vez
extremo derecho e izquierdo de los subintervalos, se llega a que

1Sa(f.P) = [F(b) = F(a)]| = | Y {F(b:)— F(a:) — f(t:)(bi — a;)}

(ts,1;)EP

<elb—a)+e=(1+b—a),
con lo que se concluye. O

Obsérvese que en este caso no se pide ni la continuidad de F’ como se
hacia para la integral de Riemann ni la acotacién de F’ como se hacia para
la de Lebesgue. Mas adelante veremos un ejemplo de una funcién integrable
Henstock-Kurzweil pero no integrable Lebesgue.

4.4. Integrabilidad absoluta

A diferencia de la integral de Lebesgue en la que la integrabilidad de una
funcién medible f es equivalente a la integrabilidad de |f| como vimos en el
teorema 3.31, en la integral de Henstock-Kurzweil esto no sucede. Veamos
un ejemplo de ello.

Ejemplo Sea f : [0,1] — R la funcién definida por f(z) = x? cos(r/x?)
siz >0y f(0)=0siaz=0. Entonces f es derivable en [0, 1] con:

, _ 0 sizx=0
) = {2:17 cos(%) 4+ Zsin(%) siz >0
Por el primer teorema fundamental del célculo, teorema 4.18, f’ es integrable
Henstock-Kurzweil en [0, 1] y B fol f=-1
Sin embargo, | f'| no es integrable Henstock-Kurzweil en [0, 1]. Razonamos de
igual forma que en el ejemplo de la seccién 3.5, tomando

- 2 ]
N a1 YT Vo

Los segmentos [ag, O] son disjuntos y | f/| es continua y por tanto integrable
Henstock-Kurzweil sobre cada uno de ellos. Ademés, si x € [ay, Bk, se tiene
que

m m
2kt < — < (4k+1)—=.
7T_$2_( +)2
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Por tanto,

Br Br
= [ = 150 - few) = o

1 s B .1
H—K/’f/|22H—K/ ’f”ZZﬂ:OO
0 k=1 ak k=1

Por lo que |f’| no es integrable Henstock-Kurzweil.
Nos preguntamos por tanto que relaciéon existe entre la integrabilidad en sen-
tido Henstock-Kurzweil de una funcion y su valor absoluto.

Introducimos un nuevo concepto relativo a los d-gauges que serda de utili-
dad en esta seccién.

Definicién 4.19. Un 0-gauge, 6 en [a,b] se dice que es e-adaptado a f :
[a,b] = R si f es integrable, el valor de su integral es A, y si |S(P, f) — A] <
€ para toda particion 0-buena, P, de [a,b].

Definicién 4.20. Una funcidn f : [a,b] — R es absolutamente integrable
Henstock-Kurzweil en [a,b] si f y |f| son ambas integrables Henstock-
Kurzweil en |a, b.

Proposicién 4.21. Una funcion f : [a,b] — R es absolutamente integrable
Henstock-Kurzweil en [a,b] si y sdlo si, [T y [~ son integrables Henstock-
Kurzweil en |a, b.

Demostracion. Si fy |f| son ambas integrables Henstock-Kurzweil, entonces
fr=23(f1+f)y f~ = 3(|f] = f) son integrables Henstock-Kurzweil por
linealidad.

Si f* y f~ son integrables Henstock-Kurzweil, entonces f = f* — f~ y
|f] = fT—f~ también son integrables Henstock-Kurzweil por linealidad. [

Proposicién 4.22. Si f : [a,b] — R es absolutamente integrable Henstock-

Kurzweil, entonces,
b b
H-K H-K
JRER AT
a a

Demostracion. Se tiene la cadena de desigualdades

_H-K/b|f’§_H-K/bf§ H-K/bf:
H-K/bf+_ H-K/bfS H—K/bf+§ H-K/bm

con lo que se concluye. ]
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Proposicién 4.23. Si f y g son integrables Henstock-Kurzweil en [a,b] y
|f] < g, entonces [ es absolutamente integrable Henstock-Kurzweil en [a,b].

Demostracion. Sea a; < as < ... < ays1 una subdivision de un segmento
H-K ak+1 H-K [ak+1
Zk 1 o 9=

[a1, an1] C [a, b], entonces se tiene que S0
H-K fabg < 0o Se define

N ak+1
S [ <o
k=1 Ak

Veremos que f es integrable y su integral es igual a S.
Sea € > 0 y consideramos puntos a; < as < ... < ayy; de [a, b], tales que

Ag+1
/ ‘ >SS —e
ag

Sea ¢ un 0-gauge e-adaptado a f en [a, ] tal que

S = sup

a1<az<...<any1€[a,b]

k=

5(1‘) < min(lx - al‘a ’33 - a?’a SRR ’.ﬁE - aNJrll)'

Sea [a, 8] un segmento contenido en [a, b] y sea P una particién d-buena de
un segmento contenido en [a,b] y que contiene a [a;, ay41]. Se toma ag = «
¥y any2 = (. Entonces, se tiene Sg([f],P) = S0 " Sr(|f],Prx) donde Py es
una particién d-buena de [ay, agi1].

Se definen las subdivisiones parciales d-buenas de [a, b] siguientes

g ={wa e Pl s - 7 [ 120},

7 ={a) e P L10) - @) - HK/f<0}

T+ = N+1jk v I~ = UN+1

Siu—wv >0, se tiene que —(u —v) < |u| — |v| < u— v,y por tanto por el
lema de Henstock

s 3 (100w = < [ 1)
)< X (s 1) <e

H-K / f
J (Jz)eT+

< ¥ (1016

(J,x)eJ+

20



Por tanto, —e < Sg(|f,T) = Y mess ["F [, f] < e Y de igual manera

—e < SR(|f|a\77) - Z(J7x)ej+ |H_K fJ f‘ < €, por tanto, —2¢ < SR(|f|aP) -
Sumegiug- T 5 fI < 2e. Como cada intervalo de J+UJ ~ estd contenido

H-K ”
/
J

ag+1

STRNENDS
Gk (Jx)eJTug—

Finalmente se tiene que S —3e < Sg(|f|,P) < S+ 2¢, y como € es arbitrario

se concluye que |f| es integrable en [a, b] de integral igual a S. O

N+1

S—ESZ

k=0

<S.

Proposicion 4.24. Sean f, g y h funciones integrables Henstock- Kurzweil
en la,b] y tales que h < f y h < g, entonces las funciones min(f,qg) y
méax(f, g) son integrables en |a,b)].

Demostracion. Se tiene que las funciones positivas f — h y g — h son inte-
grables Henstock-Kurzweil. Ademas la funcion f — g también es integrable
Henstock-Kurzweil y

lf =gl <(f=h)+(g—h)

Por tanto, por la proposicién precedente se tiene que f — g es absolutamente
integrable.
Para concluir basta observar que

(f—g)—1f—gl) y max(f,g) =

min(f, g) = ((f=g)+1f—gl)-

DO | —

1
2

4.5. Lema de Henstock

A continuacién veremos un resultado que nos sera 1util para las demostra-
ciones de los teoremas de convergencia.

Lema 4.25. (Henstock)

Sea f una funcion integrable Henstock-Kurzweil en [a,b], y para € > 0 sea d.
un §-gauge en [a, b] por tanto para cualquier particion etiquetada 0.-buena de
[a,b] se tiene que




Sea Fy,Fs, ..., F; una coleccion de subintervalos cerrados y disjuntos de
la,b], con y; € Fy C (y; — 0c(y)),y; + 0c(y;)), donde 1 < j < J. Enton-
ces,

Z{f(yj)l(Fj)— H'K/F.f(a:)} <e
y
D [Fli(Fy) = /F'f@:) < 2e,

Jj=1

donde l(F}) indica la longitud del subintervalo Fj.

Demostracion. El conjunto [a,b] — U/_, F; es una coleccién finita de inter-
valos abiertos. Anadimos a cada uno sus extremos obteniendo una coleccion
finita de subintervalos cerrados K7, Ko, ..., Ky de [a, b] donde f es integrable
Henstock-Kurzweil por el teorema 4.15.

Se toma un d-gauge 6, < o, tal que para n > 0 y una particion etiquetada
de-buena de K,,, que denotamos K (P,,) se tiene que

Z fxi) (v — @) — HK/ fl@)] < %
K(Pn) n

Las particiones K(P;), K(Ps),..., Py junto con Fy, Fy, ..., F; forman una
particién etiquetada d.-buena de [a, b] Entonces,

Z{f(yj)l(Fj)— HK/F f(w)H

j=1 J

= |[f(y)l(F1) + fy)l(F2) + ...+ f(ys)I(Fy)

+ Z fz)Az + Z fl@)Az+ ...+ Z fz)Ax

K(P1) K(P2) K(Pn)

—[HK [ R o WLy B
F I Fy

I )+ f@%ﬁ~+ﬂKZ;f@ﬂ

K1 KQ
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ST G

n=1 n=1 K(Pn)
N
<6+ZH‘K/ f(x)—Zf(x) <€+N£:6+77.
n=1 K K(Pn) N

Como 7 es arbitrario, la segunda desigualdad es véalida. Para la primera
desigualdad, de los subintervalos Fi, F5, ..., F'; se toman aquellos que cum-

plen f(y;)I(F;) — % fFj f(x) > 0. Por tanto,

0< > flyi(Ey) — "8 f@)<e

Si se tuviera, f(y;)I(F;) — " [, f(z) <0 se cumplirfa

ST FUE) + [ f) <

Fy

Juntando ambas partes se llega a que,

Z'f(yj)l(Fj)— /F

J

< 2e.

4.6. Teoremas de convergencia

Teorema 4.26. (Convergencia mondtona) Sea { fr.} una sucesion mondtona
de funciones integrables Henstock-Kurzweil en [a,b] que convergen puntual-
mente hacia [ en |a,b]. Entonces, [ es integrable Henstock-Kurzweil en [a, b]

sty solo si la sucesion {HK fab fk(x)} es acotada en [a,b]. En este caso,

[ = o [ i)

k—o0

Demostracion. Supongamos que la serie {f} es mondtona creciente, f; <
foooo < fi < fra1 < f en [a,b]. Si f es integrable Henstock-Kurzweil,
entonces, 1K f; fr(z) < HK f;f@) para todo k, y la sucesién mondtona

creciente {HK f(f fk} al estar acotada por 1K ff f es convergente.
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Reciprocamente, supongamos que A es el limite de la sucesiéon {HK f; fk}.

Veremos que f es integrable Henstock-Kurzweil en [a,b] y que TK fab f=A.

Se toma € > 0. Para k > K, se tiene que 0 < A — H-K fab fr(x) < e. Como las
funciones fj, son integrables Henstock-Kurzweil, se tiene un 6*-gauge para fy
tal que

b
Sl fiP) — K / ful)| <

€
2k
para cada particién etiquetada, P, §*-buena de [a, b].
Seax € [a,b]. Como limy_, fr(z) = f(z), existe n(z) € Ntal que |f(z) — fe(z)| <
e cuando k > n(z) > K.

La funcién d.(x) = o¢ () es un gauge en [a,b]. Sea P una particién etique-
tada d.-buena de [a, b]. Recordemos que la suma de Riemann también podia
expresarse como Sg(f,P) = Y21, f(t;)Ax; entonces se tiene que,

1 I

Z f(ti)Ax; — Z Jr (L) Az,

=1 =1

I
Z{ t))Ax; — B A .fn(ti)(a?)}‘

[Sr(f,P) — Al <

Ax;

I
+1D " fag(@) - A
=1

Veamos como se acotan cada uno de los términos de la derecha de la
ultima desigualdad.
El primer término esta dominado por 22‘1:1 | f(t:) = fae) ()| Azy < €(b—a).
Para el tercer término, teniendo en cuenta que la serie {f;} es monétona
creciente, que los subintervalos de la particion P son disjuntos y que los
ntimeros naturales n(ty),n(tz),...,n(t;) son todos mayores o iguales que K
se tiene que

1
[ et Z R ARCCED Dy e

Azx;

entonces,

I b
0<A-Y @ as T pen <
i=1 Az; a
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Veamos por ultimo como acotar el segundo término, los nimeros naturales
n(er),n(cz), ..., n(cr) pueden no ser todos distintos. Aquellos que son iguales
corresponden a la misma particién y usando el lema de Henstock se tiene que

€

l
~ _ HK
; fn(Cik)Axlk fn (ciy,) 2n(c%)

Aaclk

Siendo n(c;,) = n(cy,) = ... =n(c,).

El segundo término estd dominado por > ¢/2F = ¢. Hemos visto por tanto
que para esta particion etiquetada d.-buena de [a,b] la diferencia entre la
suma de Riemann asociada a f y el valor A de la integral esta acotado por
€(b—a) + € + €. Esta es la definicién de ser integrable Henstock-Kurzweil en
[a,b] y que el valor de la integral sea A, por tanto

b b
< pa) = Jim ' fo)

El argumento en el caso de que f; > ... fx > fry1 > ... f es similar. O

Teorema 4.27. (Convergencia encajada) Sea f, : [a,b] — R una serie de
funciones integrables Henstock-Kurzweil en [a,b] que convergente puntual-
mente hacia f : [a,b] — R. Si existen dos funciones integrables Henstock-
Kurzweil g : [a,b] — R y h : [a,b] — R tales que para todo n se tiene que
g < fn < h. Entonces f es integrable y

b b
, H-K H-K
klggo / fn= / g
a a

Demostracion. Dados dos enteros m y n tales que m > n, consideramos la
funcién F,,,, definida por F,, ,, = mingep, m fr- Por la proposicion 4.23 se tie-
ne que para todom > n, F,, ,, es integrable. Ademas, la serie (G, = Fypn)m>n
es decreciente, acotada mferlormente por g y tiene como limite a F, =
infy>, fr. Como TK f G, > K f g, por el teorema de la convergencia

mondtona se tiene que F,, es integrable y que "X fa F, < infys, TK fa fi <

H-K f; h. La serie (F,) es creciente y converge hacia f. Volviendo a aplicar el
teorema de la convergencia monodtona se tiene que f es integrable y que

b
HK/f—hm /F<hmmeK/ fn-
k—o0 a

. . , K b K b
Razonando de igual manera se tiene que limy_,o sup "5 [ f, < WK (" f

Por lo que se concluye el resultado limy_,o, HK fab f, =HK fab f. O
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Como consecuencia de este teorema se tiene el teorema de la convergencia
dominada.

Teorema 4.28. (Convergencia dominada) Sea f, : [a,b] — R una serie de
funciones integrables Henstock-Kurzweil que convergen puntualmente hacia
f i ]a,b] = R. Si existe una funcion g : [a,b] — R tal que para todo n se
tiene que | f,| < g se tiene que f es integrable y que

b b
s H-K H-K
Jim / Jn = / I
a a

Demostracion. Basta observar que la serie (f,,) estd encajada por g y —g que
son ambas integrables Henstock-Kurzweil en [a, b] por lo que se concluye el
resultado. O]

4.7. Relacién con la integral de Lebesgue

Veremos que las funciones integrables Lebesgue son integrables Henstock-
Kurzweil para ello se hara una demostracién en varios pasos partiendo de las
funciones escalonadas que definimos a continuacién.

Definicién 4.29. Una funcion f : [a,b] — R es una funcién escalonada
si eziste una particion P = {[x;_1,x;]} de [a,b] tal que f es constante en
cada intervalo abierto (x;_1,x;).

Teorema 4.30. Sea f integrable Lebesque en [a,b] entonces f es integrable
Henstock-Kurzweil en [a,b] y los valores de las integrales coinciden.

Demostracion. La demostracion consta de varias partes,

Parte 1 Las funciones escalonadas son integrables Henstock-Kurzweil y su
valor coincide con el de la integral de Lebesgue.

Sea s : [a,b] — R una funcién escalonada. Las funciones escalonadas son
integrables Riemann ya que tienen un nimero finito de discontinuidades, por
tanto también son integrables Henstock-Kurzweil y los valores coinciden, se

tiene que
b b
R / g — HK / s
a a

Por otra parte las funciones escalonadas son integrables Lebesgue ya que son
discontinuas en un nimero finito de puntos, es decir, en un conjunto de me-
dida cero, ademas las funciones integrables Lebesgue son a su vez integrables
Riemann, por lo que también se tiene

b b
a a
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Por lo que empleando ambas igualdades se concluye que

b b
L/ s = H—K/ s
a a

Parte 2 Las funciones simples son integrables Henstock-Kurzweil y su valor
coincide con el de la integral de Lebesgue.

Sea GG un subintervalo abierto de [a, b], G se puede expresar como la unién nu-
merable de intervalos disjuntos G = Ul. Se define una sucesién de funciones
escalonadas { fy}, donde fy = x1, + X1, + ..+ xz,- Entonces fj es integrable
Henstock-Kurzweil y limy o fx(z) = xg. Nétese que si z € [a,b] \ G, enton-
ces fr(z) = 0 para todo k y limy_, fr(x) = 0.

Siz € G, entonces existe un nimero natural N tal que x ¢ I1U...UIy_4, © €

In, © ¢ Inyq,. ... Esto quiere decir que,
fl(ac) =...= fN,1($) = 0,
In@)=1=fyu(z)=...,y

lim fip(z) = 1.
k—o0

Por el teorema de la convergencia monoétona, aplicado tanto a la integral de
Lebesgue como a la de Henstock-Kurzweil y dado que 0 < f, < 1 en [a,b] la
funcion caracteristica de G es integrable Henstock-Kurzweil y Lebesgue, y

b b
/ Yo = lim / fi
a k—o0 a
b b
, L L
lim fr = XG
k—oo a a

Sea ahora F un subconjunto medible de [a, b]. Se puede cubrir £ con una
sucesién monétona decreciente de conjuntos abiertos Gy, tales que lim u(Gy) =
p(E), aplicando la proposicién 3.5. De nuevo, f, = x¢, define una sucesién
mondétona de funciones integrables tanto Henstock-Kurzweil como Lebesgue
que convergen puntualmente hacia xg, tales que 0 < f, < 1 en [a,b] ¥

0< HK fab fr < b—a para todo k. Entonces se tiene que,

b b
e / Xp = lim X / fi
a k—o0 a
b b
S
a a
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Para concluir basta observar que una funcién simple es una combinacién
lineal de funciones caracteristicas en conjuntos medibles, por tanto, si s es
una funcién simple definida en [a, b] se tiene que

b b
H—K/SZL/S
a a

Parte 3 Supongamos que f es una funcién positiva integrable Lebesgue en
[a,b]. Entonces existe una sucesién de funciones simples, {s;}, convergente
puntualmente hacia f en [a, b]. Entonces,

b b b
H’K/sk:L/skgL/f<oo.
a a a

Aplicando el teorema de la convergencia mondtona se tiene que

b

HK/f—hm /sk
k—o0

RSN

Parte 4 Si f no es positiva basta aplicar la parte precedente a las funciones

+:sup{f,0} y fﬁ :—fnf{f,O}

Veamos un ejemplo de que el reciproco no es cierto.
Ejemplo: Sea F : [0,1] — R definida por:

0 stz =0
F(z) = {x2 cos(%) siz e (0,1]

F’ es derivable en [0, 1] y su valor es

0 stz =20

F'(z) = {Qxcos(;g) — 2 sin(f) siz € (0,1

Por el TFC-1 para la integral de Henstock-Kurzweil se tiene que F” es inte-
grable Henstock-Kurzweil en [0, 1].

Sin embargo, |F’| no es integrable Henstock-Kurzweil en [0, 1. Utilizando la
positividad de la integral se tiene que para todo ¢ € N

1 1
HK/‘[ F| > HK/mF/:‘F(i>_
1 % \/E

141
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Lo que implica que, para todo N € N

1 N 9
H-K /
F'| > y
/0| |_;Z—|—1

El miembro de la derecha de la desigualdad diverge con N por lo que |F’| no
puede ser integrable Henstock-Kurzweil en [0, 1] y por el teorema 4.29 |F|
no es integrable Lebesgue por lo que F’ tampoco lo es por el teorema 3.31.
Recordemos que la funcién F’ tampoco es integrable Riemann ya que no es
acotada, como vimos en el ejemplo de la pagina 16.

4.8. Segundo teorema fundamental del calcu-
lo

Teorema 4.31. (TFC-2) Sea f : [a,b] — R una funcidn integrable Henstock-
Kurzweil, se define F(x) =" [ f(t)dt. Entonces, F es diferenciable en casi
todo x € [a,b] y F'(x) = f(x).

Para demostrar este teorema necesitamos el siguiente un lema de conver-
gencia.

Lema 4.32. SeaC={I; : i=1,..., N} un conjunto finito de intervalos de
R. Entonces, existen intervalos disjuntos dos a dos Jy,...,Jy € C tales que

1
i (Uil) < (VL)

Demostracion. La medida de los intervalos de R coincide con su longitud por
lo que u(I) =I(I), I intervalo.
Reordenando los intervalos si fuera necesario, se puede suponer que

(Iy) < (Ins1) < ... < U(I) < U(TY).

Sea Jy=1.SeaCy ={I1€C : 1 NI =0} ynétese quesi [; €Cy I; ¢ Cy,
entonces I; C 3.J;, donde 3.J; es el intervalo concéntrico con .J; que tiene
tres veces su longitud. Sea .J; el elemento de C; con el menor indice, y por
tanto la mayor longitud. Sea Co = {I € C; : [,NI =0} y de igual forma
se definen los Cj sucesivos. Como C es un conjunto finito, la seleccién de los
intervalos J; termina tras un nimero de pasos finitos, digamos k& pasos. Por
construccion, los intervalos {Ji, ... J;y} son disjuntos dos a dos, y si I; € C
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no estd en la eleccion, entonces existe un j tal que I; C 3J;. Por tanto,
Uﬁilli = U?:l U]iujj7£@ I; C U§:13JJ‘, asi que

k k

H (U§:13Ji) < Z#(?’Jj) = ZN(JJ) =p (U§:1Jj) :

W =
Wl

1
§M (Ui]illi) <

]

Ahora ya estamos en posicién de demostrar el segundo teorema funda-
mental del célculo.

Demostracion. Se fija > 0, se dice que z satisface la condicién (x,) si para
cada entorno de x que contiene a un intervalo [u, v] tal que z € (u,v) se tiene
que

- /()

‘M > 1. (4.1)

v—1Uu

Sea [, el conjunto de todos los = € (a,b) que satisfacen la condicién (x,),
se define £ = U2, E /,,. Supongamos que = ¢ E. Entonces, para todo n > 1,
existe un entorno U, de z tal que para cualquier intervalo [u,v] C U, con
x € (u,v), se tiene que

- [(z)

<

'F(U) — F(u)

vV—Uu

S|

Por la continuidad de F', la desigualdad se mantiene cuando u se reemplaza
por z. Por tanto, si x ¢ E, entonces F' es diferenciable en z y F'(x) = f(z).
Falta probar que E, es de medida cero para cualquier u > 0, lo que implicaria
que E = U2, E,, tiene medida cero. Si E,, = (), no habrfa nada que probar,
asi que supongamos que E,, # (). Sea € > 0, como [ es integrable Henstock-
Kurzweil , por el lema de Henstock, lema 4.25, existe un v-gauge ~ en [a, b]

tal que
1

S IFw) = F(u) = fla)(— )| < & (4.2)

i=1
para cualquier particién etiquetada y-buena P = {(z;, [u;,v]) : i=1,...,1}
de [a,b]. Para x € E,, se toma un intervalo [u,,v,] tal que z € [u,,v,] C
v(x) y 4.1 se mantiene. Después, se toma un y-gauge 7; en E, tal que
7(x) C (ug,v,) para todo z € E,. Por el lema 4.6, existe una coleccién
numerable de intervalos disjuntos {J; : k € o} y puntos {z) : k € o} tales
que z, € JyNE,, Jp C vi(zr) C (UsysVay)s ¥ By C Ukeodi C [a,b]. Sea
a=73 1o l(Jy) £b—a < oo, se toma N tal que S () > S
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Aplicando el lema 4.32 a {(uy,,vs,) : k=1,..., N} para conseguir una co-

leccién de intervalos disjuntos {(uy,, vy, ), ..., (Uy,, Uy, )} tal que
- 1
Z l((uyN UZ/l)) =W (Ufi1<uy17 U:’ﬂ)) 2 gﬂ (UIZCV:I(UIM Uzk)) (43)
i=1
1 N 1 e}
> 2 (Bl() = 3 D Uk >
3 3 — 6
Como {(z, [Uug,,vs,]) : i =1,..., N} es una particién etiquetada y-buena de
[a,b], por 4.1y 4.2,
s

,sz - uxz) - f(LCZ)(UzZ - uxz) < E

||Mz

K
w Z : uyﬂ ,Uyz
i=1

Ahora por 4.3 se tiene que € > a. Como E,, C Upeodi ¥ D peo (k) = a <€,
se deduce que E,, es de medida cero. O

4.9. Extensién a un intervalo cualquiera

Hasta ahora solamente hemos construido la integral de Henstock-Kurzweil
para un intervalo cerrado acotado, veamos como definirla para un intervalo
cualquiera de la recta completada R = R U {—o00, 0o}.

Definicion 4.33. Una funcion f : I — R es integrable Henstock-Kurzweil
si existe un numero real A tal que para todo € > 0 se puede encontrar un
d-gauge, 6 : I — R y un segmento [, B] C I tal que si P es una subdivision
d-buena de un segmento contenido en I y que contiene a [a, 5], entonces
|Sr(f. P) — A| < €. El niimero real A es la integral de f sobre I, A =" [ f

Obsérvese que si I = [a,b] es un segmento, se puede tomar [a, §] = [a, V]
y la nueva definicién es equivalente a la dada en un principio, definicién 4.7.
Veamos un resultado que nos indica cémo calcular una integral en un intervalo
cualquiera, uno no acotado por ejemplo.

Teorema 4.34. Sea I C R un intervalo, a = inf(I) € RU {—o0} y b =
sup(I) € RU {oco}. Entonces f es integrable en I si y sdlo si f wverifica las
dos propiedades siguientes

» f es integrable en todo segmento [c,d] C I y

u K fcd [ admite un limite finito cuando ¢ — a* yd — b~
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Se tiene entonces que este limite es igual a la integral de f en I.

Primero veamos un lema previo que usaremos en la demostracion del
teorema.

Lema 4.35. Si I' C I son dos intervalos con los mismos extremos, una
funcion f: I — R es integrable en I si y sélo si, es integrable en I'. En este

caso,
K f :H—K f
/I g

Demostracion. Veremos el caso en que I = (a,b|, donde a € RU {—00} e
I’ = (a,b). Los otros casos se demuestran de manera similar.

Trabajaremos con J-gauges tales que d(z) < ¢/(1+ |f(z)|) para todo = € I.
Por tanto los términos de las sumas de Riemann estaran acotados superior-
mente por d(x) - |f(x)] <e.

Si f es integrable en (a,b] y si (0, [c,b]) es una pareja e-adaptada a f en
(a,b], entonces (0, [a,b — d(b)]) es una pareja e-adaptada a f en (a,b). De
hecho, toda particiéon P de un intervalo que contenga a [a, b — §(b)] se puede
completar anadiendo ([b— d(b), b]) para obtener P’ una particién J-buena de
un segmento que contiene a [« ]. Entonces,

Sa(f,P) — K (b]f‘<5 1)+

Sr(f,P') — HK/( ]f‘ < Ze.
a,b

Por tanto, f es integrable en (a,b) HKfab f= HKfab f.

)

Reciprocamente, supongamos que f es 1ntegrable en (a, b) Sea (4, [, 5]) una
pareja e-adaptada a f en (a,b) donde 5 > b—4§(b) con 6(b) = ¢/(1+|f(b)|). Si
P = ([ak, @k+1], Tk)<p< € una particion etiquetada d-buena de un segmento
que contiene a [, b], entonces P’ = ([ak, Gg11], Tk),<pey_; €S Una particion
d-buena de un segmento que contiene a |«, 5] y o

Sulf,P)— 1K /) f] < 8(aw) - 1f ()| +

Sr(f,P') — H'K ( )f’<2e
a,b

Por tanto, f es integrable en (a,b] y 1K f(a oyl = H-K f(a’b) f. O
Ahora ya estamos en disposicién de demostrar el teorema.

Demostracion. Empecemos viendo que si f es una funcién integrable en
Iy que si a = inf(I) € RU —oco y b = sup(/) € R U oo, entonces,

_ . K rd
HKfIf:hmc_nﬁ HKfC I
d—b~
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Por el lema precedente podemos suponer sin pérdida de generalidad que
I = (a,b). Por el teorema 4.16, tenemos la primera condicién. Para ver que
se cumple la segunda, sea € > 0 y sea (0, [, 5]) una pareja e-adaptada a f
en I. Si [c,d] contiene a [, 5] y si P es una particion d-buena de [c, d], se
tiene que |Sg(f,P)— "K [, f| < e. Como la integral de f en [c,d] puede
ser aproximada por tales sumas de Riemann Sg(f,P), se deduce que pa-
ra todo segmento [c,d] contenido en I y que contiene a [a, (], se tiene que

HK - WK ) < e Por tanto "X [} f = lim,_,,+ "K Iy

—
Veamos el reciproco. Suponemos que I = [a,b) sin pérdida de generalidad

. 1 K rd
por el lema previo, veamos que si limg,- " [7 f = A € R entonces f es
integrable en I y su integral es A. Sea ¢ > 0, se toma una sucesion estric-

tamente creciente (di,) de limite b tal que ‘HK fad’“ f- A’ < 5%. Se toma a

continuaciéon para todo k un d-gauge &y en [dy, di11] que es €/2*-adaptado a
f en estos intervalos. Se define entonces un d-gauge en [a, b] de la siguiente
manera

do(a) sizr=a
6(z) = S min(0x(x),  — di, dj1 — x)  si x € (dy, diyr)
min(5k(dk),5k_1(dk)) six = dk, k Z 1

Entonces toda particién P d-buena de [a,d] con dy < d < diy1 se puede
dividir en particiones P; de [d;,d;+1] para 0 << k, y de [dy,d] para j = k.
Se tiene por tanto

dji1 d
Vi <k (Sa(P) = [Tl Doy e m g <
Para la segunda acotacién se ha utilizado el teorema 4.16.
Se tiene que Sg(f,P) = Z?:o Sr(f,P;) , por lo que
d d k e e
50(£P) — A1 < [se(rP) = 5 [ [Ty oal <3 S
a a j=0

para toda particién d-buena P de un segmento que contiene a [a, d;].
O]

Veamos como este resultado nos permite calcular la integral de Henstock-
Kurzweil de la funcién f : [1,00) = R, f(x) = Smxﬁ que no es integrable
Lebesgue por no ser integrable su valor absoluto.

Ejemplo: Sea f : [1,00) — R definida como f(z) = % f es continua
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en [1,00) por lo que es integrable en cada segmento [c,d] C [1, 00). Haciendo
una integracién por partes se obtiene que para todo ¢ € (1,00):

- p

Por una parte se tiene que lim._,(cos(c)/c) = 0, para el segundo término se
tiene que las funciones x — (cos(z))/2%* y = — |(cos(x)) /2?| son continuas
en [1,00) y |(cos(x))/2?| < 1/2%. La integral 'K [ % es convergente, por

tanto la integral " [ <=3 @) tiene un limite finito cuando ¢ tiende a oo lo

in(z)

oo
que permite concluir que la integral 1K f T2 es convergente.
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