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Palavras Chave Transformada de Fourier, Transformada de Fourier Fra-

Resumo

cionéria, Convolugao, Equacao de Convolucao, Desigualdade
de Young.

Nesta dissertagao apresentamos um estudo de diferentes tipos
de generalizacdes da Transformada de Fourier (classica). E
dada uma énfase especial a Transformada de Fourier Fra-
cionaria. Um conjunto significativo de novas convolugoes é
aqui considerado e associado a essas transformagoes integrais
gerais. Tais convolugoes dao origem a varias consequéncias,
entre as quais destacamos diferentes tipos de desigualdades de
Young e novas classes de equagoes integrais (para as quais estu-
damos a sua solvabilidade). Além disso, também sao referidas
aplicagoes a outras ciéncias (como é o caso de propagagao de
ondas Oticas e processamento de sinal).
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In this dissertation we present a study of different types of
generalizations of the (classical) Fourier Transform. A special
emphasis is given to the Fractional Fourier Transform. A sig-
nificant number of new convolutions are here considered and
associated with those general integral transforms. Such convo-
lutions give rise to several consequences among which we point
out different kinds of Young inequalities and new classes of
integral equations (to which we study their solvability). More-
over, applications to other sciences are also mentioned (as it is
the case of optical wave propagation and signal processing).
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Introducao

Em Matemética, a Transformada de Fourier ¢ uma transformada integral que expressa
uma fungao em termos de fungdes de base sinusoidal, isto é, como soma ou integral
de funcoes sinusoidais multiplicadas por alguns coeficientes. Existem diversas versoes
directamente relacionadas com tal transformada integral. A Transformada de Fourier
tem muitas aplicagoes em diversas areas cientificas, dentro e fora da Matemética, como
por exemplo em Fisica, Equagoes Diferencias, Processamento de Sinal, Processamento de
Imagem, Probabilidades e Estatistica, Criptografia, Acustica, Oceanografia, Sismologia,
Optica (cf. [2], [6], [21]).

A Transformada de Fourier é um operador linear e, com a devida normalizacao, é
também unitario, possuindo uma propriedade conhecida como o Teorema de Parseval ou,
mais geralmente, como o Teorema de Plancherel. A Transformada de Fourier é invertivel,
e a sua transformada inversa tem quase a mesma forma que a transformada direta (cf. [9],
17], [18]).

Através do designado Teorema da Convolugao, as transformadas integrais que gozam de
tal propriedade tornam a complicada operacao de convolu¢ao em simples multiplicagoes
(ver e.g. [9], [10]), o que as torna num método muito eficiente para calcular operagoes
baseadas em convolugao, como a multiplicacao polinomial, a multiplicacao de entidades
grandes e o calculo da funcao densidade de probabilidade de uma soma de variaveis
aleatorias.

O conceito de Transformada de Fourier Fracionaria (TFFr) apresenta uma generali-
zacao da Transformada de Fourier classica, que permite a consideragao de indices fra-
cionérios no correspondente operador da original Transformada de Fourier. Os primeiros
trabalhos que abordam esta questao surgem no inicio do século XX com a ideia de se
calcular a Transformada de Fourier classica com parametros fracionérios (cf. [2], [10]).
Os trabalhos sobre a Transformada de Fourier Fracionaria estenderam-se deste entao,
tornando-a a mais estudada das transformadas fracionarias.

A presente Dissertacao é composta por quatro capitulos e nao apresenta resultados ori-
ginais, mas baseia-se, fundamentalmente, nos trabalhos [9], [10], [12], [13], [14], [17], [18].
Faz-se uma abordagem de vérias generalizagoes da Transformada de Fourier e estudam-
se suas consequentes propriedades. Abordam-se também algumas das suas potenciais
aplicagoes.
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No Capitulo 1, faz-se um breve levantamento dos conceitos basicos de Analise Funcional
que suportam a Dissertacao, comecando por introduzir as noc¢oes de métrica, operador,
espago LP(R) e espago S(R) com as suas principais propriedades.

No Capitulo 2, desenvolvemos a teoria da Transformada de Fourier. Dedicamos uma
secgao a Transformada de Fourier no espago S(R), uma outra secgao para a Transformada
de Fourier no espago L!(R) e, por tltimo, dedicamos uma secgio para a Transformada
de Fourier no espago L*(R). Para cada espago funcional, discutimos as principais pro-
priedades da Transformada de Fourier e apresentamos os respetivos principais teoremas.
A titulo de exemplo, no Capitulo 2, podemos constatar o Teorema da Inversa de Fourier,
Teorema de Riemann-Lebesgue, Teorema de Parseval e Teorema de Plancherel. Adicional-
mente, estudamos a aplicacao da Transformada de Fourier na resolucao de problemas de
conducao de calor em barras semi-infinitas e infinitas.

No Capitulo 3, introduzimos uma generalizacao da Transformada de Fourier. De-
signadamente, introduzimos a nogdo da Transformada de Fourier Fracionaria (TFFr).
Primeiro, comecamos por dar a definicao de TFFr e apresentamos algumas das suas
propriedades bésicas. De seguida, apresentamos alguns resultados recentes sobre a TFFr
para um produto e uma convolucao, bem como algumas relagoes existentes entre elas. Para
finalizar os estudos da TFFr, apresentamos algumas das suas aplicacoes em problemas
relacionados com a propagacao de ondas Opticas e processamento de sinal. Ainda no
mesmo capitulo, introduzimos a Nova Transformada de Fourier Fracionaria (NTFFr).
Para além de definirmos a NTFFr, introduzimos sete novas convolugoes associadas a ela,
que podem ser encontradas em [12] e [13]. No mesmo capitulo, apresentamos desigualdades
do tipo de Young para as novas convolugoes e estudamos a solvabilidade de equagoes do
tipo de convolugao com (e sem) pesos de Hermite.

O Capitulo 4 dedica-se ao estudo da Transformada de Fourier com Fase Quadratica
(TFFQ) — sendo tal uma generalizacdo da NTFFr. Como sucedeu nos dois capitulos
anteriores, comecamos por apresentar algumas das propriedades bésicas desta nova trans-
formada integral. Posteriormente, apresentamos quatro novas convolucoes associadas a
TFFQ. Por ultimo, apresentamos as desigualdades de Young para as novas convolugoes e

a solvabilidade de equacoes de convolucao associadas a TFFQ.
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Simbologias e Abreviaturas

e B denota o fim da demonstracao ou de um exemplo;

e p(z,y) denota uma métrica;

e [P(Q) é o espago de fungoes p-integraveis, 2 C R, 1 < p < oc;

e S(R) denota o espago de Schwartz;

e F[f](«) denota Transformada de Fourier de f;

e A,y denota funcao caracteristica do intervalo [a, b];

e Lim. denota limite da média em L?(R);

e TFFr é a abreviatura para Transforma de Fourier Fracionaria;

e NTFFr ¢ a abreviatura para Nova Transformada de Fourier Fracionaria;

o F,[f](u) denota a Transformada de Fourier Fracionaria de f com indice «;
e K,(z,u) denota o nucleo da TFFr ou da NTFFr;

e x 0,0 0, 0,d B [ 0, % X *x ® O, XK denotam operagoes de convolugao;
e 2, denota a Nova Transformada de Fourier

e Kj; denota o nucleo da Transformada Linear Canonica;

e G(7,7) denota a fungao de Green da equacao de propagagao de onda.

e TFFQ ¢é a abreviatura para Transformada de Fourier com Fase Quadratica.






Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste primeiro capitulo o principal objectivo é definir o conjunto de conceitos que cons-
tituem o enquadramento dos desenvolvimentos posteriores. Para além das eventuais re-
visoes, recomenda-se a leitura das obras que desenvolvem o formalismo introdutoério da

Analise Funcional. Para um melhor desenvolvimento, veja por exemplo, 7], [8], [9] e [23].

1.1 Espaco L?

1.1.1 Definicao e Propriedades Basicas

Definigao 1.1. Seja X um conjunto e p(-,-) uma fungao real definida sobre X x X. O
conjunto X junto com a fun¢do p chama-se espago métrico se a fungao p € nao negativa
(p(x,y) = 0,2,y € X) e satisfaz as sequintes condigoes:

(1.1) p(z,y) =0z =y;

(1.2) p(z,y) = ply,x), Vr,y € X;

(1.3) p(z,y) < p(z,y) + p(y,2), Vr,y,2 € X.

Definicao 1.2. Sejam X e Y conjuntos nao vazios. Um operador T com dominio X e
contradominio Y (designado por T : X — Y ) é uma aplica¢ao (transformagao, fun¢ao)
que para qualquer x € X corresponde um e s6 um elemento y = Tx € Y. O subconjunto

do contradominio Y definido por
ImT :=T(X)={Tz:z € X}
chama-se 1tmagem de T.

Definigao 1.3. O operador I : X — X definido por Ix := x (para qualquer x € X )
chama-se operador identidade ou unidade.

Definigao 1.4. Seja X um espago linear sobre o corpo R. Um funcional || - || sobre X

chama-se norma se satisfaz as sequintes condigoes:

1



Gedeon Mateus Sevene

(1.1) ||z|| 2 0, Vz € X sendox=0< |z| =0;
(1.2) |lox|| = |af[[z]], VzeX, VaeR;
(1.3) |z +yll < ll=ll + [lyll, Vz,y,2 € X.

Definicao 1.5. Seja ) um conjunto aberto em R, f: 2 CR — R uma fungao mensurdvel
a Lebesque em um dominio €2 mensurdvel e p > 1. Diremos que f € p-integrdvel e
f € LP(Q) se sua norma LP for finita:

Para 1 <p<+o0
1/p

| fllzee) = /]f(:c)]pda: < 0.
Q
Para p = +o00,

| fllzoo () := ess 81618 |f(z)| =inf{C :|f(x)] < C qtp em Q} < oo.

De agora em diante, sempre que nada se disser, iremos estar a assumir que 2 C R.
Lema 1.1. Se 0 < a,b e A €[0,1], entdo
a*b'™ < Aa+ (1 — A\)b. (1.1)

Demonstracao: Se b =0 ou A € {0, 1} o resultado é evidente. Suponhamos que b # 0
e A € (0,1). Assim, a expressdo (1.1) é equivalente a t* < At + (1 — \), onde t = a/b.
Definindo f(t) = t* — At temos que f'(t) = 0 é equivalente a t = 1 e f”(1) < 0. Logo
fO<f)y=1-\VvVi=0.1

Lema 1.2 (Desigualdade de Young'). Seja ¢ : [0,00) — [0,00) uma fungio continua
estritamente crescente tal que ¢(0) =0 e lirll o(r) = 400, e seja p = ¢~ Definindo,
Tr—r+00

para x = 0,
x

o) = [ ey ¢ Vo) = [ vy

0

temos ab < ®(a) + V(b) para todos a,b > 0, e a igualdade cumpre-se se e s se p(a) = b.

Demonstragao: Para todo a > 0

] o(a)dz + 7a)w<x>dx — ap(a),

ou seja,
®(a) + V(p(a)) = ap(a).

L Alfred Young (1873-1940)— matematico britanico
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Capitulo 1. Nogoes Preliminares

Daqui resulta

®(a) +V(b) = ap(a) + ¥(b) — ¥(p(a)).
O resultado sai analizando os casos ¢(a) < b e ¢(a) > 0.1

- : . , 1 1
Definicao 1.6. Para p > 1, diremos que ¢ > 1 € conjugado de p se tivermos — + — = 1.
p q

Corolario 1.1. Seja a,b >0, p>1 e q > 1 o conjugado de p. Entao

e cumpre-se a igualdade se e somente se aP = b4,

Demonstragao: Tomando ¢(x) = 2P~ temos que ¢ esté sob a condigao da desigualdade
de Young,
aP b4
O(a) =— e V(b)) =—.
p q

Pela desigualdade de Young, temos

com a igualdade valendo se e somente se b = p(a) = a?~!, ou seja, b7 = a?P~H = o7 W
Teorema 1.1 (Desigualdade de Holder?). Sejam f € LP(Q) e g € LY(Q), com 1 < p < o0
e q o conjugado de p. Entao f-g € L'(Q) e

J15@gt@)ide < 171 -l
Q

Demonstragao: Vejamos o primeiro caso 1 < p < co. Se ||f|lr» = 0 ou [|g]|z« = 0 0
resultado ¢ imediato. Se tal nao se verificar, temos pelo Corolario 1.1, tomando

/] |91
a= b=
||fHLP ||9||Lq

teremos
/] |9 L[ffP 1 |gl

1A llee Mgllze ~ plAIZ  allglle

1 / 1 1
——— [ |fglde < -+ - =1.
e Toll | 557

O que nos leva ao resultado neste caso.

Integrando, vem

20tto Holder (1859-1937)— matematico alemao
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Agora, vejamos o caso p =1 e ¢ = 0o (0 caso p = 0o e ¢ = 1 é consequéncia deste).
Temos |fg] < |f]|lg|lr~ em quase todos os pontos. Daqui resulta que fg € L'(Q) e

gl < Nl llgl o M
Teorema 1.2 (Desigualdade de Minkowski®). Se 1 < p < 400 e f,g € LP(Q). Entao
f+gelP(Q) e |f+gllr < I fllze + llgllze-

Demonstracao: A demonstracao para o caso p =1 e p = 400 sao obvias. Suponhamos
que 1 <p < +ooe f,g € LP(2). Como LP(2) é um espago vectorial sobre R temos que
f+ g€ LP(Q). Por outro lado,

15+ 9l < [ 15(@) + 9@ f@lds + [ 17@) + g@P g(lde. (12

Aplicando a desigualdade de Holder nos dois integrais do segundo membro de (1.2) e como
1

— 4+ — =1, obteremos
p q
1/p 1/q
/|f+g\pdx < /!f\pd:v /!f+g\“"”qdw
Q ) Q
1/p 1/q
+ /|g|pdw /|f + 9| Vide
Q )
1/q 1/p 1/p
= | J1rroraz) || frras) | [lgpas
Q Q Q
1/q
Supondo que /|f + g|Pdx # 0 e como % =1- é segue
o)

1/p

1/p 1/p
[ir+gpaz) <| [iras) | [lgpas
Q Q Q

1f + gl <[ fllee + gl W

ou também

Definigao 1.7 (Espago Uniformemente Convexo). Um espa¢o normado X € tido uni-
formemente convexo se, para todo € > 0, existe 0 > 0 tal que, se x, e y sao vetores

3Hermann Minkowski (1864-1909)— matematico alemao
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Capitulo 1. Nogoes Preliminares

unitdarios em X,

|z —y|l > implica HxT—i_yH <1-4.
Lema 1.3 (Desigualdade de Clarkson?). Se f,g € LP(Q), 1 <p< oo, 1 <g<oo e

1 1
S+ =1
P q

Primeira desigualdade de Clarkson. Se p > 2, entao

Hf g

1= (17120 + lgl).

1
2

Sequnda desigualdade de Clarkson. Se 1 < p < 2, entao

f—g .
H (LI + gl

Hf+g

Teorema 1.3. O espago LP(Q2) é uniformemente convexo para qualquer 1 < p < oo.

Demonstragao Dado € > 0, sejam f, g € L? tais que

[fllze = llglle =1 e If = gllr > ¢

Se p > 2, entao usando a primeira desigualdade de Clarkson temos

frg|” 1 p f—glf eP
154 < g e - 554 <1-5
AN
tomando § =1 — (1 — §> temos que
Hﬂ <1-— 57
2 Lp

o que mostra que LP é uniformemente convexo para p > 2.
Para 1 < p < 2, usando a segunda desigualdade de Clarkson temos

Hf g

Hf+gq

Lr

L1710 + gl

ca\ /4
considerando § = 1 — (1 — ﬁ) , temos

4James A. Clarkson (1906-1970)— matematico americano

f+yg

<1-4.
2

Lr

5



Gedeon Mateus Sevene

Portanto, temos que L? é um espago uniformemente convexo para qualquer 1 < p < co.l

Teorema 1.4 (Riesz’~Fischer®). (LP(Q),| - ||») € completo e portanto é um espago de
Banach” para 1 < p < 4+00.

Demonstragao: Vamos demonstrar que toda série absolutamente convergente em LP

converge em norma || - [|z». Seja
fie L2(Q), Y llfille =7 < <.
i=1

Definamos

gn(7) = Z [fi()l,  g(z) = Z |fi(z)],

observemos que g, ¢ uma sucessao crescente e que, usando a desigualdade triangular
n
lgnllr <D Ifillr < v para todo n € N.
i=1
Segue do Teorema de Convergéncia Dominada que
/ lg|Pdx = lim / |gn|Pdz < AP.
n—oo
Q Q

Assim, g € LP(2) e, em particular g(z) < oo para todo = € . Contudo, para quase

todos = € 2, a série de Y fi(x) converge, pois R é completo. Seja f o seu limite. Entédo
i=1

|f| < lg(x)| para todo z € Q.

Com isso, f € LP(Q) e
< (29) € LY().

F=>#
=1

O Teorema de Convergéncia Dominada implica que
-3 -/

i=11lLp Q
Mas isso é o mesmo que dizer que a série associada a sucessao (f;) converge na mesma

p p

n

=X

=1

dr — 0 quando n — oo.

norma || - ||z».H

Teorema 1.5 (Separabilidade). LP(2) € separdvel para 1 < p < +o0.

SFrigyes Riesz (1880-1956)— matematico austriaco-htingaro
6Ernst Sigismund Fischer (1875-1956)— matematico vieno
"Stefan Banach (1892-1945)— matematico polonés
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Capitulo 1. Nogoes Preliminares

Teorema 1.6 (Reflexibilidade). O espago LP(2) € reflexivo para qualquer 1 < p < oo.

Demonstracgao: O espago LP é um espago de Banach, pelo Teorema 1.3 ele é uniforme-
mente convexo e é assim reflexivo pelo Teorema de Milman®-Pettis”.l

Definigao 1.8 (Convolugao). Sejam f,g € L'(Q), a convolugao de f e g, denotada por
f*g, € a funcao definida por

(f*xg)(x /f:v— y)dy, Yz e Q.
1 1 1
Teorema 1.7 (Teorema de Young)Q. Sejam p,q,r € [1,00] tais que — + - = 1+ —,
p q r
feLlr(Q) ege LYQ). Entao, f+g e L"() e além disso vale que

1 * gl <[ fllzellgla-

Demonstragao: Para r < oo, sendo

__ b —
P1: 1—p/7"’ b2 1—Q/T

e r’ o conjugado de r, a desigualdade de Holder nos fornece para cada x € (2

|f(z) * g(z)] < /|f(:v—y)\”/rlg(y)|q/’”\f(:c—y)!1p/rlg(y)llq”dy

1/r

N

/ |f(z = y)IPlg(y)|"dy / [z — )| |g(y)|" dy

< / F@ = y)Plg(y)|"dy

/f(:vy)"lr,’”dy) /\g(y)lmrl“dy
Q Q
1/r
= /|f(x — y)pg(y)"dy) £ 1127 gl %,
Q

pois
/ / 1_
KA - + Ll =1
pP1 P2 p q

8Vitali Davidovich Milman (1939)— matematico israelense
9Billy James Pettis (1913-1979)— mateméatico americano
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Portanto,

199l < AR oI [ | [ 1t = nPlotrdy | da
Q Q

= U1 Nglsz" [ o) itdy [ 15 - g)Pda
Q Q

LA gl ze gl Zall 1T
= |[fllzollgllze-

No caso em que r = 00, temos que

If*glte = sup/fas—
<|Uhﬁﬂml

Teorema 1.8 (Convergéncia Dominada). Se f,, € uma sucessao de fungoes mensurdveis

em Q convergindo para f para quase todos os pontos tais que |f,| < g, onde g € integrdvel.

hm /fn )dp = /f

Teorema 1.9 (AscolilOfArzela“). Seja § uma sucessao de fungoes f : a,b] — R com

Entao [ € integrdvel e

sequintes propriedades:
o Fquicontinuidade, ou seja, para € > 0 e cada x no dominio, existe um 6 > 0 tal que
v =yl <o =[f(x) = fly) <eVfeF;
e Equilimitagdo, ou seja, existe uma constante C tal que |f(z)] < C, Yz € [a,!],
Vfeg.

Entao existe uma subsucessao fn(x) e uma fungao continua f(x) tal que f,(x) converge

uniformemente para f(x).

Suponhamos que (Z, ¥, 1) seja produto de Lebesgue dos espagos de medida completos
e o-finitos (X, X,, 1) € (Y, 2y, 11y).

Teorema 1.10 (Fubini'?). Dada qualquer fungdio f(z,y) p-integrdvel sobre o conjunto
A C Z, entao

/(A f(x,y)dp, dumz/ /fxydux duyz/f(fv,y)du
A

0Giulio Ascoli (1843-1896)— matematico italiano
HCesare Arzela (1947-1912)— matemaético italiano
12Guido Fubini (1879-1943)— matemaético italiano
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Capitulo 1. Nogoes Preliminares

1.2 Espaco de Schwartz S(R)

Definigao 1.9. O espago de Schwartz'® S(R) € o espago linear de todas as fungoes f :
R — C que tem derivadas de todas as ordens e que satisfazem a condi¢cao

[Fllas 2= sup " O @)] < o0
S

para todos o, B € Ny.

A condigao de finitude para todos a > 1 e 3 € Ny, implica que 2% f?(z) converge para 0
quando |x| — oo, para todo «, 5 € Ny, e assim a fungao deste tipo diz-se ser rapidamente
decrescente.

Denotaremos por Ci°(R) a classe das fungoes f : R — C infinitamente continuas de
suporte compacto, onde o suporte de f é o conjunto

Supp(f) :={z € R: f(z) # 0}.

1.2.1 Definicao e Propriedades Basicas

A fungao || f||a,s € semi-norma no espago vectorial S(R), no sentido que

1+ gllas < [Ifllas + [gllas,

Il = nll.fllas
para todos f,g € S(R) e n € R.

Proposigao 1.1. Se f € S(R), entio z°f%)(x) ¢é limitado, e pertence a L'(R), para
qualquer o, 5 > 0. Para
222 fO ()] < M < o0

implica que
M
B (z)] < —— e LYQ).
2O w)| < s € L)

Proposicao 1.2. Se f € S, entdo 2° %) (x) ¢ limitado, para qualquer inteiro o, 3 >0 e
pertence a L'(§2).

Definicao 1.10. Dada uma sucessao f,(x) pertencente a S(R), diremos que f,(z) con-
verge em S(R) para zero quando n — 00, se para qualquer nimero inteiro «, 3 € Ny,

xaf(ﬁ)(m) converge uniformemente para zero em R.

Teorema 1.11. Seja 1 < p < oo. FEntao o espago de Schwartz S(R) € denso em
(LP(R), || - [|z¢), ou seja, para todo f € LP(R), existe uma sucessao f,(x) em S(R) tal
que f, L(IR)> f

13Laurent Schwartz (1915-2002)— matematico francés
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Lema 1.4. Sejam f,g € S(R). Entao

(1) A fungio P (x) pertence a S(R), para qualquer a,ﬁ € Ny;

(2) A convolugio f =g € S(R) e, além disso, (f % g)” = (fPxg) = (fxg"?) para
qualquer 8 € Ny.

Lema 1.5. Sejam 1 < p < ooefn—>f entao fnL(]R — f.

Demonstracao: Como || f, — f|lre = || fn — flla=0,8=0, 0 lema vale para p = co. Consi-

deremos o caso em que 1 < p < oo. Seja n € N tal que o integral / (1 + \x!Q)_pk dx seja

R
finito. Dad, teremos que

1=l = / () = S ()P do

1 N P
= R/W [(1+|£E|) !fn(ﬂf)—f(év)l} dx

< s[04 o) 1) 1] [ e
< Csup[(1+ o) lfula) = f(a)]]
< Comp[lAa(a) — @+l 11u(0) ~ @)

< Cllfn = flla=og=0 + || fn — flla=2k,=0-1

Proposicao 1.3. Seja dada a fungao

=33t W=glos ;o gp (13

A ol Wi Illas’

Entao
(1) p € uma métrica sobre sobre S(R);

(2) fn EN f € equivalente a f, 2> f.

Teorema 1.12. O espaco (S(R), p) € um espago métrico completo, onde p € métrica dada
por (1.3).

Demonstragao: Seja f,, uma sucessao de Cauchy em S(R). Como, para cada f € Ny,
£z = || fllazo,8, temos que f@) & de Cauchy em (S(R), || - ||z), logo uniformemente
limitada.

Afirmemos que f\#) é equicontinua em cada bola fechada T(O), r > 0, caso contrario

suponhamos que existe zg € B,.(0) e € > 0 tais que

—_— 1
Vn €N, 3z, € B.(0), |fP(x,) = fP(x0)] >¢ e |lzn — x| < -

10



Capitulo 1. Nogoes Preliminares

onde || - || ¢ a norma euclidiana. Usando o Teorema do Valor Médio obtemos
€< frgﬂ)(xn> - f’r(LB)<x0) < CHxn - $0H — 0.

Portanto, o Teorema de Ascoli-Arzela implica que f\?) possui uma subsucessdo conver-
gente para certa fungio fz € C(B,(0)). Porque, para todo 8 € N, f(¥) é de Cauchy, segue
que

£ = fs

uniformemente. Mais ainda, fs = f®, consequentemente f € C=(B,(0)).

Para cada bola B,(0) e a, 8 € N, temos que

sup

xo‘f(ﬂ)‘ = li_)m <Sup
B (0) n—oo \ ——

xafff’}) < lim sup | fyllo
B, (0) n—oo

onde vemos que o lado direito é independente do raio da bola, logo || f||s,s ¢ limitado, ou
seja f € S(R). So resta provar que de facto f, 5 f. Dado ¢ > 0, escolhemos k € N tal
que || fn — fimllas < € quando n,m > k. Como

sup |z%(fin — f)(ﬁ)) = lim (Sup B

B (0) B (0)

segue que || fm — f|| < e quando m > k, prova a convergéncia de f,, € S(R).H

11






Capitulo 2

Transformada de Fourier em

Espacos Especiails

1

Introduz-se, neste capitulo, as nogoes de transformada de Fourier' nos espagos S(R),

L'(R) e L*(R). Além disso, para cada espaco, apresenta-se, de seguida, algumas das
suas principais propriedades que nos ajudarao a entender com mais clareza os estudos

apresentados no capitulo subsequente.

Os resultados apresentados neste capitulo, sao sustentados basicamente pelos trabalhos
[4], [9], [11], [15], [17] e [18].

2.1 Transformada de Fourier no Espago S(R)
Definigao 2.1. Seja f € S(R) e a um parametro real. Chama-se transformada de Fourier

a funcao

Fifl(a) = \/LQ_W / F(z)e dz. (2.1)

Definicao 2.2. Seja f € S(R) e F[f](«) a transformada de Fourier de f. Denota-se por
F~1 a transformada inversa de Fourier e define-se pela expressao

1 —iox
fla) = = / Flf@))(@)e " da. (2:2)

Exemplo 2.1. Seja f(z) = e~ para a > 0, vamos calcular Flf].

! Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)— matematico francés
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~ e~ L. e’
Resolugao: Fazendo a substituicao de variaveis z = x — 22—, teremos
a

f — _/ wz:vd / —ax +zaxd
) ¢_ J m
22— “” —a :c—— +O‘2]
— _ 4a2 d
V2 R/ = V2T / !
— fa2/4a / :c——
—\/_
R
2 1 2 1 2
— @ /Aa_— —az? g, _ - ,o’/da g
e —27TR/6 z \/%e
Teorema 2.1. Se f € S(R), entao F[f] € S(R).
Demonstracao: Temos que
F {%} \/12_7r af e“mda: = \/_ iaf(z)e ™ dr = —iaF[f](a).

Contudo, uma vez que aF|[f] = iF {ﬁ

7 } e fi € S(R) segue que aF[f] ¢ limitada. Pelo
T

principio de indugao matematica,

" | F1/]]

é limitada para qualquer n positivo, pela definigdo de fungao decrescente, F|f] é rapida-
mn

d
mente decrescente. Assim, temos que mostrar que se f € S(R) implica F [ g f] € S(R)
a{n

¢ rapidamente decrescente. Uma vez que

#[4] < irten

e zf € S(R), fica provado que f! é rapidamente decrescente. Pelo principio de in-

dugado matemaética segue que todas as derivadas de F[f] existem e sdo rapidamente
decrescentes.ll

Teorema 2.2 (Inversa da Transformada de Fourier). Seja f € S(R). Entao F [ F[f]] =
f-

Demonstracgao: Para n € N, defina-se

/ —oz/n2—i0ca:da'
R

14
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Capitulo 2. Transformada de Fourier em Espagos Especiais

Uma vez que o integrando converge pontualmente para F[f]e”*® quando n — oo,

Flf @)t

< [ Flf @)

e | F[f]| ¢ integravel uma vez que F[f] € S(R). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada
temos que

lim I, = —— / Flfle ™ da = F-L[F[f]]. (2.3)

Por outro lado,

I,(x) w=2)adn | dy.

z\/%R/f(y) m/

~ N ., . —a2/n2 N
A expressao dentro de paréntesis é a transformada de Fourier de e=® /™" com parametro

y — x, calculando, tomando em conta os resultados obtidos no Exemplo (2.1) teremos que

i(y—z adOé . ie—ng(y—m)2/4'

I

Portanto,
0) = [ F) ey
R
Considerando
YV (ﬂ:l:)
n\X) = —F——=¢€ - /]
gn(@) = —= =593
1

onde ¢(x) = ﬁe_“fz, I,, pode ser reescrito como

Ly = gn * f - f
quando n — oo, isto atendendo (2.3). Assim,

FUFIf]] = lim I,(x) = f(z).1

n—oo

2.2 Transformada de Fourier no Espago L!(R)
Definigao 2.3. Para f € L'(R), e o um nimero real, chama-se transformada de Fourier

a fung¢ao

Flf)(a) = z)e'dx. (2.4)

1
V2 / A
R
No caso especial, quando f é par, f(—z) = f(z) para qualquer nimero real z, (2.4)

15
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toma a forma

Flfl(a) = \/%O/f(:v) cos axdx. (2.5)
Se f & impar, f(—x) = —f(z) para qualquer valor real z, (2.4) toma a forma
—iF[f](a) = \/LQ_WO/f(x) sin azdz. (2.6)

Se a funcdo f estd definida no intervalo [0,00), e f € L'[0,00), entdao o integral do
segundo membro de (2.5) e (2.6) definem, respectivamente, a transformagao cosseno e a
transformagao seno da funcao f(z).

2.2.1 Propriedades da Transformada de Fourier

Proposigao 2.1. Seja f(x) € L'(R), entao F[f](«) € limitado.

Demonstracao: Dado que para qualquer numero real a temos que
Fifllol = —= [ f)ea
o) = — x)e' “"dx,
27 J

entao

[FL ()] =

< [ 1 @dz = s < o,

R

\/% R/ f(z)e ™ dx

onde || f||z1 ¢ a norma de L'(R) de f, de modo que
sup [F{f(@)] < [1f ]z
ac

Proposigao 2.2. Se f(z) pertence a L*(R), entao F[f](a) € continua para todo o € R.

Demonstragao: Seja h um nimero real tal que h # 0, entao

[FLa+h) = FIfl(@)] =

1 tox ( thx
\/ﬁR/f(x)e (e —1)dx
< [1r@lle ~1]da.

onde
|f(@)] |e"* = 1| <2|f(x)] € L'(R)

e |f(z)]|e* — 1| — 0, quando h — 0 para quase todos = € R. Segue do teorema sobre

16



Capitulo 2. Transformada de Fourier em Espagos Especiais

Convergéncia Dominada que / |f(x)] ‘eih“ — 1‘ dr — 0, quando h — 0, e consequente-
R
mente F[f](a) é continua no ponto o € R.A

Proposigao 2.3. Seja f,g € L'(R) e C;,Cy € R. Entdo
FC1f + Cogl(e) = CLF|[fl(a) + C1F[g](a).

Omitimos a demonstragao desta propriedade devido a circunstancia dela ocorrer directa-
mente por uso das propriedades de linearidade do integral.

Proposigao 2.4 (Transformada de Fourier de Derivadas). Se f € LY(R) € uma fung¢io n
vezes diferencidvel absolutamente integravel tal que as suas derivadas até ordem n também

sao absolutamente integrdveis, entao

Demonstragao: Para n = 1. Integrando por partes, temos que

FIf @)(e) =-£;/?wm@wx=7% ) o[, (o) [ S

R
= Vel dr = —iaF
%E/f f@)(e).
porque, como f é absolutamente integravel, necessariamente lim |f(z)| = 0, logo
T—r00

lim |f(z)e®| = 0.

T—00

Para n = 2,

ﬂﬂmw>:7%/ﬂmwmz£§fwvﬂz—wm/M%mw

R

_ lﬁﬁ/f ) de = —ia(—iaF[f(z)]()) = (~ia)>F[f)(a).

Porque f’ é absolutamente integravel, lirjIEl |f'(x)| = 0. Contudo, hr:il |f/(z)e®| = 0.
r—F00 LT—>100

Usando a indugao matematica demonstra-se que

FIf(@)](a) = (—ia)"Ff(2)](a).m

Proposigao 2.5 (Derivadas de Transformadas de Fourier). Se f € LY(R) € uma fungao

absolutamente integrdvel tal que x™ f(x) também € uma fungao absolutamente integrdvel.

17
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Entao

Fla" f(@)l(a) = (=)"

Flf (@)](@).

da™

Demonstracao: Para n = 1. Passando a derivada para dentro do sinal de integracao,
temos

d (Y%7 _
SFl@) = = / Flaesds = —

Multiplicando ambos os membros por i obtemos Flzf(z)](«) = i—F[f(z)](«). Para

d2 1 d2 o 1 d2 o
dod [fl(a) = —QW?/JC(@G dx = _27r/? [f(x)e } dx
R R
= %/(zx)Qf(x)emxda: = iQ\/12_7T /fo(m)emtdx
R R
= "Fla’ f(2)](a)
d2
Multiplicando ambos os membros por % obtemos F[z? f(z)](a) = z'@]:[f(a:)](a). Pelo
método indugdo matematica demonstra-se que Flz" f(x)](a) = i" dd Flf(@)](a).M
an

Proposigao 2.6. Seja f € L'(R) uma funcgdao absolutamente integrdvel, assuma-se que

tlim [ f(t)dt = 0. Entao para o # 0,
—)OO_OO

/ f(t)dt] (@) = ZHO@)

Proposigao 2.7 (Transformada de Fourier de uma Translagao). Se f € L'(R) e h € R.
Entao

Flf (@ = W)(a) = " FLf (@)](a).
Reciprocamente,

F [e™ f(z)] () = F[f(@)](c + h).

18
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Demonstragao: Mudando variaveis, temos

Flf(z—=h)l(e) = %/f(x—h)e’“dx: \/%/f(t)em(”h)dt
= ool [ entar = o Fl (D))

A segunda férmula é obtida directamente:
Flem f(x)] (a) = —/e””“" 1) dr = —— / ellathz gy 2.7
e sale) = 7= [ 1)
= Flf(@)|(a+h).N (2.8)
Proposigao 2.8 (Transformada de Fourier de uma Dilatagao). Se f € L'(R), entdo
a
h = :
Flf(ha))() = |h|fm( )

Demonstragao: Mudando variaveis, se h > 0 temos que

Flitle) = —= / f(hiﬂ)eio‘xdx:\/%_ﬁ / Fett
B h\/%/f et = |h| U@ (5)-
Se h < 0, temos

Flf(ha)(a) = —— / F(ha)e da
1

Proposigao 2.9. Se f € L*(R), f, € L*(R) paran € N, e ||fn — fllz — 0 quando
n — 0o. Entao

lim F[f,](a) = F[f](a).

n—o0

Proposigao 2.10. Se f,g € L(R), entdao cumpre-se a igualdade

[ Fr@m@iz = [ 1w Fit

19
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Demonstracgao: Comecamos por observar o seguinte:

/ FU@@)ew)dy = / %2_7 / f@)e™dz | g(y)dy

= \/%—W / / f(x)g(y)e™dzdy.

Pelo Teorema de Fubini e pelo facto de
[ [1s@liatw)ldsdy = [ 17)ds [ 19wy < .
R R R R

o integral
[ [ r@gt)easdy
R R

é simétrico em relacao as fungoes f e g, quer dizer, podemos trocar f por g e vise-versa.ll

Teorema 2.3 (Riemann®-Lebesgue®). Se f € L'(R) e F[f](a) denota a transformada
de Fourier de f. Entao
Flf](a) = 0 quando |a| — .

Demonstragao: Consideremos a funcao &j, 5 definida por

1 se a<x<b
0 se z<a e x>0b

)

X[a,b] (ZL‘) = {

conhecida como fungao caracteristica do intervalo limitado [a,b]. A sua transformada de

Fourier é

F¥un@l@) = —= [ fajeerds = ——

iab _ iaa
/2T (6 ¢ )

- " (eiaa . eiab) )
Para «a real, a # 0, segue que
2
— — 0 quando |o| — oc.

<——<
< lav2r|  «

Pela linearidade, esta propriedade cumpre-se também para qualquer funcao escala. E a

| F X p]()

2Bernhard Riemann (1826-1866)— matematico italiano
3Henri Lebesgue (1875-1941)— matematico francés
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funcao escala forma um subconjunto denso de L'(R), isto é, dado € > 0, f € L'(R), existe

uma fungao escala f., tal que ||f — f.|| < e. Desde que

Flfla) = Flf] () + Flfl(e) = Flf(e),

temos

[ FLA(a)] [ FI@)] + [ FIf(a) = Flf(a)]

<
< | Flf(a)] +,
pela Proposigao 2.1 e pela escolha de f.. Consequentemente

lim sup|F[f](a)] < lm sup|F[f](a)]+ec=cM

|a] =00 |at] =00

Corolario 2.1. Se f € L*(R), entdo temos que

/f(x) cos(ax)dr — 0, quando |a| — oo,

/f(:v) sin(ax)dr — 0, quando |a| — 0.
R

Lema 2.1. Se f,g € L*(R), entdo o integral

/ f(@ - y)g(y)dy

existe para quase todo x € R e € integrdvel em relacao a x.

Demonstragao: A funcio f(x —y)f(y) é mensurdvel em R?, e o integral duplo

//fx— y)dzxdy < oo.

Pelo Teorema de Fubini, este integral é igual ao seu respectivo integral iterado, quer dizer,

//f:c W) czasdy—/m (/f(xy)dw)dy/g(w (/f(a:)ldm)dymo,

por isso, também temos que

/ (/ |z — y)g(y)dy) dr < o0.

R R

21



Gedeon Mateus Sevene

Portanto, | f(z —y)g(y)| é integral como fungao de variavel y para quase todos os pontos,

/|f:r— y)ldy

¢ integravel como funcao de z, e por isso /f(x —y)g(y)dz é também integral.l

e

Teorema 2.4. Seja f,g € L*(R), e h = f xg. Entao h € L'(R), e

Flh)(e) = V2xF[f]() Flg)(a)
1Pl = W1F * gl < A e llgll o

Demonstragao: O Lema 2.1 mostra que h € L'(R). Usando a defini¢cao da convolugao,
a Transformada de Fourier e o Teorema de Fubini, notamos que

Flhl(a) = % / h<x>ei%dw=¢% [ e / £z — 1)9(y)dy

~ [attr—= [ o= gean - / o / Fla)e

1 ioy L U eiau U
\/%(ER/Q(ZJ)Q dy\/%]R/f() d)
= V27 F[f)(a) Flgl(a).

Para segunda desigualdade temos:

Il = / h@)lds < / iz [ 1f@ = y)(w)ldy

R
- /'f (x =y |df’3/|g(y ldy = [ fllzellgll .1

Exemplo 2.2. Vamos calcular a transformada de Fourier da fungao

f(x) :{ a se fol <1 , para a € R\{0}.

0 se |z[]>1

22
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Resolucgao: Calculando a transformada de Fourier de f, obtemos

Flfl(a) = \/LQ_W/f(m)“mdx: \/LQ_W/laeiwdx

ezax e o e’LCV
= —Qa = Q—
12|y N/ 27

(cosa + isina — cos a + i sin «)

= a
1o/ 21
2ia sin o
1o/ 21
2sina
= a —_
T «

Exemplo 2.3. Seja dada a funcio f(z) = e 9*l ¢ € R\{0}. Calcular F[f](a) e
FLfO)a).

Resolugao: Temos que

1

Flfl(e) = \/%—Tr/f(:ﬂ)emxdx = \/_2_7( e—alel g g,

R
1 1
eaeriozzdx 4 / efaeriaxdl,
V2m / V2T J
1 1 2l 1
- = (_e(aJrza)z . :
a — i«

—(a—ia)z

e

V2r \ a+ i 0>

—0o0

1 1 1

B \/ﬂ(a—ia—i_a%—ia)
2a

V27 (a2 4+ a?)

Pela Proposicao 2.4, F[f™(z)](a) = (ia)"F[f(x)](a). Contudo,

Flf)(a) = (=ia)*F[f](a)

2a
N3 3
= (—i)’a’————
(=) V2m(a? + a?)
2 3
R

V21 (a? + a?)

Definigao 2.4. Seja f € L'(R), F[f](a) a transformada de Fourier de f. Tal como

anteriormente, denota-se por F 1 a transformada inversa de Fourier e representa-se pela
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sequinte expressao

1 —iQx
@) = o= / Flf)(@)e ™ da.

Segundo a defini¢ao da transformada inversa de Fourier temos que

1 —iQT
f@)= = / Ffl(a)e " da. (2.9)

Portanto, o integral (2.9) pode ser reescrito como (valor principal de Cauchy?)

R
lim [ F[f](a)e " **da, R > 0.

R—o00
—-R

Seja f € L'(R), defina-se

Sg(z) = L

Flfl(@)e da, 0< R < oo.
27T

o —

Entao
R

1 —tax 1 iot
Sg(z) = \/_2_7T_R e (\/_Q_WR/JC@@ dt) dov. (2.10)

Uma vez que o integral (2.10) é convergente, a ordem de integragao pode ser permutada,
de modo que

Sr(r) = %/

f(t) (/R ei"‘(wt)doz> dt
= %/f(t) {(m Z_ D <e*m(%t) — eiR(ﬁt)ﬂ dt

_ l/f(t)SinR(x_t)dt

s r—t
R
1 in Rt
- —/f(x—t)sm dt.
™ t
R

Com efeito,

>1|H

/ (241 + flx— 1) smthd757
0

4 Augustin-Louis Cauchy (1789-1957)— matematico francés
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Sn(x) — f(z) = %/ {f(x—i—t)—;—f(a: —t) () Sinthdt,
0
Oosin Rt T
uma vez que dt = —.
/ 2
Lema 2.2. Se f € L'(R),
, B
Sgr(z) = — [ Flfl(@)e"**da, 0< R < oo,
)
0:(1) = 3LF(e + )+ Fx — 1) —2f(2)]. (211)
Entao -
Sila) — f(x) =~ / 0.2 it

0

Teorema 2.5. Se f € L'(R), F[f](«) € L'(R) e f é continua em R. Entao

fla) == [ Fifl@)eewda.

R

Teorema 2.6. Se f € L'(R), x € R, g,(t) estd definido como em (2.11) e existe um
0 >0, tal que

6
(¢
Jlattly o
0

Entao
lim Sg(z) = f(x).

R—o0

Corolario 2.2. Se f,g € R e F[f(z)|(a) = Flg(2)](v) para qualquer o,z € R. Entao

Demonstragao: Pelos pressupostos do corolario temos,

Flf(@))(e) = Flga)(e) = FHUF[f(@))(e) = F [Flg(x)])(e)
= f(z)=g(z).H
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Teorema 2.7. Se f € L'(R), F|[f](«) denota a Transformada de Fourier de f e F[f](a) =
0 para quase todos os o € R. Entao f(x) =0 para quase todos os x € R.

Demonstragao: Consideremos os nimeros ¢ > 0 e € > 0. Seja

() 0 se r<—-c—¢ e x>c+e¢
Weelx) = .
“e 1 se —c<r<c

A fungao w, ¢ infinitamente diferenciavel e
[we.el(a) _/—1 / (z)e"**d
Flwee|(a) = We.c(x)e"*dx.
’6 2 R k)

Integrando por partes, notamos que Flw. .| = o (Ja|™) quando a@ — oo, para qualquer
inteiro k > 1. Portanto Flw..] € L'(R). Porque w,. ¢ finito, diferencidvel em qualquer
ponto = € R, os pressupostos do Teorema 2.6 cumprem-se. Contudo, concluimos que

1 .
Wee(x) = er /]:[wcﬁs](oz)e_mxda, z € R,
R

onde o integral converge absolutamente desde que Flw..] € L'(R). Pela Proposicao 2.6 e
2.10, obtemos

\/%R/f(y)wc,g(x—y)dy = ﬂ!f(y) L!F[Wc,a](a)emuwda} dy

[ s / f[wc,s]<a>emeiayda] dy

Se F[f](a) = 0 para qualquer «, obtemos

/f(y)wc,s(:v —y)dy =0, (2.12)

R

que se cumpre para qualquer ¢ > 0. Por for¢a da defini¢ao da fun¢ao w.., temos:

T—c z+c x+cte
/ f(W)wee(r—y)dy = / f(Y)wee(r—y)dy+ / (W) we,e(r—y)dy+ / J(W)wee(r—y)dy,
R T—Cc—€ T—cC T+c
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onde - )
L / F(Y)wee(z —y)dy| < / |f(y)|dy — 0, quando & — 0.

Analogamente,

x+c+e

/ f(y)wee(r —y)dy| — 0 quando € — 0,

x+c

enquanto que
T+c z+c

[ t0ecte = yay= [ sy

De (2.12) segue que
r+c

[ g =o.

B
para qualquer ¢ > 0, que é o mesmo dizer que / f(y)dy = 0, para qualquer « e 3, o que

(0%
implica que f(x) = 0 para quase todos os = € R.l

Proposigao 2.11 (Involugao). A Transformada de Fourier é uma involug¢io de ordem 4,

isto é, F* =1, onde I é o operador identidade.
Demonstragao: Pela definicao da Transformada Inversa de Fourier temos que
PAf)e) = FIFl(0) = <= / Flf)(@)eda = f(~a),
Dai que
Ffla) = FPF(a) = P2[f(-2)|(a) = f(=(~2)) = f(z)M

Corolario 2.3 (Wiener®). Seja f € LY(R), F|[f](«) # 0 para qualquer x € [a,b]. Entdo
existe uma funcgao g € L*(R), tal que

®Norbert Wiener (1894-1964)— matemético e filésofo americano

27



Gedeon Mateus Sevene

Demonstragao: Assumamos que F|[f](a), Flg](a) € L'(R). Entao pelo Teorema 2.5,

temos
1 —iox
f@) = —— / Flf)(@)e*da
© 1 —iaz 1 —iar
o) = / Flgl(@)e " da = —— / (—ia)Ff](a)e~*da,

para quase todos x. Assim,

b

[ o@yie = == [ (=) Ao = f0) - @) 213

a

Consequentemente, g(z) = f'(z) ou G(z) = f(z), onde G(z) é a primitiva de g(x), para
quase todos os .
Seja K (o) = e, FIK](o) = H(a) = /me~*/Y) . Defina-se

Fr(z) = \/LQ_W/G_iaxf[f](a)K (%) da

o

Gr(x) == \/%/e_mx]:[g](a)f( (R> da = \/%/e_mx(—ia}"[f](a))f( (%) da.

Notemos que F[f](c) ¢ limitado e Fr(z) é a Transformada de Fourier de uma fungao
que pertence ao espaco L!(R), pelo Teorema 2.3, Fr(z) — 0 quando |z| — 0. Da expressao
(2.13) segue que

«

\/LQ_W R/ O F O K (%) da - \/LQ_W R/ e Flf @)K () da

(0%

_ /b \/% / e Flg(@) (@)K (%) dads,

o que implica que
b

Fr(b) — Fa(a) = / Gr(x)dz, b>0. (2.14)

a

Introduzindo blim em (2.14) teremos,
—00

Fr(z) =~ [ Gr(w)dy.
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Desde que g € L'(R), temos que

Jim /|GR 9()ldy = 0,

ég;/G%@Myz/ﬁwﬂy

o que implica que

Para qualquer x fixo, temos

lim Fr(z) = lim / Grlidy | =~ [ aw)d.

R—o0 R—o0

Do primeiro membro temos que Fg(x) — f(z), para quase todos os x, quando R — oo.

Assim sendo,
[o.¢]

ﬂmz—/mw@,

xT

para quase todos z € R.l

2.2.2 Transformada de Fourier no Espago L*(R)

Em geral, dada a funcdo f € L*(R), a expressao

r)e*dr, o € R,

1
Ly
27
R
nao esta bem definida, isto é, nao é finita. A titulo de exemplo, a fungao

0 se z €& (—o0,l1]

fz) =

1
- e (1,
~ se 3z (1,00)

pertence a L?(R) mas nao a L'(R). O espago L*(R) tem propriedades nao existentes no
espaco L*(R). Para introduzir o conceito de Transformada de Fourier em L?*(R) precisamos

de algumas notacgoes preliminares.

Defini¢ao 2.5. Uma forma bilinear definida em um espago vectorial (sobre um corpo K )

V', € uma funcao B :'V XV — K linear em ambas as varidveis.
1. B(u+ w,v) = B(u,v) + B(w,v);

2. B(u,v+w) = B(u,v) + B(u,w);
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3. B(Au,v) = B(u, \v) = AB(u,v).

Definicao 2.6. Seja V um espago vectorial sobre um corpo K. Em V, pode-se definir a
fungao bilinear (-,-) : VxV — K (denominada produto interno), que satisfaz os sequintes

axiomas:

1. (u,v) = (v, u);

2. (u+ v, w) = (u,w) + (v, w);

3. (Au,v) = Mu,v).
Sev#0, entao (v,v) >0 em que u, v e w sao vectores de V, e X\ é um elemento de K.
Proposigao 2.12. A forma bilinear (-,-) : L*(R) x L*(R) — C ¢ definida por

(f.g) = / f(2)g(@)de (2.15)

R

€ um produto de interno de f e g.

O produto de interno existe quando f, g € L*(R) por causa da desigualdade de Cauchy-
Bunyakovsky®-Schwarz”. O produto de interno goza das seguintes propriedades:

(f,9) = (f9);

(1) = N7

(fivg) = A(f.9); 7€C
) = (fi9) +{fh);
|

(f,g+h
1(f,9)

< N fllzzllgllze- f.g € LA(R).

Proposigao 2.13. Se f,g € L*(R), entdo {f,g) ¢ uma funcio continua em ambos os
argumentos.

Demonstracgao: Consideremos a diferenca do produto interno:

(f,9) = (fo, 90) = (f = fo,9) + {fo, 9 — 90)-

Contudo,

[(f,9) — (fo,90)| < [{f = fo, @) + [{fo, 9 — 90)]
< = follllgl + lg — goll I foll
< If = follllgoll +1lg — golll foll + ILf = follllg — goll-

6Viktor Yakovlevich Bunyakovsky (1804-1889)— matemético russo
"Karl Hermann Amandus Schwarz (1845-1921)— matematico alemao
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Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

o(llfoll + llgoll) + 0% <&,

entao

[(f,9) — (fo,90)| <€

para
|f—foll <0 e |lg—goll <o.M

Se Q; e Q5 sao subconjuntos de L?, uma transformada 7" de €; para €, chama-se isome-
tria se para qualquer par de elementos deste dominio (7'f, T'g) = (f, g). Uma transformada
T chama-se unitaria se os seus dominios coincidem com L*(R) e se (T'f,Tq) = (f, g) para
qualquer f,g € L*(R).

Se S ¢ um subconjunto denso de L*(R) e f € L*(R), entao existe uma sucessao f, de
fungoes pertencentes a S, tal que || f — f,||zz = 0, quando n — oco.

Definigao 2.7. Para f € L*(R). Defina-se f, tal que

) { f@) se fol<n

0 se |z|>n

Definigao 2.8. Para f € L*(R) denote-se por F[f(z)](«), a Transformada de Fourier de
f, definida por

: 1 i i
Flf(@)(a) = lﬁl—\rc{lo' \/—2_71{ f(z)e"**dx, (2.16)

onde 1Lim denota o limite da média em L*(R), ou seja,

A defini¢ao deixa claro que a Transformada de Fourier f — F[f](a) ¢ de L*(R) para
L3(R) e ¢ linear, isto ¢, se f,g € L*(R) e A,y € C, entdo

FIA 9] = AFLf]+Flg).
Teorema 2.9. Se f € L'(R) N L*(R), entdo

IFIIZ2 = IF LAz

Em particular, temos que a transformada de Fourier de f pertence a L*(R).

31



Gedeon Mateus Sevene

Teorema 2.10 (Relagao de Parseval®). Se f € L*(R), entdo

11l = IIF Ul 2

(2.17)

Demonstragao: Seja f € L*(R). Entao lim ||F[f.] — F[f]|lz2 = 0. Explorando o facto
n—oo

de que [[|f[|zr = llgllzr| < If = gllr, temos que
Tim [ F ULl = 17
Da definicao de f,, é evidente que
T [ fullze = 1£]1-
Dado que f,, € L}(R) N L?(R), pelo Teorema 2.9,

[fnllzz = [IF1fnlll 2

Usando (2.18), (2.19) e (2.20), temos

1l = lim [l fullze = Jimn | F(ee = IFIA e,

ou seja,

[fllzz = 7 (]l
Teorema 2.11. Se f,g € L*(R). Entao

[ t@gwds = [ Fir@)Fo@lds,

ou seja,

(f,9) = (FIf], Flal)-

Demonstracao: Pelo Teorema de Parseval,

IFLf]+ Flallize = I + gllZ-

Deste modo,

(2.18)

(2.19)

(2.20)

/<F[f($)] + Flg@))(FIf (2)] + Flg(z)])dz = /<f(:v) +9(@)(f(x) + g(x))dz.

R R

8Marc-Antoine Parseval (1755-1836)— matemético francés
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Efectuando algumas operacoes elementares em ambos os membros, obtemos

[ (FL@IF + 1Flg@IP + FL@IFG@] + FT@IFlg)]) do

R

— [ (7P +19@P + F2)glo) + Fog(a)) da:

R

De novo, pelo Teorema de Parseval,

/|]—" |dx_/|f |d:ve/|f |dm—/|g \[2dz.

Por isso
R

Substituindo g por ig e Flg(x)] por iF[g(x)] em (2.21) obtemos

/ﬂmmm+/?mmuMm (2.21)

R

/f m+/ﬂ Fligle m—/f (igaNde + [ F@)ligla)d.
~i [ Pl Flgfald + i cm—%/f v+i [ F@gta)d

(2.22)
Dividindo (2.22) por —i e somando com (2.21) fica demonstrado o teorema.l

Teorema 2.12. Seja f € L*(R). Para n € N defina-se

fn(l‘)z{ f(x) se |x]<n

0 se |z|>n

Entao f, € LY(R) N L*(R) e F[f.] € L*(R). Além disso, quando n — oo, F|f,] € L*(R)

converge em média L*(R) para uma funcao f pertencente a L*(R).

Teorema 2.13. Se f,g € L*(R), entdo

[ @ Fg@ids = [ Flr@)gds
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Demonstracgao: Defina-se f, e g, tais que

fm(x):{ fla) se |z <m () = { g(z) se |z| <n

0 se |z]>m 0 se |z|>n

Para quaisquer ntimeros positivos m e n, temos

Flfal@ll@) = [ fule)eds, (2.23)
Floa(@))(a) = / o)™ da. (2.24)

Multiplicando (2.23) por g,(a) e integrando obtemos
/.F[fm(xﬂgn(@)d()é = /gn(a>da/fm<l,)ezaxdx
R R 7

Pelo Teorema 2.12, f,, e f, pertencem a L'(R). Por isso os integrais iterados do segundo
membro sao convergentes. Pelo Teorema de Fubini e a forma especifica das fungoes f,, e

Jn, podemos trocar a ordem de integragao no seguinte sentido:

/ffm &) gu(r da—/fm )i [ gulw)eda

R

ou

[ Fitn@l@galarda = [ fu(e)Flou@))a)do. (225)

E sabido que
Jim {lgn = gllz =0 e lim [|F[gn] — Flgl||> = 0.
Considerando n — oo em (2.25), teremos

/ Flin(@)(@)g(@)de = / fn() Flg(@))(ar)der.

R

De novo, considerando agora m — oo, encontraremos

/f[f(w dm—/f (a)do.

Teorema 2.14. Seja f € L*(R) e g = F|f]. Entdo
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Demonstragao: Temos que

|7 -7 / [9@@)]| [F@) - Flo(@)] do,
entao
|7 - 7@ Hﬂm—/f s@lde = [ FOFGde + |Flalle (226)

Tendo em conta que g = F|[f], pelo Teorema 2.10 e 2.13 temos

[ f@Figtands = [ Fir@lol m>/f FI@lde = IF I = 1715
) : (2.27)
Adicionalmente,
/f Dz = [1£]%. (2.28)

Finalmente, pelo Teorema 2.10 e pela hipotese, vem
1FlgllIZ> = llgllz> = IFLANZ2 = I1£17- (2.29)
Das expressoes de (2.26) a (2.29), concluimos que

|r- 7, o

Corolario 2.4 (Inversa da Transformada de Fourier). Se € L*(R). Entao
F@) = Lim. —— / FIf (2)]()e " da
Demonstragao: Seja g = F|[f]|. Entao, pelo Teorema 2.14, f(z) = Flg(x)], que é

@) = ) doy = 1im, —— / F @@ da. (2.30)

n—>oo \/271-/ n—00 /7

Fazendo o conjugado na identidade (2.30), temos:

(@) = Lim, —— / FIf @)](@)e " dom
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Teorema 2.15 (Plancherel?). Se f € L*(R). Entao existe F[f] € L*(R) tal que

Flf(@)](a) = Lim. E / fa)eodr,

f(x) =Llim. —/]—" Ye " da

1 llzz = [ F L e

De tal modo que, para qualquer f € L*(R) pode ser expressado como f = Flg| para um
tinico g € L*(R).

2.3 Aplicacoes da Transformada do Fourier

Nesta seccao, a ideia fundamental é trazer algumas aplicacoes da Transformada de Fourier
na resolucao de Equacoes Diferenciais com Derivadas Parciais com varias condigoes de

fronteira.

2.3.1 Problemas de Cauchy para a Equacao de Calor

O problema da condugao do calor em uma barra infinita consiste em determinar uma

fungao u : R x [0,00) que satisfaz a equagao do calor
Uy = Mgz, TER, >0, (2.31)
onde 7 é o coeficiente de difusao térmica e
u(z,0) = f(x), z€R (2.32)

¢ a condigao inicial. As equagoes (2.31)-(2.32) formam o chamado problema de Cauchy
ou problema de valor inicial.

O processo de resolugao da equacao do calor vem exposto a seguir:

(1) Supondo que o valor inicial seja uma fun¢do de S(R), e que a solugao exista e que
seja uma fungao de S(R), para cada t > 0 fixo, obteremos a forma dessa solugao.

(2) A seguir, olhamos para essa expressao como uma candidata a solugao geral, e procu-
ramos determinar condigoes sobre f que assegurem ser a expressao dada, solucao do

problema.

9Michel Plancherel (1885-1967)— matemético suigo
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Processo de resolugao: Para cada t > 0 fixo, aplicamos a Transformada de Fourier (com

relagdo a ) na equagao (2.31); designando por

Ula,t) )e** dx (2.33)

e
obtemos, equagao (2.31),
Ula,t) = —na*U(a, t), (2.34)

onde usamos a Proposigao 2.4, e o facto do integral em (2.33) convergir uniformemente.
Agora, para cada « fixo, a equagao (2.34) é uma Equacao Diferencial Ordinaria em ¢, que
pode ser integrada imediatamente:

Ua,t) = Ce ™,
onde a constante de integracao é determinada usando-se a condi¢do inicial (2.32):

C = U(a,0) Je'*dx = F[f](a).

\/271' /f
Assim, obtemos que, para cada t > 0 fixo, U(a,t) é
Ula.t) = Flfl(a)e ™.

Como

o 1 2
et — F |: e~ /Ant
V2t ’

podemos usar o Teorema 2.4 sobre a Transformada de Fourier de uma convolucao de duas
fungoes pertencentes a S(R), para obter

1

u(z, t)—\/—— _x2/4”t*f( );
ou seja,

u(z,t) (=) /4t gy, (2.35)

essa ¢é a solucao candidata procurada.

Prosseguimos, agora, para a segunda parte do processo, ja apresentando um resultado
que fornece condigoes suficientes em f para que (2.35) seja solu¢ao do problema de Cauchy
m (2.31)-(2.32).

Teorema 2.16. Seja f : R — R uma func¢ao seccionalmente continua e limitada. Entao,

a expressao (2.35) define uma fungao u(x,t) € C* no semiplano t > 0, que satisfaz a

37



Gedeon Mateus Sevene

equagao (2.31). E, além disso, a condigdao inicial (2.32) € satisfeita no sentido sequinte:

[f(z+0)+ f(z = 0)].

li t) =
A ule.?)

N | =

Em particular, se f for continua,

lim u(zx,t) = f(z).

t—0t

Teorema 2.17 (Unicidade). Se f: R — R for limitada e continua, entdo o problema de

Cauchy dado em (2.31)-(2.32) tem uma unica solug¢io continua e limitada em t > 0.

2.3.2 Condugao do Calor numa Barra Semi-infinita

O problema ¢é a determinacao de u(z,t) tal que

Up = Ngy, x>0, t>0,

u(0,t) = h(t), t >0, (2.36)
u(z,0) = f(z), x> 0.
No caso homogéneo, h(t) = 0, o problema pode ser resolvido do seguinte modo.

Estende-se f, para x < 0, como uma fun¢ao impar e aplique-se o processo aplicado

na sec¢ao anterior. Designando esta extensao por f , a solugao de (2.36) sera

u(z,t) =

1 N
fly)e eimay,
=/
nm 2

supondo que f seja, digamos, continua e limitada. Observe que a condicao de fronteira,
u(0,t) = 0 &, de facto, satisfeita.

Agora, no caso nao-homogéneo, o método de extensao nao funciona. Serd necessario
considerar a Transformacao-seno de Fourier:

Folf](e) :=

f(z) sin cwdx

que esta bem definida se f € L' € (0,00). E facil provar que, se estendermos f, como

funcao impar, e denominarmos f a sua extensao, teremos

A,

Pode-se também provar, sem dificuldades, que F[f](«) é uma fungao impar. Usando esse

38



Capitulo 2. Transformada de Fourier em Espagos Especiais

facto e a inversa de Fourier, obtemos

>1Il\'>

/FS sin(ax)dz, = >0, (2.37)
0

supondo que f é continua. A identidade (2.37) é a inversa da transformada-seno e é
de grande importancia na resolu¢do da equagao (2.36) com h(t) = A, onde A é uma
constante. Fazendo

/u x,t) sin(ax)dx
0

e, assumindo que a solugao de (2.36) seja uma fungao do espago L'(0, ), para cada t > 0
e que, além disso,

xlg]él@(:t t) = hn% Uy (z,t) =0, (2.38)
obtemos, sucessivamente,
oU,(x,t) [ , ! ,
# = /ut(x,t) sin(az)dr = n/um(x,t) sin(ox)dz
0 0

e, integrando por partes, usando (2.38) e a condigao de fronteira

oUs(a, t)

e naA —naUs(a,t). (2.39)

A condicao inicial de (2.36) reduz-se a
Us(a,0) = Fy(av),
e, portanto, a Equacao Diferencial Ordinaria (2.39), com essa condi¢ao inicial tem como

solugao

Us(a,t) = Fi ( o t) + Aa™! < efna%)

e, dai, usando (2.37), obtemos a expressao de u.

Para resolver equagoes com outras condi¢oes de fronteira, por exemplo
u.(0,t) + ku(0,t) = 0,
usamos o seguinte artificio. A funcao

v(x,t) = uy(z, t) + ku(z,t)
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também é solucao da Equagao de Calor, se u for. Logo, uma equagao da forma

Ut = NUgy x>0, t>0,
u(0,t) + ku(0,t) = h(t) t>0,
u(z,0) = f'(x) + kf(x) x>0,

transforma-se numa outra equagao da forma

UVt = NVgx,
v(0,t) = h(t),
v(z,0) = f'(z) + kf(z),
o qual pode ser resolvido pelas técnicas anteriores. Uma vez obtido v, podemos calcular

u, integrando a equacao diferencial que liga u e v, e obtemos

oo

u(e,t) = e [ o(y. ey

T

bastando para isso supor, por exemplo, que e**u(x,t) — 0, quando = — oo.
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Capitulo 3

(Generalizacao e Consequéncias
da Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier Fracionaria (TFFr) é uma generalizacao da Transformada de
Fourier classica (TF). Recentemente encontrou aplicagoes em varias areas, incluindo pro-
cessamento de sinal e 6ptica. Muitas propriedades dessa transformacao ja sao conhecidas.
A titulo de exemplo, existem ja extensoes do teorema de produto e da convolucao para
a Transformada de Fourier Fracionaria. Neste capitulo, a ideia fundamental é apresen-
tar extensoes destes teoremas, lidar com a Transformacao de Fourier Fracionédria de um
produto e de uma convolucao de duas fungoes.

Os resultados que serviram de suporte para este capitulo foram obtidos, essencialmente,
dos trabalhos de 2], [3], [10], [12], [13] e [19].

3.1 Teoremas sobre a Transformada de Fourier Fra-
cionaria de um Produto e de uma Convolucao

Definigao 3.1. Seja f € L'(R), o um pardmetro real e k uma constante inteira. Chama-

se a Transformada de Fourier Fraciondria ao operador integral F, definido por

\/F;j/f(x)ei[(x“u?)/?] cota—izucscagy  go o # km
m
R
)

flu se o = 2km
f(=uw) se o= (2k+1)m.

Falfl(u) :=

O operador F, apresenta algumas propriedades:
(a) Unitariedade: F_o[f](u) = Fa[f](—uw);
(b) Aditividade: Fu[Fal (1) = Fas ol f)(0);
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(c) Reducao ao operador identidade: para a = 2k, temos For[f(2)](u) = f(u); em
geral

FoalFalfll(w) = f(u);

(d) Redugao a Transformada de Fourier classica se v = —g + 2k

(e) Conservagao da simetria: A TFFr de uma fungao par (impar) é uma funcdo par
(impar);

(f) Identidade de Parseval: /f(x)@dm = /fa[f(x)](u)fa[g(x)](u)d:v;

(g) A TFFr da fungao f com a substitui¢ao de variavel x — x +y é

Fulf (e + ))(u) = FalF(2))(u + y cos el smecosessivmsine,

(h) A TFFr da fungao f com a substitui¢ao de variavel x +— ax é

1—1 i(u2/2) cot o —Coszﬁ :
Faolf(az))(u) = \/%e( /2) (1 cos a)}—ﬁ[f(x)] <Z§$§) |

onde Fg[f](u) é TFFr de f com angulo 3, tal que cot a = a® cot f3;

(i) A TFFr de g(z) = (ix) ™ f(x) é

]:a[g](u) _ (SiIl a)_me_i(u2/2)wta / ei(IQ/Q)COtaFa[f($)](u)d{E;

i) A TFFr da funcao derivada, isto é, de f’ e
J G ) )

Falf'(2)](u) = [Falf (@)](w)] cos a + iuFa[f(x)](u) sin o;

(k) A TFFr de uma integragao, isto é, de g(x) = /f(t)dt é

Falgl(w) = secac@me [t mmaz, 1))

C

(1) A TFFr da funcao Gaussiana f(x) = e~ (ax=1a;)2*/2 & tamhém uma funcio Gaussiana,

dada por

1 —icoto 7(bk7ib]~)u2/2

Falf(2)](u) = \/

ag — z'(aj + cot Oé)
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onde
ag

b —
"7 sin? alai + (a; + cot @)?]y/[1 + (a; + cot )?]

[(ar — ia;)* — 1] cot a + a;(cot* @ — 1)

b, —
ai + (a; + cot )?

J

De agora em diante, limitaremos a nossa atengao a J, para o caso a # k.

Teorema 3.1. Seja dada a Transformada de Fourier Fraciondria na forma
Folflw) i= [ @)Kz,
R

onde

1—;&61[@:““2)/2} com—mwscoz7 a # kn, (3.1)
T

€ o nicleo do operador integral. Entao,

K, (x,u) =

1. Ko(z,u) = Ko(u,x) (Simetria);
2. K_,(xz,u) = K,(x,u) (Conjugado complexo);
3. Ko(—z,u) = Ky(z, —u) (Simetria pontual);

4. /Ka(x,u)Kg(u,z)du: Koi5(x, 2) (Aditividade).
R

Observagao 3.1. A propriedade da aditividade (b) na Defini¢ao (3.1), pode ser demon-

strada com maior facilidade representando a TFFr na forma exponencial, isto é, F, =
ol ) _ D> +U’+1

e = ¢ onde H é o operador de Hamilton dado por H = —— , por sua vez,

U ¢é o operador multiplicador dado por (U f)(z) := iz f(z) = (FDF ') f(z) (vide [1], pag.

2).

Tabela 3.1:
Transformada de Fourier Fracionaria de Algumas Fungoes Elementares
f(u) Falfl(u)
1 5(1, _ ’LL) \/1 _;COt Oée(i/Q)(a:2 cot a—2xu csc a+u? cot a) se o 7& ke
s
1+t .
2 1 \/we’(qﬁmtam se a # 2k + 1)m
s
) 12 —tan o T sec a— Qtana
3 6(2/2)()\1‘2—’_27&:) \/m€z L 2()14:»2;tana) = se o — g arctanA # (zk _|_ 1)7T
1+ Mtana s
- . 2,42 . 2 .
4 | =i/ +25a) \/ L icota seoparOofiiipments e diiugmaintonte |
\ —icota ' ’
5 Pn(u) e " (u)
6 67:1:2/2 6712/2
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Na tabela acima, A, v € R e ¢,(u) é a fungao de Hermite. Em (4), condi¢ao A > 0 visa

garantir a convergéncia

3.1.1 Transformada de Fourier Fracionaria de um Produto

Consideremos duas fungoes f,g € L'(R) N W, onde W denota a algebra de Wiener. Seja

A fungao z pertence a L'(R) e a TFFr ¢ dada por
Falz(@)][u]

_ /1—zcota/f (a?+u?)/2] cot a—ibrucsca g,

1l—cota .
_ ﬂez(zﬁﬂ)cota/

141 )
+ 1 cot Oée_z(xz/Q) cot o
2m

2T

R
/JT_' —z (v2/2) cot ative sec < g( ) i(x2/2) cot a—izusec % dr

‘CSCO!’ i(u?/2) cot o

— ez(u ) /‘Foa [f($)](U)€_i(v2/2) cot « /g('x)e—i(u—v)xcscoadxdv
R

2T
R

~ loeal C};f’e“m) wo [ Flf@)@e R Fg@) (- v csca)de,  (32)

onde F denota a Transformada de Fourier cléssica. A ultima identidade da o resultado
procurado: a TFFr do produto de f e g pode ser obtida através da multiplicacao da TFFr
de f pela fungao chirp, convolvida com a Transformada de Fourier de g escalada e mais
uma vez, multiplicando pela funcao chirp e pelo factor escala.

Outras formas usuais do resultado (3.2) podem ser obtidas através de substitui¢ao de

varidveis. Primeiro, fazemos a substituicao de varidveis v — u — v, resultando em

Faolz(x)](u ‘ Csca] /]: (u — v) Flg(z)] (v esc a)ellmo— /2l cotagy, (3.3)

Podemos fazer uma substitui¢ao adicional v — vsina em (3.3), resultando em

Ful2(@)](w) = \/LQ_W / Fulf(2)](u — vsin @) Fg(x)](v)e0* /D smacosativeosa gy, (3 4y

As identidades (3.2)-(3.4) sao validas se « nao for multiplo de .
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3.1.2 Transformada de Fourier Fracionaria de uma Convolugao

Consideremos, mais uma vez, as fungoes f,g € L*(R) N W, onde W é&lgebra de Wiener.
Recordamos que a convolugao classica de f e g é dada por

(f * 9)( / 1y (3.5)

Assim sendo, a TFFr da convolugao é

FIf * gl(w) = V2rF[f (2)](w) Flg(2)) (),

onde por sua vez F|f], Flg] € L'(R)NW. Sabemos que F,[F|[f*g]] ¢ a TFFr de f*g com
angulo o — g Valendo-se da identidade (3.2), tendo em conta o produto (3.5) e fazendo

e~ e . T
a substituicao de variaveis a — 5 — « , temos

FalFIf #gll(w) = Faglfg]
M i(u?/2) cot o

/ FalFIN @) FIFlgD((u = v) cscaje™ 2t g,
= [escajel/Deere / Fas [f)(0)g((u — v) esca)e™ 0D eotagy

— [secaleit2/2)tna / Fulflg((u — v) sec)e@*/Dmagy  (3.6)

A TFFr de uma convolucao pode, portanto, ser obtida pela multiplicacao da TFFr de
f pela funcao chirp, convolvida com a Transformada de Fourier inversa de g escalada,

multiplicando pela func¢ao chirp e pelo factor escala.

A expressao (3.6) pode tomar outras formas, que podem ser consideradas uteis. A

primeira é obtida fazendo a substituicao de variaveis v — u — v, resultando

FolFIf = = |seca] /.7—" (v — u)g(vsec a)ellV*=2u0)/Atana g, (3.7)

A segunda forma é obtida fazendo-se a substituigao vseca +— v em (3.7). Dai,

[ f % g /f u — 2 COS a)g(v)ei(v2/2)sinacosa—iuvsinadv' (38)

De acrescentar que as identidades (3.6)-(3.8) s@o vélidas se a — g nao for multiplo de 7.
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3.1.3 Outras Representacoes Generalizadas para Transformada
de Fourier Fracionaria de um Produto e de uma Convolucao

Nesta subsecgao vamos deduzir outras formas para (3.3), (3.4), (3.6) e (3.8) que nao sao
6bvias de identificar neste momento. Para obter novas representacoes generalizadas da
TFFr de um produto, consideramos, mais uma vez

pressupondo que f,g € LY(R) N W e, 3 e ~y sdo tais que

cot B 4 coty = cot a.

/1 —17cot . . ) ) .
fa[Z(l‘)](U) _ ;;0 aez(u2/2)coto¢/f(l,)ez(z2/2)cotﬁg(l,)ez(ac2/2)cot'ye—zxucscadx'

R

Fazendo o uso do Teorema da Convolugao, o integral do segundo membro da ultima
expressao pode ser representado na forma

1—cota ;.2
Folz(2)](u) = %ez(“ /Deota A x B)(ucsca),
s
onde
1 i(x2/2) cot B—izw
Aw) = o f(z)e dx
R
1/ (22/2) cot f—ia(w sin ) esc §
— f(x)ez(ac/)co iz(wsin ) cse B 1.
\/27TR
1 —i(w? sin“ B co :
= = I @) wsin )
1 —i(w sin 3 cos :
= = I E @) wsin ),
e

1
V1—icotp

B(ucsca —v) = ¢ ilwesca—v)?/2] sinyeosy 71 f ()] ((ucse o — v) siny).

Contudo,
1 —icota i(u? cot —i(v? sin B cos :
Folz(x)](u) = Y : i (u?/2) cot /e (v2/2)sin feosB o1 £ ()] (v sin B)
V2my/1 — i cot B4/1 —icoty
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Xe—[(u csc a—v)? /2] sin y cos ’Yf’y [g(x)] ((U CSC O — U) <in v)dv,
ou também,
v 1 —icota ei(u2/2)[(sinacos a—sin~ycosvy)/sin? a]
V27my/1 — 1 cot B/1 —icoty
< [ Folf@wsin 917 o)) (uesea — v)sing)
R

Falz(2)](u)

% e—i(v2/2)(sin6cos B+siny cosy)+iuv siny cos v/ sin «du (3 9)

Este resultado ¢ valido para «, $ e v nao miltiplos de .

A identidade (3.9) goza de dois casos particulares. Se a« = S e v = —g, obtemos
1 .2 o
Folz(@)](u) = ——=€'“"/? Com/}"a [f(x)](vsina) Flg(x)](ucsc o — v)e 07/ D sinacosag,
v 2T J

T
que é a identidade (3.2) com a substitui¢do de variaveis v — vsina. Se a =y e = 5

entao a expressao (3.9) tornar-se-a

Falz(2)](u) = \/LQ_W /.F[f(w)](v)Fa[g(x)](u — vsina)e” (/2 sinacosatiwcosay,

que é a equagao (3.4) com f e g invertendo os seus papeis.

Agora, fazendo as substitui¢oes o — o — g, B B — g eyr—y— g, os angulos «,
e 7 ficam ligados pela relagao tana = tan 5 + tan~. Por conseguinte, a identidade (3.6)

toma a forma

v I +itana 67(u2/2)(sinacos a—sin~ycos~y)/ cos? a

= X
V1+itan By/1+ ttany

FalFLf * gll(w)

/Fg[f(l‘)](v cos B)Fv[g(x)]((u sec v — U) CcOS ,y)ei(’UQ/Q)(SiHBCOSﬁ-‘rsinvcosv)—iuvcoscosy/coSadU.

: (3.10)

Como (3.9), a identidade (3.10) tem dois casos particulares notaveis. Se o = 3, v =0,

teremos

FolFLf * g]](u) = ei(“2/2)tana/]:a[f(x)](u cos a)g(useca — U)ei(”2/2)smacosadv,
R

que é a equagao (3.6) com a substituigao de variaveis v — vcosa. Se a =y e =0,
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obtemos

«Fa[F[f * g]](u) — /.Fa[g(m)](u — v COS Oé)f(u)ei(112/2)sin04cosozfiuvsinozd,u’

R

que é a identidade (3.8) com f e g invertendo os seus papéis.

3.1.4 Transformada de Fourier Fracionaria de uma Convolugao
Modificada e de um Produto Modificado

Definigao 3.2. Para qualquer f,g € L*(R) N W, define-se por convolugio modificada o

operador integral dado por

(fOg)(x / fly YelWy—a)cotag,, (3.11)

Teorema 3.2. Seja fOg a convolugao modificada de duas fungoes f,g € L'(R) N W
e, Fulfl, Falgl € FulfOg| as Transformadas de Fourier Fraciondrias de f, g e fOg,

respectivamente. Entao,

21

me—i(qﬂﬂ) cot aFa [f] (U)J—"a [g] (u) (3‘12)

FalfOg(u) =

Demonstragao: Pela definicao da Transformada de Fourier Fracionaria,

/1 —1cot
]:a[f@g](u) = %//]@(y)g(w— zy(y $)Cotadye[ (x2+u?)/2]— zxucscozdx
e
R R
— 1/ﬂ%m//f(y)g(x_y)ei[(z2+u2)/2]cota—izucsca+iy(y—z)cotadxdy‘
R R

Fazendo a substituicao de variaveis t = x — y na tltima identidade, teremos

/1 t . .
f@g o a/ /f [(y2+u?)/2] cot a— zyucscady g( ) i(t2/2) cot a—itucscor jy
/1 —icota .
Multiplicando e dividindo a tdltima expressao por #e’(ﬁ/ Jeota yem
T
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2

2m (2 1 —1icota
Fa C) = _an —i(u?/2)cota L —icota

/6g(x) 1 —1icot ae o
X [/ (/ f(y)ei[(y2+u2)/2] Cotaiyucscady) g(t)ei[(t2+u2)/2] COtOl*itucscadt
R \R
27T —1 u2 6]
= 17 P Fl () Folg)w)

A idendidade (3.12) pode ter outras representagoes particulares. Considerando o = —g

no operador de convolugao (3.12), a Transformada de Fourier Fracionaria toma a forma
Foz[fOg)(u) = v2rF [ f](u) F-z[g](u),

onde F_=[f](u) e F_x[g](u) sdo as Transformadas de Fourier das fungoes f(z) e g(z),

respectivamente.

3.1.5 Propriedades da Transformada de Fourier Fracionaria de
uma Convolucao Modificada

A Transformada de Fourier Fracionaria de uma convolugao modificada satisfaz as seguintes
propriedades:

e Comutatividade: Temos que

FulfOul(u) = | 1o e D (0] (1) Fulg ()] 1)
Falg®fl(n) = \| T e O E )] () Folg ) )
Dai que

FaolfOg] = FulgOf].

e Associatividade: Facilmente notamos que

Fl(100)0h(w) = (e ) W (o)) ) Fulo o)) )T ()] 0
F 100w = (e ) e ()]0 Fulg @) )T ()] ),
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Por conseguinte,

Fal(fO9)Oh] = Fu[fO(9Oh)].

e Distributividade: Observando que
FalfO(g + h)](u) = \/Ffﬁe‘“m Tl F(2)) () (Falg(@)] (1) + Falh(2))(w))

27
1—17cota

FalfOg+[O](u) = e Rt (F [ ()] () Falg ()] () +-Fal £ (2)] () Fa ()] (),

obtemos

FalfO(g+h)] = FalfOg + [OR].

Defini¢ao 3.3. Para quaisquer funcoes f,g € L'(R) N W, define-se operador produto
modificado como

A(x) = f()gla)e= o
Teorema 3.3. Seja z(x) = f(x)g(x)e™ > o produto modificado de duas fungées f,g €
LYR)NW e, Fulf], Falg] € Falz] as Transformadas de Fourier Fraciondrias de f, g e

z, respectivamente. Entao,

Fuleln) = | g, () Fulg(n — ey Aoy

3.2 Relacao da Transformada de Fourier com outras
Transformadas

Nesta secgao, vamos apresentar algumas relagoes existentes entre a Transformada de
Fourier com outras transformadas e apresentaremos algumas das suas principais pro-

priedades.

3.2.1 Transformada de Wigner

Defini¢ao 3.4. Seja f € L'(R), chama-se Transformada de Wigner' a fungio definida

por
Clfl(u, ) :== \/LQ_TF/f (u + g) f (u - g>e_i‘”dx.

A Transformada de Wigner goza das seguintes propriedades:

[T ada = |f@P o [ Tifwa)d = |FA@F

R R

'Eugene Paul Wigner (1902-1995)— matematico e fisico hiingaro

50



Capitulo 3. Generalizacao e Consequéncias da Transformada de Fourier

Consequentemente,

1
\ 2T

//FimMMMWﬂHFﬂvmmW-

De seguida vem uma relagao importante entre a TFFr e a Transformada de Wigner:

Teorema 3.4. A Transformada de Wigner e a TFFr estao relacionadas por meio de um

angulo de rotacao «:
PIFalf]l(u, &) = G_a(T[f])(u, xi),

onde G, representa a rota¢do no sentido hordrio das varidveis (u,§) sobre o dngulo c.
Equivalentemente,

Ga(P[FalfD)(w, §) = T[f](u, ).

O Teorema 3.4 permite-nos concluir que

[ rFE . e = |7l s €)dude = ().

R

Definicao 3.5. A transformada de Radon de uma funcao bidimensional € o integral da

Transformada de Wigner através de wma linha que passa pela origem.

A transformada de Radon-Wigner é a Transformada de Radon da transformada de
Wigner. Se essa linha faz um angulo o com o eixo x, entao a Transformada de Radon-
Wigner ¢é dada por

[ i cosa,rsina)dr = [ TIF ) de = IZ AW

R R

3.2.2 Funcao de Ambiguidade

A Fungao de Ambiguidade esta de certa forma relacionada com a Transformada de Wigner.

Definigao 3.6. Para f € LY(R), define-se Funcao de Ambiguidade o operador integral

A= o= [ 1 (w4 5) £ (2= 5)e e

A Func¢ao de Ambiguidade é similar & Transformada de Wigner, mas o integral é em

dado por

relagdo a outra variavel. A Transformada de Radon da Fung¢ao de Ambiguidade é

/.A (rcosa,rsin dr—/.A (u,&)dé = FLulf] (;) Falf] <—g>
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Tal como a Transformada de Wigner, cumpre-se a igualdade
Ga(A[FLf(u, &) = A[f](u,$).

3.2.3 Transformada de Fourier com Janela

Definigao 3.7. Seja f € L'(R), a Transformada de Fourier com Janela (TFJ) é definida
por

(z — u)e **du,

Ful ) ©): m/f

onde w € a fung¢ao janela.

A TFJ goza da seguinte relacao com a Transformada de Fourier:

Fulfl(u, &) = 7 (Fu, [f)(E, —u),

onde wy = Flw], ou seja,

Fulf](u, &) = w(z —t)](u)e @D dt,

m/f

3.2.4 Transformada de Wavelet

Definigao 3.8. Para f € L*(R), chama-se Transformada de Wavelet ao operador integral
obtido por

ff[:ﬂ(“) — —4zu sin 2a)/f 2 tan1/2 ) }d"[‘, U = SSGC Q.

3.2.5 Transformada Linear Canoénica

Consideremos uma matrix M unimodular, isto é, com determinante igual & unidade.
Adicionalmente, requeremos que a matriz tenha trés parametros u, v e w com a seguinte
relacao:

d _b]_. (3.13)

I
—
(SIS
ISR
| I
I

< |
£
S
< |
I
I
—
|
e}
S

uw w
— v+_ J—
(% (% (% (%

Segundo as igualdades estabelecidas em (3.13), temos que
~d 1 1+ 1 a1 1+
TRy W) Ty Ty an )
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Definicao 3.9. A Transformada Linear Candnica, denotada por Fy;, de uma funcao
f € LYR) € definida por

Fulf€) = [ Fla) Kl a)d

R

onde

Ky = Y 6%(“52_21’&'“”9”2) = —1 ezlb<d§2—2€x+ax2)

271 \/%

€ o nicleo do operador com parametros u, v e w independentes de x e &.

Casos Especiais

e Transformada de Fresnel: Se M = [ 1

b=—.,1t (S
com €1mos qu
0 ) 92 ) q

FulfI(&) = e g, (€),

onde
e

iwz/l/ ) )
: f(x)el(ﬂ/l'Z)(ﬁfZ) dr
Vilz J

9:(§) =

¢ a Transformada de Fresnel.

e Dilatacao: A operacao f(z) — gs(&) = /sf(s€) pode ser obtida por meio de uma
1/s 0

Transformagao Linear Canénica porque considerando M = é ° ] temos que
s

9s(€) = y/sen(s) Far[f1(€).

1 b
e Transformada de Gauss-Weierstrass: Esta é obtida escolhendo M = [ 0 1 ] :

1
v 2imh J

Fulf1() = fla)e! e,

1 0
e Multiplicacao Chirp: Tomando M = [ ) ] obtemos
c

Fulfl(€) = f(E)es ),
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3.3 Aplicacoes da Transformada de Fourier Fracionaria

Nesta seccao, apresentamos algumas aplicacoes da Transformada de Fourier Fracionéria.
Porém, nao sao apresentados muitos detalhes matemaéaticos relacionadas com as iden-
tidades apresentadas pelo facto de estarem diretamente relacionadas com outras areas

cientificas, como Fisica e Electronica, na qual se tem pouco dominio.

3.3.1 Propagacao de uma Onda Optica em Meio Livre

Definicao 3.10. Um meio homogéneo € aquele que apresenta as mesmas caracteristicas

em todos os elementos de volume.

Definicao 3.11. Um meio isotrépico € aquele em que a velocidade de propagac¢ao da
luz e as demais propriedades opticas sao independentes da direc¢ao em que € realizada a
medida.

Consideremos uma onda monocromatica

—

E(F, z,t) = U(F, z)e =), (3.14)

onde 7 é o vector de posicao transversal, t é o tempo, w é a frequéncia angular, k é o
ntmero de onda, € é o vector polarizacao € = (e, €,,0) e ¥(7, z) muda lentamente durante
0*U
o comprimento de onda ao longo da direccao de propagacao ka— > el A equagao de
z z
onda correspondente para propagac¢ao em um meio homogéneo e isotropico toma a forma

parabolica bem conhecida:
0 1
N A 1
(32 ok J_) \I]<T7 Z) 07 (3 5)

onde A é o operador transversal de Laplace. A funcao de Green? ou o propagador desta
equacao é

ko w2
G(r,T0) = #e(lkmz)@*m) : (3.16)

onde o sub-indice 0 refere-se ao plano z = 0. A identidade (3.16) pode ser reescrita por

meio do ntcleo bidimensional da TFFr como

/€2

K (KT, kicos a)el U452, (3.17)

G(r, 7o) =

com tana = kz. Consequentemente, a distribuicao de campo em qualquer z pode ser
representada como TFFr da distribuigao de entrada com factores de escala correspondentes

2George Green (1794-1841)— matematico e fisico britanico
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dependendo de z e um deslocamento de fase adicional, isto é,

— _ k — i[r2k2 sin(2a)/4]
U(r, z) = 1 _itanaFa(krcosa)e : (3.18)
onde
F(kicos ) = / U (7, 0) Ko (ki ki cos a)d(kiy). (3.19)
R

Usando a Propriedade (h) na Definigdo (3.1), pode-se escrever uma conexao simples

entre padroes difractivo de objectos similares ¥ (7, 0) = ®(arp, 0) em qualquer plano z:

k i r2k2 sin(23)

Vo) = —Tmangt T T[T 0)] (K7 cos ),

onde o angulo 3 goza da relacao kz = tana = a2 tan 3.

3.3.2 Propagacao de Ondas Através de Fibras de Indice Guiado

Consideremos agora a propagacao de uma onda monocromatica através de uma fibra de
indice guiado com um perfil de indice de refraccao quadratico

n® = ng{l — [g2(2)2 + gy (2)y’]} (3.20)

onde g, e g, sao os parametros do gradiente que descrevem a evolucao da distribuicao
parabolica transversal, ng constante. A aproximagao paraxial correspondente & equagao
de onda de Helmholtz para a amplitude de fungao de campo ¥(zx,y, z) tem a forma da
equagao de Schrodinger dependente do tempo para osciladores harmoénicos cuja frequéncia
classica depende do tempo, ou seja,

d A 2,2 2.2 _

A funcao de Green de propagacao de ondas é

' k e(ik/(ZHM(z)) [H! ()22 4 Haq (2)23 — 230 )
2miH,(2)

#e(ik/(QHly(Z)) [H{y(z)y2+H2y(z)y(2)72yy0]) ’
2miHy,(2)

G(I, Y, o, Yo, Z)

!/

onde Hy,, Hyy, Hyy e Hyy sao os raios axiais e de campo nas direcgoes transversais, H1,,

Hy,, Hi, e Hj, denotam as suas derivadas em relagao a z. A fungao de propagagao pode
ser representada na forma factorizada:

G(Jf, Y, Xo, ?/0) = Gm(l', Zo, Z>Gy<y7 Yo, Z)u
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de modo que somente a analise de um dos dois factores é necessaria, que é o que segue.
Introduzindo a nova variavel a = tan™'[H1,(2) g0/ Hoz(2)] € guo = 9.(0), G (2, 29, 2) pode

ser representada na forma

ksin o 2 sin o
Gz, x9,2) = el e =all2p¢ 00 g , 3.21
( 0 ) gmole( ) 0 J 0 gzto Hlac ( )

onde K, é o nucleo da TFFr e

k / HQI( )
e <H“( N >+H§m<z>>‘

¢u(2) =

3.3.3 Processamento de Sinal
Varredura de sistema de frequéncia

Varredura de frequéncia de radio ou varredura de frequéncia referem-se a varredura de
uma banda de radiofrequéncia para detectar sinais sendo para 14 transmitidos. Isso é im-
plementado usando um receptor de radio com frequéncia de recepcao ajustavel. A medida
que a frequéncia do receptor ¢é alterada para varrer uma faixa de frequéncia desejada, um
display indica a poténcia dos sinais recebidos em cada frequéncia.

Os filtros de frequéncia varrida sao comummente usados, por exemplo, em analisadores
de frequéncia para sinais de alta frequéncia. Os filtros de frequéncia varrida sao sistemas
lineares variaveis no tempo. Eles também podem ser representados por sua resposta

impulsiva variando no tempo h(t,x), que é a resposta no tempo ¢ a uma entrada 6(¢, x).

Sejam
h(t,z) = /g(t— x)e ie(e)/2)(t*~2?) /f a=—cot e,

entao

/].—@COtOZ w242 cot a—iut csc «
fa [y] [u] _ / / f +t%)/2] cot t dxdt
/1 — t ;
_ 7/ COot & / f 7,[ u +t2 /2] cot aFI: ( )] (u csc O[)efluI CsC adx

= Flgl(ucsca)Falf](w).

Portanto, F|g|(ucsc a) Fo[f](u) pode ser chamado de funcado de transferéncia do filtro de

frequéncia varrida no dominio fracionario de Fourier.
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3.4 Teoremas do Produto e de uma Convolucao para
Nova Transformada de Fourier Fracionaria
Nesta secc¢ao introduziremos a nog¢ao da Nova Transformada de Fourier Fracionaria (NTFFr).

De seguida, estudamos a suas principais propriedades e, em particular, a transformada de
um produto e de uma convolugao.

Definigao 3.12. Seja f € L'(R), o um pardmetro real e k uma constante inteira. Chama-
se Nova Transformada de Fourier Fraciondria ao operador integral definido por

Ralf)(u) = / f(@) Kz, u)dz, (3.22)
R
onde o nicleo € dado por
C(Oé) eia(a)[(x2+u2)—2b(a)wu] se o 7é ke
Koz, u) = 2
o\, W)= d(x —u) se a = 2km
d(x + u) se a=2k+1)m
com .
ala) = © 2(04)’ b(a) =seca, c(a)=+1—1icota.

O operador R, goza de algumas propriedades:

(a) Ro[f](u) = f(u);

(d) Ra[Rslf]](u) = Raiplf](u);
(€) Rz younlf(2)] = F(u).

De agora em diante, limitaremos a nossa atengao a R, para o caso « # kr. Em alguns

casos consideraremos a, b e ¢ no lugar de a(a), b(a) e ¢(«), respectivamente.

Definigao 3.13. Consideremos uma fungao f € L'(R)N'W e definam-se as fungoes fe

f como f(x) = f(x)ea(@*

g(x), define-se a operagao convolugao © por
c(@)

(fog)(x):= Eemﬁ(f*ﬁ)(%)

e f(x) = f(x)e_i“(a)”""?. Para quaisquer duas fungoes f(x) e
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onde x € operag¢ao convolugao introduzida em (1.8). Da mesma forma, define-se a opera-

¢ao convolugcao © por

(feg)(r):=

Teorema 3.5. Seja R,[f], Ralg], @ Nova Transformada Fraciondria de Fourier de f e

g, respectivamente. Entao
Ralf o g](u) = Ralf](u) Ra[g] (u)e ™", (3.23)
Além disso,

J(u) = c(=a)(Ralf] © Ralg])(u). (3.24)

Demonstragao: Pela definigdo de NTFFr e (1.8), temos

Ra[fog](u) = \/—/f<>g eilalz 24u?)— 2abua] .

2
_ z[a(x +u?)— 2abum] —iax dI/f my (l‘ y)eia(m—y)Qdy
27T

Fazendo a substituigao de variaveis v = x — y, obtemos

Ralf o g)(u) = / / f(y)glu)elet ettt dydy
026‘1““ ila(y?+u?)—2abuy) ila(v?+u?)—2abuv]
- 2 fly)e' Ydy | g(v)e dv
T
2 R

= ¢ Ry[f](u) Ralg) (v).

Fica demonstrado (3.23). No concernente a (3.24), pela defini¢ao (3.22) e pela substituicao

de variavel v = u — t, temos

(Ra[f] © Ralg])(u) = [/]* Ralg)(w)

" (Rl
- / i) B [ ()] (e~ @0 R [g(0)](u — £)dt
<

— / dZE/R ) ia[xQ—(u—t)2—2btx]dt
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_ /f dl’/R ) —za[(u—t)Z—x2+2btx}dt
C —Q i (024 g2

f 21a(:1:27b96u dx /Ra[g(t)KU)em(v +a2?—2bvx) 1y
V2T

( )g(x)eﬁa(:vz—bacu)dx.

&h

que ¢ o mesmo que (3.24)H

3.4.1 Duas Novas Convolucoes e suas Propriedades

Nesta subsecc@o, introduziremos duas novas convolugoes associadas com a TFFr (que
estao definidas nos dominios L'(R) e L*(R)) e provamos as suas propriedades bésicas.
Também apresentaremos a demonstragao para as convolugoes (3.25) e (3.28) no espago
L'(R), ja que os outros casos podem ser provados de forma similar. Nesta subsecgao
definimos a norma ||f||z: de f € L*(R) como

1
Il = e / (@),

onde a constante \/ﬁ tem como objectivo facilitar os calculos posteriores. No
7| sin

espago LP(R), 1 < p < 0o, usaremos a norma usual

1/p

1]l = / F(@)Pda
R

Definicao 3.14. Define-se a operag¢ao convolug¢ao @ por

(fog)(s): \/— / flu (S —u+ %) eia(2u=2sut 55 =35 ) gy (3.25)

Teorema 3.6. Seja ih(x) := e/@=%") Se f, g € L'(R), entio

If@allee < fllellgller, (3.26)

Ro[f @ gl(z) = ¢ (z) Ra[f](x) Ra[g](z). (3.27)

Por outras palavras, o produto f @ g define uma fungio pertencente a L'(R) e satisfaz o
Teorema da convolug¢ao da NTFFr associada com a fungao 1.
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Demonstracao: Primeiro, iremos demonstrar a desigualdade (3.26). Note que |c¢| =
1

1
sina] Considerando f, g € L'(R) e fazendo a substitui¢ao de varaveis v = s — u + b
sin «v a
teremos

1
Ifogly = —m=—== [ [(f @9)(s)lds
\/27r|smoz|R/

mﬂ!R/mun’g(s—wﬁ)

_ ﬁ [1r@idu [ 1gwlav

||f||L1 ||9||L1,

duds

que prova a desigualdade (3.26). Essa desigualdade assegura imediatamente que a con-
volugdo definida por (3.25) pertence a L'(R). Agora, vamos demonstrar a factorizagao
(3.27). Pela defini¢ao (3.22) da NTFFr, temos

(@) Ralf](2) Ralg](2)

_ ei(r—axz)

C (2 12 C (2 1 a2
ia(z?+u —2bxu)d / ta(z*+v —2bxv)d
ue u glvje v
\/27T/f( ) V2T (®)

R
2
— ei(a:—aa;2)26_ / / f(u)g(U)6ia[2z2+u2+v2—2bx(u+v)]dudv
s
R R

1

02 S22 02
- T//f(u)g(v)em[x ot =2be (o =535 )] gy, .
T
R R

Fazendo a substituicao de variaveisu =ue s =u+v — 2l obtemos
a
V(@) Ra[f](z) Ralg)(2)
2 1 a|x4u S—uU+5—+ . ST
- 20_ flu)g s —u+ ) € [ Pu?+ (s—ut ggp) 20 ]duds
T

!
s—u+ —
2ab

(= 2
(

12 2.2 5w
)eza[x +2u’ 45 —2sut — = 2bsw]dud8

¢ ¢ 1 1 2 S u . 2 2
= f(u)g s — 1+ — em(Zu 723u+ﬁfﬁ)du eza(:c +s _Qbe)dS
Vor / Var / 2ab
R R

= R, \/62_7T / flu)g (s —u+ %@b) ei“<2“225“+asb«fb>du] (z)
= Ra[f®9](ﬂi) u
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Seja

m(t) — e'iat27 Ny := eia(tziﬁ)

1
= t+ —

a qual pode ser vista como uma fungao com retardamento ou como uma fun¢ao de mu-

e consideremos

danca com passo —. Claramente, as fun¢des m e ny nao tém raizes e tém o mesmo
a
modulo, isto é, [m(t)| = [n+(t)| = 1. Por isso, podemos representar
1 1
-1 -1
m (t) == ——, ni(l):= .
() m(t)’ + () ni(t)

Héa duas formas distintas de representar o operador convolucao f © g por meio da operacao
convolugao * definida em (1.8):

(1) Podemos representar o operador convolucdo (f @ ¢)(s) como

1 c
m(s) v2r

Neste caso, a convolucao de f e g é obtida pela multiplicacao de f pela fungao chirp

(f@g)(s) = (m- f)* (ny - g4)(s) -

(m), convolvida com g com retardamento ) e multiplicando por nova func¢ao
a

chirp (ny), dividida pela func¢do chirp (m) e multiplicando pelo factor <
V2
(2) Noutra forma, podemos representar como

1 c

n(s) Vor

Entao a mesma convolucao de f e g é obtida pela multiplicacao de f pela funcao

(f@g)(s) = (n_- f)* (m-gy)(s) -

chirp (n_), convolvida com g com retardamento (—b> e multiplicando por nova
a

fungao chirp (m), dividida pela fungao chirp (n_) e multiplicando pelo factor

c
V2r
Como vamos verificar de seguida, a convolugao (3.25) satisfaz a propriedade de comu-

tatividade, associatividade e distributividade:

e Comutatividade: Pela propriedade de factorizagao (3.27), temos
Rolf @ g](x) = (z) Ra[f](2) Ralg](2),
Ralg @ fl(x) = ¢(x) Ra[f](z) Ralg)(2),

o que implica que

R.[f @ gl(x) = Rulg © fl(2).
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Consequentemente, f © g =g © f.

e Associatividade: Pela propriedade da factorizagao (3.27), temos
R.[(f @ g) @ h](x) = ¢*(2) Ra[ f1(x) Ralg)(x) Ra[h](2),

Rolf @ (9 @ W))(x) = ¥*(2) Ra[ f](%) Ralg](2) Ra [h] ().

Dai, resulta que

Ro[(f @ g) @ h](x) = Ra[f @ (9 @ h)](x).

Assim sendo, (f@g)@g=f @ (g@h).

e Distributividade: Observando que

Rolf @ (9 +h)](x) = ¢(2)Ra[f](2) Ralg + h](2),

Rolf @ g+ f @ h(z) = P(x) Ral f](2) Ralg](x) + 1 (2) Rl f](2) Ra[h](z),
obtemos
Rolf @ (g +h)(x) = Ralf © g + [ © ().
Consequentemente,

fo@+h) =fog+foh.

Definigao 3.15. Defini-se o produto f & g por

C(Q) 1 ia(2u2—25u—i+i)
fwg(s—u——)e ab " 2ab ) dy. (3.28)
\ 27 R/ ( 2ab)

Teorema 3.7. Seja ((z) := e'~*=9") Se f g € L'(R), entio

(fog)(s) =

1f @ gl < [[fllzllgllr, (3.29)

Ro[f @ g(x) = ((2) Ralf](2) Ralg](2). (3.30)

Similarmente a convolugao (3.25), existem duas formas distintas de representar a con-

volugao (3.28), nomeadamente:

c

(f@g)(s) = (m- f)*(ns-g-)(s)-m~(s)-

Y

-
3

(f@g)(s) = (ng- f)*(m-g-)(s) -n'(s)- Nors
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3.4.2 Classes de Equagoes de Convolugao

Nesta subseccao, estabeleceremos a solvabilidade de muitas equagoes de convolugao asso-
ciadas & NTFFr e obteremos a solucao na forma explicita. Comecaremos por considerar
o seguinte tipo de equagoes integrais no espago de Banach L!(R):

Ap(s) + (k@ p)(s) = f(s), (3.31)

onde A € C, k € LY(R) e ¢ é a incognita pertencente ao espagco L'(R). Usaremos a
notagao A(s) := A+ ¥(s)R,[k](s). A proposi¢ao seguinte é importante na demonstragao
do Teorema 3.8.

Proposicao 3.1.

(1) Se A # 0, entao A(s) # 0 para qualquer s pertencente fora de um intervalo finito.

1
(2) Se A(s) # 0 para qualquer s € R, entao a fun¢io —— € limitada e continua em R.

A(s)

Demonstracao: Pelo Lema Classico de Riemann-Lebesgue, a fun¢ao A(z) é continua
em R e

lim A(z) =X#0,

|z| =00

quer dizer, A(x) toma valor A no infinito. Ja que A # 0 e A(z) ¢ continua, existe um
C' > 0 tal que A(x) # 0 para todo |z| > C. O item (1) esta provado.
(2) Devido a continuidade de A e lim A(s) = A # 0, existe Cy > 0 e €1 > 0 tal que

|s|—o00

inf |A(s)| > 1.

|s|>Co

Como A é continuo e nao toma valor zero no conjunto compacto
S(O,C()) = {S eER: |8| < Cg},

existe g5 > 0 tal que
inf |A(s)| > es.

|s|<Co
Com isso, deduzimos que
1 o { 1 1 } -
su <max<{ —, — 00.
ek [A(s) B
1
O que implica que a funcao AG)] ¢ continua e limitada em R. Ja que R,[f] € L'(R),
s
R,
temos que (%) € L'(R).m
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Teorema 3.8. Assuma-se que A(s) # 0 para todo s € R, e cada uma das sequintes
condigoes € satisfeita:

(i) A #£ 0 e R,[f] € L'(R);

Raf]
R K]

(ii)) \=0 ¢ e L\(R).

Entao, a equagio (3.31) tem solugdo em L'(R) se e somente se

R_, (Rﬂﬂ> € L'(R).

Neste caso, a solucao € dada por

Demonstragao: Necessidade: Suponhamos que a equagdo de convolugao (3.31) tem
solugao ¢ € L'(R). Aplicando R, a ambos os membros da equagao (3.31) e usando a
identidade da factorizacao do Teorema 3.6, obtemos

R[] = . (3.32)

¢ limita, continua (vide Proposicao 3.2) e R,[f] € L'(R), deduzimos

Como a fungao

R, -
que % € L'(R). Agora, podemos aplicar a transformagao inversa de R,[f] a (3.32)

1
A(z)

para obter a solucao indicada no teorema. A necessidade fica provada

Suficiéncia: Consideremos a funcao.

=R, (R(jf]) .

R“Tm, Equivalentemente, A(R,[f]) = Ra[f]-

Por forca da identidade da factorizacao e pelo Teorema de Unicidade de R, (que existe

Isto implica que ¢ € L*(R), ja que R,[p] =

apesar de optarmos por nao apresentar aqui),

Ro[dp + (k@ ¢)] = Ro[f]. W
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Teorema 3.9. Assuma-se que

B(s) := A+ ((s)Ralk](s) # 0
para todo s € R, e cada uma das sequintes condigoes € satisfeita:

(i) A #0 e Ro[f] € L'(R);

Raf]
Ro K]

Entao, a equacao

(i) A=10 e

€ L'(R).

Ao(s) + (k@ p)(s) = f(s)

tem solugao em L'(R) se e somente se

R_, <R‘J‘Tm> € L'(R).

Neste caso, a solucao € dada por

S—R.. (Rjg[f]) .

3.5 Desigualdades e Consequéncias de Novas Convolucoes
para a Nova Transformada de Fourier Fracionaria
com pesos de Hermite

Nesta seccao, apresentaremos novas convolugoes para a Nova Transformada de Fourier
Fracionaria, que de alguma forma estdo associadas as funcoes de Hermite®. Consequentes
desigualdades e propriedades sao derivadas destas convolugoes, entre as quais destacamos
dois novos tipos de desigualdades de Young. Além disso, estudaremos algumas classes de

equacoes integrais que aparecem em problemas de engenharia. Na presente seccao, para

f € LY(R), voltamos a considerar a norma || f||z1 como || f||z1 = —— [ |f(x)|dx.
27| sin ¢ J

Definicao 3.16. Paran € N, definem-se por fungoes de Hermite normalizadas as fungoes

1 a“ dn 7x2
bulr) = (1) (2aty/m) F e e (3.33)
Teorema 3.10. Se f,g € Ll(R), entao a transformada
(fElg abc/f w u2+4vi—z ) 2a2b22 u—v) dudv (334)

3Charles Hermite (1822-1901)— matematico francés
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define a convolugao que satisfaz a desigualdade

1F Byl <[ fllzllgll

e a factorizag¢ao

Ro[f B gl(z) = &(2) Rafl(2) Ralg](2), (3.35)

onde &(z) = e~z =19 B outras palavras, o produto f B g define uma nova fungao

pertencente a L'(R) e satisfaz o Teorema da Convolugio para NTFFr com peso €.

Demonstracao: Comecgaremos por demonstrar a desigualdade da norma. Note-se que

lc(a)| = | sina| 2. Fazendo a troca de variaveis ¢ = ab(z — u — v), temos

I/ B9l = / 7 B glde

—242p2(
)|e 2a%6* (z—u=)* 1o, dvda

< m/'"f w)lg(v

= ——— [ [f(W)lg(v)|dudv [ e~ dt
7T\/|smoz|R[ /

= e J i s

Ve sinall 711zl

A desigualdade fica provada. Obviamente, essa desigualdade garante que a nova fungao
definida em (3.34) pertence a L'(R). De seguida, vamos demonstrar a factorizagao usando

. 142 _ L2 1 : 3
oirt o=kt gy _ e %% para k = 3 Com vista a isso,

1
Vor ) - V2k
§(@) Ralf](2) Ra[g] (%)

1,.2 _ 2_
— 6—533 —iax? / za z24u / za z24v 2bxv)dv
]R

]R
_ - / % 2+ixtdt20_ / f(u)eia<g32+u2_2bxu)du/g(v)eia(x2+v2_2b;w)dv
s

R R R
= e’ /f(u>9(v)eétQHﬂem[2x2+“2+”2_2bx(“+”)]dudvdt

2T/ 21

02 / 2 2 b,
= flu)g(v)e —3t* giale®tut +o? =2 (uto—g35)] g0y gy it
21/ 27TR3

a identidade

o t
Fazendo a mudanca de varidveis u =u, v=ves=u—+v — Sl obtemos
a
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§(2) Raf1(z) Ralg](x)

CLbCz / 212 2 2 21429
- _ f(u)g(v)ean b*(s—u—v) eza(:r; +u+v xs)dudvds
™ 27?}R3

c / CLbC/ 2+v —s ) 2a2b2 (s—u—v)
= — f(u * dudv
27 R |:

x eia(x2+5272bxs) d

S

b 22
ac/f zau+vs)2absuvdudU]()

= a[fEQ]( ):

Teorema 3.11. Se f,g € L'(R), entdo a transformada

2 zna

(fBg)(z

/¢n ZL‘ —u— U f(u)g(U)62ia(u2+v27:ruf:vv+uv)dudv

define a convolucao que satisfaz a desigualdade

17 B gl < ldnllo LAl llgll o

e a factorizagao

Ro[f B g](x) = n(z) Ralf](2) Ralg](2),

(3.36)

(3.37)

(3.38)

onde ®,(x) = (;Sn(x)e_%”z. Assim, o produto f g define uma nova fung¢ao pertencente

a LY(R) e satisfaz o Teorema da Convolugdo para NTFFr associado com a fungdo de

Hermite ¢,, escalada pela func¢ao chirp g~ 2iaz?

Demonstracao: Comegamos por demonstrar a desigualdade (3.37). Fazendo a substi-

tuicao de variaveis u =u, v =v et =12 —u — v e, usando a norma || - |11, temos

IF Bl = /|ng|dx
R
1
s [ W@lg(0)onte — u = o dudc
R3

1
= 2asinal /|f(u)|du/|9(U)|dv/|¢n(t)|dt
R R R
= \J2rlsinalgalloa £l i llglla:

A dltima desigualdade implica que a fungao definida em (3.36) pertence a L'(R). Agora,

vamos demonstrar a factorizagao (3.38). Pela defini¢do da NTFFr, temos
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O, (2) Rl f](2) Ralg](2)

—2iax
_ .T)e /f m 2+ / za z2+v —2bmv)dv
03672iax2

R R
= —/(bn(.f)einaeia(gg?-l-t?—%xt)dt/f(u)eia(x2+u2_2bxu)du
R

VEoR

g(v)eia(x2+v2—2bmv) d’U

X/
R
3 tna
_ Cri E / () () (t)e 200" ol ot gy
s
= e / f(u m[x2+“2+”2“2*2bx("+”+t)]dudvdt.

Fazendo a substituicao de variaveis u = u, v =v e s = u + v + t, obtemos
@y (2) Ra[f1(2) Ra[g]()

3 zna
- /f —u— U)eia[I2+“2+U2+(S_“_”)2_2bm] dudvds

2 zna )
[ /f V)dn(s —u — U)GQW(UZJF”QSUSU’LW)dudv]

22452 72bxs) d

m/

X el(l(

= Ru[fOygl(x )l

S

Teorema 3.12. Se f,g € L'(R), entao a transformada
eina ia| U —ru—uv+av
(feg)(z) = m/(bn(x —u—v)f(u)g(v)e? (2 ) Judy (3.39)
R2

define a convolugao que satisfaz a desigualdade

1f@gller < lonllzell £l llgll e (3.40)
e a factoriza¢ao
Ro[f ® gl(x) = ¢n(x) Ra[f](%) R-a[g](7). (3.41)

Isto €, o produto f © g define uma funcdo pertencente a L*(R) e satisfaz o Teorema da
Convolugao associada com NTFFr e a sua inversa (INTFFr) com o factor ¢n(x).
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Demonstragao: A desigualdade (3.40) demonstra-se de forma analoga a desigualdade
(3.37). Vamos provar a identidade (3.41). Pela definigao de NTFFr, temos

On () Ralf](2) R-alg](z)

. 2
— gina V1—icotav1 +2COt - /f(u)g(v>¢n(t)ei“[x2+t2+“2+‘”2”2”2be(tJr“U)]dudvdt
m

Ver

. 2
_ gina V1—icotav1 + cot” a /f w)g(v) (t)eia[z2+t2+u —v?=2bx(t+u—v)| g 10 1

Ver

o/ (1 —icota)(l+ cot? a /f
e
2w/ 21

X n(s —u+ v)e“’[x +(s—utv)?+u? v =2bws] g o s

, 1 — t )
— eln i cot o /f — w4+ U>61a<2u2—2us—2uv+25v)dudv
|sm aly/(27)3

xgza(aj +s —2bzs)d8

= R,[f®g|(x).M

3.5.1 Desigualdade de Young para o Operador de Convolucao

Nesta subsecgao, apresentaremos algumas desigualdades da norma para as convolucoes
(3.34), (3.36) e (3.39). A fim de simplificar as notacdes, consideramos Eq(t) := e’
Ega(t) = e~ 20" onde Eg, Esa sao funcoes chirp e fungao de Gauss, respectivamente.
Além disso,

E(s,u,v) := pio (w0 =s?) =227 (s—u—v)? _ b (1) Een (V) [Ecn(8)] L Ega(s — u — v).

Recordamos a desigualdade de Minkowski

[/@2 Sduz(y)r < /@1 (/@2 IF(w,y)lsduz(y))s du(z),  (3.42)

onde temos dois espagos de medida (©1, i1) e (O2, p2) e uma fungao mensuravel F(-,-) :
@1 X @2 — C.

/. e

Seja 1 < p,q,r < oo satisfazendo a seguinte condigao:
1 1 1
—4+-=-+1
p q T

Os espagos de Banach em consideracao sao LP(R), L4(R) e L"(R). No sentido de abreviar
as notagoes H, [, ©@, sera usado um simbolo comum .

69



Gedeon Mateus Sevene

1 1 1
Teorema 3.13. Seja LP(R), LY(R) e L"(R) espagos de Banach com — + — = — + 1.
p q r
Entao,
If gl < Cillfllzellgllie, se feLP(R) e feLY(R), (3.43)
|| < Gallflulallss para qualguer s>1 e fuge LNE),  (3.44)

onde C e Cy sao constantes reais positivas.

Demonstragao: Parte I: Demonstraremos a desigualdade (3.43)-(3.44) para a con-
volugao (3.34) e omitiremos os casos (3.36) e (3.39) porque as demonstragoes sao analogas.
Fazendo a substituicao de variaveis t := u 4 v, teremos

ns) = —%¢ / / Fu (1) (0)[Een ()] Exa (s — 1 — v)dudv

- —%‘” Ean($)] " Eals — D)t { [t =)= o) [echw)g(v)]dv}
_ 7r;bc / Els (3.45)

onde F(t / (= 0)f(t = 0)] - [Ean(0)g(v)]dv.

R
Facilmente notamos que £, f € LP(R) e Eqg € LIY(R). Aplicando a desigualdade de
Young para convolugdo dessa classe resulta que F' € L"(R). Temos que ‘E&I(x)‘ =1le
Eea € L'(R). Mais uma vez, aplicando a desigualdade de Young para a convolugao no
1 1 1
caso — + 1= + 1, o que significa que h € L"(R).
r r

Parte II: Agora, vamos demonstrar a desigualdade (3.44) para a convolugao (3.34). Dado
que a fungao &q é uma fungao rapidamente decrescente, £,q € L°(R) para qualquer s > 1
e

(u,v fixo em R).

/ Epa(e + u+ 0)dx = |I€
R

Fazendo o uso da desigualdade de Minkowski, teremos

| gt —u = wstgauie] ] %

< [ ([ 1wte —uorisrigrar)
-/, ( | Vol == v)!sdx) )l (0) s

o [ IF@llg(w)ldudy = [,

= [I€

Fllerllgllzr

Ls
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Assim obtemos a desigualdade (3.44).H

3.5.2 Solvabilidade de Equacoes de Convolugao

Nesta subsecgao, mais uma vez, estudaremos a solvabilidade de muitas equacoes de con-
volugao associadas & NTFFr e obteremos a solu¢ao na forma explicita. Comecaremos por
considerar o seguinte tipo de equagoes integrais no espago de Banach L!'(R):

Ao(s) + (kB o)(s) = f(s), (3.46)

onde A € C, k € L'(R) e ¢ é a incognita pertencente ao espago L'(R). Usaremos a
notacao D(s) := A + £(s)Ra[k](s). A Proposigao seguinte é importante na demonstragao
do Teorema 3.14
Proposicao 3.2.

(1) Se A # 0, entao D(s) # 0 para qualquer s pertencente fora de um intervalo finito.

(2) Se D(s) # 0 para qualquer s € R, entdo a fungao € limitada e continua em R.

1
D(s)

Demonstragao: Pelo Lema Cléassico de Riemann-Lebesgue, a fun¢ao D(x) é continua

em R e
lim D(x)=\#0,

|x|—o00

quer dizer, D(x) toma valor A no infinito. Ja que A # 0 e D(x) é continua, existe um
C > 0 tal que D(z) # 0 para todo |z| > C. O item (1) esta provado.
(2) Devido a continuidade de D e lim D(s) = XA # 0, existe Cy > 0 e g1 > 0 tal que

|s|—o0

inf [D(s)| > e1.

|s|>Co

Como D é continuo e nao toma valor zero no conjunto compacto
S(0,Ch) ={s eR:|s| < Cp},

existe e > 0 tal que
inf |D(s)| > eo.

[s]<Co

Com isso, deduzimos que

1 o { 1 1 } -
sup < max{ —, — 0.
sek |D(s)]| e1 &
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1
s

O que implica que a fungao

Ra[f]
D

| é continua e limitada em R. Ja que R,[f] € L'(R),

temos que ( ) € L'(R).m
Teorema 3.14. Assuma-se que D(s) # 0 para todo s € R, e uma das sequintes condigoes

€ satisfeita:

(i) N #0 e R,[f] € L'(R);

Ralf]

(ii)) A\=0 e oAl

e L'(R).

Entao, a equagao (3.31) tem solugio em L'(R) se e somente se

R_, (R“Tm) € L'(R).

Neste caso, a solucao é dada por

Demonstragao: Necessidade: Suponhamos que a equagao de convolucao (3.46) tem
solugao ¢ € L'(R). Aplicando R, a ambos os membros da equacio (3.46) e usando a

identidade da factorizagao do Teorema 3.10, obtemos

Ralp] = : (3.47)

¢ limita, continua (vide Proposigao 3.3) e R,[f] € L*(R), deduzimos

Como a func¢ao

1
D(x)
R, . -
que % € L'(R). Agora, podemos aplicar a transformagao inversa de R,[f] a (3.47)
para obter a solucao indicada no teorema. A necessidade fica provada.
Suficiéncia: Consideremos a funcao.

o= R, (&éf]) .

RaT[f]‘ Equivalentemente, D(R,[f]) = Ra.[f]-

Por forga da identidade da factorizacao e pelo Teorema de Unicidade de R, (que existe

Isto implica que ¢ € L'(R), ja que R,[p] =
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Capitulo 3. Generalizacao e Consequéncias da Transformada de Fourier

embora nao tenha sido apresentado),
Ro[dp + (kB ¢)] = Ra[f] 0
Teorema 3.15. Assuma-se que
Eo(5) = A+ 6uls) Ral](5) £ 0

para todo s € R, e uma das sequintes condigoes € satisfeita:

(i) A#0 e Ro[f] € L'(R);

Raf]
Ro K]

(ii)) A\=0 e € L'(R).

Entao, a equagao
Ap(s) + (KB @) (s) = f(s)
tem solugio em L'(R) se e somente se

R_, (Rgif]) € L'(R).

Neste caso, a solucao € dada por

o=ra (1)

Teorema 3.16. Se f,g € L'(R), entao o produto ¥4 definido por

U%m@%=aﬁggﬂ/¢dx+u—wﬂmmwéM“”“W*“MmU (3.48)
R2

satisfaz as sequintes propriedades:

PRl < @l llflletliglier,  RalPRgl(x) = om(z) Ralf](x) R-alg](x)-

Quer dizer, o produto f¥Hg define uma funcao pertencente a L'(R) e satisfaz o Teorema
da Convolugao associada com NTFFr e a sua inversa (INTFFr) com o factor ¢,(z).

73






Capitulo 4

Transformada de Fourier com

Fase Quadratica

Neste capitulo faz-se uma abordagem em volta do operator integral de Fourier com fase
quadratica. Concretamente, obtém-se novas convolucoes, desigualdade de Young, con-
vergéncia na norma do integral oscilatorio e, por ultimo, analisa-se a existéncia de solugoes
em L'(R) da respectiva equacao de convolugao. Os resultados deste capitulo, foram ex-
traidos do trabalho [14].

4.1 Operador Integral e suas Propriedades

Defini¢ao 4.1. Seja a,b,c,d,e € R (b # 0). Chama-se funcao fase quadrdtica a fun¢do
definida por
Qapede) (T, y) = az® + by + ¢y’ + dx + ey. (4.1)

No sentido de simplificar as formulas matematicas, usaremos as notagoes
Q(a—e) (:L', 3/) = Q(a,b,c,d,e)(% y) € Q(a—C) (.%’, y) = Q(a,b,C,0,0) (.%’, y)

Definigao 4.2. Seja f € LY(R) ou f € L*(R). Denota-se por Q, o operador integral
definido por

@)@ = = [ fwee-cndy (1.2

o qual se designa por operador integral de Fourier de fase quadrdtica.

Continuamos a denotar por S(R) o espago de Schwartz e Cy(R) o espago de Banach de

fungoes continuas em R que convergem no infinito para zero munido da norma do supremo
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| - |loo- Além disso, no espago L'(R) usar-se-a4 a norma || - ||;1 definida por

1
Il 2= = / £ (wldy.

onde a constante tem como objectivo facilitar os calculos posteriores. No espaco

1
V2
LP(R), 1 < p < 0o, consideramos a norma

1/p

9 = { [ 15wl
R

Lema 4.1 (Lema classico de Riemann-Lebesgue). Seja f € L'(R). Entdo

lim [ f(y)e"™¥dy = 0.
T—00
R

Lema 4.2 (Riemann-Lebesgue). Se f € L*(R), entio Qf € Co(R) e ||Qf|loo < |If]1L1-

Demonstracgao: Uma vez que |eiQ(a*e)<Z»y>] =1, segue que

zeR

1 .
19/ 1loe = sup [(QF) ()] = sup —— / Q0w f(y)dy
x€R 27’(’ %

iQ(afe) (xvy)

|f)ldy = || fllzr-

1
< sup —— e
zeﬁg \/277']1!

Ademais, escolhendo g(y) := e¥*+e¥) f(y) facilmente notamos que g € L'(R) se e somente

se f € L'(R). Usando o lema cléassico de Riemann-Lebesgue, teremos

i(ax?+dx)
e , 1 .
(@)@ == | [ st dy = —=| [ gtw)eay| ~0.
27 J 27 J
quando x — oc.l
Lema 4.3. A formula
1 SlIl ANz —t)
R

f (=)

+ ||

pertence a L'(R).

cumpre-se se 1
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Capitulo 4. Transformada de Fourier com Fase Quadratica

Teorema 4.1 (Teorema do Inverso). Se f € L*(R) e Qf € L*(R), entdo
1) = = [@p)ee-amay (43
2m J
para quase todo x € R.

Demonstragao: Primeiro, demonstraremos a féormula do inverso para f € S. Neste

caso, pelo Lema 4.3 e célculos directos, temos

A
b )
E/(Qf)(?/)el@a_e)(%y)dy — _7.(/\11_{20// —i1Q(a—e) (®,Y) e Qa— e)yU)f( )dudy
R A R

A
= e / flw)e e dy Jim [ etV dy

A—00

oY
_ lefi(cszrex hIH /f 1 cuZ+eu) P VAL T W) sin b)\(l’ — U) du
™ T —Uu

—i(ca+ex i(cx®+ex
= e f )l = f(x).

Contudo, Q é um operador linear, continuo de S para S e sobrejetivo. Por calculos diretos

temos que

/ £(2)(Qg) (x)dx = / 9(9)(@f)dy

R

Usando essa tltima identidade e a equagao (4.3), para g € S, teremos

R/ f(2)(Qg)(z)dz = % HZ ( R/ ei%e)(x,y)(@g)(:c)dx) (Qf)(y)dy

[l
= /fo (Qg)(z

folz) = J% R/ (Qf)(y)e =0 (y, x)dy.

onde

Pela equagao (4.3) Qg cobre todo espago S quando g € S. Por isso,

[ tfala) = F@)®ia) =0

R
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para qualquer ® € S. Uma vez que S ¢ denso in L'(R), temos que fo(z) — f(z) = 0 para
quase todos os x € R.l

Corolario 4.1 (Unicidade). Se f € L'(R) e Qf =0, entio f = 0.

Teorema 4.2 (Teorema de Plancherel). Eziste um operador isomorfo linear Q : L*(R) —
L*(R) que ¢ determinado exclusivamente pela relagio de Qf = Qf para todo f € S. O
operador inverso também € determinado de maneira exclusiva por @_1f = Q7'f para
qualquer f € S.

Teorema 4.3 (Teorema de Plancherel). Seja f uma fungdo de varidvel complexa pertence
a L*(R) e seja

Qo) = —= [ ooty

Entao, quando k — oo, Q(x, k) converge fortemente para a fungao Qf. Reciprocamente,

fla,k) = \/% /(@f)(y)e_@(“—@(y’x)dy

lyl<k

converge fortemente para f.
Teorema 4.4 (Identidade de Parseval).

(i) Para qualquer f,g € L*(R), cumpre-se a sequinte identidade

i<f,g>,

(Qf,Qg) = D

onde (-,-) denota o usual produto interno em L*(R) dado por (f,g) = /f(x)g(x)dx

R
No caso particular quando f = g, temos

1

2 _
HQf”L2 - ‘b|

1£11Z- (4.4)
(ii) Se |b] =1, entdo Q define um operador unitdrio em L*(R).

Demonstragao: Consideremos b > 0. Fazendo algumas manipulagoes e o usando ade-
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quadamente o Lema 4.3, teremos

(Qf,Qq) = / (@) (2)(Qg) (2)dx

R
1 . ‘
T 2 / / e/ Qta-0) @) o= (2:) £ (1) F (1)) dydudz
m
R R R
1 - o, L .
= 2—//61(011 +ey)e—z(cu +eu)f(y)g<u>dydy/esz(y—u)dx
m
R R 5
1 A
= ﬁ//el(cy +ey)efz(cu +eu)f( ) ( )dydu )\h_{glo/eibx(yu)dx
R R kN
1 I o1 ——7 sinbA(y — u)
= = i(cy“+ey) 1 (cu?-teu) sinbA(y — )
b/e f<y) /\h—lzgow/[ ( )} J—u du | dy
R R
= %/ei(cy2+ey)f(y)e_i(cy2+ey)—g(y)dy
R
1 — 1
= g/f(y)g( )y = 3(f,9).
R

1
Analogamente, se b < 0 entao (Qf, Qg) = _E<f7 g). Fica assim provada a proposigao (i).

Pelo Teorema 4.2 e proposicao (i), o operador Q é unitario quando b = 1.1

4.2 Novas Convolucoes

Nestas secgao fazer-se-a a apresentacao de novas convolucoes associadas ao operador Q.
De seguida, mostraremos algumas identidades de factorizagao.

Para demonstrar os teoremas abaixo usaremos a seguinte identidade

p‘H
ES N

1 it —kt? L
— [ e dt = —=e"*, k>0, 4.5
\/27T/R V2k (4:5)

para qualquer x € R.

22 . Q
Teorema 4.5. Se f,g € L'(R) e Qy(x) := e~ 79 entio o elemento denotado por f ég

define a convolugao

(f 53(1 g) . 2 / / 2 cu?4cv? —cx?teutev— ex)— wdudv (46)
™
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que cumpre a sequinte desigualdade e a factorizacao

1951

<Ml @(£% 9) (0) = @@ Q@)

1951
*
Hf 59

Demonstragao: Primeiro, vamos demonstrar a desigualdade da norma. Fazendo a sub-

stituicao de variaveis t := bz — bu — bv — d, teremos

Ql 0] (cu?tev? —ca? o) (brbu—bv—)?
39, = 7 / / flu)g(u)eltentermerrentermer) > dudv|dx
1] = B [ st
l / 1 / |b] g a2 o) (br—bu—bu—d)?
< — w)|du—— ) |dv el(cu +cv®—cr®4eutev—ex) 3 dx
o le( )| o R|g( )| 5 ).

b x—bu—bv— 2
V 2 R

Hf||L1||9||L1/ 2
= ———— [ e 2dt = 1 1.
/277' R HfHL HgHL

Faz-se notar que na tltima igualdade se usou (4.5). Para demonstrar a factorizagao
usamos o sentido inverso, isto é, saimos da factorizacao para o operador de convolucao:

0 (2)(Qf)()(Qg)(x)

22 o 1 / iQ 1 / .
= ez alx 62 (a—e)(z,u) U du 61Q(a7e)(ﬂ?7’v) U drU
V21 Jr flu) V2r Jr 9t

i 1 _2 i 1//0 (@) ,iQae) (2:)
— e @i e~ Tt gy — et (a—e)(T) oiQa—e) () £ (1 o () dudv
_27T/R L f(u)g(v)

1 —/// {(az?+eu?+ev? +ba(utot E+9) +doteutev) — b
_ i £4d e 2 f(u)g(v)dudvdt.
—— [ f(u)g(v)

e t
Fazendo a troca de varidveisu =u, v =v e s =u+ v+ - + —, teremos

b b
1 (2)(Qf)()(Qg)(x)

b . T (bs—bu—bv—d)?
_ 1Q(a—e) (®,5) Si(cu®+cv’ —cs?+eutev—es)— 5 dudvd
€ e u v)jauavas
2W\/27T/R/R/R flwv)

1 . b . s—bu—bv— 2
= _QW/ReZQ(ae)(zvs) |:%/R/Rez(cu2+cv2—052+eu+ev—es)—(bb2bd)f(u)g(v)dudv ds

= = [t (12 g) s =2 (1% g) o) m

Observacao 4.1.

(a) Quando a = c=d=e=0eb= %1, Q é a Transformada de Fourier e a Trans-

formada de Fourier Inversa, respectivamente. O peso sera ;(z) = e~ 2. Entao, a
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convolu¢ao (4.6) associado a Transformada de Fourier toma a forma
_ (z—u—v)~ 'U)
* u)dudv;
(r%9) = [ [« (w(u)

cot
(b) Seja a = ¢ = %, b = —sec(). Em tal caso particular notamos que Q
¢ simplesmente a Nova Transformada de Fourier Fracionaria. A convolugao (4.6)

associada a Transformada de Fourier toma a forma

(£%0) (0 = op [ [ emerserer e fuyg(uyud

(c) Se d = e = 0, entdo Q representa a Transformada Linear Canonica e a convolugdo
(4.6) ganha a seguinte representacao

(f * g) 27T// ie(u +0? =)~ (e=u=0)? £ (1)) o () dudo,

22 g
Teorema 4.6. Se f,g € L'(R) e Qy(z) := e~ 2 ~“* =4 entio o elemento denotado por

Q
f & g define a convolucao
Q

<f & g) / / z cu?+cv? —ca?+eutev— ex)— Mdudv (47)

e cumpre-se as sequintes desiqualdade e a factorizacao

Qo
f®g
Q

<lslulsle, @(1%0) @ = 2%@)(@) @) @)@,

Lt
Demonstracgao: Fazendo a substituicao de variaveis t := bx — bu — bv, teremos

1 cu?+cv?—cx?+eutev— ex)— mdudv

dz

Lt 27T

/ ()| du
= [lownao - [ e

el gl e /etbz—b;—bv)?dx
\/27‘(‘ R

[ £l (gl 22 / 2
= _— e 2 dt = 1,
o A £l llgllz

onde novamente usamos (4.5) na ultima igualdade. De seguida, temos que

N

2
i(cu?+cv? —cr+eutev—ex)— w

X
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5 (2)(QF) (2)(Qg) () =

2
_zx7 a2
= e 2 air—dix __ —

ZQ(a e) xu du / (a— E)(IU d
\/ 2m / ®)

_ —aiz?—dix ———Hmt 1Q(a—e) (z,u) 1Q (g—e) (T,0)
= e — [ e 2 dt— / e <lae) du— / (a=e)( dv
V2 /R V21 JR flu atv)

1 Cam? 4 en2 4 on? t

_ i(ax®4cu®+cvi+bx(u+v+ 1 )+drteutev) —5

= e b e 7 f(u)g(u)dudvdt.
2w/ 21 /R/R/R f( o)

t
Usando agora u = u, v =v, e s = u + v + —, obtemos

b
Qa(2)(QS)(x)(Qg)(x)

b . . 2 2 2 (bs—bu—bv)2
_ 1Q(a—e) (®,5) Si(cu®+cv® —cs? feutev—es)———g—— duduvd
(& € u v)auavas
i b Fat
= / (a—e)(@,9) |: / / l cul+cv?—cs?+eutev—es)— Mdudv ds
2m 2m
O 5 TR
= — e wlame) s)as = xT).
2w Jr Q g Q g

22

Q
Teorema 4.7. Se f,g € L'(R) e Q3(x) := e~ 7, entdo o elemento denotado por f of
Q

define a convolugao

_cf eutev— EZ (bszufbv72d+d\/§>2
<f®g> ( 2) = \/_ // zcu 24cv? +eut \/5) E dudv
2

(4.8)

que cumpre a sequinte desigualdade e a factorizacao

Hf%j’g <l @(ffgfg) (vVar) = 04(2)( Q) (2)(Qg) (x).

Demonstracao: De forma anédloga ao que anteriormente foi realizado, fazendo a substi-
tuicao de varidveis t := V2bx — bu — bv — 2d + d\/§, teremos

14
A /4 3

u)g
/ lini= [ oty 22

\/_|b|||f||L1||9||L1/ _<fb“°—b“—b“—2d+df>2
g [ 2 dZL'
Vim R

”fHLngHLl/ 2
= ——="— | e 2dt = ,
/o A I fllze gz

2 b — by — 2
i(ch—&-ch—c””7+eu—&-ev—em)—(‘/ibgC bu bzv 2d+dv32)

dx

udv

Cbu—bo_ 2
zcu 24cv? —c——&-eu—}—ev ex)— (V2be—bu b; 2d+dv2)

N
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por uso de (4.5).

Por conseguinte, fazendo as substitui¢oes adequadas temos que

Q3(2)(Qf)(2)(Qg)(x)

22 1 , 1 .

— — ZQ(afe)(xvu) d - / ZQ(G,E)(I,U) d

e 2 € u)au € v)av
V2T /R flu) V21 Jr 9(v)

1 2. 1 . :
= —_—— _2+Zztdt_// 7‘Q(a—e)(mvu) ZQ(a—e)(mzv) d d
\/%/Re on /. Re e f(u)g(v)dudv
1 ; 24 20 a2 t2d_dv2 2
_ i(2az2+cu?+cv?+br(utvt+ i 424 — V2V L g teutev) — L
= — e b T b e 2 f(u)g(v)dudvdt.
2w/ 21 /R/R/R

De forma similar, fazendo a mudanca de variaveis:

t 2d dv2
u=u, v=10 es:u+v+5+?—7\/_,

teremos,

Q3(2)(Qf) (2)(Qg)(x)

1 ;3 = i(cul+ev?—cSe feutev— <5 _ (bs—bu—bv—2d+dy3)”
N V / / / € Q(a_e)(ﬁ’ﬂ)f(u)g(v)e (eutev®—e +euten—15) 2 dudvds
2721 Jr JR JR

_ ! / Qa0 (VE,35)
V2 Jr

b , 82 _esy_ (bs—bu—bv—2d+dv/2)>
. [\/ﬁw A@A@f(u)g(v)el(w%w{z e teutev—75) S dud""} d (%)
— a—e 'V2 @ —— d T - @ \/5 .
%/Re f@g NG NG Qf@g( z)

—it(at?+dt

_th

No sentido de simplificar as notagoes, consideramos &y, := e ) e Eoa =€ 2

onde &, & sao funcoes chirp e funcao de Gauss, respectivamente.  Ademais,

Qu(t) == Ean(t) - Eual(t).

Teorema 4.8. Se f,g € L'Y(R) e Q4(z) := Ea(t) - Exa(t), entao o elemento denotado por

Q
f % g define a convolugao

(189) = YEOI T ool filEalauts (49)

que cumpre a desiqualdade e a factorizagao

X
Hng

< Uflzlsle, @(rBa) @) = U@ @)@,

Demonstragao: Primeiro, vamos demonstrar a desigualdade da norma. Fazendo a subs-

83



Gedeon Mateus Sevene

tituigdo de variaveis t := /|b|(x — u — v), teremos
‘f%g — 2 z (at?+dt—au? —du—av?—dv)— MdUd’U dr
I 7T
< — u)|du
< = / £ (u)

2
i(at? +-dt—au® —du—av? —dv)— Bllz=u=v)= (x_;_v)

dx

o= [ [,

1 T—u 'u2

f Al | g,
\/27T R

fllzallgll 2

_ H\L/J_WHL /Re zdt = || fllullgll .

4 (2)(Qf)(2)(Qg) () =

— e z(am -‘rd:ﬂ) lbl 221 /eiQ(a—e)(%“)eiQ(a—e)(m’”)f(u)g(v)dudv

1 ool 1 . )
— - (aa?+de) 1y _/ ibr—5t dt—// 1Q(a—e) (1) LiQ(a—e) (T,0) dud
= e e e e u)g(v)dudv
\/ 1] o o f(u)g(v)

_ i(az® +ba(utvtt)+eu’+ev? +dateutev) ,— 3 I3l w)g(u)dudvdt.
27?\/27r / // f( ot

Fazendo a troca de variaveis u = u, v =v e s = u + v + t, teremos

4 (2)(Qf)(2)(Qg)(x) =

_ 27@///6@(ae)(ac,s)ez’(cu2+cv2—cs2+eu+eu—es)—‘2’(s—u—v)2f(u)g(v>dudvds
- / Qoo (@) [M /R /R Exals — u — 0)[Ean(w) f ()] [Eang (v)] dudv]| ds
= = [0t (1) (s =2 (1 Hg) (o)

4.3 Aplicacoes

Nesta tltima secc¢ao, ilustraremos algumas possiveis aplicagoes matematicas para as con-
volugoes e o operador integral considerado abaixo. Concretamente, obteremos a nova
desigualdade de Young, convergéncia da norma do integral oscilatorio e a solucao da
equacao de convolugao integral.

4.3.1 Desigualdade de Young para o Operador de Convolugao

Na presente subsecgao, obter-se-4 algumas desigualdades da norma das convolugoes (4.6)-
(4.9) de uma forma geral.

84



Capitulo 4. Transformada de Fourier com Fase Quadratica

Seja 1 < p,q,r < oo satisfazendo a seguinte condigao:

Os espagos de Banach em consideragao sao LP(R), L4(R) e L"(R). No sentido de abreviar
as notagoes x, ®, ®, X, serd usado um simbolo comum ®.

1 1 1
Teorema 4.9. Seja LP(R), LY(R) e L"(R) espagos de Banach com —+— = —+1. Entao,
p q T
If®gllc- < Cillfllzellglle, se feLP(R) e fe LY(R), (4.10)
If@gllee < Collflleallgller para qualquer s>1 e f.ge L'(R),  (4.11)

onde C e Cy sao constantes reais positivas.

Demonstracao: Parte I: Vamos comegar por demonstrar a desigualdade (4.10) para
convolu¢ao (4.9). Fazendo a substituigdo de variavel ¢ := u + v, teremos

= VRIS [ gy (a0t~ vlEatolgto )
_ YPal | e~ oF@)at,

onde

F(t) = / Eanlt — 0) £t — 0)][Ea()g(v)]do.

Facilmente notamos que &, f € LP(R) e Eqg € LY(R). Aplicando a desigualdade de
Young para a convolugao dessa classe resulta que F' € L"(R). Temos que ‘5(;11 (x)| =1
e € € L'(R). Mais uma vez, aplicando a desigualdade de Young para a convolugao no

1
caso — + 1= + 1, temos que h € L"(R).
r r

Parte 11: Agora, vamos demonstrar a desigualdade (4.11) para a convolugao (4.9). Dado
que a fungao &g é uma fungao rapidamente decrescente, £,q € L°(R) para qualquer s > 1

(§]
[l £ uzo)de = [Eallie (wv fixosem R).
R

Fazendo o uso da desigualdade de Minkowski, teremos
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dx} ’

J

/R2 Egd(z —u —v) f(u)g(v)dudv

< [ ([ 1ate = u= o il e

- [ ([ 1t == orar) " stio@duas
e [ @) dude = s

Assim, obtemos a desigualdade (4.11).1

- ||‘€gd|

el fllze gl

4.3.2 Convergéncia da Norma do Integral Oscilatorio

A teoria geral sobre integrais oscilatorios tem origem na Analise Harmonica, na qual o
caso da Transformada de Fourier é provavelmente um dos melhores exemplos de integral
oscilatorio.

Assim, de um modo geral, consideremos o integral oscilatério da Transformada de
Fourier com fase-quadrética definido por

(Ta6)(w) i= [ X0tz )o0)dy, (4.12)
onde Q(q—¢)(x,y) definido em (4.1) é a fase e ¥(x,y) é uma funcdo suave com suporte
compacto em R & qual se chama amplitude. A ideia é entender o comportamento da
norma de T quando A varia em R. O caso em que A = 0 ¢é 6bvio (trata-se do caso

degenerado) e sera omitido. Consideraremos o caso em que A > 0.

Teorema 4.10. Ty pode ser estendido a um operador linear definido em L*(R) com a

norma

C
ITAll2 < —==
A

onde a constante C' € independente de .

Demonstragao: Seja M C R? um suporte compacto de ¥, Xy (z) e Xa(y) fungoes
caracteristicas de varidveis = e y, respectivamente. Facilmente notamos que Ty¢ € L?(R)
se ¢ € L*(R). Contudo, tendo em conta que ¥ (z,y) é uniformemente limitada em M x M,
existe uma constante C' tal que |¢(z,y)| < C' < co. Usando as desigualdades de Minkowski
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e Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz, teremos

[Imo@yPar = [ d

/R X (v)|6(w)]dy / X ()], ) P

limitad(:rpor C
2
< c( / XM<y>\¢<y>rdy)

< C (/M XM(y)dy) (/M|¢(y)!2dy) < 00

Provemos a convergéncia da norma. Pelos pressupostos, ©(x,y) pode ser considerado

2

/]R Qa0 @) Xy (2) Xy ()0 (2, ) d(y) dy

1/27 2

N

como uma fungao integrével em L? em relagao a variavel y € Re x € M fixo, por ¢ (z,y) =
Xyr(y)w(x,y) para y € R. Adicionalmente, para qualquer f € L*(R), (x,y)f(y) é
também integravel em relagao a variavel y, para x € M fixo, como sendo

[ 1t)ote) f)Pdy = [ Aaulo)ite )PPy < € [ 17)Pdy < oc.

Por isso, podemos escrever (Tf)(z) = (Qxa—e)?f) onde Qxa—c) esta definido da mesma
forma que Q(4—c) quando denotada pela equagao (4.2), mas com fase AQ(q—¢)(#,y). Usando
a equagao (4.4), desigualdade de Minkowski e a desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-

Schwarz, teremos

HTAN@)Z = 1 Q@ua-o¥f) (@)1 = IbAI @A @), WH W)z

5
= — | dz
A Jr

1 ) , 1/2 C ,
< o Al ([ xuleta) < S

Assim, temos a convergéncia da norma.l

2

/R Xar () Xar ()0, ) f ()0, ) T (W) ly

4.3.3 Solvabilidade de Equacgoes Integrais

A titulo de exemplo das aplicagoes das convolugdes apresentadas de (4.6)—(4.9), conside-
raremos uma classe de equagoes integrais. Recordemos que usamos ® para denotar uma
das convolugoes introduzidas anteriormente: x, ®, ®, X.

Consideremos a equacao convolucao

Ao(z) + (k@ ¢)(x) = p(z) (4.13)

87



Gedeon Mateus Sevene

onde \ € C, k, p pertencem a L'(R) e ¢ é a variavel por determinar. Na equacao (4.13),
quando a convolugdo ® toma uma das possibilidades (4.6), (4.7), (4.8) ou (4.9), também

usaremos 2* sendo a correspondente func¢ao (peso) em
{Qla QQa Q3> 94}7
respectivamente. Consideremos a notagao S(z) := X+ Q*(z) - (Qk)(z).

k
Teorema 4.11. Assuma-se que S(z) # 0 para qualqguer x € R e que % e L'(R). A

equacio (4.13) tem solugio em L'(R) se e somente se

Q! <%k) € L*(R) (4.14)

Demonstragao: Necessidade. Suponhamos que a equagao (4.13) tem solugao p € L'(R).
Aplicando o operador Q a ambos os membros da equagao (4.13), teremos

AMQp)(x) + 7 (2)(Qp) (2)(QF)(x) = (Qp)(),

isto &, S(z)(Qp)(z) = (Qp)(z). Considerando S(z) # 0 para qualquer x € R, teremos

Qp = Fp Pondo em consideracao que % € L*(R), teremos que

p=0Q7" (%) € L'(R).
Suficiéncia. Seja ¢ = Q! (%) € LYR). Por ¢ € LYR) obtemos S(z)(Qy)(z) =

(Qp)(z). Usando a identidade da factorizagao da convolugdo, obteremos

QAp(x) + (k ® ¢)(z)] = (Qp)(x).

Gragas ao teorema de unicidade do operador Q, concluimos que ¢ satisfaz a equagao

(4.13) para quase todos os = € R.H
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