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Palavras-chave

Resumo

Primitiva, integral, derivada, Siacua, Megua, Sage mathematics, sage-

math, CoCalc, exercicios parametrizados

Este trabalho tem como objetivo a criacdo de recursos digitais con-
sistindo num conjunto de exercicios parametrizados para apoiar o es-
tudo auténomo de primitivas no ensino secundario. Em particular,
abordam-se os métodos de primitivacdo no caso de primitivas ime-
diatas, quase-imediatas e por aplicacdo do método de primitivacdo
por partes. A utilizacdo destes contetidos é feita via internet em
http://siacua.web.ua.pt/. A construcdo e resolucdo dos exerci-
cios foi efetuada de acordo com as metas curriculares do programa de
matematica de 12.° ano que entra em vigor no ano letivo 2017,/2018.
Os exercicios constituem uma ferramenta de trabalho tanto para os
alunos no seu estudo auténomo e auto-avaliacdo como para o profes-
sor como forma de diagnosticar as lacunas predominantes nas aquisicdo

de conhecimentos dos seus alunos.






Keywords

Abstract

Integral, derivative, Siacua, Megua, Sage mathematics, sagemath, Co-

Calc, Parametrized Exercises

The main goal of this work is to create digital resources based
in a set of parameterized exercises to support self study of Anti-
derivatives in Secondary School. This resources are available at
http://siacua.web.ua.pt/. In this work we had in consideration
the curricular guidelines for the 12*® year curriculum that began in the
curricular year of 2017/2018. The main objective is to provide some
elements in order to help students to be autonomous in their study, as

well as teachers in the diagnose of students knowledge.
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Introducao

Desde os finais do século passado que temos vindo a assistir a uma crescente evolucao
a nivel das tecnologias de informacao e comunicac¢ao, iniciada com o aparecimento dos pri-
meiros telemdveis, no fim dos anos noventa, em substituicao dos pagers. Por essa altura, a
internet dava os seus primeiros passos e era quase impensavel que, em pouco mais de vinte
anos, nos vissemos rodeados de uma tao grande diversidade de dispositivos eletronicos como
laptops, tablets, e-books, e smartphones. Com efeito, a grande inovacao que parecia ser um
telemoével com teclas, ligado a uma qualquer rede moével, rapidamente se tornou obsoleta e
a constante evolucao tecnologica nao para de nos surpreender. A massificacdo dos recursos
informaticos, a facilidade do seu manuseamento e a velocidade de ligacao que os caracteri-
zam fazem com que estejamos hoje quase sempre disponiveis, na maior parte dos casos com
ligacao remota e a distancia de um clique. O mundo digital instalou-se entre nos e a internet,
veiculo de transmissao de informacao em tempo real, tornou-se parte integrante das nossas

vidas e impos-se como fendémeno transversal a diferentes geracoes.

Esta nova realidade transpos-se para as escolas e esta presente no perfil do aluno que as
frequenta. Nao raras vezes vemos estudantes em viagens, de rede viaria ou ferroviaria, que
acedem a redes moveis de internet para consultar um qualquer contetido do seu interesse.
Por outro lado, os alunos do Ensino Secundario recorrem frequentemente a plataformas in-
formaticas e aplicagoes moveis, criadas por editoras de livros ou pelas proprias escolas, com o
intuito de aceder a contetdos lecionados nas diferentes disciplinas, o que torna necessério que
as metodologias e técnicas de ensino/aprendizagem acompanhem a permanente atualizagao
tecnologica a que assistimos. No caso concreto do Ensino de Matematica, a utilizacao das no-
vas tecnologias constituiu-se uma mudanca de paradigma na forma de transmitir contetidos.
Depois do advento das calculadoras graficas, comecaram a surgir programas de computador
de apoio ao ensino da disciplina tais como Cabri Geometre, SketchPad e GeoGebra, entre ou-
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tros. Paralelamente, a criacdo de competicoes matemaéticas como o concurso EQUAmat, da
Universidade de Aveiro, veio fomentar o uso das novas tecnologias na consolidagao de apren-
dizagens. Este projeto, que comecou de forma timida, rapidamente se tornou um sucesso a

nivel nacional e o nimero de alunos participantes ¢ maior em cada edicao realizada.

O Programa e Metas Curriculares de Matemdtica A para o Ensino Secunddrio surgiu no
ambito da revisao do Curriculo Nacional em 2011, cujo sentido é o de elevar os padroes de
desempenho escolar dos alunos portugueses, dando continuidade ao Programa de Matemdtica
para o Ensino Bdsico. Com o objetivo de desenvolver no aluno o gosto por esta disciplina
milenar, nas suas diversas vertentes, o documento estabelece um conjunto de conhecimentos
e de capacidades essenciais que os alunos devem adquirir e desenvolver no decurso do En-
sino Secundario, na disciplina de Matemaética A, sendo denominadas por Metas Curriculares
[10]. Segundo os seus autores, o Programa foi concebido por forma a fornecer aos alunos
instrumentos que garantam um prosseguimento de estudos com sucesso, tendo em conside-
racao que é o programa de Matematica A do Ensino Secundario que da acesso aos cursos
do Ensino Superior de areas que requerem uma solida formacao matemética. Com este pro-
posito, foram introduzidos alguns contetidos fundamentais que se encontravam ausentes no
anterior Programa e cujo estudo é recomendado, pelas melhores praticas internacionais, nos
ramos do Ensino Secundario com estas caracteristicas, como é o caso do Célculo Integral
[10]. Um dos bons bons exemplos desta pratica é o curriculo Further mathematics High Level

do International Baccalaureate [16].

E neste contexto que surge a unidade Primitivas e Cdlculo Integral como um dos sete
dominios de contetidos que integram o atual programa curricular do 12.2 ano de Matemaética
A. O dominio estd denominado como PCI e nele sao estabelecidas vinte e sete Metas Curri-
culares [10]. A unidade inicia-se com a introdu¢ao da defini¢ao de primitiva de uma funcao
e o estudo de algumas propriedades. E depois abordada a nocio de integral de uma funcéo
continua e nao negativa num intervalo limitado, de forma intuitiva e visual, recorrendo & no-
cao de area e, a partir de propriedades elementares admitidas para esta nogao, demonstra-se
o Teorema Fundamental do Cdlculo e a Formula de Barrow. Posteriormente, estende-se a
definicao as funcoes continuas que alternam de sinal um niimero finito de vezes, bem como os
referidos resultados fundamentais. Finalmente, refere-se apenas a possibilidade de extensao

a todas as fungoes continuas [1, 3, 7, 10]. Em tracos gerais, este dominio de conteudos visa



Introducao 3

o estudo das principais propriedades dos integrais definidos e a analise de algumas técnicas
de primitivagao e integracao [10]. Desta estruturacao, depreende-se a relevancia atribuida
ao facto de os alunos terminarem o Ensino Secundario com algumas nocoes, ainda que nao
inteiramente formalizadas, de Calculo Integral, jA que, em certo sentido, se trata de um
complemento essencial do Calculo Diferencial [10]. Na senda deste objetivo, foram vérias as
editoras que elaboraram e puseram a disposi¢ao dos professores um conjunto de aplicacoes
interativas, em suporte digital, a ser utilizado em contexto de sala de aula ou fora dela. A
utilizacao de novas tecnologias no Ensino de Matemaética é reconhecidamente um catalisador
da aprendizagem, tanto pela forma como pela atratividade natural dos jovens portugueses

pelas novas tecnologias [1, 3, 7).

Nesta conjuntura, o nosso trabalho pretende constituir-se, também ele, uma ferramenta
digital de trabalho para professores e alunos no dominio Primitivas e Cdlculo Integral,
integrando-se num projeto mais vasto do Departamento de Mateméatica da Universidade
de Aveiro |6, 13| que visa a criacdo de uma base de dados de exercicios parametrizados.
Desta forma, o nosso objetivo primordial é o de contribuir para a consolidacao de aprendi-
zagens com recurso as novas tecnologias de informacao e comunicacdo, ao mesmo tempo que

se aborda um contetido comum aos Ensinos Secundario e Superior.
Assim alicercada, esta dissertacao apresenta-se organizada em trés capitulos.

No Capitulo 1, intitulado Primitivas, é apresentada a definicao de primitiva, propriedades

e algumas técnicas de primitivacao.

No Capitulo 2, intitulado Cdlculo Integral, faz-se uma breve resenha historica sobre esta
tematica, aborda-se o Teorema Fundamental do Cdlculo, apresenta-se a definicao de integral

definido e trata-se a area de regioes planas.

No Capitulo 3, intitulado Construcao de um ezxercicio, é feita uma descricao detalhada e
sequencial dos procedimentos inerentes & construgao de um exercicio recorrendo aos softwares
matematicos CoCalc e MEGUA e posterior visualizacao no sistema SIACUA, explicando-
se inicialmente em que consistem e como funcionam estes sistemas para depois partir do
caso geral que é a construcao de um qualquer exercicio rumo a construcao de um exercicio

especifico.

Na Conclusao deste trabalho redesenha-se uma configuracao do ensino do dominio de

contetidos Primitivas e Cdlculo Integral no Ensino Secundario, sao identificadas algumas
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limitagoes a sua execucao e é feito um balanco geral do nosso trabalho.
No Apéndice A apresentamos os exercicios criados ao longo da duracao deste trabalho

com o codigo completo da sua construcao.



Capitulo 1
Primitivas

1.1 Definicao e Propriedades
Seja I um intervalo de R (I C R) que contenha mais que um ponto.

Defini¢ao 1.1. [12] Chama-se primitiva de f : I — R a qualquer fungdo F : I — R tal
que F'(x) = f(x), para qualquer z€1. Diz-se que f é primitivivel em I quando possui pelo

menos uma primitiva em [.

E imediato a partir da Definicdo 1.1 que qualquer primitiva de f em I é continua em I.
De facto, qualquer funcao F' naquelas condigoes é diferenciavel em I e, portanto, é continua
em [.

Observacao: Esta definicao pode ser generalizada para fungoes definidas em um conjunto
D C R que nao sao intervalos. Diz-se que f é primitivavel em I C D se a restricao de f a [
é primitivavel em 1.

Se F' é primitiva de f em [ C R entao F'+C é também primitiva de f em [ para qualquer
ntmero real C' e para qualquer z € I. Como C' é um nimero real qualquer, se f tem uma
primitiva em I, entdao tem uma infinidade de primitivas em I cujo conjunto constitui a familia
de primitivas de f. Além disso, a derivada da diferenca de duas primitivas de f, Fi e Fj,
em I ¢ nula. (F| — ) = (F)) — (Fy) = f — f = 0 de onde se pode concluir que F} e I,
diferem de uma constante.

Se f: I — R é primitivivel em I, denota-se por /f(x) dx , ou simplesmente por /f,

qualquer uma das primitivas de f em 1.
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As operagbes com primitivas tém algumas analogias com as operagdes com derivadas. O

teorema seguinte resulta da linearidade da derivada.

Teorema 1.1. Se f e g forem funcgoes primitivdveis num intervalo I e k uma constante real

entao,
(a) kf é primitivavel em I e /k‘f(x) dr = k‘/f(x) dx.

(b) f+ g é primitivivel em I e /(f—l—g)(x) dx:/f(x) d:p—i—/g(x) dx.

Este teorema pode generalizar-se para qualquer ntumero finito de fungoes primitivaveis,
isto é, sendo fi, fa,..., fn, n funcoes primitivaveis num intervalo I e sendo ki, ko, ..., ky,
n constantes tem-se que qualquer combinacao linear da forma kif, + kofo + ... + k. fn €

primitivavel em I e além disso,

/(k1f1+k2f2+...+knfn):kl/f1+k2/f2+...+kn/fn

No entanto, nem todas as funcoes sao primitivaveis (em todo o seu dominio). Em par-
ticular, as que nao satisfazem as condicoes do Teorema do Valor Intermédio num intervalo
I do seu dominio: Dados dois pontos a,b € I tais que f(a) # f(b), tomando um qualquer
valor k entre f(a) e f(b) existe pelo menos um c entre a e b tal que f (c) =k [4].

Pode provar-se que a derivada de qualquer funcao diferenciavel num intervalo é uma
funcao que verifica o Teorema do Valor Intermédio [4].

Seja f : R — R definida por

1 se 220
f(z) =

0 se <0

Esta fun¢do ndo tem primitiva em intervalos do tipo |a,b] com a < 0 < b. Mas, em

qualquer outro intervalo ]a, b], a primitiva existe e é da forma:

Fz)=x+Csea>0 ou F(x)=Cseb<0, C eR.
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1.2 Técnicas de primitivacao

A relagao natural entre a primitivacao e a derivacao tem como consequéncia que o calculo
das primitivas de certas fungoes é imediato, usando o conhecimento das regras de derivagao.

Nesta seccao vamos expor algumas técnicas de primitivacao de fungoes a que se chamam
funcoes elementares, ou seja, as funcoes polinomiais, exponenciais, trigonométricas e as suas
inversas assim como todas as que se podem obter a partir destas por aplicacao de um niimero
finito de operacoes de adicao, multiplicacao, divisao, radiciacao e composicao.

Por exemplo, sao funcoes elementares as funcoes definidas por expressoes do tipo

t 241
L+a?, wsin (@~ 1), In (@) + 3" \/%V+

No ensino secundario apenas é tratada a chamada primitivacao imediata e quase imediata,

1

isto &, fungoes definidas por expressoes do tipo: 1, z%, (o € R\{0, —1}), —, sinz e cosx [10].
x

No entanto, neste texto tratamos também outras técnicas sem pretender um aprofundamento

demasiado exaustivo.

1.2.1 Primitivas imediatas e quase imediatas

A primitivacao imediata consiste, de um modo informal, na aplicacdo das regras de
derivagao em sentido inverso. Na tabela 1.2.1 estao algumas dessas regras.

Raramente as funcoes a primitivar aparecem exatamente nesta forma. Muitas vezes
as fungoes a primitivar resultam de composicao de funcoes elementares de tal modo que
é possivel aplicar as regras de derivacao de modo quase imediato. Por exemplo, sendo
f(z) = g(u(z)) a fungdo obtida por composi¢ao das funcoes f e u, sabemos que f' (z) =
g (u(z))u (z) por aplicacdo da regra da derivada da fungdo composta (tabela 1.2.1)

Assim,

/g’(u(m))u'(x)d:v:f(x)+0, C eR.
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Tabela 1.2.1: Primitivas imediatas

Derivadas

Primitivas

(2ot = (a+1)z*,a#1

(sinz) = cosx

(cosz) = —sinz

1
r%dr = —— 2+ Ca# 1

a—+1
1
—dx =In|z|+C
x
ede ="+ C

cosxdxr =sinz + C

— — — . — —

sinxzdr = —cosx + C

Exemplo 1.1. Calcular /:c " dx.

Fazendo g (u) = e* e u(x) = 322,

pelo seu inverso (para assim obtermos

2
/ xe®® dx

o' (z)) temos:

5[4 w@ @

1 .
/GxeSIde

6
é<e3$2+c), CeR.

aplicando a formula anterior e multiplicando por 6 e

Chamamos primitivas tmediatas as que resultam da aplicacao da tabela 1.2.1 e chama-

mos primitivas quase imediatas as que resultam da derivacao da funcao composta as quais

aplicamos as regras da mesma tabela.

Convém sublinhar que primitivacao imediata nao ¢ sinénimo de que a fun¢ao seja simples

ou facil de primitivar. Em certos casos é necessaria uma consideravel manipulacao algébrica

e uma certa dose de cuidado.
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Exemplo 1.2. Calcular / (mQ — 1)3dx.

Para calcular (:C2 — 1)3 dx pode usar-se o desenvolvimento binomial (Binomio de New-

ton), (22 — 1)° = 25 — 3z* + 322 — 1, através do qual se obtém de modo agora imediato,

/(x2—1)3dx = /(x6—3x4+3x2—1)dx

x’ 3ab

— 7—T—|—3:3—x+0, C eR.

3
dz.

x
E lo 1.3. Calcul
xemplo acuar/2+x4

3
dx basta observar que multiplicando o numerador da fracao por

Para calcular / 5 L

+ x4

!/

(
u ()

x3 1 473
de = - d
/2+x4 v 4/2+x4 v

= iln(2+x4)+0, CeR.

,onde u (z) = 2 + 2.

4, obtém-se uma funcao do tipo

Assim,

1
Exemplo 1.4. Calcular /— dx.
x
Este exemplo corresponde ao caso de / % dx quando @ = —1. Tem-se

In(z) se >0

In|z| = .
In(—z) se <0
Assim,
x/
— se >0 — se >0
v 1
(In|z])" = = =— sex#0
_x/ _1 x
se <0 — se <0
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1
Portanto, /— de =In|z|+ C, C € R, z € R\{0}
T

Tabela 1.2.2: Primitivas imediatas de fungoes compostas
/k;u:k/u /a“u':a—
Ina

ua+1

o,/ ! o3 _

uy = U sinu = — cosu
a+1

!
— =1In|u| /u’cosu:sinu

u’ u’
pu— pr— t
/ 2\/u Vi / coszy ot

A tabela das derivadas pode ser obtida por simples troca dos termos das igualdades.

1.2.2 Primitivacao de funcoes racionais

Designa-se por frag¢ao racional toda a fragdo cujo numerador e denominador sao poliné-
Pi(z)

mios, isto é, uma fracao do tipo f(z) = Po(e)’
2\

Uma funcdo racional € uma funcao f : D — R definida por

onde D = {z € R: Py(z) # 0} [11].

e

1(33
P2 ($
fragao racional propria. Se o grau de P; (x) é maior ou igual que o grau de P, (z) entdo,

¢ uma

Se o grau de P; (x) é estritamente inferior ao grau de P, (x) dizemos que

~—

fazendo a divisdo de P; (z) por P, (x) temos

LS

(z) R(x)

Pi(z) = Q(z)P(x) + R(z) &

.
-2



1.2 Técnicas de primitivacao 11

onde Q(z) e R(z) sdo polinomios e o grau de R(z) ¢ menor que o grau de Py(z), ou seja,
R(z)

Py(z)
Desta forma reduzimos o estudo do célculo de primitivas de fun¢oes racionais ao caso de

é uma fragao racional propria.

fracoes proprias.
A ideia pode ser exposta em duas fases|[12]:
A primeira consiste em saber primitivar as fracoes simples. Chama-se fracdo simples a
. . A
qualquer fracao racional da forma ﬁ com A uma constante real.
T —
A segunda consiste em decompor a fracao racional na soma de um polinémio com fragoes

simples (sendo os polinomios faceis de primitivar, o problema torna-se menos complexo).

Primitivacao de fracoes simples

Para primitivar ﬁ vamos considerar dois casos:
T —

1.2 Caso: Ser =1,

/%dmz/ A de=Al|lr—a|+C, CeR

r— r—

em qualquer intervalo I de R tal que o ¢ I.

2.2 Caso: Ser # 1Ar > 0, trata-se de calcular a primitiva de uma poténcia de expoente

negativo.

/(x_—Aa)de - A/(m—a)-rdx

— (l,_a)frdrl
B —r+1
A 1
= — X —+C, CeR.

r—1 (x—a)

em qualquer intervalo I de R tal que « ¢ I.

Decomposicao de uma fragao racional em fragoes simples

O processo baseia-se no seguinte teorema cuja demonstracao pode ser vista em [12].
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Teorema 1.2. Qualquer fracao racional pode ser decomposta na soma de um polinomio com

fracoes simples.

. Pi(x ~ . e .
Seja R(x) = 0 (( )) uma fragdo racional. Para primitivar R(z) vamos considerar trés
1T
Casos:
1.2 Caso: O polinémio do denominador admite raizes reais simples a1, as, . . ., ay,.

Efetua-se a decomposicao da fracao na soma de n fragoes simples cujos numeradores sao

constantes a determinar e cujos denominadores sao x — a1, r — ao, . . . , & — a,, respetivamente.
A B B
R(z) = — e —"
xr— a T — Q9 r — ap
2
Exemplo 1.5. Calcular / 5 dx.
¢ —1
x? 1 1 5 .
Comecemos por notar que =1+ e ¢ uma fracao propria que vamos
2 —1 2?—-1 x22-1

decompor na soma de duas fracoes simples.

Tendo em conta que as raizes do denominador sao 1 e —1 tem-se,

1 1 A n B
22—1 (z—1)(z+1) zxz—-1 =z+1

ou seja,
1 Alz+1)+ Bz —1)

(x —1D)(z+1) (x—=1)(z+1)

que, pela igualdade entre fragoes vem,
l1=Az+1)+B(z—-1)1=Ar+A+Bxr—B&1=(A+B)x+ (A—-B)

Igualando os coeficientes dos polinémios,

= =
A-B =1 -2B = 1 B = -1
Entao,
1 1 3 N —5
22—1 (z2—D(x+1) 2-1 24+1

Desta forma,
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1 1
= /1dx—|—/ 2 dx—/ 2_dx
r—1 r+1

- “%/(:cindx_%/(xind‘”

1 1
= x+§ln|x—1|—§ln|x+1|+0, CeR.

2.2 caso: O polinémio do denominador admite raizes reais multiplas. Neste caso, a cada

raiz real a de multiplicidade m corresponde a soma das fragoes simples:

Al AQ Am
+ R ey
r—a (r—a)? (x —a)™
com A, As, ..., A,,, constantes a determinar.
1
Exemplo 1.6. Determinar /Ldm
3 (x + 2)

As raizes do polinémio do denominador sao —2, raiz real simples, e 0, raiz real de multi-

plicidade 3. Assim,

r+1 A B C D
Br+2) 23 2?2 ;+x+2
ou seja,
r+1  A(x+2)+ Bx(zx+2) + Ca?*(x 4 2) + Da?®
iz +2) 3 (x + 2) ’
pelo que,

z+1=A(z+2)+ Bx(x +2) + Cz*(z + 2) + Da°.
Reescrevendo o polinémio do segundo membro da igualdade na forma candnica,
v+1 = A(r+2)+ Br(r +2)+ Cx*(z +2) + Da*
= Ax+2A+ Bz® +2Bx + Cz® 4+ 2C2” + Da®

= (C+ D)2+ (B+2C)2* + (A +2B)x + 24,

e igualando os coeficientes dos polinémios,
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( (
C+D =0 D = 3
B+2C = 0 C = —3
=
A+2B =1 B = 1
24 =1 A= 1
\ \
Entao,
1 1 1 1
vhl 34, T8, s
»(x+2) 3 22 x  x+2
Logo,

/x—l—l /

T g =

3 (z + 2)
1 [, 1, 1 (1 1 1
- dz + - do—— | Zde+ = d
2 | " x+4/x v 8/93 x+8/x+2x

1
! ) 2+ C. CeR.
12 1p gkl ghlr+2+C Ce

3.2 caso: O denominador é um polinémio que tem raizes complexas.

Vamos subdividir este 3.2 caso em trés situagoes:

(i)

(ii)

A situagao mais simples é R(x) = ] cujas raizes sao —i e ©. Neste caso, a primitiva

2
¢ imediata (ver Tabela 1.2.1):

1
/ dr = arctanz + C, C € R.
1+ 22

Outra situacao simples é quando temos no denominador um polinémio de grau 2 irre-
dutivel (do tipo az? + bx + ¢, com A = b* — 4ac < 0).
Neste caso, usando a técnica de completamento do quadrado, o denominador pode

escrever-se como « (1 + (Bx + 7)2), para constantes apropriadas a, [ e 7.

1
E lo 1.7. Calcul — dx.
xemplo acuar/x2_2x+2 x

Comoz? -2z +2=2>-2x+1+2—-1=1+(z —1)%
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tem-se
1 1

2225 +2 1+ (x—1)2

e, portanto, como se viu em (i)

1 1
22 _ oo T T (12 T —1 R.

O exemplo seguinte ilustra como se procede no caso de o polinémio do denominador
ter raizes reais e raizes nao reais.

2
2
Exemplo 1.8. Pretendemos Calcular/ Tt dx
(x —1)(z2+1)

O polinémio do denominador ja esta fatorizado (em R). Podemos escrever a fungao

integranda na forma:

24+ r+2 A Bx+ D

G2+l -1 211

donde

?+r+2 = A@*+1)+ (Bx+D)(x—1)
= A?+ A+ Ba2*>—Bx+Dx—D

= (A+B)2* +(D—-B)z+ A—D.

Igualando os coeficientes dos polinémios,

A+B =1 A = 1-B A = 2
D-B =144 D = 14B ©{ D = 0 .
A-D = 2 —2B = 2 B = -1

Portanto,

2
/ rArt2 dr = 2/ ! dx—/ i
(x —1)(2241) r—1 2+ 1

1
= 21n|x—1|—§1n(x2+1)—|—0, C eR.
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(iii) O caso em que o denominador é uma poténcia de um polinomio do segundo grau
irredutivel, isto é, & da forma (1+22)", paran € N, é tratado mais adiante neste texto

uma vez que recorre a técnica de primitivacao por partes.

1.2.3 Primitivacao por partes

O método de primitivagao por partes nao é parte integrante do atual programa de Ma-
tematica do Ensino Secundario. Porém, a sua base é a formula da derivada do produto, o

que torna este método acessivel e interessante.

Teorema 1.3. [12] Se u e v sao fungoes diferencidveis em I, o produto u'v € primitivdvel

em I se e sd se o produto uv' o for, e tem-se:

Demonstracgao:
Pela regra da derivada do produto vem (u(x)v(x)) = u'(z)v(z) + u(z)v'(z). Esta

igualdade, escrita em ordem a u'(x) v(x), fica:

Primitivando ambos os membros desta igualdade,

/u'(x) v(z)dr = u(x)v(z) — /u(a:) V(x)de +C, CeR.

0 que prova o resultado.
Esta expressao é tutil na medida em que, em certos casos, escolhendo adequadamente

as fungoes u(x) e v(x) a primitivar, /u(x) v'(z)dx pode calcular-se facilmente enquanto

/u’(x) v(z) dx nao é facil de calcular.

Exemplo 1.9. Calcular /lnxdx.

Fazendo u/(z) =1 e v(z) = Inx, tem-se u(z) = z e v'(z) = — donde,
T

/lnxdx:/lxlnxdx:xlnx—/xxldx—FC', C eR.
T
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Portanto, /hqx =xzlnz—2+ C, com x € ]0,400[ e C € R.

Exemplo 1.10. Calcular /x2 sinz dx.

Fazendo v/(z) = sinz e v(z) = 2% tem-se:
/x2 sinz de = —x? cosx + /Qxcosx dx.
Fazendo uma segunda primitivacao por partes temos:

/xzsinx de = —x2cosx+2xsinx—2/sinx dx

= —z?cosx +2xsinz 4+ 2cosx + C, C €R.

Usando um método semelhante podemos calcular /P(x)cosx dx, /P(m)smx dx e

/P(:c) e” dx, sendo P(z) uma fungio polinomial.
Por exemplo, se P(x) for um polinémio de grau p e m um namero real diferente de zero

entao,

/P(x) e dr = ™" lP(x) — iP’(x) +.. o+ (=1)P ! P(p)(x)}

m m?2 mp+1

1.2.4 Primitivacao por substituicao

O método de primitivagao por substituicao consiste na determinacao de uma funcao
invertivel x = g(t)

t—x=g(t)

de modo que na nova variavel ¢t a primitiva seja mais facil de calcular.
Geralmente esta técnica é aplicavel quando fazendo uma mudanca de variavel em / f(z) dx,

ou seja, definindo uma funcao diferenciavel e invertivel x = ¢(¢) podemos escrever

[ @) da= [ rlatong e a

e esta primitiva, na varidvel ¢ é mais facil de calcular que a inicial. A primitiva obtida na

variavel ¢ deve aplicar-se a inversa, fazendo t = g~ !(z) de modo a regressar a variavel inicial.
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Exemplo 1.11. Calcular /\/ a? — z2 no seu dominio, isto é, em I = [—a,al, com a > 0.

Seja x : [~%,Z] — [—a,a] definida por © = g(t) = asint. Entdo, ¢t = arcsin <£> e
a

g'(t) = acost, ou seja, dr = ¢'(t) dt = acost dt e desta forma,

/\/az—x2 de = /\/aQ—aQSinztxacost dt
= /\/a2(1—sm2t)acost dt

= /a2 cos? tdt = a2/0082t dt

Da formula da duplica¢io do angulo, cos(2t) = cos® t—sin® ¢, vem que cos® t = 3 (1 + cos(2t))

e entao,
1
CLQ/COSQt dt = a* (1 + cos(2t)) dt
= %/1 + cos(2t) dt
B a? sm
2
B a? 2smtcost
2
= % (t +sintcost) +C, C € R
. (T
Como t = arcsin (—), temos
a
a? . a? . z . . (T . x
— (t +sintcost) = — (arcsm (—) + sin (arcsm (—)) cos (arcsm <—>>>
2 2 a a a
De cos (arcsin (3)) =cost ede x = asint vem que cost =4/1 — (5)2 e, entao,
2
a x . (T
— (arcsm + sin (arcsm (— ) cos (arcsm ( ))) =
2 a a

= a—(arcsm( —1—2\/a2—x2> =
2 a a?
a? ./ x
= Earcsm(—)ntiv —22+C, CeR
a



Capitulo 2

Calculo Integral

Historicamente, as ideias que estiveram na origem do Calculo Integral precederam de
muitos séculos o despontar do Célculo Diferencial.

Os primeiros problemas que surgiram relacionados com integrais foram problemas de
quadratura. Os antigos gedmetras estudavam as areas de figuras planas e relacionavam-
nas com a area do quadrado por ser essa a figura plana tida como mais simples. Desta
forma, procuravam encontrar um quadrado que tivesse area igual & da figura em estudo.
As quadraturas que mais fascinavam os geémetras eram as curvilineas, como o circulo, ou
figuras limitadas por arcos de outras curvas. Hipocrates de Chios, (470 - 410 a. C.) foi
pioneiro, em 440 a.C., no estudo das lunulas - regioes que se assemelham com a lua no seu

quarto-crescente [5]. Por essa altura, outro mateméatico, procurou encontrar a quadratura

Figura 2.1: Quadratura das Linulas de Hipocrates de Chios

do circulo através de uma sequéncia infinita de poligonos regulares inscritos: primeiro um

19
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quadrado, depois um octégono, em seguida um hexadecagono, e assim por diante. Havia
um problema: essa sequéncia nunca poderia ser concluida. Foi, no entanto, uma ideia genial
que deu origem ao método da exaustaol5].

Eudoxos de Cnidos (408 - 355 a. C.) parece ter sido o criador do Método da Exaustao. Em
termos intuitivos este método consiste em aproximar uma dada figura ou s6lido geométrico
cuja medida (comprimento, area ou volume) se pretende determinar, por figuras inscritas
ou circunscritas de medidas conhecidas, tomando-se depois o limite destas medidas para a
medida da figura dada. Arquimedes de Siracusa (287 - 212 a. C.), o maior génio matemaético
da Grécia, obteve e demonstrou diversos resultados notaveis, usando também o referido
Método da Exaustao.

No entanto, uma teoria de integragao satisfazendo os modernos padroes de rigor nao
era possivel sem estarem definidos de forma adequada os fundamentos da Anéalise Real.
Principalmente por obra de Cauchy (1789 - 1857), Riemann (1826 - 1866), Lebesgue, Radon,
Fréchet... (séc. XX) foram elaboradas diversas teorias baseadas em defini¢es rigorosas do
conceito de integrall4].

A atual notacao de integral que usamos no Capitulo 1, /f(x) dz, foi introduzida pelo
mateméatico e filésofo alemdo Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) no final do século
XVII [15].

De ora em diante, seja I = [a,b] um intervalo limitado e fechado de R, com mais de um

ponto e seja f uma fungao definida e limitada em 1.

Teorema Fundamental do Calculo Integral

Teorema 2.1. [15] Seja f uma funcgao integrdavel em [a,b] C R. Entdo a fun¢do F : |a,b] —
R definida por

F (z) :/ f(t)at
é continua em [a,b]. Também se f for continua em [a,b], F é diferencidvel em xq € [a,b] e

tem-se

F' (20) = f (o) -

O Teorema Fundamental do Célculo é assim chamado porque estabelece uma relacao
entre os dois ramos do Calculo: o calculo diferencial e o calculo integral. O calculo diferencial

surgiu do problema da tangente ao passo que o calculo integral surgiu do problema do célculo
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da area. Aparentemente, estes dois problemas nao tinham relacao entre si. O mentor de Isaac
Newton (1642 - 1727) na Universidade de Cambridge, Isaac Barrow (1630 - 1677) descobriu
que esses dois problemas estao intimamente relacionados. De facto, Barrow concluiu que
a diferenciacao e a integracao sao processos inversos. O Teorema Fundamental do Célculo
estabelece a exata relacao inversa entre a derivada e o integral. Newton e Leibniz exploraram
esta relacao e concluiram que o Teorema Fundamental permite calcular areas e integrais
muito facilmente sem terem que os calcular como sendo o limite das somas de Riemann [15]
[7].

Quando, em 1635, o matematico Francés Gilles de Roberval (1602 - 1675) pela primeira
vez determinou a area "abaixo das curvas" do seno e do cosseno este era um problema
desafiante que requeria uma certa dose de ingenuidade. Se nao tivéssemos o beneficio do Te-
orema Fundamental do Calculo teriamos que calcular um dificil limite de somas. Tal céalculo
foi ainda mais dificil para Roberval porque a notagao para os limites ainda nao tinha sido
inventada em 1635. Contudo, nos anos sessenta e setenta do século XVII quando o Teorema
Fundamental do Calculo foi descoberto por Barrow e explorado por Newton e Leibniz, esses

problemas tornaram-se muito simples [15].

A Formula de Barrow nas varias notacoes usuais [12], escreve-se:

b
[ P =F@) = F@) [, = F) - Fo)

Um exemplo interessante dos conceitos de primitiva e derivada é a mecanica newtoniana.
Como ¢ sabido, o conceito matematico de derivada esta relacionado com o conceito fisico de

velocidade. A equacao do movimento
s=s(t)

permite calcular o espago percorrido por uma particula em funcao do tempo ¢, contado a
partir de um certo instante inicial.

Derivando a equagdo s = s (t) em ordem a t temos,

_ds

vzs'(t)—%.
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Podemos agora considerar o problema inverso. Dada uma equacao que descreve a velo-
cidade de um corpo v = f (t), procurar a equacao do movimento desse corpo.

Matematicamente, o problema pode ser apresentado da forma seguinte: dada uma funcao
f, determinar uma funcao F' cuja derivada seja f.

Este problema nem sempre tem solucao, isto ¢, pode ser impossivel pois hi funcoes
para as quais nao é possivel encontrar uma primitiva. Quando o problema é possivel é, no
entanto, indeterminado pois, conforme ja foi visto na secgao 1.1, se F'(x) é primitiva de f(x)
em I C R entdo, f(x) 4+ C é também primitiva de f(z) em I, para qualquer nimero real C'
e para qualquer x € I.

Num movimento retilineo uniformemente acelerado, o integral da aceleracao a em funcao
do tempo t, /a dt, dad-nos a velocidade do mével em funcao do tempo: v = /a dt = vy+at
onde vy é a constante de primitivacao que corresponde a velocidade inicial do moével. Por

sua vez, o integral da velocidade em funcao do tempo /v dt da-nos a posicao do movel em
funcao do tempo: s = [ v dt.

Sendos:/v dtesendov:/adt vem:

1
s:/vdt:/(vg—i-at) dt:so+v0t+§at2

onde sy é a constante de integragao que corresponde a posi¢ao inicial do movel.

2.1 Integral definido

Definigao 2.1. Seja f uma fungao, real de variavel real, definida num intervalo [a,b] C R.
Chama-se particao P desse intervalo a qualquer decomposicao de [a, b], em n subintervalos

da forma [z,_1,x;] tais que: a =29 <1 <--- <z, =0
Uma particio P do intervalo [a, b] divide [a,b] em n intervalos
[T, 1], [0, 2], -+ [T, T

A amplitude de cada intervalo [z;_i, z;] é notada por Az; = x; — x;_1, com i = 1,2,... n.
As amplitudes dos intervalos ndao sdo necessariamente iguais. Este processo divide a regidao

situada entre o eixo Ox e o grafico da fungao em n faixas como podemos ver adiante.
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Definigao 2.2. Seja f uma fungao, real de variavel real, definida num intervalo [a,b] e P
uma particao desse intervalo. Chama-se Soma de Riemann de f em relacao a particao P, a

toda a expressao da forma:
n
> flw)Ax;
i=1
onde w; é um valor qualquer do intervalo [z;_1,z;], com i =1,2,...,n.

Denotamos por m; e M; respetivamente o infimo e o supremo de f(z) no intervalo

(i1, 2]
m; =inf f(x) e M;=sup f(z)
onde z € [x;_1,x;) ei=1,2,...,n[12].

Definicao 2.3. [12]

Chamamos Soma Inferior de Darbouz da funcao f relativa a particao P ao niimero

s(f, P) = Zmz(% — T 1)

my b — — — — — - -

my - — —— —— — — —
my=mg=mg [ — — — — — — l _____ g
me

ms |- ——— — —1

mi | ——

a T T2 T3 T4 Ts Tg z7 b

o Ty

Figura 2.2: |2| Interpretagao geométrica das Somas Inferiores de Darbouzr de uma fungao

f:la,b) = R

Do mesmo modo, chamamos Soma Superior de Darboux da funcao f relativa a particao

P ao namero

S(f7 P) = ZMZ(% - $1—1)

Os valores das Somas Inferiores e Superiores de Darboux correspondem & soma das areas

dos retangulos, como ilustrado nas figuras 2.2 e 2.3, respetivamente.
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a r1 T2 r3 T4 x5 x6 x7 b
|

xo xg
Figura 2.3: [2] Interpretagdo geométrica das Somas Superiores de Darbouz de uma fungao

f:la,b) = R

Defini¢ao 2.4. Chama-se Integral Inferior de Darbouz de f em [a,b] a0 niimero

S =sup s(f, P)
P
Este valor é o supremo relativo a todas as parti¢oes P de [a, b].

Anéalogamente,
Defini¢ao 2.5. Chama-se Integral Superior de Darboux de f em [a,b] ao niimero
s = ngf s(f, P)

Se f é limitada em [a, b], existem dois ntimeros m e M tais que m < f(x) < M em [a, b]

e, portanto,

s(f,P) = Zmz(% —Tiq) = Zm(% —xi_1) = m(x, — x9) = m(b—a).

Analogamente se prova que S(f, P) < M(b— a) e podemos escrever,

m(b—a) <s(f,P)<S(f,P) < M(b—a).

Definigao 2.6. Quando os integrais inferior e superior de Darboux em [a,b] coincidem, a
fungao f diz-se integravel & Riemann em [a, b]. Ao valor coincidente desses integrais chama-se

Integral de Riemann de f em [a,b] e representa-se por

/a ' ) d.
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A a e a b chamamos limites de integracdo: a é o limite inferior do integral; b é o limite

superior do integral.

Geometricamente, caso f seja uma funcao positiva, o Integral de Riemann define a area
exata da regiao entre o eixo Ox e o grafico da fungao.
Sempre que utilizamos um intervalo [a, b], supomos que a < b. Mas a definigdo anterior

pode ser estendida ao caso a > b:

/abf@) dz = —/baf(x) dz.

Como consequéncia imediata temos o resultado seguinte|8]:

/aaf(x)dx:(J

As trés propriedades apresentadas na tabela seguinte sao validas para quaisquer a e b

I15].

Propriedades dos Integrais

b
1. / ¢ dx = ¢(b— a), onde ¢ é uma constante
a

2 [ U@ gl o= [ 1@ ars [ o) a

b b
3. / cf(x) de = c/ f(z) dx, onde ¢ é uma constante

Tabela 2.1.1: Propriedades dos Integrais

A Propriedade 1 diz que o integral de uma fungao constante f(z) = ¢ é igual ao produto
da constante pela amplitude do intervalo. Em particular, quando ¢ > 0 e a < b o valor do
integral corresponde a area de um retangulo de medidas c e b — a.

A Propriedade 2 diz que o integral da soma de funcoes é igual & soma dos integrais
das parcelas e decorre do facto de o limite de uma soma ser igual & soma dos limites das

parcelas.
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A Propriedade 3 decorre do facto de o limite de um produto ser igual ao produto dos
limites.

As Propriedades 2 e 3 também se podem escrever na forma da proposi¢ao seguinte:

Proposicao 2.1. (Linearidade do integral) Sejam f e g duas fungées continuas um
intervalo I de R. Para todos \, u € R e para todos a,b € I tem-se:

b

/ab (Af(z) + pg(z)) dv = )\/abf(a;)da; + M/a g(x) da.

Proposicao 2.2. [15] (Relagao de Chasles) Sejam a, b e ¢ trés elementos de um intervalo

I deR e f uma funcao continua em I. Tem-se que:

/abf(x) d:v:/acf(x) dx+/cbf(:)3) dx.

A Proposicao 2.2 prova-se, tomando F' uma primitiva de f em I,

/ f(z)dx = F(b) — F(a) = F(b) — F(a) — F(c) + F(c) =

= (F(¢) - F(a)) + (F(b) — F(c)) = / P do + / f(z) d.

Propriedades Comparativas dos Integrais

b
4. Se f(z) > 0 para a < = < b, entao / f(x)dx >0
b a
5. Se f(z) > g(x) para a < x < b, entdo / f(x) dz > / g(z) dz

b
6. Se m < f(x) < M paraa <z <D, entéom(b—a)g/ f(z)de < M(b—a)

Tabela 2.1.2: Propriedades Comparativas dos Integrais

As trés propriedades anteriores sao validas apenas quando a < b [15].
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2.2 Areas de regioes planas

O integral de uma fungdo f : [a,b] C R — R corresponde a area da parte do plano 2Oy
limitado pelo grafico de f, pelo eixo Ox e pelas retas verticais * = a e x = b. [2]

Se f >0, para x € [a,b], a situagao é ilustrada na Figura 2.4,
Y

f(z)

A:/abf(:c)da:

e __

S

Figura 2.4: |2| Caso em que f é positiva em [a, b]

e se [ <0, para = € [a,b], a situagdo é aquela que é ilustrada na Figura 2.5.

Y

Az—/abf(m)d.r

=

—_——_—_—_—_—————— o

f(z)

Figura 2.5: [2] Caso em que f é negativa em [a, D]

Para os casos em que a mesma fungao é positiva numa parte de [a, b] e negativa noutra
parte de [a, b], podemos calcular os integrais em separado:

O caso em que f : [a,b] — R é uma func¢ao integravel, existindo c€ Ja, b] tal que f(x) >0
para qualquer z€ [a,c| e f(x) < 0 para qualquer z€ [c, b] é ilustrado na figura seguinte:

A proxima figura ilustra o caso em que a area a determinar se situa entre duas fungoes

f e g tais que f(z) = g(x) para qualquer z€ [a, D]
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A:LCf(x)dw—_[:bf(m)dx

Figura 2.6: [2] Caso em que f nao tem sinal constante em [a, b]

Figura 2.7: [2] Caso em que f(z) > g(z) para qualquer z€ [a, b]
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Para os casos em que a func¢ao f é superior a g para determinados subconjuntos de [a, b]
e inferior para outros subintervalos de [a, b], podemos calcular os integrais em separado como

ilustra a figura que se segue:

|
|
|
|
1
a

|
|
|
|
|
|
&

A= [ @) - g@)dn+ [ ’ g(o) - F(w) da

Figura 2.8: [2] Caso em que f(z) > g(z) para qualquer x € [a,c] e f(z) < g(z) para qualquer
z€ [c, b]

Exemplo 2.1. Calcular a area da regiao plana limitada pela reta de equagdo y =z + 2 e

pela parabola de equacio y = 22

Comecemos por calcular os pontos de interseccao das duas curvas

y = z+2 > = x+42 r = —1 V x = 2
= =
Sex=—1vemy=1esex=2vem y =4, sendo os pontos de intersec¢ao (2,4) e (—1,1).

Representemos geometricamente a regiao do plano da qual queremos calcular a area:

Assim sendo, a area pretendida é dada por:

/2(m—|—2—x2)dx _

2 372
x—+2x—$—}
1 2 31,4
1 1
—+ 2
2

8
42—
* 3 3

N ON| =~ —
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I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
|
2

Figura 2.9: [2] Representagao grafica de y =z + 2 e y = z?

x
24+ 1
Calcular a medida da area da regiao do plano delimitada pelos gréificos de f, g e h e pela

Exemplo 2.2. [7] Sejam f(x) = 2z, g(z) = é e h(z) =

reta de equacao z = 1.

Comecemos por representar geometricamente a parte do grafico das trés funcoes f, g e

h e da reta de equacao x = 1 correspondente a area que pretendemos calcular.

)

y
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Seguidamente calculemos os pontos de intersecao das funcoes f e h.
222 4+ 1
fz) = Mz) < 22 = (3;L>:0@(x=0v2x2+1:0)Ax2+17é
x
0 2x=0

L =
x
2+ 1

Ora, quando = = 0 vem f(0) = h(0) = 0 e o ponto de intersegao dos graficos das fungoes
f e h éa origem do referencial.
Calculemos, agora, os pontos de interse¢ao das fungoes f e g.

1 — 222 V2

:0<:>1—2x2:O/\x7é0<:>x:—7\/x:

f(a:):g(x)<:>2x:i<:>x .

Para calcular a area pretendida interessa-nos apenas a intersecao de f e g quando x =

Sl

2
ou seja, o ponto de coordenadas (g, V2

Para o célculo da area que pretendemos ha necessidade de dividir a figura pela reta de

2
equagao r = g, como se pode ver na Figura 2.11:

yil
o/
'
|/
\/
/1
Yy
[
Yy, \\E
/ i
/ — 7
0/ : X
/ |
X :? x=1

2
Figura 2.11: [7| Divisdo da é4rea pretendida pela reta de equagao de x = £
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Portanto, a medida da area pedida pode ser dada por:

V2 1

/02 (f(x) = h(z)) dIJF/J; (g9(z) — h(z)) dz =
_ /0? (21‘—%“) dz + ;G_m;’;l) g
2 z 1




Capitulo 3

Construcao de um exercicio

parametrizado

3.1 Introducao

Neste capitulo faremos uma descricao dos procedimentos inerentes a construcao de um
exercicio parametrizado. Um exercicio parametrizado é, na verdade, um conjunto ou classe
de exercicios que incidem sobre os mesmos conceitos mateméticos e sobre o qual recaem
os mesmos objetivos pedagdgicos e didaticos. Sempre que se concretizam os parametros

obtém-se um exercicio concreto.

Neste texto, na oOtica do utilizador, cada exercicio estd estruturado em trés partes, a
saber:

e O enunciado do problema

e Quatro afirmacoes das quais apenas uma é verdadeira.

e Resolucao do problema que pode ser consultada independentemente de se ter respon-

dido ou nao a questao.

No ponto seguinte apresentamos estrutura da construcao de um exercicio.

33
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3.2 A construcao de um exercicio

A construcao dos exercicios desta monografia requer o software matemético SageMath
de codigo aberto que engloba e faz uso de um grande niimero de pacotes pré-existentes como
Maxima, GAP, Pari/GP e softwares de renderizacao de imagens. O nome SageMath é um

acronimo em inglés para Sistema Algébrico e Geométrico de Experimentagoes [14].

A biblioteca de software open source MEGUA funciona sobre o sistema de computa-
¢ao para matematica SageMath e permite a criacao de arquivos de exercicios escritos na
linguagem tipogréafica IXTEX. A linguagem de programagao usada ¢ Python com acesso as
bibliotecas do SageMath. O nome "MEGUA"designa uma marca registada da Universidade
de Aveiro [6].

A estrutura base de um exercicio parametrizado criado com o MEGUA tem a forma que

se apresenta a seguir.

2 (4

meg.save( r
Jssummary Texto Secgdo; Texto Subsecgdo; Texto Subsubseccéo
Palavras-chave:

Autores:

Ano:

Propésito didatico:

Jproblem [Objetivo geral do exerciciol

————— Enunciado do Exercicio -----

HANSWER

%(0pgdes de escolha midltipla)

<multiplechoice>

<choice> opgdo correta </choice>

<choice> opgdo errada 1 </choice>

<choice> opgdo errada 2 </choice>

<choice> opgdo errada 3 </choice>

</multiplechoice>

% Resolugdo do exercicio (em LaTeX)
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class [nome/nimero do exercicio]

def make$_$random(s,edict=None):

Definigdo das varidveis e dos parametros. Definig¢do dos conjuntos em que cada pardmet
Definigdo da fungdo a integrar

s.f1 =)

Definig8o da resposta certa

s.respostal =

Definigdo das respostas erradas e erro de cdlculo respetivo

s.rel = Erro de s.rel
s.re2 = Erro de s.re?2
s.re3 = Erro de s.re3
X ()

Em summary sao colocadas por ordem decrescente as secgoes as quais pertence o exer-
cicio em causa de acordo com a definicao prévia do curso que se estd a construir. Depois é
identificado o exercicio através de palavras-chave, os autores, o ano e o propésito didatico do
exercicio. O enunciado do exercicio, bem como a sua resolugao sao escritas em IXTEX. As op-
coes de escolha miultipla enquadradas no comando multiplechoice remetem para as respostas
certa e erradas previamente construidas. A resposta certa é, habitualmente, produzida de
forma automatica por recurso, neste caso particular, a funcao integrate. As respostas erradas
(também chamadas distratores) sdo produzidas pelo programador em alguns casos, também
com recurso a fungoes autométicas como ¢é o caso da funcao derivate. Podem ser produzidas
mais de trés respostas erradas de entre as quais sao escolhidas aleatoriamente trés erradas
para incluir no grupo de respostas. Estas respostas erradas sao construidas a partir dos
erros mais frequentes dos alunos para que, desta forma, além de avaliar os conhecimentos e
competéncias adquiridos pelos alunos, o professor possa também identificar concretamente
os conhecimentos e competéncias nao adquiridos pelos mesmos.

O erro cometido propositadamente na resolucao de cada exercicio com vista a obtencao
de uma resposta errada foi coerente ao longo de cada exercicio, isto é, cometemos o mesmo
erro em todos os momentos em que ele pode ocorrer num mesmo exercicio. Pretendemos
desta forma perceber cabalmente se o aluno de facto nao domina determinado pormenor.

Uma resposta errada em que surja a mesma situacao varias vezes mas em que o aluno errou
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num momento e acertou noutro pode indicar que ocorreu apenas um erro de distracao.

A escolha de uma resposta errada por parte do aluno, permite ao professor intuir com
grande grau de confianca que o aluno nao adquiriu determinado conhecimento ou determi-
nada competéncia, tendo assim a funcao de redefinir o trabalho a ser efetuado futuramente
com vista a cercear tanto quanto possivel os erros identificados.

Terminado o exercicio, o seu enunciado, as suas respostas (certa e erradas) e a sua resolu-
¢ao podem ser visualizadas numa pagina HTML. As respostas aparecem ordenadas (Resposta
certa seguida pelas trés erradas de acordo com a numeracao atribuida pelo programador).
Esta visualizacao ordenada ocorre apenas na 6tica do programador pois o utilizador vera as
respostas apresentadas de forma aleatoria. O sistema devolve aleatoriamente uma das cha-
ves (ekey) possiveis. No entanto, pode o utilizador dar ordem de publicacdo de uma chave
em concreto, fazendo para tal ekey = n.? da chave pretendido e pertencente ao intervalo
previamente definido. Pode ainda o utilizador visualizar todas as chaves possiveis dentro do
intervalo de chaves previamente definido.

Finalizado o exercicio, o mesmo é exportado para o Sistema “SIACUA” (Sistema Intera-
tivo de Aprendizagem por Computador da Universidade de Aveiro). O STACUA foi criado
por docentes da Universidade de Aveiro e pode ser acedido em http://siacua.web.ua.pt/

13].

Apresentamos em seguida uma concretizacao de um exercicio parametrizado. O caso
apresentado corresponde ao exercicio E26A36_Antidiferentiation_Parts_026_siacua cons-

tante no Apéndice A que contém a lista de exercicios por nés produzidos.

Com este exercicio pretendemos que os alunos identifiquem uma familia de primitivas da
funcao definida por:

f(x) =a; xIn(as X x)

meg.save(r’’’

%hsummary Primitivas; Primitivas Por Partes

Palavras-chave: Primitiva; antiderivada.

Autores: Jodo Silva
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Ano: 2017

Propdésito didatico: Primitivag¢do por partes

hproblem Calcular primitivas usando o método e primitivagdo por partes:a 1ln(b x)

Uma familia de primitivas da fungdo definida por §$ f(x)= f1$ sseuu@c{"é", "pode ser

<multiplechoice>

<choice> $$ g(x) resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) = rel+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) re2+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) re3+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

Uma primitiva desta funcfo pode ser obtida utilizando a regra de primitiva¢do por par
<p>

Assim,

\begin{egnarrayx*}

\int f1 \, dx

&=& al \, \int 1 \, \times \, \1n(a2 x)\, dx \\

&=& al \, \left( x \, \1n (a2 x) - \int x \frac {a2}{a2 x} \, dx \right) \\

&=& al \, \left( x \, \1n (a2 x) - x \right)\\

&=& a1 \, x \, \left(\1n (a2 x) - 1 \right)\\

&=& resposta0.

\end{eqnarray*}

Adicionando uma qualquer constante a esta fungdo obtém-se ainda uma primitiva, portan

$$ g(x) = resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ & uma primitiva de $£f$.
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class E26A36_Antidiferentiation_Parts_026_siacua(ExSiacua):

def make$_$random(s,edict=None):

x=var(’x’)

s.sseuu= ur.iunif(0,1) #escolhe aleatoriamente a expressdo a escrever no enunciado

s.al = ur.iunif_nonset(-9,9,[0,1,-1]1) # parametro a multiplicar
s.a2 = ur.iunif_nonset(0,9,[0,1,-1]) # parametro a multiplicar
s.f1 = s.al*ln(s.a2*x) #funcdo a integrar

s.resposta0 = integrate(s.fl,x)

#respostas erradas

s.rel = diff(s.f1, x)

s.re2 = s.al*x*(In(s.a2*x - 1/(s.a2)))
s.re3 = s.al/2 *(1ln (s.a2*x))"2

22)

O comando meg.save(r’>’ da inicio ao exercicio. Em summary sao colocadas por ordem
decrescente as seccoes as quais pertence o exercicio em causa: Primitivas; Primitivas Por
Partes. Depois é identificado o exercicio através de Palavras-chave: Primitiva; antideri-
vada., os Autores: Joao Silva, o Ano: 2017 e o Propdésito didactico: Primitivacao por
partes. O enunciado do exercicio, bem como a sua resolugao sao escritas em ETEX.

As opcoes de escolha multipla enquadradas no comando multiplechoice remetem para as
respostas certa e erradas previamente construidas. A resposta certa é resposta0 + C. As
resposta erradas rel + C, re2 + Ce re3 + C estao definidas adiante.

Em %ANSWER esta descrita a resposta que o aluno ird visualizar onde se inclui o célculo

da primitiva de forma faseada:

Uma primitiva desta funcfo pode ser obtida utilizando a regra de primitivacgdo
por partes.

<p>

Assim,

\begin{eqgnarray*}



3.2 A construcao de um exercicio 39

\int f1 \, dx

&=& al \, \int 1 \, \times \, \1n(a2 x)\, dx \\

&=& a1l \, \left( x \, \1n (a2 x) - \int x \frac {a2}{a2 x} \, dx \right) \\

&=& al \, \left( x \, \1n (a2 x) - x \right)\\

&=& a1 \, x \, \left(\1n (a2 x) - 1 \right)\\

&=& respostal.

\end{eqnarray*}

Adicionando uma qualquer constante a esta fungdo obtém-se ainda uma primitiva,
portanto, qualquer fungdo do tipo $$ g(x) = respostad + C, \; C \in \mathbb{R} $$

€& uma primitiva de $f$.

Em def make_random(s,edict=None): define-se:

a variavel: x=var(°x’);

e 0s parametros: s.al = ur.iunif_nonset(-9,9,[0,1,-11) e

s.a2 = ur.iunif_nonset(0,9,[0,1,-1]);
e a funcao integranda: s.fl = s.al*ln(s.a2#x);

e aresposta certa: s.resposta0 = integrate(s.f1,x) calculada com recurso a funcao

integrate em Python;

e aresposta errada: s.rel = diff(s.f1, x), seguida da descricao do erro cometido:
A resposta s.rel foi definida com recurso a funcao de derivada diff em Python onde

o erro cometido é, obviamente, derivar em vez de primitivar;

e a resposta errada: s.re2 = s.al*x*x(In(s.a2*x - 1/(s.a2))), seguida da des-
cricao do erro cometido: A resposta s.re2 foi construida pelo programador e o erro

. . 1 o L 1
cometido foi calcular (Inu) = — em vez de — por generalizagao errada de (Inz) = —;

u u x
e a resposta errada: s.re3 = s.al/2 *(1n (s.a2*x))" 2 seguida da descricao do
erro cometido: A resposta s.re3 foi construida pelo programador e o erro cometido foi

calcular a primitiva de In(asz) como sendo a base de poténcia de expoente 1 mesmo

sem ter o produto pela derivada da base;
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Finalizado o exercicio, o mesmo foi exportado para o Sistema “SIACUA” que exploramos

a seguir.
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3.3 Apresentacao do exercicio no CoCalc

O CoCalc é uma aplicacao Web que permite usar o SageMath descrito anteriormente,

bem como a biblioteca MEGUA, de forma interativa.

& C | & Seguro | https://cocalc.com/projects?session=default a T ¥
() Projects £ Jososiva @ Abott B Hep L T tarms 7
X Projects
Search for projects ]
@ Create new project ..
Primitivas (Jodo Pedro Silva) 6 minutes ago Céleulo de primitivas de fungdes de [E4
uma varidvel Running

Figura 3.1: Péagina Inicial do CoCalc

Clicando em Primitivas (Jodo Pedro Silva) podem ver-se varias pastas com contetdos

diversos mas, a pasta de trabalho é pasta ENUNCIADOS que se pode ver na figura 3.3:

& C | & Seguro | https://cocalc.com/projects/272310f-e695-4f25-b346-183a2aldbedd/?session=default a 7 ¥
=]

|
(\ Projects [ Primitivas (JoZio Ped % £ Jososiva @ About IB) Help [:]. = 14mms X

B S O New D Log Q Find f' Settings

Filename (=] OCreate  ~ # L Upload | & | @ | §Backups
O Check all Terminal command >
4 items
Type Name Date Modified = Size
(] = CATALOGOS 3 weeks age
(] = ENUNCIADOS 4 weeks ago
O 3 COMANDOS term 4 months ago JGbytes &
(] @ 2017-02-16-103844 sagews & months ago 837 bytes &

Figura 3.2: Pagina para escolher a pasta dos ENUNCIADOS
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Clicando em ENUNCIADOS:

&« (] [ﬂ Seguro \ https://cocalc.com/projects/27231f0f-e695-4f25-b346-183a2a1dbedd/files/ENUNCIADOS /fsession=default Q 9 ﬁ| H

(\ Projects (&' Primitivas (Jodo Ped % £ JoioSiva @ About Bl Hep [ T 1a1ms L
~—r
=15 © New 'sLug QFmd }'Setlings

Filename (=] ©Create | ~ # | ENUNCIADOS Llposd | 2 @ | $Backups
O Check all Terminal command... >
38 items

Name Date Modified = Size
(W} E26A36_Antidiferentiation_Parts_026_siacua sagews 21 minutes ago 215KB &
O E26A36_Primitiva_Imediata 015_siacua.sagews 6 days ago 445KB &
a E26A36_Primitiva_Imediata003_siacua sagews 1 week ago 66KB a
O E26A36_Primitiva_Imediata_013_siacua.sagews 1 week ago 121KB &
O E26A36_Antidiferentiation_Imediata_001_siacua sagews 2 weeks ago 212KB a
(] E26A36_Primitiva_Fracao_001_siacua sagews 2 weeks ago 55KB &
(W} 5 E26A36_Antidiferentiation_lmediata_012_siacua sagews 3 weeks ago 247KB &
O @ E26A36_Antidiferentiation_Imediata_013_siacua sagews 3 weeks ago 201KB &
(m} @ E26A36_Antidiferentiation_Imediata_021_siacua.sagews 3 weeks ago 251KB a
O E26A36_Antidiferentiation_lmediata_002_siacua.sagews 4 weeks ago E5KB &
(m] @ E26A36_Antidiferentiation_lmediata_014_siacua sagews 4 weeks ago 229KB &
(] @ E26A36_Antidiferentiation_Imediata_015_siacua.sagews 4 weeks ago 252KB a
(|} E26A36_Antidiferentiation_Imediata_016_siacua. sagews 4 weeks ago 219KB &
O @ E26A36_Antidiferentiation_lmediata_018_siacua sagews 4 weeks ago 222KB &
O @ E26A36_Antidiferentiation_Imediata 017 _siacua.sagews 4 weeks ago 231KB &
(] E26A36_Antidiferentiation_lmediata_020_siacua.sagews 4 weeks ago 226KB &
(W} @ E26A36_Antidiferentiation_lmediata_011_siacua sagews 4 weeks ago 221KB &
O @ E26A36_Antidiferentiation_Parts_007_siacua.sagews 4 weeks ago 176KB &
a [ E26A36_Antidiferentiation_Parts_005_siacua.sagews 4 weeks ago 253KB &
O E26A36_Antidiferentiation_lmediata_009_siacua.sagews 4 weeks ago 319KB &
O @ E26A36_Antidiferentiation_Imediata_010_siacua sagews 4 weeks ago 192KB &
(] 3 E26A36_Antidiferentiation_lmediata_008_siacua.sagews 4 weeks ago 226KB &
(W} E26A36_Antidiferentiation_lmediata_004_siacua sagews 4 weeks ago 201KB &
O @ E26A36_Antidiferentiation Parts 024 siacua sagews 3 months ago 21KB |&
(m} @ E26A36_Antidiferentiation_Imediata_006_siacua.sagews 3 months ago 168KB a
O E26A36_Antidiferentiation_lmediata_019_siacua sagews 4 months ago 141KB &
(m] @ E26A36_Antidiferentiation_Parts_025_siacua sagews 4 months ago 199KB &
(] @ E26A36_Antidiferentiation_Imediata_003_siacua.sagews 4 months ago 159KB &
(|} A E26A36_Primitiva_lmediata_009_siacua.sagews & months ago 164KB &

Figura 3.3: Pagina com os exercicios ja produzidos
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Escolhendo o exercicio E26A36_Antidiferentiation_Parts_026_siacua, temos acesso

a uma pagina extensa que se apresenta em seis imagens.

Modes «

(' \ Projects (&' Primitivas (JoZo Ped %
N

I~ Files @ New I:’)\_Dg Q Find 4 Sett e B E26A36_Antidiferentiation_Part... %
ﬂb B C @ ©n ©ut © 7 Q

@Help~ | 2 | Data~ | Control= | Program«
I
1+ |
2 1 Xauto
3 2 from megua.all import *
4 3 meg.set_current_exercise(_ file )

Jext/sage/sage-8.@/local/1lib/python2.7/site-packages/urllib3/contrib/pyopenssl.py:46: DeprecationWarning: OpenssL.rand is deprecated -

should use os.urandom instead
import OpenSSL.SSL

E26A36_Antidiferentiation_Parts_026_siacua ‘

MEGUA wiki for help or email to dmat-siacua@ua pt

@ 2 |)

#PARA ESCOLHER CHAVES ANTES DE ENVIAR
meg.slacuapreview(

ekeys=[@,1,2,3,4,5,6,7,8,9]

E26A36_Antidiferentiation_Parts_826_siacua
E26A36_Antidiferentiation_Parts_826_siacua
E26A36_Antidiferentiation_Parts_826_siacua
E26A36_Antidiferentiation_Parts_826_siacua
E26A36_Antidiferentiation_Parts_826_siacua
E26A36_Antidiferentiation_Parts_026_siacua
E26A36_Antidiferentiation_Parts_826_siacua
E26A36_Antidiferentiation_Parts_e26_siacua
E26A36_Antidiferentiation_Parts_e26_siacua
E26A36_Antidiferentiation_Parts_826_siacua
E26A36_Antidiferentiation_Parts_826_siacua

-OUTPUT/E26A36_Antidiferentiation_Parts_026_siacua/E26A36_Antidiferentiation_Parts_026_siacua_siacuapreview.html (temporary link)

#

R R

#5end to STACUA SYSTEM
#meg.siacua(

ckeys=[142,143,144,145,149,160,161],
sendpost=True,

course="matematical tsp', #ALTERAR CURSO ??
usernamesiacua='T637", HALTERAR USERMNAME ?

siacuatest=False, #ALTERAR: True ou False

Figura 3.4: Exercicio E26A36 Antidiferentiation Parts 026 siacua (1)
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A primeira célula da Figura 3.4 contém os comandos através dos quais é carregado o

pacote MEGUA:

# auto

from megua.all import *

meg.set_current_exercice(__file__)

A segunda célula contém as chaves (ekeys) geradas pelo MEGUA:

#PARA ESCOLHER CHAVES ANTES DE ENVIAR

meg.siacuapreview(
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ekeys=[0,1,2,3,4,5,6,7,8,9]

A terceira célula contém o comando (#Send to SIACUA SYSTEM) para exportar o exercicio

para o sistema STACUA:

#Send to SIACUA SYSTEM

#meg . siacua(

# ekeys=[142,143,144,145,149,160,161],

# sendpost=True,

# course=’matematical_tsp’, #ALTERAR CURSO 77
# usernamesiacua=’f637’, #ALTERAR USERNAME 7?7
# siacuatest=False, #ALTERAR: True ou False 7

#)

A imagem da Figura
refsiacua2 contém instrucgoes tais como o nivel de dificuldade, a probabilidade de acer-
tar a resposta quando respondida de forma aleatoéria, a lista de conceitos contemplados no

exercicio, entre outras.

#FAGCA SHIFT-ENTER PARA ENVIAR PARA siacua.web.ua.pt (contacto dmat-siacuaQua.pt)

#meg . siacua(

ekeys=[0,1,2,3,4,5,6,7,8,9], # Cada inteiro gera um exercicio diferente.

course=’matsec’, # Pode alterar o curso. Consulte o administrador do siacua.
usernamesiacua=’f874’, # Pode alterar o username.

level=3, # level of dificulty in a scale 1-b.

slip=0.2, # The probability of knowing how to answer, commit a mistake.

guess=0.25, # The probability of guessing the right option without any study.

discr=0.3, # Parameter ‘discr‘ is the probability that a student knows how to find the
concepts= [(920, 0.2),(931,0.8)], # Uma lista como [(110, 0.3),(135, 0.7)] onde 0.3+0.7
grid2x2=False, # Write exercise answering options in a 2x2 grid (useful for graphics).

siacuatest=False ) # If True, send data to a test machine.
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1 #FACA SHIFT-ENTER PARA ENVIAR PARA siacua.web.ua.pt (contacto dmat-siacua@ua.pt)

exercicio diferente.
o administrador do siacua.

[(920, 8.2),(931,0
12 grid2x2=False, # Write exercise
13 siacuatest=False ) # If True, send dat

E26A36_Antidiferentiation_Parts_826_siacua
E26A36_Antidiferentiation_Parts_e26_siacua
E26A36_Antidiferentiation_Parts_e26_siacua
E26A36_Antidiferentiation_Parts_826_siacua
E26A36_Antidiferentiation_Parts 926_siacua

E26A36_Antidiferentiation_Parts_826_siacua

E26A36_Antidiferentiation_Parts_e26_siacua

E26A36_Antidiferentiation_Parts_826_siacua

E26A36_Antidiferentiation_Parts_826_siacua

E26A36_Antidiferentiation_Parts_826_siacua

E26A36_Antidiferentiation_Parts_e26_siacua

Exercicios a consultar no SIACUA: New: 9062, Mew: 9863, New: 9864, New: 9865, New: 9066, Mew: 9967, Mew: 9868, New: 9869, New: 987@, New: 9071
Abrir http://siacua.web.ua.pt depois de entrar no curso: Gestdo Professor -- Botdo ‘Ler Questdes’

Figura 3.5: Exercicio E26A36 Antidiferentiation Parts 026 _siacua (2)

Nas Figuras 3.6 e 3.7 encontramos a construcao do exercicio propriamente dita, a qual
j& expusemos na Seccao 3.2. Na Figura 3.6 temos as escolhas multiplas e a resolucao e
na Figura 3.7 temos a definicao dos valores que podem ser atribuidos aos parametros do
problema, os distratores e pequenas packages e comandos que sao utilizados na construcao

das respostas (certa e erradas).
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41 1

#FACA SHIFT-ENTER PARA VER O EXERCICIO (e inserir na base de dados quando modificado)
meg.save(r’' "’
%summary Primitivas; Primitivas Por Partes

Palavras-chave: Primitiva; antiderivada.
Autores: Jodo Silva

Ano: 2817

Propdsito didatico: Primitivacdo por partes

#problem Calcular primitivas usando o método e primitivacdo por partes:a In(b x)

- wy

Uma familia de primitivas da funcdo definida por % f(x)= f1% sseuu@c{"€", "pode ser"}:

<multiplechoice>

<choice> $% g(x) = resposta@ + C, %; C \in \mathbb{R} $% </choice>
<choice> $% g(x) = rel+ €, \; C \in ‘mathbb{R} $% </choice>
<choice> $% g(x) = re2+ C, \; C \in ‘mathbb{R} $$ </choice>
<choicer $% g(x) = re3+ C, \; C \in ‘mathbb{R} $% </choice>
</multiplechoice>

HANSWER

2!
3
3
3
3 Umz primitiva desta funcdo pode ser obtida utilizando a regra de primitivacdo por partes
3 <px
3
% |—
Assim,_

‘Wbegin{eqnarray*}

\int FL O\, dx

&=% al \, \int 1 %, \times \, \In(a2 x)\, dx \\

&=% al \, \left( x %\, “\1n (a2 x) - ‘dnt x \frac {a2}{a2 x} \, dx \right) \\
&=2 a1 \, \left( x \, \In (a2 x) - x \right)\\

&=& al \, x \, \left(\ln (82 x) - 1 ‘right)\\

&=8& resposta@.
‘end{eqnarray*}

Adicionando uma qualquer constante a esta funcdo obtém-se ainda uma primitiva, portanto, qualquer funcdo do tipe
$% g(x) = resposta@ + C, \; C \in ‘mathbb{R} $% € uma primitiva de $f%.

Figura 3.6: Exercicio E26A36 Antidiferentiation Parts 026 _siacua (3)

=

class E26A36_Antidiferentiation_Parts_@26_siacua(ExSiacua):

def make_random(s,edict=None):
x=var('x")

B v A

8

sewu= ur.iunif{@,1) #escolhe aleatoriamente a expressdo a escrever no enunciado
1 = ur.iunif_nonset(-9,9,[@,1,-1]) # parametro a multiplicar_

2 = vr.iunif_nonset(@,2,[@,1,-1]) # parametro a multiplicar_

f1 = s.al*ln(s.a2*x) #funcdo a integrar

resposta® = integrate(s.f1,x)

5
=
5
5
5
5

Wi

s

wowmom o
W

#respostas erradas

s.rel = diff(s.f1, x)
s.re2 = s.al*™x*(1In(s.a2*x - 1/(s.a2)))
s.re3 = s5.al/2 *(1In (s.a2*x))"2

# Controlar os Sinais
f

if .32 »1
s.sgn_a2 = '-'
else:
s.sgn_al = '+

.a11= ahs(s.al)
.822= abs(s.a2)

wown

122 82 — ...
: )

Figura 3.7: Exercicio E26A36 Antidiferentiation Parts 026 _siacua (4)
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Apo6s ordem de compilagao (Shift + Enter), apresenta-se o problema com um uma chave
em concreto que foi escolhida aleatoriamente. Neste caso, os parametros a; e a, foram con-

cretizados (pela chave gerada ekey=0) com os valores —6 e 3, respetivamente.

E26A36_antidiferentiation_Parts_026_siacua
Exercicio aleatério com chave ekey=0

Problema

Uma familia de primitivas da func#o definida por f(z) = —6 In(3z) pode ser:

glz) = —6zln(3z) +6z+C, CeR

glz) = —ﬁzln(ﬁz— %) +C,CeRr

glz) = -3 W*(3z)+C, CcR

Figura 3.8: Exercicio E26A36 Antidiferentiation Parts 026 siacua (5)

A primeira resposta apresentada é a correta e as restantes sao os distratores. Realcamos
que esta visualizagao € vista apenas na 6tica do programador uma vez que, para a visualizagao
na oOptica do utilizador a resposta correta é posicionada de forma aleatéria conjuntamente
com trés distratores escolhidos também de forma aleatoéria.

Por fim, surge a resolugao:

Resolugao

Uma primitiva desta fungio pode ser obtida utilizando a regra de primitivacZo por partes
sim,

/—6 In(3z)dr = —6 fl x In(3z) dz

=—6 (z In(3z) — fr% d'E)

= —6 (z In(3z) — )
—6z (In(3z) — 1)
=—6zIn(3z) + Gz

Adicionando uma qualquer constante a esta fungo obtém-se ainda uma primitiva, portanto, qualquer fun¢o do tipo
glz) = —6zln(3z) +6z+C, Cc R

& uma primitiva de f

Figura 3.9: Exercicio E26A36 Antidiferentiation Parts 026 _siacua (6)
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3.4 Apresentacao do SIACUA

Apresentamos a seguir uma imagem da pagina inicial deste sistema:

ENSINO INTERATIVO

VERCURSOS

Figura 3.10: Pagina inicial do STACUA

Clicando em ver cursos, obtemos a pagina que se apresenta na figura seguinte:

SOBRE O SIACUA

O SIACUA (sigla de sisterna interativo de aprendizagem por computader — L idade de Aveira) foi d Ivido por forma a ser um complemento ao estudo gratuite para os estudantes da
Universidade de Aveiro e acabou par se estender ao publico em geral. O sistema esta em desenvolvimento e continuamos a implementar exercicios.

(para mais informag@es ver "Scbre SIACUA" no cante inferior esquerda)

—
T @0

.3 =06

S
i

EXERCICIOS INTERATIVOS MATERIAL TEORICO ESTATISTICAS RECURSOS
QuestBes de verdadeiro/ falso (PmatE) e Sugestes de textos e videos para o estudo de Saiba qual o seu progresso de forma Aceda a recursos gue o ajudam a resclver
questdes de escolha multipla (MEGUA) com cads curso detalhada exercicios

resolugo passo a passo.

Figura 3.11: Contetdos do STACUA
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Depois de feita a autenticacao, o utlizador escolher APRENDER ou PRATICAR. No

caso em apreco, deve escolher a opcao PRATICAR.

ATUALIZAR DADOS ~ VOLTARACURSOS  LOGOUT

Po’ o W
) & cp\_@N?%) SI?@NDARIO |

MATEMATICA

Figura 3.12: Pagina de escolha entre APRENDER e PRATICAR do SIACUA
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3.5 Apresentacao do exercicio no SIACUA

Na figura 3.13 seguinte apresentamos uma concretizacao de um exercicio gerado pelo
mesmo exercicio parametrizado agora com os valores 9 e 3, para os parametros a; € as res-

petivamente, na webpage onde pode ser visualizado por qualquer utilizador do SIACUA.

EXERCICIO 9065

Projeto MEGUA

Uma familia de primitivas da fungio definida por f(z) = 91In(3z) &:

g(z) :9&".111(3.1'.— %) +C, Celr

g(z) =9zIn(3z) -9z +C, CcR
9 5 .
g(z):E]_‘ﬂ {3m)7C,CtR

g(r):%-ﬁ-C,CE]}i

® Ver a resolucdo sem responder a questdo

SUBMETER

Figura 3.13: Exemplo de uma concretizacao de um exercicio parametrizado
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Na figura seguinte apresentamos a concretizacao anterior de um exercicio parametrizado

onde ja foi selecionada a resposta.

EXERCICIO 9065

Projeto MEGUA

Uma familia de primitivas da fungio definida por f(z) = 9In(3z) é:

g(z) :9mln(3w— é) +C,Celk

®g(x)=9zIn(3z)-9x+C,CecR

g(z) = %]_n?(Sm)—C, CeR

Ver a resolucdo sem responder a questdo

SUBMETER

Figura 3.14: Exemplo de um exercicio parametrizado com resposta selecionada
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Depois de responder, o estudante visualiza a resolucao apenas no caso de selecionar uma

resposta errada. Se a resposta for correta, o interlocutor é informado de que pode prosseguir.

Ver a resolucdo sem responder & questdo

RESOLUCAO

Uma primitiva desta funcdo pode ser obtida utilizando a regra de primitivacdo por partes.

Assim,

/91n(3:r)d:z: = 9/1 x In(3z)dx

—9 (:r In(3z) —f:r% d:c)

=9 (zIn(3z) —x)
=9z (In(3z) — 1)
=9zIn(3z)—9=z.
Adicionando uma qualquer constante a esta funcdo obtém-se ainda uma primitiva, portanto, qualquer funcdo do tipo

g(z) =9zxIn(3z)-9z+C,CeR

€ uma primitiva de f.

CONTINUAR

Figura 3.15: Exemplo de resolucao de uma concretizagao de um exercicio parametrizado



Conclusao

A abordagem do dominio de contetdos Primitivas e Cdlculo Integral encontra terreno
fértil e faz sentido numa altura em que esta unidade tematica passou a fazer parte do novo
Programa Curricular de Matemdtica A para o Ensino Secundario. No entanto, e apesar da
importancia que lhe foi atribuida, o seu ensino podera estar comprometido. De facto, nas
Orientacoes de gestao curricular para o Programa e Metas Curriculares de Matemdtica A,
esta previsto que o mesmo possa ser facultativo nos anos letivos de 2017/2018 e 2018/2019,
dadas as dificuldades e atrasos inerentes a implementac¢ao de um novo Programa [9]. Acresce
ainda o facto de, neste periodo de transicao entre Programas, existirem alunos do antigo
Programa a realizar o Exame Nacional de Matematica A. Como o referido dominio nao fez
parte do seu curriculo, o mesmo nao sera avaliado nesta prova, razao pela qual muitos dos
professores que lecionam o 12.2 ano de escolaridade terem optado por nao inclui-lo nas suas
planificacoes anuais. Apesar desta tendéncia, nao podemos deixar de notar que é chamada
a atencao dos professores para a importancia de trabalhar o dominio em causa também nos
anos letivos de excecao, sempre que seja possivel e ainda que o tempo apenas permita fazé-lo
parcialmente [9]. Mais uma vez se reforca a ideia de que o estudo dos contetidos deste dominio
contribui para a consolidagao de outros conteidos centrais do Ensino Secundario e o facto de
uma primeira abordagem da noc¢ao de primitiva e de integral ao nivel do Ensino Secundéario

poder ser uma mais-valia para um prosseguimento de estudos de sucesso no Ensino Superior

[9, 10].

Este trabalho convergiu para este fim e abre portas a uma abordagem futura por parte
de alunos e professores, tentando desmistificar a dificuldade que se associa ao dominio de
contetidos Primitivas e Cdlculo Integral. Sendo realizado no hiato que antecede a obrigato-
riedade do seu ensino no Ensino Secundério, a sua utilizacao sera inicialmente direcionada a
alunos do Ensino Superior, esperando-se que a mesma se estenda, tao breve quanto possivel,

53
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aos alunos e professores do Ensino Secundario, o que o torna transversal aos dois niveis de
ensino. A criacao de recursos digitais visou sobretudo o estudo auténomo por parte dos
alunos do dominio Primitivas e Cdlculo Integral, o que nao exclui que os professores utilizem
0s mesmos recursos em contexto de sala de aula. Assim, cabe ao professor, acima de tudo
orientar o estudo, cabendo depois ao aluno, em interagao com o computador, a construcao
do proprio conhecimento. O ritmo e a direcao com que o conhecimento é construido sao defi-
nidos por cada estudante. Neste sentido, um sistema como o STACUA permite a cada aluno
um percurso de construcao do conhecimento adaptado a si e as suas proprias idiossincrasias.
Partindo do pressuposto que as tecnologias da informacgao e da comunicagao alteraram e
continuam a alterar estratégias e métodos pedagodgico-didaticos, reconhecemos que as mes-
mas se constituem simultaneamente um facilitador e um acelerador das aprendizagens. Por
outro lado, o recurso por parte dos alunos aos exercicios parametrizados que construimos
permite-lhes resolver exercicios idénticos ou distintos em diferentes etapas do seu estudo,
sempre com acesso a respetiva resolucao detalhada, e estando acessiveis em qualquer dis-
positivo com ligacao a internet. Consideramos pois que o material assim desenvolvido se
torna motivador e acessivel a todos quanto o procurem. Convem ainda referir que a base de
dados de exercicios nao se considera terminada na medida em que, dada a interatividade que
a caracteriza, muitos outros exercicios podem ser criados, modificados ou melhorados em
funcao da necessidade de diferentes abordagens. Desta forma, este trabalho nao se esgota

aqui, podendo ser um ponto de partida para outros estudos.

A realizacao deste trabalho foi um desafio constante e implicou muita dedicacao, muito
empenho e muito esforco. O facto de termos de aprender de raiz varias linguagens de
programacao utilizadas em diferentes fases do trabalho, uma vez que a formagado pessoal
nestas areas era inexistente, obstaculizou por diversas vezes um trabalho que se desejava
mais fluido e continuo. A construcao de exercicios revelou-se uma tarefa ardua dado que
cada novo tipo de exercicios tinha como premissa um conjunto de diferentes procedimentos
do cédigo a utilizar. Mas, pese embora todas as dificuldades, este trabalho promoveu muita
aprendizagem, nomeadamente na programacao em IXTEX. Para além, disso fomentou o
contacto e posterior dominio de novas realidades informaticas e tecnologicas que nao eram
por nos conhecidas e permitiu ainda perceber até que ponto um sistema como o SIACUA

pode catalisar a aprendizagem, tanto em rapidez como em direcao: o estudante pode otimizar



Conclusao 55

a aprendizagem uma vez que estuda e pratica exatamente o que necessita, quando necessita,
ao invés de um estudo tradicional em que o estudante “consumia”’ todo um “pacote”’ de
informagao em que alguma, ou muita da qual, era desinteressante para o momento.

Posto isto, consideramos que esta foi uma experiéncia muito motivadora e sobretudo
enriquecedora. Pensamos que a tarefa de construcao de exercicios com as tecnologias in-
forméticas que tivemos ao dispor contribuiu para que as performances de aprendizagem de
quem as utiliza sejam significativamente melhoradas, seja em quantidade, em qualidade ou
em velocidade, o que se traduz no cumprimento do objetivo e do proposito deste trabalho,
contribuindo para um melhor ensino da Matematica, em concreto do dominio de contetdos

Primitivas e Cdlculo Integral.
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Apéndice A
Exercicios produzidos

Neste anexo apresentam-se todos os exercicios criados, com as varias componentes, in-
cluindo o texto da questao, as varias opgoes, a resolugao e o codigo em Python. Os exercicios
1 a 7 j4 haviam sido criados e foram anexados a este trabalho para evitar a duplicacao dos
mesmos. Os restantes 19 exercicios foram criados por nés durante a elaboragao desta mono-

grafia.

E26A36 Antidiferentiation Imediata 001 siacua

meg.save(r’’’

Jhsummary Primitivas; Primitivas imediatas

Palavras-chave: Primitiva; antiderivada; poténcia.
Autores: Paula Carvalho
Ano: 2017

Prop6sito didatico: Primitivagdo & a operagdo inversa da derivagdo (Imediatas)
hproblem Calcular primitivas imediatas: poténcia de expoente inteiro (excepto -1,0,1)
Uma familia de primitivas da fungdo definida por § f(x)= f1$ sseuu@c{"é", "pode ser
<multiplechoice>

<choice> $$ g(x) = respostal0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>
59
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<choice> $$ g(x) rel+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) re2+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) = re3+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

<!-Ha dois tipos de resposta que aparecem aleatoriamente: resO & a variavel que regula ¢

<showone res0>

<thisone Caso O - (isto & comentario)>

Uma primitiva de uma fung¢do é outra fungdo cuja derivada é a fungdo dada.

<p>

Assim, derivando qualquer fungdo da familia $g(x) = respostal0 + C $§, sendo $C$ um nimerx
obtém-se $$g’(x) = f1, $$ portanto $g(x) = resposta0 + C $ & uma familia de primitivas
</thisone>

<thisone Caso 1 - (isto & comentério)>

Uma primitiva desta fungdo pode ser obtida usando a regra de primitivagdo de uma poténci
$$\int \, x™n \, dx=\frac{x"{n+1}}{n+1}.$$

Assim,

\begin{egnarray*}

\int \left(f1 \right)\, dx &=& al \int \, \left(x~{expl} \right)\, dx\\

&=& al \frac{x~{expil+1}}{expl+1}\\

&=& respostal.

\end{eqnarray*}

Adicionando uma qualquer constante a esta funglo obtém-se ainda uma primitiva, portanto,
$$ g(x) = respostad + C, \; C \in \mathbb{R} $$ & uma primitiva de $£f$.

</thisone>

</showone>

class E26A36_Antidiferentiation_Imediata_001_siacua(ExSiacua):
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def make_random(s,edict=None):

x=var(’x’)

s.sseuu= ur.iunif(0,1) #escolhe aleatoriamente a expressao a escrever no enunciado
s.al = ur.iunif_nonset(-9,9,[0,1,-1]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto -1
s.expl= ur.iunif_nonset(-9,9,[0,1,-1]) #expoente inteiro
#s.thetal=ur.random_element ([0, pi/6,pi/2, pi/3,pi/4, pi 1) #opcao lista

s.res0 = ur.iunif(0,1) #opcao de escrita da resolugdo 0,1 (2 possibilidades)

s.fl=s.al*x"s.expl

s.respostal = integrate( s.fl, x)

#respostas

s.rel = diff(s.f1, x) # derivada

s.re2 = s.explx*s.fl # produto do expoente pela fungao
s.re3 = s.respostal *(s.expl+l) # esquece a divisao por n+1

)77)
E26A36 Antidiferentiation Imediata 002 siacua

meg.save(r’’’

%SUMMARY Primitivas; Primitivas quase imediatas; Fungdo poténcia

Palavras chave: Primitiva, antiderivada, poténcia; radical

Autores: Paula Oliveira - Toépicos de Matemdtica - CTESP e Matematica 1;

Paula Carvalho(Renomeado. Era E26A36_Antidiferentiation_Imediata_002_siacua.sagews)

Ano: 2016; 2017
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Prop6sito didatico: Primitivacdo & a operagdo inversa da derivagdo (Imediatas)

#PROBLEM Primitivas de poténcia racional $u~n$ com u=ax+b e n=1/2

Indique a familia de primitivas de

\[
f(x)=\sqrt{onf}.
\]

<multiplechoice>

<choice>

<p> \[

\int{\sqrt{onf} \, dx}=onfip + K, \mbox{ com } K \in \mathbb{R}
\1</p>

</choice>
<choice>
<p> \[

\int{\sqrt{onf} \, dx}=wl + K, \mbox{ com } K \in \mathbb{R}
\1</p>

</choice>
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<choice>

<p> \L

\int{\sqrt{onf} \, dx}=w2 + K, \mbox{ com } K \in \mathbb{R}
\1</p>

</choice>

<choice>

<p> \[

\int{\sqrt{onf} \, dx}=w3 + K, \mbox{ com } K \in \mathbb{R}
\1</p>

</choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

Observe-se que a expressdo de $f(x)$ pode ser escrita como poténcia

\[

f(x)=\1left (onf\right) ~{\frac{1}{2}}

\]

podendo aplicar-se a regra da poténcia, $\displaystyle \int\, (u~n\, u’)\, dx=\frac{u
\[

\int{\sqrt{onf} \, dx}=\int{\left(onf\right) {\frac{1}{2}} \, dx}=ona\int{ina\left (on:
ona \, \frac{\left(onf\right) {\frac{1}{2}+1}}{\frac{1}{2}+1}+K

\]

Assim,

\[

\int{\sqrt{onf} \, dx}=onfip + K, \mbox{ com } K \in \mathbb{R}.

\]
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class E26A36_Antidiferentiation_Imediata_002_siacua(ExSiacua):
"""este exercicio calcula a primitiva de sqrt(axt+b) """

def make_random(self):

x=var(’x’)

y=var(’y’)

self.ina=ur.iunif_nonset(-10,10,[0,1,-1])

self.inb=ur.iunif_nonset(-10,10, [0])

self.ona = 1/self.ina

#tdefinir a fungdo base sqrt(ax+b)
self.onf=self.inaxx+self.inb
self.onfi=sqrt(self.onf)
self.onfil=latex(self.onfi)
self.onfip=integral(self.onfi,x)
self.onfipl=latex(self.onfip)
#wrong answers

self .wl=self.onfip*self.ina

self .w2=self.ina/self.onfi

self.w3=(self.ina/2)/self.onfi

) ))
E26A36 Antidiferentiation Imediata 003 siacua

meg.save(r’’’

%SUMMARY Primitivas; Primitivas quase imediatas; Fungdo poténcia

Palavras chave: Primitiva; antiderivada; poténcia; radical
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Autores: Paula Oliveira - Toépicos de Matemdtica - CTESP e Matemdtica 1;

Paula Carvalho(Renomeado. Era E26A36_antiderivative_003_siacua.sagews)

Ano: 2016; 2017

Propdésito didatico: Primitivagdo & a operagdo inversa da derivagdo (Imediatas)

%PROBLEM Primitiva poténcia com radical (expoente -1/2)

A familia de primitivas da fungéo

\[

g(x)=ongil

\]

é:
<multiplechoice>
<choice>

<p> \[

\int{\frac{1}{\sqrt{onf}} \, dx}=ongip+K, \mbox{ com } K \in \mathbb{R}
\1</p>

</choice>

<choice>

<p> \[

\int{\sqrt{onf} \, dx}=wl + K, \mbox{ com } K \in \mathbb{R}
\1</p>
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</choice>

<choice>

<p> \L

\int{\sqrt{onf} \, dx}=w2 + K, \mbox{ com } K \in \mathbb{R}
\1</p>

</choice>

<choice>

<p> \[

\int{\sqrt{onf} \, dx}=w3 + K, \mbox{ com } K \in \mathbb{R}
\1</p>

</choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

Como a fungdo $g$ se pode escrever como poténcia, aplica-se a regra de primitivagdo da
\begin{egnarray*}

\int{\frac{1}{\sqrt{onf}} \, dx}

&= & \int{\left (onf\right)~{-\frac{1}{2}} \, dx}\\

& ona \int{ina\left(onf\right) ~{-\frac{1}{2}} \, dx}\\

&

&= & ona \, \frac{\left(onf\right) {-\frac{1}{2}+1}}{-\frac{1}{2}+1}+K\\

& ona \, \frac{\left(onf\right) {\frac{1}{2}}}{\frac{1}{2}}+K\\

&
\end{eqnarray*}

Portanto,

\[

\int{\frac{1}{\sqrt{onf}} \, dx}=ongip+K, \mbox{ com } K \in \mathbb{R}.
\]
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class E26A36_Antidiferentiation_Imediata_003_siacua(ExSiacua):

"""este exercicio calcula a primitiva de 1/sqrt(ax+b)"""
def make_random(self):

x=var(’x’)

y=var(’y’)

self.ina=ur.iunif_nonset(-10,10,[0,1,-1])

self.inb=ur.iunif_nonset(-10,10, [0])

self.ona 1/self.ina

self.onb = self.inb

#definir a fungdo base sqrt(ax+b)
self.onf=self.ina*x+self.inb
#definir a fungdo base 1/sqrt(ax+b)
self.ongi=1/sqrt(self.onf)
self.ongil=latex(self.ongi)
self.ongip=integral(self.ongi,x)
self.ongipl=latex(self.ongip)
#wrong answers

self .wl=self.ongip*self.ina

self .w2=self.ina*x(-3/2)/(sqrt(self.onf"~3))

self .w3=self.ona*sqrt(self.onf)

))7)

E26A36 Antidiferentiation Imediata 004 siacua
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meg.save(r’’’

%SUMMARY Primitivas; Primitivas quase imediatas; Fungdo poténcia

Palavras chave: Primitiva, antiderivada, poténcia

Autores: Paula Oliveira - Toépicos de Matemdtica - CTESP e Matemadtica 1;

Paula Carvalho(Renomeado. Era E26A36_antiderivative_001_siacua.sagews)

Ano: 2016; 2017

Prop6sito didatico: Primitivacdo & a operagdo inversa da derivagdo (Imediatas)

%PROBLEM Primitiva de poténcia $ 1/ (ax+b)"n $

Indique a familia de primitivas da fungdo
<showone expl>

<thisone>

\[

f(x)=(onf)~{ini}

\]

</thisone>

<thisone>

\[
f(x)=\frac{1}{(onf)~{inil1}}
\]

</thisone>

</showone>
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<multiplechoice>

<choice>

<showone correctl>

<thisone>

<p> \L

\int{\left (onf\right) ~{ini} \, dx}=onai \left(onf\right) ~{oni}+K, \mbox{ com } K \in
\1</p>

</thisone>

<thisone>

<p> \[

\int{\frac{1}{(onf)~{ini1}} \, dx}=onai \frac{1}{\left(onf\right) {onii1}}+K, \mbox{ ¢
\1</p>

</thisone>

</showone>

</choice>

<choice><showone wrongl>

<thisone>

<p> \[

\int{\left (onf\right) ~{ini} \, dx}=wil \left(onf\right) {wi1}+K, \mbox{ com } K \in \i
\1</p>

</thisone>

<thisone>

<p> \[

\int{\frac{1}{(onf) ~{inil1}} \, dx}= \frac{wli}{\left(onf\right) ~{w12}}+K, \mbox{ com
\1</p>

</thisone>

</showone>

</choice>
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<choice><showone wrong2>

<thisone>

<p> \[

\int{\left (onf\right) ~{ini} \, dx}=onil2 \left (onf\right) {oni}+K, \mbox{ com } K \in \r
\1</p>

</thisone>

<thisone>

<p> \[

\int{\frac{1}{(onf)~{ini1}} \, dx}= \frac{onii2}{\left(onf\right) ~{onii1}}+K, \mbox{ com
\1</p>

</thisone>

</showone></choice>

<choice><showone wrong3>

<thisone>

<p> \[

\int{\left (onf\right) ~{ini} \, dx}=cl \left(onfl\right) {wil1}+K, \mbox{ com } K \in \matl
\1</p>

</thisone>

<thisone>

<p> \[

\int{\frac{1}{(onf) ~{ini1}} \, dx}= \frac{ci}{\left(onf\right) ~{w12}}+K, \mbox{ com } K
\1</p>

</thisone>

</showone></choice>

</multiplechoice>

%ANSWER
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Aplicando a regra da poténcia, $\displaystyle \int (u~n\, u’) dx
= \frac{u"{n+1}}{n+1}$, com $u=onf$ e $n=ini$, vem
\begin{egnarray*}

\int{\left (onf\right)~{ini} \, dx}

&=& ona \int{ina\left(onf\right) ~{ini} \, dxF\\

&=& ona \frac{\left(onf\right) ~{ini+1}}{ini+1}+K \\
\end{eqnarray*}

Entéo,

\[

\int{\left (onf\right) ~{ini} \, dx}=onai \left(onf\right) {oni}+K, \mbox{ com } K \in
\]

class E26A36_Antidiferentiation_Imediata_004_siacua(ExSiacua):
"""este exercicio a primitiva de uma poténcia inteira em que a base & ax+b"""
def make_random(self):

x=var(’x’)

y=var(’y’)

self.ina=ur.iunif_nonset(-10,10,[0,1])
self.inb=ur.iunif_nonset(-10,10,[0])
self.ini=ur.iunif_nonset(-10,10,[0,1,-1,21)
self.inil=-self.ini

if self.ini>0:

self.expl=0

self.correct1=0

self.wrongl=0

self .wrong2=0

self .wrong3=0

else:

self.expl=1

self.correcti=1
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self .wrongl=1
self .wrong2=1

self .wrong3=1

self.ona = 1/self.ina

self.oni = self.ini+l
self.onil=-self.oni
self.onil2=1/self.oni
self.onai=self.ona/self.oni

#definir a funcdo base
self.onf=self.inaxx+self.inb
self.onfi=self.onf"self.ini
self.onfip=integral(self.onfi,x)
self.onfipf=factor (self.onfip)

self .onfipl=latex(self.onfipf)
self.cl=self.oni*self.ina

#wrong answers

#WRONG 1

self .wll=self.ini-1

self . wl2=-self.wll
self.wil=self.wll*(self.onf) self.wll
#wrong 2
self.w2=(self.onf) " (self.ini+1)/(self.ini+1)
#wurong 3

self.w3=self.ini*(self.onf) (self.wll)*self.ina

777)
E26A36 Antidiferentiation Parts 005 siacua

meg.save(r’’’

%SUMMARY Primitivas; Primitivas por partes
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Palavras chave: Primitiva, antiderivada, por partes, poténcia

Autores: Paula Oliveira Matematica 1 - TSP (adaptado);

Paula Carvalho(Renomeado. Era E26A36_antiderivativeparts_005_siacua.sagews)

Ano: 2016; 2017

Propésito didatico: Primitivagdo por partes

%PROBLEM Potencia Primitiva de poténcia $ (cx) (ax+b)"n $

<h3>Indique a familia de primitivas de</h3>
\[

\int{ongl\, (onfl)~{ini} \, dx}

\]

<multiplechoice>

<choice><p> \[
\int{ongl\, (onfl)~{ini} \, dx}= onb3l \,x (onfl)~{onil} -onb4l \, (onfl)~{oni2}+C, \;

\] </p></choice>

<choice><p> \[
\int{ongl\, (onfl)~{ini} \, dx}=wi1+C, \; C \in \mathbb{R}
\] </p></choice>

<choice><p>\[

\int{ongl\, (onfl)~{ini} \, dx}=w2+C, \; C \in \mathbb{R}
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\]</p></choice>

<choice><p> \[
\int{ongl\, (onfl)~{ini} \, dx}=w3+C, \; C \in \mathbb{R}
\] </p></choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

Usando o método de primitivagdo por partes

\[

\int{f’(x) \, g(x) \, dx}r=f(x)\, g(x)- \int{f(x) \, g’ (x)\,dx}

\]

considera-se

\[

\begin{array}{111}

f’(x)=(onfl)~{ini} & \quad & \displaystyle f(x)=onbll \, \frac{(onfl) ~{onil}}{onil}=onb:
& & \\

g(x)=ongl & \quad &\displaystyle g’(x)=ongdl

\end{array}.

\]

Entéo,

\[

\begin{array}{111}

\displaystyle \int{ongl\, (onfl)~{ini} \, dx}&=&\displaystyle ongl \, onb2l \, (onfl)~{or
& & \\

&=&\displaystyle onb3l \,x (onfl)~{oniil} -onb3l \, \frac{(onfl) {oni2}}{oni2}+C\\

& & \\

&=&\displaystyle onb3l \,x (onfl)~{onil} -onb4l \, (onfl)~{oni2}+C, \, C \in \mathbb{R}

\end{array}



)

\]

class E26A36_Antidiferentiation_Parts_005_siacua(ExSiacua):

"""este exercicio usa a primitivagdo por partes para calcular a primitiva de (ax) (bx+
def make_random(self):

x=var(’x’)

y=var(’y’)

self.ina=ur.iunif_nonset(2,10,[0,1]1)

self.inb=ur.iunif_nonset (2,10, [0])

self.inc=ur.iunif_nonset(2,10,[0,1,-1])

self.ini=ur.iunif(3,9)

self.ona = self.ina
self.onb = self.inb
self.onc = self.inc

#definir a funcgdo f
self.onf=self.inb*x+self.inc
self.onfl=latex(self.onf)
#definir a primitiva de f
self.onil=self.ini+l
self.oni2=self.ini+2
self.onbl=1/self.inb
self.onbll=latex(self.onbl)
self.onb2=self.onbl/self.onil
self.onb2l=latex( self.onb2)
#definir a funcdo g
self.ong=self.ina*x
self.ongl=latex(self.ong)
self.ongd=derivative(self.ong,x)

self.ongdl=latex(self.ongd)
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self.onb3=self.onb2*self.ongd
self.onb31l=latex(self.onb3)
self.onb4=self.onb3/self.oni2

self.onb4l=latex(self.onb4d)

#wrong answers

self.auxwl=integral (self.ong,x)

self.auxw2=integral (self.onf"self.ini,x)

self.wl=self.auxwl*self.auxw2

self .w2=self.ong*self.onf~(self.ini+1)/(self.ini+1)-self.ina*self.onf"(self.ini+2)/(self

self .w3=self.ina*self.onf"self.ini+self.ina*x*self.ini*self.inb*self.onf~(self.ini-1)

)2 7)
E26A36 Antidiferentiation Imediata 006 siacua

meg.save(r’’’

%SUMMARY Primitivas; Primitivas quase imediatas; Fungdo poténcia

Palavras chave: Primitiva; antiderivada; poténcia;

Autores: Paula Oliveira - Toépicos de Matemdtica - CTESP e Matemdtica 1;

Paula Carvalho(Renomeado. EraE26A36_antiderivative_004_siacua.sagews)

Ano: 2016; 2017

Propésito didatico: Primitivagdo por imediata

%PROBLEM Poténcia da fung&do seno $sin~n(ax) cos (ax)$
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Indique a opgdo que traduz a familia de primitivas de

\ [
f(x)=onfi
\]

<multiplechoice>

<choice>

<p> \L

\int{onfi \, dx}=onfip+K, \; \mbox{ com }\; K \in \mathbb{R}.
\]

</p>

</choice>

<choice>

<p> \[

\int{onfi \, dx}=wl + K, \mbox{ com } K \in \mathbb{R}
\1</p>

</choice>

<choice>

<p> \[

\int{onfi\, dx}=w2 + K, \mbox{ com } K \in \mathbb{R}
\1</p>

</choice>

<choice>
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<p> \[

\int{onfi\, dx}=w3 + K, \mbox{ com } K \in \mathbb{R}
\1</p>

</choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

Para calcular esta primitiva usa-se a regra da poténcia, $\displaystyle \int \left(u~"n

<p>

Como $u’=onfild$, tem-se

\[

\int{(onfil) “{ini}\, onfi2 \, dx}=onal \int{ina (onfil)~{inil}\, onfi2 \, dx}=onal \frac{
\]

com $K \in \mathbb{R}$.

class E26A36_Antidiferentiation_Imediata_006_siacua(ExSiacua):

"""este exercicio a primitiva de uma poténcia inteira em que a base & sin(ax)"""
def make_random(self):

x=var(’x’)

y=var(’y’)

self.ina=ur.iunif_nonset(-10,10,[0,1,-1])
self.inb=ur.iunif_nonset(-10,10,[0,1,-1])

self.ini=ur.iunif_nonset(-10,10,[0,1,-1])

self.onal = 1/self.ina

self.inil=self.ini+l
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self.onrl=self.onal/self.inil

self.onb = self.inb

#definir a funcdo base

self.onfil=sin(self.inax*x)
self.onfild=derivative(self.onfil)
self.onfi2=cos(self.ina*x)
self.onfi=(sin(self.ina*x)) “self.ini*cos(self.ina*x)
self.onfil=latex(self.onfi)
self.onfip=integral(self.onfi,x)

self.onfipf=factor (self.onfip)

self .onfipl=latex(self.onfipf)

#wrong answers

self .wl=sin(self.ina*x) (self.inil)/self.inil
self.w2=(self.ini-1)*self.ina*sin(self.ina*x) " (self.ini-1)

self .w3=self.onal*sin(self.inax*x) "~ (self.inil)

#funcdo para reescrever poténcias de fungles trigonométricas e log-> 1ln

def rewrite(self,text):

#Esta parte depende do que queremos alterar.

modifications = [

C ur’\\sin\\left\ (([\d\\, x]+?)\\right\O\"\{(\dH)\}’ , r’\sin~{\2}(\1)’> ),
( ur’\\cos\\left\ (([\d\\, x1+?)\\right\D\"\{(\d+)\}’ , r’\cos~{\2}(\1)’> ),
( ur’\\log’ , r’\\ln’ )

]

#Esta parte & sempre a mesma.
for m in modifications:
text = re.sub( m[0], m[1], text, re.U )

return text
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) ))
E26A36 Antidiferentiation Parts 007 siacua

meg.save(r’’’

%SUMMARY Primitivas; Primitivas por partes

Palavras chave: Primitiva; antiderivada; poténcia;

Autores: Paula Oliveira - Matemética 1 - TSP;

Paula Carvalho(Renomeado. Era E26A36_antiderivativeparts_003_TSP_siacua.sagews)

Ano: 2016; 2017

Propésito didatico: Primitivacdo por partes: $(ax+b) cos (cx)$

%PROBLEM Polinémio e cosseno $(ax+b) cos (cx)$

Determine a familia de primitivas

\[

\int{(ongl) \, onfdl \, dx}
\]

<multiplechoice>

<choice><p> \[
\int{(ongl) \, onfdl \, dx}=onhfacl+C, \; C \in \mathbb{R}
\] </p></choice>
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<choice><p> \[
\int{(ongl) \, onfdl \, dx}=wi+C, \; C \in \mathbb{R}
\] </p></choice>

<choice><p> \[
\int{(ongl) \, onfdl \, dx}=w2+C, \; C \in \mathbb{R}
\]</p></choice>

<choice><p> \[
\int{(ongl) \, onfdl \, dx}=w3+C, \; C \in \mathbb{R}
\] </p></choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

Usando o método de primitivagdo por partes

\[

\int{f’(x) \, g(x) \, dx}r=f(x)\, g(x)- \int{f(x) \, g’(x)\,dx}
\]

considera-se

\[

\begin{array}{111}

f’(x)=onfdl & \quad & \displaystyle f(x)=onfl\\
g(x)=ongl & \quad & g’ (x)=ongdl

\end{array}.

\]

Assim,

\[

\begin{array}{111}
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\displaystyle \int{(ongl) \, onfdl \, dx}&=&
\displaystyle onfl \, (ongl)-\int{ onfgdl \, dx}\\
& & \\

&=&

\displaystyle onfl \, (ongl)-\left(onfgdil\right)+C
\end{array}

\]

Portanto,

\[

\int{(ongl) \, onfdl \, dx}=onhfacl+C, \; C \in \mathbb{R}
\]

class E26A36_Antidiferentiation_Parts_007_siacua(ExSiacua):

"""este exercicio usa a primitivagdo por partes para calcular a primitiva de (ax+b)cos(c
def make_random(self):

x=var(’x’)

y=var(’y’)

self.ina=ur.iunif_nonset(-10,10,[0,1])

self.inb=ur.iunif_nonset(-10,10,[0])

self.inc=ur.iunif_nonset(2,10,[0,1,-1])

self.ona =self.ina

self.onb

self.inb

self.onc self.inc
#definir a func¢do um

self .onfd=cos(self.inc*x)

#funcdo fd em latex

self.onfdl=latex(self.onfd)



83

self.onf=integral(self.onfd,x)
#funcdo f em latex

self .onfl=latex(self.onf)

#definir a funcdo dois
self.ong=self.ina*x+self.inb
self.ongd=derivative(self.ong,x)
#funcoes g e gd em latex
self.ongl=latex(self.ong)
self.ongdl=latex(self.ongd)
#funcdo integranda partes
self.onfgd=self.onf*self.ongd
#funcdo integranda partes latex
self.onfgdl=latex(self.onfgd)
self.onfgdi=integral(self.onfgd,x)
#funcdo integranda partes latex
self .onfgdil=latex(self.onfgdi)
#Funcdo integranda
self.onfgi=self.onfd*self.ong
#Funcdo integranda latex
self.onfgil=latex(self.onfgi)
#Funcdo final h
self.onh=integral(self.onfgi,x)
self.onhl=latex(self.onh)
self.onhfac=factor(self.onh)
self.onhfacl=latex(self.onhfac)
#wrong answers
self.auxwl=integral (self.ong,x)
self.auxw2=integral (self.onfd,x)

self.wl=self.auxwl*self.auxw?2

self .w2=self.ong*sin(self.inc*x)+self.ina*cos(self.inc*x)
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self .w3=self.ong/self.inc*sin(self.inc*x)-cos(self.inc*x)*self.ina/(self.inc"2)

)2 7)
E26A36 Antidiferentiation Imediata 008 siacua

meg.save(r’’’

Jsummary Primitivas; Primitivas imediatas

Palavras-chave: Primitiva; antiderivada; tangente.

Autores: Jodo Silva

Ano: 2017

Propésito didatico: Primitivacdo & a operacdo inversa da derivagdo (Imediatas)

Jproblem Calcular primitivas imediatas: tangente de x

Uma familia de primitivas da fungdo definida por $ f(x)= f1$ sseuu@c{"é", "pode ser"}:

<multiplechoice>

<choice> $$ g(x) = resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>
<choice> $$ g(x) = rel+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>
<choice> $$ g(x) = re2+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>
<choice> $$ g(x) = re3+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) = re4+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

aQ a Q A

<choice> $$ g(x) = reb+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

</multiplechoice>
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%ANSWER
Como $\tan \; x = \frac{\sin x}{\cos x}$ e $(\cos x)’= - \sin x$, podemos escrever,
\begin{eqnarray*}

\int f1 \, dx &=& sgn_al aal \int \, \frac {- \sin(zx)H\cos(x)} \, dx\\

\\

&=& respostal

\end{eqnarray*}

porque $\big(\1ln u \big)’= \frac{u’}{ul}$.

Adicionando uma qualquer constante a esta fung¢do obtém-se ainda uma primitiva, portan

$$ g(x) = respostad + C, \; C \in \mathbb{R} $$ & uma primitiva de $£f$.

class E26A36_Antidiferentiation_Imediata_008_siacua(ExSiacua):

def make_random(s,edict=None):

x=var(’x’)

s.sseuu= ur.iunif(0,1) #escolhe aleatoriamente a expressdo a escrever no enunciado

s.al = ur.iunif_nonset(-9,9,[0,-1,1]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0,

#s.thetal=ur.random_element ([0, pi/6,pi/2, pi/3,pi/4, pi 1) #opgdo lista

s.res0 = ur.iunif(0,1) #opgao de escrita da resolugdo 0,1 (2 possibilidades)

s.fl=s.al*tan(x)

s.resposta0 = - s.al * In(abs(cos(x)))
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#respostas

#s.rel = diff(s.f1, x) # derivada @~ @ —--m—mmmmmm .
s.rel = s.al/(cos(x))"2

s.re2 = s.al * 1n(abs(cos(x))) # esquece que a derivada do cosseno & o simétrico do
s.re3 = s.al/2 * tan (x) * tan(x) # primitiva a tangente como poténcia de exp 1 sem te:
s.re4 = s.al * ln(abs(sin(x))) # def. tan errada

s.reb = -s.re4d # simetrico para desfazer o padrdo de reposta

# Controlar os Sinais
if s.a1>0:
s.sgn_al="-’

else:

s.sgn_al=’ "’

s.aal= abs(s.al)

#funcdo para reescrever poténcias de fungdes trigonométricas e log-> 1ln

def rewrite(self,text0):

#Esta parte depende do que queremos alterar.

modifications = [

( ur’\\sin\\left\ (([\d\\, x1+?)\\right\)\"\{2\}’> , r’\sin~2(\1)’ ),
( ur’\\cos\\left\ (([\d\\, x]+?)\\right\)\"\{2\}’ , 1r’\cos~2(\1)’ ),
( ur’\\tan\\left\(([\d\\, xI1+?)\\right\)\"\{2\}’> , r’\\tan"2(\1)’ ),
( ur’\\tan’ ,  r’{tg}’ ),

( ur’\\log’ ,  r’\\1n’> )

]

#Esta parte & sempre a mesma.
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text = textO
for m in modifications:
text = re.sub( m[0], m[1], text, re.U )

return text

by 7)
E26A36 Antidiferentiation Imediata 009 siacua

meg.save(r’’’

Jssummary Primitivas; Primitivas imediatas

Palavras-chave: Primitiva; antiderivada; logaritmo.

Autores: Jodo Silva

Ano: 2017

Propdésito didatico: Primitivagdo & a operagdo inversa da derivagdo (Imediatas)

hproblem Calcular primitivas imediatas:logaritmo de x

Seja a funcdo definida em

$]1 zerodenom ,  +\infty,[\;\;\ $

por $$ f(x)= f1.$$

Uma primitiva desta fungdo é:

<multiplechoice>

<choice> $$ g(x) = respostal $$ </choice>
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<choice> $$ g(x) = rel $$ </choice>

<choice> $$ g(x) = re2$$ </choice>

<choice> $$ g(x) = re3 $$ </choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

<!-H& dois tipos de resposta que aparecem aleatoriamente: resO & a varidvel que regula ¢

<showone res0>

<thisone Caso 0 - (isto & comentario)>

Uma primitiva de uma fungdo & outra funcdo cuja derivada & a fungdo dada.

<p>

Assim, derivando a fungdo $g(x) = respostald §,

obtém-se $$g’(x) = f1, $$ portanto $g(x) = resposta0 $ & uma primitiva de $f(x) = 1
</thisone>

<thisone Caso 1 - (isto & comentario)>

Uma primitiva desta fungdo pode ser obtida tendo em conta que $(\1ln (u) )’ = \frac{u’}{v

\begin{egnarray*}

\int f1 \, dx &=& auxl \int \, aux2 \; dx\\
\\

&=& respostal.

\end{eqnarray*}

</thisone>

</showone>

class E26A36_Antidiferentiation_Imediata_009_siacua(ExSiacua):

def make_random(s,edict=None):
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x=var(’x’)

s.sseuu= ur.iunif(0,1) #escolhe aleatoriamente a expressdo a escrever no enunciado

s.al = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0

s.a2 = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0
s.a3 = ur.iunif_nonset(-9,8,[-1,0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0 e
s.bl = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0

s.cl = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0

#s.thetal=ur.random_element ([0, pi/6,pi/2, pi/3,pi/4, pi 1) #opgdo lista

s.res0 = ur.iunif(0,1) #opgao de escrita da resolugdo 0,1 (2 possibilidades)

if gcd(abs(s.a2), abs(s.a3))>1:

s.a3 =s.a3+1

.fl=s.al/(s.a2*x + s.a3)

2]

s.denom = s.a2xx + s.a3

s.zerodenom = - s.a3/s.a2

4]

.mdc=gcd(gcd(abs(s.al), abs(s.a2)), abs(s.a3)) #maximo divisisor comum dos 3 parame

# (isto é importante porque se o numerador e denominador da fungdo f1 tém um factor c

if s.mdc > 1:

s.denom = s.denom/s.mdc

s.auxl = s.al/s.a2 #variavel auxiliar para usar na resolugdo detalhada (por c
s.aux2 = s.fl*s.a2/s.al #varidvel auxiliar para usar na resolugdo detalhada (por c
#s.resposta0 = s.auxl * 1ln(abs(s.denom))

if s.a2 <0:
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s.denom = -s.denom # para escrever correctmente quando a2 & negativo
else:

s.dom0 = 1

s.resposta0 = s.auxl * 1n(s.denom)

#print("al=", s.al)
#print("a2=", s.a2)
#print("a3=", s.a3)

#print("mdc=", s.mdc)

#respostas

s.rel = diff(s.f1, x) # derivada----—-———————————————————-
s.re2 = 3*s.respostal # mantém a constante do numerador--
s.re3 = s.rel / s.a2 # esquece de dividir pelo coeficiente do

#fungdo para reescrever poténcias de fungdes trigonométricas e log-> 1ln

def rewrite(self,text0):

#Esta parte depende do que queremos alterar.

modifications = [

( ur’\\sin\\left\ (([\d\\, ul+?)\\right\)\"\{2\}’> , r’\sin~2(\1)’> ),
( ur’\\log’ , r’\\1n’> )
]

#Esta parte & sempre a mesma.

text = textO

for m in modifications:

text = re.sub( m[0], m[1], text, re.U )

return text

))))

E26A36 Antidiferentiation Imediata 010 siacua
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meg.save(r’’’

Jsummary Primitivas; Primitivas imediatas

Palavras-chave: Primitiva; antiderivada; raiz de indice variavel.

Autores: Jodo Silva

Ano: 2017

Prop6sito didatico: Primitivagdo & a operagdo inversa da derivagdo (Imediatas)

%sproblem Calcular primitivas imediatas:raizes em denominador

Uma familia de primitivas da fungdo definida por <!-$ f(x)= f1$ ->

$f (x)= \frac{ai}{\sqrt[b1]l{x}}$

sseuu@c{"é", '"pode ser"}:

<multiplechoice>

<choice> $$ g(x) aux0 \sqrt[b1]{x~{ aux1}} + C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) rel+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>
<choice> $$ g(x) =\frac{numO}{ bl \sqrt[bil{ x~{ exp0 1} }} +C, \; C
<choice> $$ g(x) = re3+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

<!-H& dois tipos de resposta que aparecem aleatoriamente: resO & a varidvel que regul
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<showone res(0>
<thisone Caso 0 - (isto & comentario)>
Uma primitiva de uma fungdo & outra fungdo cuja derivada & a fungdo dada.

<p>

Assim, derivando qualquer fungdo da familia $g(x) = aux0 \sqrt[bill{x~{ auxi}} + C §, s¢
obtém-se $8$g’(x) = \frac{ai}{\sqrt[bil{x}}, $$
portanto, $g(x) = aux0 \sqrt[bll{x"{ aux1}} + C $ & uma familia de primitivas de $f(x)

</thisone>

<thisone Caso 1 - (isto & comentario)>
Uma vez que $ \frac{1}{\sqrt[b1l{x}} $ se pode escrever como $x~{\frac{-1}{b1}}$, uma g
<p>

Assim,

\begin{eqnarray*}

\int \frac{al}{\sqrt[b1l{x}} \, dx

&=k al \int  x~{\frac{-1}{b1}} \, dx \\

&=k al \frac{x"{ -\frac{1}{bi}+1}}{-\frac{1}{b1}+1}\\
&=& aux0 x~{ \frac{bl - 1}{b1}} \\

&=& aux0 \sqrt[b1l{x~{ aux1l}}

\end{eqnarray*}

Adicionando uma qualquer constante a esta funglo obtém-se ainda uma primitiva, portanto,
$$ g(x) = aux0 \sqrt[bl]{x~{ auxi1}} + C, \; C \in \mathbb{R} $$ & uma primitiva de $f¢
</thisone>

</showone>

class E26A36_Antidiferentiation_Imediata_010_siacua(ExSiacua):
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def make_random(s,edict=None):

x=var(’x’)

s.sseuu= ur.iunif(0,1) #escolhe aleatoriamente a expressdo a escrever no enunciado

s.al = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0
s.a2 = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0
s.a3 = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0
s.bl = ur.iunif(3,9) # inteiro de 3 a 9 -- & o indice da raiz

s.cl = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0

#s.thetal=ur.random_element ([0, pi/6,pi/2, pi/3,pi/4, pi 1) #opgdo lista

s.resO = ur.iunif(0,1) #opgao de escrita da resolucdo 0,1 (2 possibilidades)

s.fl=s.alx(x~(-1/s.b1))
s.resposta0 = s.alxs.bl /(s.bl - 1)*x~((s.bl - 1)/(s.bl))

s.aux0 = s.al*s.bl/ (s.bl-1)

s.auxl = s.bl-1

s.num0 = s.alx(1+s.bl)

s.exp0 = 1+s.bl

#respostas

s.rel = diff(s.f1, x) # derivada----—-—————————————————.
s.re2 = s.al*(1+s.bl) / (s.blxx~((1+s.bl)/s.bl)) # primitiva o polinémio do denom
s.re3 = ((s.alxs.bl)/(s.b1+1))*x~((1+s.b1)/(s.bl)) # primitiva a fungdo como se est

777)
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E26A36 Antidiferentiation Imediata 011 siacua

meg.save(r’’’

Jsummary Primitivas; Primitivas imediatas

Palavras-chave: Primitiva; antiderivada; raiz.

Autores: Jodo Silva

Ano: 2017

Propdésito didatico: Primitivagdo & a operagdo inversa da derivagdo (Imediatas)

hproblem Calcular primitivas imediatas: raiz de x

Uma familia de primitivas da fungdo definida por §$ f(x)= f1$ sseuu@c{"é", "pode ser"}:

<multiplechoice>

<choice> $$ g(x) resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) rel+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) re2+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) = re3+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

<!-H& dois tipos de resposta que aparecem aleatoriamente: resO & a varidvel que regula ¢

<showone resO0>
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<thisone Caso O - (isto & comentario)>

Uma primitiva de uma fungdo & outra fungdo cuja derivada & a fungdo dada.

<p>

Assim, derivando qualquer fungdo da familia $g(x) = resposta0 + C $, sendo $C$ um n
obtém-se $$g’(x) = f1, $$ portanto $g(x) = resposta0 + C $ & uma familia de primitiv
</thisone>

<thisone Caso 1 - (isto & comentério)>

Como $ \frac{1}{\sqrt{x}} $ se pode escrever como $x"{\frac{-1}{2}}$, uma primitiva

Assim,

\begin{egnarrayx*}

\int \frac {ai}{\sqrt {x}}\, dx &=& al \int \, x~{-\frac {1}{2}} \, dx\\
\\

&=& al \, \frac {x~{\frac {1}{2}}}{\frac {1}{2}} \\

\\

&=& 2\times (al) \times x~{\frac {1}{2}} \\

\\

&=& respostal.

\end{eqnarray*}

Adicionando uma qualquer constante a esta fungdo obtém-se ainda uma primitiva, portan
$$ g(x) = resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ & uma primitiva de $£f$.
</thisone>

</showone>

class E26A36_Antidiferentiation_Imediata_011_siacua(ExSiacua):

def make_random(s,edict=None):
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x=var(’x’)

s.sseuu= ur.iunif(0,1) #escolhe aleatoriamente a expressdo a escrever no enunciado

s.al = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto O

#s.thetal=ur.random_element ([0, pi/6,pi/2, pi/3,pi/4, pi 1) #opgdo lista

s.resO = ur.iunif(0,1) #opgao de escrita da resolucdo 0,1 (2 possibilidades)

s.expl =2

s.fl=s.al/sqrt(x)

s.resposta0 = 2*s.al*sqrt(x)

#respostas

s.rel = diff(s.f1, x) # derivada = @ —---m—mmmmmm e
s.re2 = 2/3 * s.al x x~(2/3) # calcula a primitiva de al x~{1/2} em vex de al x~{-1,
s.re3 = 1/2*s.resposta0 # esquece a divis&do pelo expoente de x. (1/2) ---------
)7))

E26A36 Antidiferentiation Imediata 012 siacua

meg.save(r’’’

hsummary Primitivas; Primitivas imediatas

Palavras-chave: Primitiva; antiderivada; poténcias de fungdes quadraticas.

Autores: Jodo Silva
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Ano: 2017

Propdésito didatico: Primitivagdo & a operagdo inversa da derivagdo (Imediatas)

hproblem Calcular primitivas imediatas: poténcias de fungles quadraticas de x

Uma familia de primitivas da fungdo definida por $$ f(x)= f1 $$ sseuu@c{"é&", "pode

<multiplechoice>

<choice> $$ g(x) resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) rel+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) = re2+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) = re3+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) red+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

<!-H& dois tipos de resposta que aparecem aleatoriamente: resO & a variavel que regul.

<showone res0>

<thisone Caso O - (isto & comentario)>

Uma primitiva de uma fungdo & outra fungdo cuja derivada & a fungdo dada.

<p>

Assim, derivando qualquer fungdo da familia $g(x) = respostal0 + C $, sendo $C$ um ni
obtém-se $$g’(x) = f1, $$ portanto, $g(x) = respostal0 + C $ & uma familia de primiti:
</thisone>

<thisone Caso 1 - (isto & comentario)>
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Uma primitiva desta fungdo pode ser obtida usando a regra de primitivagdo da poténcia.

Observe-se que $ 2x $ & a derivada da base da poténcia $(base0) " {b1}$.

Assim,

\begin{egnarrayx*}

\int f1 \, dx &=& all \int \, 2x(x~2 sgn_a2 a22)~{bil} \, dx\\
&=& \frac{a12}{(bl + 1)}(x~2 sgn_a2 a22)~{bl + 1} \, dx\\

&=& respostal

\end{eqnarray*}
Adicionando uma qualquer constante a esta funglo obtém-se ainda uma primitiva, portanto,
$$ g(x) = respostad + C, \; C \in \mathbb{R} $$ & uma primitiva de $£f$.

</thisone>

</showone>

class E26A36_Antidiferentiation_Imediata_012_siacua(ExSiacua):

def make_random(s,edict=None):

x=var(’x’)

s.sseuu= ur.iunif(0,1) #escolhe aleatoriamente a expressdo a escrever no enunciado

s.al = ur.iunif_nonset(-9,9,[0,2]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0,1, -1
s.a2 = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0

s.a3 = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0

s.bl = ur.iunif_nonset(1,9,[1]) # inteiro de 2 a 9

s.cl = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0

#s.thetal=ur.random_element ([0, pi/6,pi/2, pi/3,pi/4, pi 1) #opgdo lista
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s.res0 = ur.iunif(0,1) #opgao de escrita da resolugdo 0,1 (2 possibilidades)

s.f1 =s.alxxx((x"2 + s.a2)"(s.bl))
if s.al == 2:
s.alil

s.al2

Il
-
(I
~

elif s.al == -

s.alil

s.al2

Il
-
|
(I
-

else:

s.alil

s.al/2
s.al2 =s.all

#s.all = s.al/2
s.respostal=s.al/(2x(s.bl+1))*(x~2 +s.a2)"(s.bl+1)

s.base0 = x°2 + s.a2

#respostas

s.rel = diff(s.f1, x) # derivada @ @ —----—-mmmmmmmm——
s.re2 = 2xs.respostal # 2/3 * s.al * x~(2/3)calcula a primitiva d
s.re3 = (s.bl + 1)*s.resposta0 # 1/2*s.respostalesquece a divis&do pelo exp
s.red4 = s.al*x"2x((x"2 + s.a2)~(s.bl+1))

# Controlar os Sinais
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if s.a2<0:
s.sgn_a2=’-’
else:

s.sgn_a2=’+’

s.a22= abs(s.a2)

) J)
E26A36 Antidiferentiation Imediata 013 siacua

meg.save(r’’’

Jsummary Primitivas; Primitivas imediatas

Palavras-chave: Primitiva; antiderivada; raiz.

Autores: Jodo Silva

Ano: 2017

Propdésito didatico: Primitivagdo & a operagdo inversa da derivagdo (Imediatas)

hproblem Calcular primitivas imediatas: raiz de (1-a x~2) em denominador

Uma familia de primitivas da fungdo definida por § f(x)= f1$ sseuu@c{"é","pode ser"}:

<multiplechoice>

<choice> $$ g(x) resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) rel+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) = re2+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) re3+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>
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</multiplechoice>

%ANSWER

<!-- Ha dois tipos de resposta que aparecem aleatoriamente: resO & a variavel que reg

<showone res0>
<thisone Caso 0>

Uma primitiva de uma fungdo & outra fungdo cuja derivada & a fungdo dada.<br/>

Assim, derivando qualquer fungdo da familia $g(x) = resposta0 + C §, sendo $C$ um n
obtém-se $$g’(x) = f1, $$ portanto $g(x) = resposta0 + C $ & uma familia de primitiv
</thisone>

<thisone Caso 1>

Uma primitiva desta func¢8o pode ser obtida usando a regra de primitivagdo da poténcia
Observe-se que $\sqrt{l sgnl_a2 a22 x~2}$ se pode escrever $(1 sgnl_a2 a22 x~2)~{\fra

e que $derbasel$ é a derivada da base desta poténcia.<br/>

Assim,

\begin{eqnarray*}

\int f1 \, dx

al\, \int x \, ( sgn_a2 a22 x~2 +1)~{-\frac{1}{2}} \, dx\\

\frac{al}{ sgn_a2 2 \times a22} \, \int \, (sgn_a2 2 \times a22) x\, (sgn_a2 a22
aux0 \frac{(sgn_a2 a22 x~2 +1)"{\frac{1}{2}}}H{\frac{1}{2}} \\

respostal.

\end{eqnarray*}

Adicionando uma qualquer constante a esta fung¢do obtém-se ainda uma primitiva, portan
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$$ g(x) = resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ & uma primitiva de $£$.

</thisone>

</showone>

class E26A36_Antidiferentiation_Imediata_013_siacua(ExSiacua):

def make_random(s,edict=None):

x=var(’x’)

s.sseuu = ur.iunif(0,1) #escolhe aleatoriamente a expressao a escrever no enunciado
s.al = ur.iunif_nonset(-9,9,[0,1]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0

s.a2 = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0

#s.thetal=ur.random_element ([0, pi/6,pi/2, pi/3,pi/4, pi 1) #opcao lista

s.res0 = ur.iunif(0,1) #opcao de escrita da resolucao 0,1 (2 possibilidades)

print "Controlos:", s.sseuu, s.al, s.a2, s.res0

s.f1l =(s.al*x)/ sqrt(l - s.a2*x"2)

#s.respostal0 = s.al/s.a2 xsqrt(l-s.a2*x"2)

s.resposta0 = integrate(s.fl,x)

s.aux0 - s.al/(2xs.a2)
s.auxl = 2% g.aux0

s.derbasel = -2% g.a2%x

# Controlar os Sinais

if s.a2>0:
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s.sgn_a2=’-’
s.sgnl_a2=’-’
else:

s.sgn_a2=’ "’
s.sgnl_a2="+’

s.a22= abs(s.a2)

#respostas

s.rel = diff(s.f1, x) # derivada

s.re2 = s.al / (s.a2 * sqrt(l - s.a2*x"2) ) # confunde/troca o expoente 1/2 por -1,
s.re3 = 2xs.al * sqrt(l-s.a2%x"2) # esquece a divisao por 2*a2

)77)

E26A36 Antidiferentiation Imediata 014 siacua

meg.save(r’’’

%hsummary Primitivas; Primitivas imediatas

Palavras-chave: Primitiva; antiderivada;

Autores: Jodo Silva

Ano: 2017

Propdésito didatico: Primitivagdo & a operagdo inversa da derivagdo (Imediatas)

Jproblem Calcular primitivas imediatas: fung&o linear com expoente negativo -- & um c;

Uma familia de primitivas da fungdo definida por § f(x)= f1$ sseuu@c{"é", "pode ser
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<multiplechoice>

<choice> $$ g(x) resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) rel+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) = re2+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) = re3+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

<!-H& dois tipos de resposta que aparecem aleatoriamente: resO & a varidvel que regula ¢

<showone res0>

<thisone Caso 0 - (isto & comentario)>

Uma primitiva de uma fungdo & outra fungdo cuja derivada & a fungdo dada.

<p>

Assim, derivando qualquer fungdo da familia $g(x) = resposta0 + C §, sendo $C$ um nimer:
obtém-se $$g’(x) = f1, $$ portanto $g(x) = resposta0 + C $ & uma familia de primitivas
</thisone>

<thisone Caso 1 - (isto & comentario)>

Uma primitiva desta fung&do pode ser obtida usando a regra de primitivagdo das poténcias

Assim,

\begin{eqnarray*}

\int \frac{al}{\sqrt[bil{aux11}} \, dx &=& \int \, al (aux1l)~{-\frac{1}{bil}} \, dx\\
&=& aux21 \, \int \, al \times aux11l auxlld auxllr (aux11)~{-\frac{1}{b1}} \, dx \\
&=& aux31 \int \, auxild (aux11)~{-\frac{i}{b1}} \, dx \\

&=& aux31l \times \frac{(aux11) ~{1-\frac{1}{b1}}}{1-\frac{1}{b1}} \, dx \\
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&=& resposta0.

\end{eqnarray*}
Adicionando uma qualquer constante a esta fungdo obtém-se ainda uma primitiva, portan
$$ g(x) = respostad + C, \; C \in \mathbb{R} $$ & uma primitiva de $£f$.

</thisone>

</showone>

class E26A36_Antidiferentiation_Imediata_014_siacua(ExSiacua):

def make_random(s,edict=None):

x=var(’x’)

s.sseuu= ur.iunif(0,1) #escolhe aleatoriamente a expressdo a escrever no enunciado

s.al = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0

s.a2 = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto O

s.a3 = ur.iunif_nonset(-9,9,[0,-1,1]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0
s.bl = ur.iunif(3,9) # inteiro de 3 a 9 -- & o indice da raiz

#s.thetal=ur.random_element ([0, pi/6,pi/2, pi/3,pi/4, pi 1) #opgdo lista

s.res0 = ur.iunif(0,1) #opgao de escrita da resolugdo 0,1 (2 possibilidades)

s.fl=s.al/(s.a2-s.a3*x)"~(1/s.bl)
#s.respostalO=s.al/(-s.a3*(-1/s.bl+1))*(s.a2-s.a3*x)"(-1/s.bl+1)

s.respostal integrate(s.f1,x)

s.aux0 - s.al/(2*xs.a2)

s.auxl = 2% s.aux0
#varidvel auxiliar que escreve corretamente esta expressao:a2-a3x

s.auxll=s.a2-s.a3*x



106

A. Exercicios produzidos

#derivada para usar nos calculos
s.auxlld=derivative(s.auxll,x)
if s.2a3<0:

s.aux11l="’

s.auxllr="’

else:

s.aux111="(’

s.auxllr=’)>

s.aux21=1/s.aux11d

s.aux31=s.al*s.aux21

# Controlar os Sinais
if s.a2>0:
s.sgn_a2=’-’

else:

s.sgn_a2=’ "’

s.a22= abs(s.a2)

#respostas
s.rel = diff(s.f1, x) # derivada
s.re2 =

s.re3 = (1-1/s.bl) * s.resposta0

77))

E26A36 Antidiferentiation Imediata 015 siacua

meg.save(r’’’

Jsummary Primitivas; Primitivas imediatas

s.al/(-s.a3*%(-s.bl1+1))*(s.a2-s8.a3*x) " (-s.bl+1)

# confunde/troca o expoente -1,

# esquece a divis&o por -1/bl + 1 -——--—--—--
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Palavras-chave: Primitiva; antiderivada; exponencial.

Autores: Jodo Silva

Ano: 2017

Prop6sito didatico: Primitivacdo & a operagdo inversa da derivagdo (Imediatas)

%problem Calcular primitivas imediatas: exponencial.

Uma familia de primitivas da fungdo definida por § f(x)= f1$ sseuu@c{"é", "pode ser

<multiplechoice>

<choice> $$ g(x) resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) = rel+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) re2+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) re3+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) = re4+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

<!-Ha dois tipos de resposta que aparecem aleatoriamente: resO & a variavel que regul.

<showone res0>

<thisone Caso 0 - (isto & comentario)>

Uma primitiva de uma func¢do é outra func¢do cuja derivada & a fungdo dada.

<p>
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Assim, derivando qualquer fungdo da familia $g(x) = resposta0 + C §, sendo $C$ um nimer:
obtém-se $$g’(x) = f1, $$ portanto, $g(x) = respostad0 + C $ & uma familia de primitivas

</thisone>

<thisone Caso 1 - (isto & comentério)>

Uma primitiva desta funcfo pode ser obtida usando a regra de primitivagdo da fungdo expc
<p>

Neste caso, $ u=e0 $§ e $u’= de0$.

<p>

Assim,

\begin{eqnarray*}

\int f1 \, dx &=& \frac{1}{a2} \, \int £f2 \, dx \\

&=& respostal.

\end{eqnarray*}

Portanto, qualquer fungdo do tipo

$$ g(x) = resposta0d + C, \; C \in \mathbb{R} $$ & uma primitiva de $£f$.
</thisone>

</showone>

class E26A36_Antidiferentiation_Imediata_015_siacua(ExSiacua):

def make_random(s,edict=None):

x=var(’x’)

s.sseuu= ur.iunif(0,1) #escolhe aleatoriamente a expressdo a escrever no enunciado

s.al = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0

s.a2 = ur.iunif_nonset(0,9,[0,1]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0 e 1
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#s.thetal=ur.random_element ([0, pi/6,pi/2, pi/3,pi/4, pi 1) #opgdo lista

s.res0 = ur.iunif(0,1) #opgao de escrita da resolugdo 0,1 (2 possibilidades)

s.lista0=[s.a2*x + s.al, cos(s.a2*x), sin(s.a2*x), s.a2*x"2] #as fungdes geradas p

s.1d3=ZZ.random_element(len(s.lista0 )) # gerado aleatoriamente entre 0 e o comprimen

s.e0 = s.lista0[s.id3]
s.f1 = exp(s.e0 )*diff(s.e0, x)/s.a2 # fungdo escolhida. A primitiva & imediat.
s.f2 = s.fl * s.a2

s.respostal0 = integrate(s.f1l,x)

#respostas

s.rel = diff(s.f1, x) # derivada @~ @ —---mmmmmm e
s.re2 = e~ (s.e0) # primitiva como se fosse e~x (invariante) -
s.re3 = 1/(s.al*x + s.a2 + 1)*xe~(s.al*x + s.a2 + 1) # primitiva como se e”x
s.red = e~(s.e0) * integrate(diff(s.e0, x)/s.a2,x)

# Controlar os Sinais
if s.a2>0:
s.sgn_a2="+’

else:

s.sgn_a2=’-’

s.aa2= abs(s.a2)

#fungdo para reescrever exponenciais sem parentesis

def rewrite(self,text0):

#Esta parte depende do que queremos alterar.

modifications = [

C ur’e\"\{\\left\ ((.+?)\\right\)\}’ , ur’e~{\1}’ ),
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C ur’\\sin\\left\ (([\d\\, x]+?)\\right\O\"\{2\}’ , r’\sin~2(\1)’> ),
( ur’\\cos\\1left\ (([\d\\, x1+?)\\right\D\"\{2\}* , r’\cos”2(\1)’> ),
]

#Esta parte & sempre a mesma.

text = textO

for m in modifications:

text = re.sub( m[0], m[1], text, re.U )

return text

) J)
E26A36 Antidiferentiation Imediata 016 siacua

meg.save(r’’’

Jsummary Primitivas; Primitivas imediatas

Palavras-chave: Primitiva; antiderivada; exponencial.

Autores: Jodo Silva

Ano: 2017

Propdésito didatico: Primitivagdo & a operagdo inversa da derivagdo (Imediatas)

hproblem Calcular primitivas imediatas: exponencial -- absorvido pelo E26A36_Antidiferer

Uma familia de primitivas da fungdo definida por §$ f(x)= f1$ sseuu@c{"é", "pode ser"}:
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<multiplechoice>

<choice> $$ g(x) resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) rel+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) re2+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) = re3+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

<!-Ha dois tipos de resposta que aparecem aleatoriamente: resO & a variavel que regul.

<showone res0>

<thisone Caso O - (isto & comentério)>

Uma primitiva de uma fungdo & outra fungdo cuja derivada & a fungdo dada.

<p>

Assim, derivando qualquer fungdo da familia $g(x) = resposta0 + C §, sendo $C$ um n
obtém-se $$g’(x) = f1, $$ portanto $g(x) = resposta0 + C $ & uma familia de primitiv
</thisone>

<thisone Caso 1 - (isto & comentério)>

Uma primitiva desta func¢do pode ser obtida usando a regra de primitivagdo da fungéo e:

<p>

Assim,

\begin{egnarray*}

\int al x e~{sgn_a2 a22 x~2} \, dx &=& \frac{al}{ sgn_a2 a22 \times 2 \,} \, \int
\\

&=& \frac{al}{sgn_a2 a22 \times 2 \,} \; e~{sgn_a2 a22 \, x~2} \\

\\
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&=& respostal.

\end{eqnarray*}

Adicionando uma qualquer constante a esta fungdo obtém-se ainda uma primitiva, portanto,
$$ g(x) = resposta0d + C, \; C \in \mathbb{R} $$ & uma primitiva de $£f$.

</thisone>

</showone>

class E26A36_Antidiferentiation_Imediata_016_siacua(ExSiacua):

def make_random(s,edict=None):

x=var(’x’)

s.sseuu= ur.iunif(0,1) #escolhe aleatoriamente a expressdo a escrever no enunciado

s.al = ur.iunif_nonset(-9,9,[0,1]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0,1
s.a2 = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0

s.a3 = ur.iunif_nonset(-9,9,[0,1,-1]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto -1,0,
s.bl = ur.iunif_nonset(-9,9,[0,1,-1]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto -1,0,

#s.ad4 = -(s.a2)*x"2

#s.thetal=ur.random_element ([0, pi/6,pi/2, pi/3,pi/4, pi 1) #opgdo lista

s.res0 = ur.iunif(0,1) #opgao de escrita da resolugdo 0,1 (2 possibilidades)

#print("al=", s.al)

#print("a2=", s.a2)

s.fl = g.al*x*xe~(s.a2*x"2)
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#s.respostal = -s.al/(2*(s.a2))*exp(-(s.a2)*x"2)
s.resposta0 = integrate(s.fl,x)
s.aux0 = - s.al/(2x(s.a2))*exp(-(s.a2)*x"2)

#s.auxl = 2x s.aux0

# Controlar os Sinais
if s.a2>0:

s.sgn_a2=’ ’

else:

s.sgn_a2=’-’

s.a22= abs(s.a2)

#respostas

s.rel = diff(s.f1, x) # derivada = @ —----mmmm e
s.re2 = s.alxexp(-(s.a2)*x"2) # primitiva como se fosse e~x (invar
s.re3 = -s.al/(s.a2)*exp(-(s.a2)*x"2) # primitiva como se e~x fosse fungdo p

#fungdo para reescrever exponenciais sem parentesis

def rewrite(self,text0):

#Esta parte depende do que queremos alterar.

modifications = [

C ur’e\"\{\\left\ ((.+?)\\right\)\}’ , ur’e~{\1}’ )
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#Esta parte & sempre a mesma.

text = text0

for m in modifications:

text = re.sub( m[0], m[1], text, re.U )

return text

)2 7)
E26A36 Antidiferentiation Imediata 017 siacua

meg.save(r’’’

Jsummary Primitivas; Primitivas imediatas

Palavras-chave: Primitiva; antiderivada; exponencial de base a diferente de e.

Autores: Jodo Silva

Ano: 2017

Propésito didatico: Primitivacdo & a operacdo inversa da derivagdo (Imediatas)

sproblem Calcular primitivas imediatas: exponencial de base a.

Uma familia de primitivas da fungdo definida por §$ f(x)= f1$ sseuu@c{"é&", "pode ser"}:
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<multiplechoice>

<choice> $$ g(x) resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) = rel+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) re2+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) re3+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

Atendendo a que, para todo o nimero real $a$ positivo e diferente de $1$ se tem $\le:
$$ \int a~u \; w’ \;dx = \frac{a"u}{\1n (a)},$$ e usar esta formula para calcular uma

<p>

Assim,

\begin{egnarray*}

\int f1 \, dx &=& \frac{1}{a2 \, \1n (b1)} \, \int a2 \, \times \, bl1~{a2 x - sgn_;
&=& resposta0.

\end{eqnarray*}

Adicionando uma qualquer constante a esta fungdo obtém-se ainda uma primitiva, portan

$$ g(x) = resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ & uma primitiva de $£f$.

class E26A36_Antidiferentiation_Imediata_017_siacua(ExSiacua):

def make_random(s,edict=None):

x=var(’x’)
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s.sseuu= ur.iunif(0,1) #escolhe aleatoriamente a expressio a escrever no enunciado

s.al = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0

s.a2 = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto O

s.a3 = ur.iunif_nonset(-9,9,[0,1,-1]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto -1,0,
s.bl = ur.iunif (2,9 ) # base a

#s.thetal=ur.random_element ([0, pi/6,pi/2, pi/3,pi/4, pi 1) #opgdo lista

s.res0 = ur.iunif(0,1) #opgao de escrita da resolugdo 0,1 (2 possibilidades)

s.fl=s.b1"(s.a2*x - (s.a3))

#s.resposta0 = (-s.al/(s.a2*%In(s.b1l))) * s.bl~(-s.a2*x - (s.a3))

s.respostal0 = integrate(s.f1l,x)

#respostas

s.rel = diff(s.f1, x) # derivada = @ —---mm—mmmm e
s.re2 = 1n(s.bl)* s.respostal # esquece de dividir por 1n da base
s.re3 = s.a2x s.respostal # esquece de dividir pela derivada do expoente -------

# Controlar os Sinais

if s.a2<0:
s.sgn_a2=’-’
else:

s.sgn_a2=’+’

s.a22= abs(s.a2)
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if s.a3<0:
s.sgn_a3=’+’
else:
s.sgn_a3=’ "’

§.a33= abs(s.a3l3)

#funcdo para reescrever poténcias de fungles trigonométricas e log-> 1ln

def rewrite(self,text0):

#Esta parte depende do que queremos alterar.

modifications = [

C ur’\\sin\\1left\ (([\d\\, ul+?)\\right\)\"\{2\}> , r’\sin~2(\1)°*> ),
( ur’\\log’ , r’\\1ln’> )
]

#Esta parte & sempre a mesma.

text = textO

for m in modifications:

text = re.sub( m[0], m[1], text, re.U )

return text

b 7)
E26A36 Antidiferentiation Imediata 018 siacua

meg.save(r’’’

Jsummary Primitivas; Primitivas imediatas

Palavras-chave: Primitiva; antiderivada; exponencial.
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Autores: Jodo Silva

Ano: 2017

Prop6sito didatico: Primitivacdo & a operagdo inversa da derivagdo (Imediatas)

hproblem Calcular primitivas imediatas: logaritmo; Primitiva  imediata

Uma familia de primitivas da fung3o definida por §$ f(x)= f1$ sseuu@c{"é&", "pode ser"}

<multiplechoice>

<choice> $$ g(x) respostal0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) = rel+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) re2+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) re3+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

Como $ \left(\1n u \right)’= \frac{u’}{u}$, tem-se que

$$\int \frac{u’}{u} = \1ln u$$

onde $u$ & uma funcdo de $x$ tal que $\1n u$ (o logaritmo natural de $u$) é uma fungdo ¢
<p>

Podemos usar esta formula:

<p>

\begin{eqnarray*}
\int f1 \, dx &=& respostal

\end{eqnarray*}
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e, portanto, qualquer fungdo do tipo

$$ g(x) = resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ & uma primitiva de $£f$.

class E26A36_Antidiferentiation_Imediata_018_siacua(ExSiacua):

def make_random(s,edict=None):

x=var(’x’)

s.sseuu= ur.iunif(0,1) #escolhe aleatoriamente a expressdo a escrever no enunciado

s.al = ur.iunif(0,9) # parametro a multiplicar: de -9 a 9,

s.a2 = ur.iunif(2,9) # parametro a multiplicar

s.n0 = ur.iunif(2,5)

s.bl = ur.iunif_nonset(-9,9,[0,1,-1]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto -1

#s.thetal=ur.random_element ([0, pi/6,pi/2, pi/3,pi/4, pi 1) #opgdo lista

s.resO = ur.iunif(0,1) #opgao de escrita da resolugdo 0,1 (2 possibilidades)

s.lista0=[(s.a2*x + s.al)"2, s.a2xx~2+ s.al, x~s.n0+s.a2] #as  fungdes geradas
s.1d3=ZZ.random_element(len(s.lista0 )) # gerado aleatoriamente entre 0 e o comprimen
s.e0 = s.listaO[s.id3]

#print(’e0=’,s.e0)

s.fl

diff(s.e0, x)/s.e0 # fungdo escolhida. A primitiva & imediata: logaritmo

s.de0

diff(s.e0,x)
s.respostal0 = integrate(s.fl,x)

#print(’de0=’, diff(s.e0, x))
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#respostas

s.rel = diff(s.f1,x) # derivada = ——mmm e
s.re2 = 1/ s.respostal # 0 mmmmmmo_ >

s.re3 = integrate(s.de0,x)/integrate(s.e0,x) # o—mmm - >

if s.al * s.a2 <0:
s.sgn_pl="-’

else:

s.sgn_pl=’ "~
s.all= abs(s.al)
S.a22= abs(s.a2)

#fungdo para reescrever poténcias de fungdes trigonométricas e log-> 1ln

def rewrite(self,text0):

#Esta parte depende do que queremos alterar.

modifications = [

( ur’\\sin\\left\ (([\d\\, ul+?)\\right\)\"\{2\}’> , r’\sin~2(\1)’> ),
( ur’\\log’ , r’\\1n’> )
]

#Esta parte & sempre a mesma.

text = textO

for m in modifications:

text = re.sub( m[0], m[1], text, re.U )

return text

))))

E26A36 Antidiferentiation Imediata 019 siacua



121

meg.save(r’’’

Jsummary Primitivas; Primitivas imediatas

Palavras-chave: Primitiva; antiderivada; exponencial

Autores: Jodo Silva

Ano: 2017

Prop6sito didatico: Primitivagdo & a operagdo inversa da derivagdo (Imediatas)

%problem Calcular primitivas imediatas: exponencial 7777 NAQ VERIFICADO - COMPLICADO!

Uma familia de primitivas da fungdo definida por § f(x)= f1$ sseuu@c{"é", "pode ser

<multiplechoice>

<choice> $$ g(x) resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) = rel+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) = re2+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) re3+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

<!-H& dois tipos de resposta que aparecem aleatoriamente: resO & a varidvel que regul

<showone res0>

<thisone Caso 0 - (isto & comentario)>
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Uma primitiva de uma funglo é outra fungdo cuja derivada é a fungdo dada.

<p>

Assim, derivando qualquer fungdo da familia $g(x) = respostal0 + C $§, sendo $C$ um nimerx
obtém-se $$g’(x) = f1, $$ portanto $g(x) = resposta0 + C $ & uma familia de primitivas
</thisone>

<thisone Caso 1 - (isto & comentério)>

Uma primitiva desta funcdo pode ser obtida usando a regra de primitivagdo da fungdo expc

<p>

Assim,

\begin{eqgnarray*}

\int \frac {(1n x)~{a1}}{a2 x} \, dx &=& \frac{1}{a2}\int \frac{1}{x} \times (1n x)~{al]
\\

&=& \frac{ai}{a2} \, \frac {(1n x)~{al + 1}}Hal + 1} =\\

\\ \\

&=& respostal.

\end{eqnarray*}

Adicionando uma qualquer constante a esta funglo obtém-se ainda uma primitiva, portanto,
$$ g(x) = respostad + C, \; C \in \mathbb{R} $$ & uma primitiva de $£f$.

</thisone>

</showone>

class E26A36_Antidiferentiation_Imediata_019_siacua(ExSiacua):

def make_random(s,edict=None):

x=var(’x’)

s.sseuu= ur.iunif(0,1) #escolhe aleatoriamente a expressdo a escrever no enunciado
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s.al = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a
s.a2 = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a
s.a3 = ur.iunif_nonset(-9,9,[0,1,-1]) # parametro a multiplicar: de

s.bl = ur.iunif_nonset(-9,9,[0,1,-1]) # parametro a multiplicar: de

9, exceto O
9, exceto O
-9 a 9, exceto -1

-9 a 9, exceto -1

#s.thetal=ur.random_element ([0, pi/6,pi/2, pi/3,pi/4, pi 1) #opgdo lista

s.resO = ur.iunif(0,1) #opgao de escrita da resolugdo 0,1 (2 possibilidades)

s.f1=((1n (x)~(s.al)))/(s.a2 * x)

s.respostal =integrate(s.fl,x)

#respostas

s.rel = diff(s.f1, x) # derivada = @ —---mmmmm e
s.re2 = (s.al + 1)* s.resposta0 # esquece de dividir pelo expoente -
s.re3 = (s.al + 1)/s.a2x(1n(x))~(s.al + 1) # Multiplica pelo expoente + 1 em

#funcdo para reescrever poténcias de fungdes trigonométricas e log-> 1ln

def rewrite(self,text0):

#Esta parte depende do que queremos alterar.

modifications = [

( ur’\\sin\\1left\ (([\d\\, ul+?)\\right\)\"\{2\}> , r’\sin~2(\1)’
( ur’\\log’ , r’\\ln’ )

),
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#Esta parte & sempre a mesma.

text = textO

for m in modifications:

text = re.sub( m[0], m[1], text, re.U )
return text

) ))
E26A36 Antidiferentiation Imediata 020 siacua

meg.save(r’’’

hsummary Primitivas; Primitivas imediatas

Palavras-chave: Primitiva; antiderivada;logaritmo.

Autores: Jodo Silva

Ano: 2017

Propdsito didatico: Primitivagdo & a operagdo inversa da derivagdo (Imediatas)

Jproblem Calcular primitivas imediatas: logaritmo --NAD USAR E CASO PARTICULAR DO E26A:

Uma familia de primitivas da fungdo definida por

<multiplechoice>

<choice> $$ g(x)

<choice> $$ g(x)

<choice> $$ g(x)

<choice> $$ g(x)

$ £(x)= f1$ sseuu@c{"é", "pode ser"}:

resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>
rel+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>
re2+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>
re3+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>
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<choice> $$ g(x) = red4+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

<!-Ha dois tipos de resposta que aparecem aleatoriamente: resO & a varidvel que regul

<showone res0>

<thisone Caso O - (isto & comentério)>

Uma primitiva de uma fungdo é outra fungdo cuja derivada é a fungdo dada.

<p>

Assim, derivando qualquer fungdo da familia $g(x) = respostal0 + C §, sendo $C$ um ni
obtém-se $$g’(x) = f1, $$ portanto $g(x) = resposta0 + C $ & uma familia de primitiv
</thisone>

<thisone Caso 1 - (isto & comentério)>

Uma primitiva desta funcfo pode ser obtida usando a regra de primitivagdo do logaritm

<p>

Assim,

\begin{eqnarray*}

\int f1 \, dx &=& aux0 \, \int \frac {\sin \, x}{\cos \, x} \, dx \\
&=& resposta0.

\end{eqnarray*}

Portanto, qualquer fungdo do tipo

$$ g(x) = resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ & uma primitiva de $£f$.
</thisone>

</showone>
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class E26A36_Antidiferentiation_Imediata_020_siacua(ExSiacua):

def make_random(s,edict=None):

x=var(’x’)

s.sseuu= ur.iunif(0,1) #escolhe aleatoriamente a expressdo a escrever no enunciado

s.al = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto O

s.a2 = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0

s.a3 = ur.iunif_nonset(-9,9,[0,1,-1]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto -1,0,

s.bl

ur.iunif_nonset(-9,9,[0,1,-1]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto -1,0,

s.ad4 = -(s.a2)*x"2

#s.thetal=ur.random_element ([0, pi/6,pi/2, pi/3,pi/4, pi 1) #opgdo lista

s.res0 = ur.iunif(0,1) #opgao de escrita da resolugdo 0,1 (2 possibilidades)

s.f1l = (s.al*sin(x)) / (s.a2*cos(x))

s.resposta0 = integrate(s.fl,x)
s.aux0 = s.al/s.a2

#s.auxl = 2x s.aux0

#respostas

s.rel = diff(s.f1, x) # derivada @~ @ —--mmmmmm e
s.re2 = s.al/s.a2*tan(x) # esquece de dividir por a2 = @ --------
s.re3 = s.al/(2xs.a2)*(sin(x))"2 # primitiva o seno como se 0 cosseno estivesse

s.re4 = integrate(l/s.f1,x)
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# Controlar os Sinais
if s.a2>0:
s.sgn_a2=’-’

else:

s.sgn_a2=’ ’

if s.al * s.a2 <0O:
s.sgn_pl="-’
else:

s.sgn_pl=’ "~

if s.sgn_pl <O0:
s.sgn_p2=’ "’
else:

s.sgn_p2="-’

s.all= abs(s.al)
s.a22= abs(s.a2)

s.a33= abs(s.a3)

#funcdo para reescrever poténcias de fungdes trigonométricas e log-> 1ln

def rewrite(self,text0):

#Esta parte depende do que queremos alterar.
modifications = [

( ur’\\sin\\left\ (([\d\\, x]+?)\\right\)\~\{2\}’
( ur’\\cos\\left\ (([\d\\, x]+?)\\right\)\"\{2\}’

b

b

r’\sin~2(\1)’
r’\cos~2(\1)’

),
),
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( ur’\\tan\\left\ (([\d\\, x]+?)\\right\)\"\{2\}> , r’\\tan~2(\1)’> ),
( ur’\\tan’ , r’{tg}’ ),

( ur’\\log’ , r’\\1ln’> )

]

#Esta parte & sempre a mesma.

text = textO

for m in modifications:

text = re.sub( m[0], m[1], text, re.U )

return text

) ))
E26A36 Antidiferentiation Imediata 021 siacua

meg.save(r’’’

Jhsummary Primitivas; Primitivas imediatas

Palavras-chave: Primitiva; antiderivada; logaritmo.

Autores: Jodo Silva

Ano: 2017

Prop6sito didatico: Primitivagdo & a operagdo inversa da derivagdo (Imediatas)

hproblem Calcular primitivas imediatas: logaritmo

Uma familia de primitivas da fungdo definida por §$ f(x)= f1$ sseuu@c{"é", "pode ser"}:

<multiplechoice>
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<choice> $$ g(x) resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) rel+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) = re2+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) re3+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) red+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

<!-H& dois tipos de resposta que aparecem aleatoriamente: resO & a variavel que regul.

<showone res0>

<thisone Caso O - (isto & comentério)>

Uma primitiva de uma funglo é outra fungdo cuja derivada é a fungdo dada.

<p>

Assim, derivando qualquer fungdo da familia $g(x) = respostal0 + C §, sendo $C$ um ni
obtém-se $$g’(x) = f1, $$ portanto $g(x) = resposta0 + C $ & uma familia de primitiv
</thisone>

<thisone Caso 1 - (isto & comentério)>

Uma primitiva desta func¢do pode ser obtida usando a regra de primitivagdo do logaritm

<p>

Assim,

\begin{eqnarray*}

\int f1 \, dx &=& aux0 \, \int \frac {\sin (b1l x)}{\cos (b1 x)} \, dx \\
&=%¢ auxl \int bl \,\frac {\sin (b1l x)}{\cos (b1l x)} \\

&=& respostal

\end{eqnarrayx*}

donde se pode concluir que qualquer fungdo do tipo
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$$ g(x) = resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ & uma primitiva de $£$.
</thisone>

</showone>

class E26A36_Antidiferentiation_Imediata_021_siacua(ExSiacua):

def make_random(s,edict=None):

x=var(’x’)

s.sseuu= ur.iunif(0,1) #escolhe aleatoriamente a expressdo a escrever no enunciado

s.al = ur.iunif(1,9) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0

s.a2 = ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0

s.a3 = ur.iunif_nonset(-9,9,[0,1,-1]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto -1,0,
s.bl = ur.iunif(1,9) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto -1,0,1

s.ad = -(s8.a2)*x"2

s.pl = s.al *x s.bl * s.a2

s.p2 = s.al x s.bl

#s.thetal=ur.random_element ([0, pi/6,pi/2, pi/3,pi/4, pi 1) #opgdo lista

s.res0 = ur.iunif(0,1) #opgao de escrita da resolugdo 0,1 (2 possibilidades)

s.expl =2

s.f1 = (s.al*sin(s.bl*x)) / (s.a2*cos(s.bl*x))
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s.resposta0 = integrate(s.fl,x)

s.aux0 = s.al/s.a2

s.auxl = - s.aux0/s.bl

#respostas

s.rel = diff(s.f1, x) # derivada = @ —-———mmmmmmmmeo
s.re2 = s.al/s.a2xtan(s.bl*x) # converte sen x / cos x em tg x e n
s.re3 = s.al/(2xs.a2)*(sin(s.blxx))"2 # ndo divide pelo coeficient
s.re4 = integrate(l/s.f1,x) # considera que (cos x)’ = sen x ---->

# Controlar os Sinais
if s.a2>0:
s.sgn_a2=’-’

else:

s.sgn_a2=’ "’

if s.al * s.bl * g.a2 <0:
s.sgn_pl=’ "~
else:

s.sgn_pl="-’

if s.al * s.bl <O:
s.sgn_p2=’"-’
else:

s.sgn_p2=’ "’
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s.all= abs(s.al)
s.a22= abs(s.a2)
s.a33= abs(s.a3)
s.bl1l= abs(s.bl)
s.pll= abs(s.pl)
$.p22= abs(s.p2)

#funcdo para reescrever poténcias de fungles trigonométricas e log-> 1ln

def rewrite(self,textO):

#Esta parte depende do que queremos alterar.

modifications = [

( ur’\\sin\\1left\ (([\d\\, x]+?)\\right\)\"\{2\}> , r’\sin~2(\1)°*> ),
C ur’\\cos\\1left\ (([\d\\, x]+?)\\right\)\"\{2\}> , r’\cos~2(\1)°’> ),
( ur’\\log’ , r’\\1ln’> )

]

#Esta parte & sempre a mesma.

text = textO

for m in modifications:

text = re.sub( m[0], m[1], text, re.U )

return text

)7))
E26A36 Antidiferentiation Parts 024 siacua

meg.save(r’’’

%hsummary Primitivas; Primitivas Por Partes
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Palavras-chave: Primitiva; antiderivada.

Autores: Jodo Silva

Ano: 2017

Propdésito didatico: Primitivagdo por partes

Jproblem Calcular primitivas usando o método e primitivagdo por partes: a x*sin(b x),

Uma familia de primitivas da fungdo definida por § f(x)= f1$ sseuu@c{"é", "pode ser

<multiplechoice>

<choice> $$ g(x) = resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>
<choice> $$ g(x) = rel+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>
<choice> $$ g(x) = re2+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>
<choice> $$ g(x) = re3+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>
<choice> $$ g(x) = red4+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>
<choice> $$ g(x) = reb+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

Uma primitiva desta fung8o pode ser obtida utilizando a regra de primitivag¢do por par
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<p>

\[

\int{f’ (x) \, gx) \, dx}t=f(x)\, gx)- \int{f(x) \, g’ (x)\,dx}
\]

<p>

onde

\[

\begin{array}{1111111}

£2(x) &=& flsimp , & \qquad & f(x) &=& priml \\
g(x) &% x , & \qquad & g’ (x) &=& 1 \\
\end{array}

\]

Assim,

\begin{eqgnarray*}

\int f1 \, dx

&=& al \, \int x \, filsimp \, dx \\

&=& al \, \left[ \left(priml \right) \, x \, - \int \left(priml \right) \times 1 \, ¢
&=& al \, \left[ prim3 \, sgn_id3 \; coef00 \;flsimp \right]\\

&=& respostal.

\end{eqnarray*}

Adicionando uma qualquer constante a esta fung8o obtém-se ainda uma primitiva, portanto,

$$ g(x) = respostad + C, \; C \in \mathbb{R} $$ & uma primitiva de $£f$.

class E26A36_Antidiferentiation_Parts_024_siacua(ExSiacua):

def make_random(s,edict=None):
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x=var(’

S.88euu

s.al
s.a2 =
s.a3 =
s.bl =

s.ad =

s.pl

s.p2

#s.thet

s.res0

x7)

= ur.iunif(0,1) #escolhe aleatoriamente a expressdo a escrever no enunciado
ur.iunif_nonset(-9,9,[0]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto O
ur.iunif_nonset (0,9, [0]) # parametro a multiplicar: de 1 a 9
ur.iunif_nonset(-9,9,[0,1,-1]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto -1
ur.iunif_nonset(-9,9,[0,1,-1]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto -1
-(s.a2)*x"~2

s.al *x s.bl * s.a2

s.al * s.bl

al=ur.random_element ([0, pi/6,pi/2, pi/3,pi/4, pi 1) #opgdo lista

= ur.iunif(0,1) #opgao de escrita da resolugdo 0,1 (2 possibilidades)

s.lista0=[s.al*x*sin(s.a2*x), s.alxxxcos(s.a2*x)] #as fungldes geradas

§.1d3=Z

Z.random_element (len(s.lista0 )) # gerado aleatoriamente entre 0 e o comprimen

s.f1 = s.listaO[s.id3] # fungdo escolhida

s.flsimp =s.f1/(s.al*x) # £

s.priml = integrate(s.flsimp,x)

s.prim2 = integrate(s.priml,x)

s.prim3 = s.priml *x

s.coef0 = s.prim2/s.flsimp

#s.respostal = (s.al/(s.a2))*((sin(s.a2+*x))/s.a2 - x*cos(s.a2*x) )
s.resposta0 = integrate(s.fl,x)
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#respostas erradas

s.rel = diff(s.f1, x) # derivada @ @ —--mmmmmmm .
s.re2 = (s.al/s.a2)*((sin(s.a2*x))/s.a2-cos(s.a2+*x)) # uwv - P uv

s.re3 = s.a2*s.resposta0 # ao primitivar n8o divide pelo argumento das fungdes trigc
s.re4 = (s.al/s.a2)*(sin(s.a2#x)-cos(s.a2*x)) # Ndo divide por a2 ao primitivar Pu’s
s.reb = s.a2*s.red # ao primitivar ndo divide pelo argumento das fung¢des trige

# Controlar os Sinais
if s.1d3 ==1:
s.8gn_id3="+’

else:

s.sgn_id3=’-"’

if s.coef0 <0:
s.sgn_coef0="-"’
else:
s.sgn_coef0="+’
s.all= abs(s.al)
s.a22= abs(s.a2)
s.a33= abs(s.ad)
s.bll= abs(s.bl)
s.pll= abs(s.pl)
S.p22= abs(s.p2)
s.coef00= abs(s.coef0)

#fungdo para reescrever

def rewrite(self,text0):

poténcias de fungdes trigonométricas e log-> 1ln
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#Esta parte depende do que queremos alterar.

modifications = [

C ur’\\sin\\left\ (([\d\\, ul+?)\\right\)\"\{2\}’> , r’\sin~2(\1)’ ),
( ur’\\log’ , r’\\1ln’ )
]

#Esta parte & sempre a mesma.

text = textO

for m in modifications:

text = re.sub( m[0], m[1], text, re.U )

return text

) 7)
E26A36 Antidiferentiation Parts 025 siacua

meg.save(r’’’

Jsummary Primitivas; Primitivas Por Partes

Palavras-chave: Primitiva; antiderivada.

Autores: Jodo Silva

Ano: 2017

Propésito didatico: Primitivagdo por partes

%problem Calcular primitivas usando o método e primitivagdo por partes: a x~2 exp(s.p

Uma familia de primitivas da fungdo definida por § f(x)= f1$ sseuu@c{"é", "pode ser
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<multiplechoice>

<choice> $$ g(x) resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) = rel+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) re2+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) re3+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

Uma primitiva desta fungdo pode ser obtida utilizando a regra de primitivagdo por partes

<p>

\[

\int{f’(x) \, gx) \, dx}=f(x)\, g(x)- \int{f(x) \, g’ (x)\,dx}
\]

<p>

onde

\[

\begin{array}{1111111}

f2(x) &=& exp0, & \qquad & f(x) &=& priml \\
g(x) &=%& x~2 , & \qquad & g’ (x) &=& 2x \\
\end{array}

\]

<p>
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Assim,

\begin{egnarray*}

\int f1 \, dx

&=& al \, \int x~2 \, expO \, dx \\

&=& al \, \left[ priml \times (x°2) - \int 2 x priml \, dx \right] \\
&=%& aux0 \; exp0 \, sgnl auxll \int x exp0 \, dx

\end{eqnarray*}

e, usando de novo integragdo por partes para calcular este novo integral, agora com
\[

\begin{array}{1111111}

f’(x) &=& expO0, & \qquad & f(x) &=& priml \\

g(x) &% x |, & \qquad & g’(x) &=& 1 \\

\end{array}

\]

fica,

\begin{egnarray*}

\int f1 \, dx

&=& aux0 ; exp0 \, sgnl auxll \left( \frac{x}{a2} exp0 - \int priml \, dx \rig
&=& aux0 \; exp0 \, sgnl aux22 x exp0 sgn3 aux33 exp0 \\

&=& resposta0.

\end{eqnarray*}

Portanto, qualquer fungdo do tipo

$$ g(x) = resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ & uma primitiva de $£f$.

class E26A36_Antidiferentiation_Parts_025_siacua(ExSiacua):

def make_random(s,edict=None):

x=var(’x’)
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s.sseuu= ur.iunif(0,1) #escolhe aleatoriamente a expressdo a escrever no enunciado

S

S.

.al

a2

ur.iunif_nonset(-9,9,[0,1,-1]) # parametro a multiplicar: de -9 a 9, exceto 0

ur.iunif_nonset(0,9,[0]) # parametro a multiplicar: de 1 a 9

if abs(s.alxs.a2) > 15:

S

S.

.a2 =

f0 =

.exp0
£2 =
g1 =

.aux0
.auxl
.aux?2

.aux3

1

S

S

s8.f2 *s.exp0 #funcdo a integrar

5//abs(s.al)
.a2%*x
exp(s.f0)

.al*xx”2

.resposta0 = integrate(s.fl,x)

s.al/s.a2 *x~2
2%s.al/s.a2
2*s.al/s.a2"2

s.aux2 /s.a2

.priml=integrate(s.exp0,x)

#respostas erradas

S.

S.

S.

rel
re?

re3

diff(s.f1, x)

# derivada = 2« mmmmmmmmmmmmmm

integrate(x~2,x)*s.exp0 - integrate(integrate(x~2,x) * derivative(s.exp0) , x)

S.alxs.expO*(x~2 - 2%x+2)

# Controlar os Sinais

if s.al >0:

S.

S.

sgnl
sgn3

else:

S.

S.

sgnl
sgn3

s.auxll=

sS.aux22=

) _)

d4)

240

abs(s.auxl)

abs (s.aux2)

# ao primitivar n8o divide por a2 semj
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s.aux33= abs(s.aux3)

b 7)
E26A36 Antidiferentiation Parts 026 siacua
meg.save(r’’’

Jsummary Primitivas; Primitivas Por Partes

Palavras-chave: Primitiva; antiderivada.

Autores: Jodo Silva

Ano: 2017

Propbésito didatico: Primitivagdo por partes

sproblem Calcular primitivas usando o método e primitivagdo por partes:a 1ln(b x)

Uma familia de primitivas da fungdo definida por § f(x)= f1$ sseuu@c{"é", "pode ser

<multiplechoice>

<choice> $$ g(x) resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) = rel+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) = re2+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

<choice> $$ g(x) re3+ C, \; C \in \mathbb{R} $$ </choice>

</multiplechoice>

%ANSWER

Uma primitiva desta funcfo pode ser obtida utilizando a regra de primitiva¢do por par
<p>

Assim,

\begin{eqnarray*}

\int f1 \, dx

&=& al \, \int 1 \, \times \, \1n(a2 x)\, dx \\
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&=k al \, \left( x \, \1n (a2 x) - \int x \frac {a2}{a2 x} \, dx \right) \\
&=& a1l \, \left( x \, \1n (a2 x) - x \right)\\

&=& a1l \, x \, \left(\1n (a2 x) - 1 \right)\\

&=& respostal.

\end{eqnarray*}

Adicionando uma qualquer constante a esta fung¢do obtém-se ainda uma primitiva, portanto,

$$ g(x) = resposta0 + C, \; C \in \mathbb{R} $$ & uma primitiva de $£$.

class E26A36_Antidiferentiation_Parts_026_siacua(ExSiacua):

def make_random(s,edict=None):

x=var(’x’)

s.sseuu= ur.iunif(0,1) #escolhe aleatoriamente a expressdo a escrever no enunciado

s.al = ur.iunif_nonset(-9,9,[0,1,-1]) # parametro a multiplicar
s.a2 = ur.iunif_nonset(0,9,[0,1,-1]1) # parametro a multiplicar
s.fl = s.al*ln(s.a2*x) #fungdo a integrar

s.resposta0 = integrate(s.fl,x)

#respostas erradas

s.rel = diff(s.f1, x) # derivada = @ —--mm—mmmm e
s.re2 = s.al*xx(1ln(s.a2*x - 1/(s.a2))) #Faz (1n u)’=1/u em vez de u’/u por hab:
s.re3 = s.al/2 *(1n (s.a2%x))"2 # Primitiva 1n(a2 x) como sendo a base de portér

# Controlar os Sinais

if s.a2 >1:
s.sgn_a2 = ’-’
else:

40

s.sgn_a2
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s.all= abs(s.al)
§.a22= abs(s.a2)

#funcdo para reescrever poténcias de fungles trigonométricas e log-> 1ln

def rewrite(self,text0):

#Esta parte depende do que queremos alterar.

modifications = [

C ur’\\sin\\1left\ (([\d\\, ul+?)\\right\)\"\{2\}> , r’\sin~2(\1)’ ),
( ur’\\log\\left\ (([\d\\, x]+?)\\right\)\"\{2\}’> , r’\\log~2(\1)’ ),
( ur’\\log’> , r’\\1ln’> ),

]

#Esta parte & sempre a mesma.

text = textO

for m in modifications:

text = re.sub( m[0], m[1], text, re.U )

return text

777)



