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Resumen

Las entropias relativas cuanticas de Renyi proporcionan una familia monoparamétri-
ca de distancias entre matrices densidad, que generalizan la entropia relativa y la fideli-
dad. En esta Tesis, estudiamos estas medidas para flujos del grupo de renormalizacion
en Teoria Cuantica de Campos. Derivamos expresiones explicitas en Teorias de Cam-
pos libres basandonos en el enfoque en tiempo real. Al utilizar las propiedades de
monotonicidad, obtenemos nuevas desigualdades que deben satisfacerse por trayecto-
rias consistentes del grupo de renormalizacién en Teoria de Campos. Al enfocarnos en
el limite del cono de luz, mostramos que estas medidas, que caracterizan la trayectoria
completa del RG, estan limitadas por cantidades intrinsecas a los puntos fijos, como
la entropia de borde o la carga central. Estas desigualdades desempenan el papel de
una segunda ley de la termodindmica, en el contexto de los flujos del grupo de renor-
malizaciéon. Finalmente, aplicamos estos resultados a un modelo Kondo simplificado,
donde evaluamos explicitamente las entropias relativas de Renyi, trabajando tanto en
una superficie de Cauchy a tiempo constante, como en una superficie de Cauchy que
se acerca al cono de luz. Un resultado de esto es que la catastrofe de ortogonalidad de
Anderson puede evitarse trabajando en una superficie de Cauchy que se acerca al cono

de luz.



Abstract

Quantum Renyi relative entropies provide a one-parameter family of distances bet-
ween density matrices, which generalizes the relative entropy and the fidelity. In this
Thesis we study these measures for renormalization group flows in quantum field theory.
We derive explicit expressions in free field theory based on the real time approach.
Using monotonicity properties, we obtain new inequalities that need to be satisfied by
consistent renormalization group trajectories in field theory. By focusing on the light-
cone limit, we show that these measures, which characterize the full RG trajectory, are
bounded by quantities intrinsic to the fixed points, such as the boundary entropy or
the central charge. These inequalities play the role of a second law of thermodynamics,
in the context of renormalization group flows. Finally, we apply these results to a trac-
table Kondo model, where we evaluate the Renyi relative entropies explicitly, working
both on a constant time Cauchy surface, and on a Cauchy surface that approaches the
light cone. An outcome of this is that Anderson’s orthogonality catastrophe can be

avoided by working on a Cauchy surface that approaches the light-cone.

vi



Capitulo 1

Introduccién y motivacion

“Si tengo fe en que soy capaz de hacerlo, adquiriré sequra-
mente la capacidad de realizarlo, aun sino la poseia al co-
menzar.”

— Mahatma Gandhi.

Entender una Teoria Cuéntica de Campos (QFT por sus siglas en inglés) involucra
la habilidad de predecir su comportamiento al examinarla a distintas escalas de energia,
o equivalentemente, a distintas escalas de resolucion espacial. Un papel fundamental
en esto lo juegan las llamadas Teorfas Conformes de Campos (CFTs por sus siglas
en inglés). Estas son teorias que lucen exactamente igual a cualquier escala. Las CFT
son claves para nuestra compresiéon moderna de las teorias de campos. Tan es asi que
cualquier QFT que esté bien definida a todas las escalas energéticas debe comportarse
como una CFT en el rango de energias altas, es decir, en el ultravioleta (UV).

En cierto sentido esto es obvio: a energias que son arbitrariamente grandes compa-
radas con todas las masas o cualquier escala intrinseca que nuestra teoria pueda poseer,
el valor de estas escalas puede para todo efecto practico tomarse como igual a cero, y de
aqui se sigue que tendremos invariancia bajo reescalamientos. La tinica sutileza es que
los acoplamientos de la teoria en general cambiaran conforme vamos a altas energias, y
en lugar de aproximarse a valores constantes podrian volverse infinitos, posiblemente a
energia finita. Pero esta opcién la descartamos cuando insistimos en que nuestra teoria
esté bien definida a todas las energias, es decir, que sea “completa en el UV”.

La definicién mas general de una QFT utiliza una CFT como punto de partida en
el UV y le agrega términos que son despreciables a altas energias pero que se vuelven
relevantes a bajas energias, es decir, en el infrarrojo (IR). El formalismo adecuado para
analizar lo anterior es lo que se conoce como el Grupo de Renormalizacién (RG, del
inglés Renormalization Group), y en ese lenguaje, lo que hemos dicho hasta ahora se
resume en la siguiente frase: todas las QFT completas en el UV pueden entenderse como

flujos del RG obtenidas como deformaciones relevantes de un punto fijo UV. Ahora



bien, ;qué significa que una deformacién sea relevante?. Para responder a la anterior
pregunta, consideremos una perturbacién a una CFT en dimensiéon 14 1 anadiendo un

término extra a la accién original,
SC’FT — 9 = SCFT + O.//dQO'O. (11)

Aqui O es un operador local de la teoria, mientras que « es algiin coeficiente. Estas

perturbaciones caen dentro de tres clases, dependiendo de la dimension A de O.

» A < 2 : En este caso, « tiene dimensién positiva: [a] = 2 — A. El pardmetro
adimensional & = «/ El™ con F la escala de energia del proceso de interés, tiende
a cero para E grande (UV) mientras que crece conforme la escala de energia es
cada vez mas baja (IR). Tales deformaciones son denominadas relevantes porque
son importantes en el IR. El flujo del grupo de renormalizaciéon nos aparta de la

CFT. So6lo dejamos de fluir cuando alcanzamos una nueva CFT.

= A = 2 : La constante « es adimensional. Tales deformaciones son denomina-
das marginales. La teoria deformada define una nueva CF'T sélo a primer orden
en «. Al tomar en cuenta las correcciones debido a o # 0, el acoplamiento se
hace relevante o irrelevante. A excepcion de las teorias supersimétricas, ningin

acoplamiento es “exactamente” marginal.

= A > 2: La constante o posee dimensiones negativas. El parametro adimensional
& = aFE*72, es pequeiio en el IR y grande en el UV. Estas deformaciones son
denominadas irrelevantes. La fisica en el IR es atin descrita por la CFT original.

Pero la fisica en el ultravioleta es alterada.

En este trabajo centraremos nuestra atencion es ciertos aspectos no perturbativos
del RG. Tal y como describimos anteriormente el RG da flujos o trayectorias en el
espacio de acoplamientos {g;} como funcién de cierta escala de distancia o energfa. En
la Figura 1.1 se muestran dos puntos fijos Pyy v Prg, flujos relevantes de Pyy a Prg
(en rojo), y flujos irrelevantes (en azul).

Hasta el momento, se ha establecido que el RG para Teorias Cuanticas de Campos
relativistas y unitarias es irreversible en dos [2, 3], tres [1] y cuatro dimensiones espacio-
temporales [, 6]. Esto significa que uno puede asociar una cantidad intrinseca C' a un
punto fijo, y una condicién necesaria para conectar dos puntos fijos por medio del RG
es que

Cyy > Cig. (1.2)

Esto puede entenderse en términos de la entropia de entrelazamiento,

S(pv) = =Tr py log pv (1.3)



{9:}

G Gp
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Figura 1.1: Posibles trayectorias del RG entre dos puntos fijos, siguiendo [1]. Lineas rojas
denotan trayectorias relevantes desde Py, mientras que las lineas azules estan asociadas a
deformaciones irrelevantes.

donde
pv = Try [0)(0) (14)

es la matriz densidad del vacio obtenida al trazar sobre los grados de libertad en el
complemento de la regiéon V. La irreversibilidad del RG es una consecuencia de la
unitariedad y subaditividad fuerte de la entropia de entrelazamiento [3, 4, 6].!
Estamos interesados en la siguiente interrogante: dados dos puntos fijos que satis-
facen (1.2), cudles flujos del RG entre ellos son posibles? En particular, nos interesaria
establecer condiciones necesarias que deben ser satisfechas por trayectorias consisten-
tes del RG en Teorias Cuanticas de Campos unitarias. Para esto, es natural analizar
el RG en términos de Informacién Cuéntica, en particular a través de distancias entre
dos matrices densidad reducidas: oy, caracterizando el punto fijo UV, y py, asociado
con la teoria que fluye con el RG. Una nocién de distancia muy ttil y central en este

trabajo es la entropia relativa,

S(pllo) = Tr p(log p —logo), (1.5)

que mide la distinguibilidad entre los dos estados. La entropia relativa es positiva y
mondétona ante el aumento de tamarnio de la regién. Basados en esto, en la referencia [7]

los autores probaron la version entrépica de la irreversibilidad de los flujos del RG para

'Hasta el momento, no se conoce si el planteamiento es cierto para dimensiones del espacio-tiempo
d > 5.



teorfas con bordes, y en [3] los autores proveyeron una prueba alternativa del Teorema

c. Otra nocién de distancia es la versién cudntica de la fidelidad,

F(p,0) =Tr \/o'/2pcl/2 (1.6)

la cual se reduce al solapamiento entre dos funciones de onda cuando los estados p y o
son puros. Tales solapamientos aparecen, por ejemplo, al evaluar la entropia de borde
en términos de estados de bordes [9].

En este trabajo, analizaremos una familia de medidas de distancias conocidas como

entropias cudnticas relativas de Renyi (QRRE),

11—«

log Tr (Jli’;aapJ;T)a . (1.7)

Salpllo) = ——

Aunque otras definiciones de medidas de informacién existen en la literatura de Teoria
de Informaciéon Cudntica (ver [10]), la principal motivacién para estudiar (1.7) es que
las S, interpolan entre (1.5) y (1.6) cuando « varia entre 1y 1/2. Este hecho, unido a
las propiedades de monotonicidad que satisfacen las S, nos posibilitara derivar nuevas
condiciones necesarias para flujos consistentes del RG.

La dependencia no lineal de las S, (p||o) en p y o hace los célculos explicitos bastan-
te dificiles, y hasta el momento no han habido muchos trabajos tratando de entender
el contenido fisico de estas medidas de informacion. Algunos trabajos previos inclu-
yen [11], donde las S, fueron evaluadas en CFTs en dimensién d = 2 usando el truco
de réplica, y [12], donde se estudiaron las divergencias cudnticas de Renyi [10] para
estados excitados de CFTs. Ademds, el trabajo [13] estudia divergencias cudnticas de
Renyi a segundo orden en teoria de perturbaciones usando holografia.

En este trabajo vamos a estudiar las medidas de informacién S, en Teorias Cuantica
de Campos. Nos enfocamos en teorias con bordes donde el RG pasa solo en el borde.
Estas teorfas son mas faciles de estudiar que RGs en el bulk. El dltimo queda como
tema a abordar en el futuro. Se combinaran ademas técnicas y resultados de teorias
libres, con analisis de teorias interactuantes.

La estructura de la Tesis es como sigue. En el Capitulo 2 damos un breve repaso
de conceptos e ideas fundamentales de Informacién Cuantica que usaremos a lo lar-
go del trabajo. También, introduciremos las S,, que posteriormente calcularemos en
el Capitulo 3 para Teorfas de Campos libres usando métodos de tiempo real. Luego,
en el Capitulo 4 presentamos y estudiamos el modelo Gaussiano que posteriormente
utilizaremos como laboratorio para estudiar las QRRE. Los resultado obtenidos estan
ilustrados en el Capitulo 5. En particular, encontramos que la catastrofe de ortogona-
lidad de Anderson [11] puede ser evitada al calcular los solapamientos de los estados

fundamentales sobre el limite del cono de luz; esto podria ser de interés para problemas



de impurezas mas generales en la fisica de la materia condensada. Finalmente, en el
Capitulo 6 consideramos consecuencias generales de las propiedades de monotonicidad
de las S, para flujos del RG. Al centrar nuestra atencién en el limite del cono de luz
estudiado en [7, 8], mostraremos que las S,, que caracterizan la trayectoria completa
del RG, estan acotadas por cantidades intrinsecas a los puntos fijos, tales como las
entropia de borde o la carga central.

Casi la totalidad de los resultados mostrados en esta Tesis estan plasmados en la
publicacién [15]. El modelo Kondo libre, sobre el cual calculamos las QRRE, fue intro-
ducido en [7]. Por este motivo, el Capitulo 4 lo dedicamos a presentar dicho modelo, y a
reproducir los calculos mas importantes, para los fines del presente trabajo, realizados

en la publicacién original.



Capitulo 2

Informacion Cuantica y Teoria

Cuantica de Campos

“Jamas te ha sido dado un deseo sin que se te haya otorgado

el poder de hacerlo realidad.”
— Richard Bach.

Una pregunta fundamental en Teoria de Informacion Cuéntica estd asociada a de-
terminar cuando dos elementos de informacién son similares. Motivados por el plan-
teamiento anterior, se ha definido una gran variedad de medidas de informacién [16],
también conocidas como medidas estaticas, que cuantifican cuan cerca dos determina-
dos estados cuanticos estan. Ejemplos de este tipo de medidas de informacién son la
entropia relativa, la distancia traza y la fidelidad. Desde el punto de vista de su uso y
aplicaciones, las medidas de distancia mencionadas anteriormente juegan un rol impor-
tante en Teoria de Informacién Cuantica y Computacion Cuédntica y ademas, tienen
una profunda conexién con el Entrelazamiento Cuantico, Caos Cuantico y Transiciones
de Fase Cudnticas ([17], [15], [19]).

2.1. Aspectos de Informacién Cuantica.

Primeramente haremos una rapida revisién sobre algunos conceptos fundamentales

que necesitaremos posteriormente.

2.1.1. Operador densidad reducido. Valores medios de obser-

vables

Consideremos un estado cuédntico puro |¢)) de un sistema que estd divido en dos

partes disjuntas A y B. El espacio total de Hilbert del sistema H es el producto tensorial
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del espacio de Hilbert de las partes, o sea H = H4 ® Hp. Trazando sobre cada parte

se tienen los operadores

PA = TrB W><¢\a pPB = TI”A ’w><¢‘v (21)

que satisfacen las propiedades estandares del operador densidad

pl=p, Trp=1, p*<p, (2.2)

y por esta razon se conocen como operadores densidad reducidos. Cada uno de estos
operadores permiten calcular valores de expectacién de un dado observable O con

soporte sobre la porcién del sistema correspondiente,

(Oa) = (Y]|0alt) = Travp(OalY) (¥]) = Tra(Oa Trp [¥)(]) = Tr(Oapa)  (2.3)

Es de gran interés el caso cuando la division de ‘H en H, v Hp esta asociada con
una divisién del espacio fisico, y cuando, el estado |¢) puro de H corresponde al estado
de vacio |0) de una QFT que abarca todo el espacio fisico. En este caso un punto de
vista méas general es necesario.

Supongamos que H representa el espacio de Hilbert de una QFT que, por sim-
plicidad la consideraremos regularizada y Hz C H, con R indicando una porcién del
espacio fisico. Ahora consideremos un estado puro |0) € H y un elemento A del algebra
de operadores lineales que actian sobre Hg, o sea, A € L(Hg). El operador reduci-
do pgr de |0) estd definido por: 1-) pr € L(Hg) y es un estado (hermitico, positivo
y de traza unitaria), 2-) Reproduce todos los valores de expectaciéon de |0) para los
operadores que viven en L(Hg) o sea, Tr(prO) = (0|0|0) VO € L(Hg). La definicién
anterior coincide en el caso de descomposicién del H global como producto tensorial

H = Hr ® Hy con la operacién de "trazar” por el complemento, pr = Trg [0)(0].

2.1.2. Entropia de von Neumann

Existen muchas medidas de la impureza o pureza de un estado, y por ello, medidas
del entrelazamiento del estado global, cuando este es puro. Una de las mas usadas y
que més aplicaciones encuentra es la entropia de von Neumann. Dado un estado p esta

se define por
S(p) = —Tr(plogp) = Z/\ log Ai, (2.4)

donde \; son los autovalores de la matriz p. Esta funcion da una medida de la dis-
tribucion de los autovalores de la matriz p, es siempre no negativa, igual a cero para

estados puros, e invariante ante transformaciones unitarias sobre el estado. Si el es-
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pacio de Hilbert es de dimensién finita IV, entonces, para cualquier estado p se tiene
que S(p) <log N. La igualdad solo se alcanza para los llamados estados maximamente
entrelazados. La entropia de von Neumann tiene también la propiedad de ser aditiva
para estados de la forma p = >, proj ® o7, con o}, ® o7 matrices densidad de soporte
disjuntos para distintos k. En general, cuando los soportes no son disjuntos, la entropia
es una funcién convexa. Esta propiedad aditiva es clave para que la entropia de von
Neumann sea un candidato adecuado para representar a la entropia termodinamica
cuando el estado de la materia se representa por un estado cuantico. Muy relacionada

con la entropia de von Neumann estan las entropias de Renyi .S,,, definidas por

Sulp) = 7 log Tr(5") 2.5)

Las S,, comparten con la entropia de von Neumann las propiedades mencionadas arriba,
excepto la de la aditividad, que solo vale para cuando la suma en k tiene un solo

miembro. En el limite de n — 1 es igual a la entropia de von Neumann:

lim S,,(p) = S(p) (2.6)

n—1

Esta propiedad es muy explotada para calcular S(p) en ciertos contextos, donde se
hace muy complicado el célculo debido a la presencia del logaritmo. Como ejemplo
de lo anterior esta el método de réplicas para calcular S(p) en Teorias Cudnticas de
Campos. Se basa en calcular la Renyi y posteriormente tomar el limite. Otra propiedad
importante que comparten la entropia de von Neumann y las entropias de Renyi es la
siguiente. Dado un estado puro p en un espacio de Hilbert H = H4 ® Hp, la entropia

del estado reducido a A, o a B, son iguales:

S(pa) = S(pB) (2.7)

y lo mismo para las Renyi. Lo anterior es consecuencia del teorema de descomposicion
de Schmidt, que implica que los autovalores de p4 v pp son iguales, salvo una cantidad,
no necesariamente igual, de autovalores iguales a cero.

Otra cantidad fundamental, de la que se derivan propiedades sumamente utiles
(incluyendo las de la entropia de von Neumann) es la Entropia Relativa. A diferencia
de las anteriores, esta se define a partir de dos estados, p y o, y sirve como una medida

de la distancia estadistica entre ellos. Esta definida por

S(pllo) =Trp(log p —log o) (2.8)

siempre y cuando el soporte de ¢ incluya al de p, en caso contrario se define como

infinito. Respecto de sus propiedades, lo primero que sale a relucir es que no es simétrica
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en sus entradas. Puede ser 1til pensar el estado o como un estado de referencia con el
que se va a comparar p, y dicha comparacién no es simétrica, por lo que S(p||o) no es
una distancia (en el sentido matemético) en el espacio de estados. Si el segundo estado
es puro, la entropia relativa siempre sera infinita, a no ser que el primer estado sea
igual al segundo. La entropia relativa es siempre no negativa, igual a cero solo cuando
p 'y o son iguales e invariante ante transformaciones unitarias simultaneas sobre ambos
estados. La entropia relativa es también aditiva ante combinaciones convexas de estados
disjuntos, y en general, doblemente convexa. Tiene ademas la siguiente interpretaciéon
operacional. Dado el estado conocido de referencia o, la probabilidad p de confundir a
p con o, a juzgar por los resultados de N mediciones experimentales efectuadas sobre

p, tan bien elegidas como se quiera, dado que conozco o, viene dada por
D~ e—NS(PHU)7 (2.9)

para N grande. Por ejemplo, si o es puro, en cuyo caso S(p|lo) = oo si p # o, estd
claro que podemos reconocer eficientemente en unos pocos experimentos que p no es o.
La medicién més eficiente para esto parece ser proyectar en o. Este sentido operacional
hace de la entropia relativa una medida de la distinguibilidad entre dos estados.

La entropia relativa tiene otra propiedad muy importante y de la que se derivan
muchas de sus aplicaciones: su monoticidad ante tomar subalgebras. O sea, dadas dos
algebras, una incluida dentro de la otra, V C V, vy dos estados, pv v oy de V', que se

reducen a V como Py Y Oy, se tiene que
S(pyplloy) < S(pvllov) — para V. CV (2.10)

Podemos interpretar (2.10) como que, al disminuir el dlgebra de operadores tenemos
menos elementos para distinguir a los estados p y o. En otras palabras, con los opera-
dores en V podemos realizar de forma mas eficiente los experimentos y distinguir mejor

los estados p y o que haciendo experimentos solo con el subconjunto de operadores en

V.

La entropia relativa, al igual que la entropia de von Neumann, se puede ver como
un limite particular de una familia de funciones mas generales. Para la entropia de von
Neumann, tenfamos que esta correspondia al limite n — 1 en la entropia de Renyi. En
el caso de la entropia relativa existe una familia de funciones, las entropias relativas de
Renyi, que estudiaremos mas adelante en 2.2 y que jugardn un papel fundamental en

este trabajo.
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2.1.3. Hamiltonianos modulares

Cualquier operador densidad puede escribirse de la forma

= — 2.11
siendo H un operador autoadjunto. En el contexto de la teoria algebraica de campos
H se conoce como Hamiltoniano modular.

Los Hamiltonianos modulares son objetos muy interesantes que codifican todas las
propiedades de un estado reducido. Como una aplicacién muy simple, que sera util més

adelante en el trabajo, reescribamos la entropia relativa como

S(pllo) = —AS + A(H,) (2.12)
con H, = —logo el Hamiltoniano modular del estado o,
AS = S(p) — S(o) (2.13)

es la diferencia entre la entropia de entrelazamiento de los estados y
A(H,) = (Hy), — (Ho)o (2.14)

es la diferencia entre las energias modulares de los estados. La entropia relativa es la
energia libre del estado p respecto del Hamiltoniano (modular de o) a temperatura
igual a uno. Esta separacién de la entropia relativa en una parte de entropia y en
una parte de energia modular resulta muy 1til para abordar ciertos problemas (ver
Capitulo 6).

2.2. Entropias Cuanticas Relativas de Renyi

Comencemos por definir entonces las Entropias Cuédnticas Relativas de Renyi y

posteriormente, enunciaremos algunas de sus propiedades mas importantes.

Las QRRE se definen como [20, 21]

1
Salpllo) = —

log Tr <0157ap0157a>a : (2.15)
-«

La definicién anterior es vélida para cualquier o € (0, 1)U(1, 00) y cualesquiera operado-
res densidad p, o tales que p y o no sean ortogonales. La condiciéon de no-ortogonalidad
es suficiente para asegurar que las S, sean finitas cuando o < 1. Las QRRE aparecen

como una generalizacién natural de las entropias relativas de Renyi [22] que incluyen
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la no conmutatividad cuantica de las matrices densidad involucradas.

En este trabajo centraremos nuestra atencion prinicipalmente en el rango o €
[%, 1]. En particular, los bordes de este intervalo estédn caracterizados por medidas
de informacién cudnticas bien conocidas. Cuando o = 1/2 tenemos la fidelidad,

S12(pllo) = =2 log Tr \/o'/2po?/? = =2 log F(p, o), (2.16)

donde F(p, o) denota la fidelidad cudntica. Otro limite interesante es el limite a — 1

Si(pllo) = Tr(plog p — ploga) = S(pllo). (2.17)

Aqui S(p||o) es la entropia cudntica relativa. Entonces, las QRRE aparecen, en el
intervalo a € [1/2,1], como una interpolacién entre la fidelidad cudntica y la entropia
relativa cudntica. Este es uno de los motivos principales para considerar (2.15), por
sobre otras formas alternativas tales como [10].

Para la fidelidad, una representacién 1til viene dada por el Teorema de Uhlmann|23],

el cual establece que cuando dimH < oo

F(p,0) = méx |(4[9)] (2.18)

donde el maximo es sobre todas las purificaciones [24] |¢)) de p y |¢) de o. El resultado
establecido por Uhlmann no provee una herramienta de calculo para evaluar la fidelidad.
Sin embargo, en la mayoria de los casos, propiedades de la fidelidad son mucho mas facil
de probar a través de la expresién dada por Uhlmann. Por ejemplo, se vé facilmente
que la fidelidad es simétrica en sus entradas y que ademas esta acotada entre 0 y 1,
0 < F(p,0) < 1.Si p = o es claro, de la expresién de Uhlmann que F(p,0) = 1. Si
p # o entonces [1)) # |¢) para cualquier purificacion [i) v |¢) de p y o respectivamente,
de forma que F(p,o) < 1. El limite inferior se verifica cuando p y o tienen soporte
sobre subespacios ortogonales. Intuitivamente, lo anterior se puede entender como que
en esas condiciones p y o son perfectamente distinguibles y por tanto debemos esperar
que F' alcance un valor minimo en este punto.

Las QRRE también admiten representaciones en términos de cantidades de extre-
mizacién. Por ejemplo, en [25] se mostré que

e} 11—« —1

_ —a\ @ o a/(a—1)
Tr <O'127 pO'W) = minHZU <Q{ TI'(Hp) - (Oé — 1) Tr (HI/QO'THI/2>

(2.19)
para 0 < a < 1; el minimo deberia ser remplazado por el méaximo para a > 1. Una
representacion similar es derivada en [20]. Estas representaciones se encuentran en la

base de las propiedades de monoticidad que ahora revisaremos.
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Las S, son funciones monétonas crecientes en « [20, 25, 20]

d
— > 0. .
T~ Sa(pllo) 2 0 (2.20)

Tanto la distancia inducida por la fidelidad S%, como la entropia relativa S; son po-
sitivas, y iguales a cero solo cuando p = o. Con lo anterior, vemos entonces que la

ecuacién (2.20) da las siguientes mismas propiedades para las S,
Sa(pllo) >0, Sa(p|lo) =0 for p=o0. (2.21)

Aligual que discutimos para la entropia relativa, las QRRE son mondtonas al aumentar

el tamaifio del dlgebra. Recordando, si consideramos dos regiones A C A, entonces

Sa(palloa) < Salpillos) (2.22)

para a € [1/2,1) U (1, 00). Este resultado usa (2.19); ver por ejemplo [25].



Capitulo 3

QRRE en Teorias Cuanticas de

Campos libres.

“La forma mds efectiva de hacerlo, es hacerlo.”
— Amelia Earhart.

En este capitulo calcularemos las QRRE en el caso de Teoria Cuantica de Campos
libres. Estas son los modelos mas simples posibles en teoria de campos, y debido a
esto proveen un lugar natural para entender las S,. Ademds de su simplicidad, los
modelos libres proveen una configuracién interesante para las medidas de informacion
cuantica, donde se pueden reconocer propiedades de teorias cuanticas de campos més
generales. Los estados Gaussianos también juegan un papel importante en teoria de
informacién cudntica, optica cudntica y fisica atémica, ver por ejemplo [27, 28| para
mas informacion.

Trabajaremos en tiempo real, relacionando los correladores Gaussianos en una su-
perficie de Cauchy fija con la matriz densidad. Con el método de tiempo real se pretende
calcular directamente la matriz densidad reducida correspondiente a un estado global
de vacio en el espacio de Minkowski. Se parte de una versién discreta de la Teoria
Cuéantica de Campos sobre una red y eventualmente se toma el limite continuo, para
més informacién ver [29]. Este enfoque es 1til también para célculos en la red, y los
resultados obtenidos seran aplicados a un modelo libre de juguete con el que trabajare-
mos en el resto de este trabajo. Los resultados de esta seccién son validos para estados
Gaussianos, que tienen una aplicabilidad mayor que las Teorias Cuanticas de Campos

libres.

13
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3.1. Fermiones libres

Consideremos dos teorias de campos de fermiones, con el mismo contendio de cam-
pos, pero con diferentes Hamiltonianos. Nos restringiremos a las teorias libres, o sea, a
Hamiltonianos cuadraticos en los campos, que conducen a estados fundamentales Gaus-
sianos. En la presente derivacion trabajamos a temperatura cero y a potencial quimico
nulo, pero no requerimos invariancia de Poincaré. Denotemos los dos Hamiltonianos en

la red por

H = Z Ml , H = Z M{j¢§¢j' (3.1)
ij ij

En el caso estandar, estos Hamiltonianos surgen al discretizar las teorias de interés
sobre una superficie de Cauchy a tiempo constante. En nuestro caso estaremos también
interesados en superficies de Cauchy mas generales. En particular, en teorias relativistas
a continuacion, las superficies de Cauchy se aproximaran al limite del cono de luz.

Las matrices densidad reducidas son denotadas por oy y py, respectivamente. Estas
se obtienen trazando sobre los fermiones en los sitios en el complemento del conjunto
V. Nuestro objetivo es calcular las S, (p||o).!

Los modos fermiénicos obedecen {1, %T} = 0;;. Las unicas funciones de correlacion
de dos puntos en la superficie de Cauchy estan dadas por la distribucion de Fermi-Dirac

a temperatura cero,
(il) = Cij , (Wly) = 65 — Cji (3.2)

con C'= O(—M). Una expresion similar vale para la otra teorfa, con C' = O(—M’).
Consistentemente con el Teorema de Wick, la matriz densidad reducida viene dada

por un estado Gaussiano [29, 30]

ijev
donde Hy, conocido como Hamiltoniano modular, esta fijado en términos de los corre-

ladores al requerir que Tr(p@/);-[ y;) = Cj;. El resultado que se obtiene es
Hy = —log(C™!' —1). (3.4)

La constante de normalizaciéon K = 1/det(1 + e~ 1v).

En la busqueda de una expresién explicita para las QRRE son fundamentales 2
propiedades. En primer lugar, para un estado Gaussiano p, la potencia p® es también
un estado gaussiano, con Hamiltoniano modular aHy;;. En segundo lugar, debido al
algebra de operadores de creacion y destruccién, se puede ver que el producto de dos

estados Gaussianos diferentes es también un estado Gaussiano, cuyo Hamiltoniano

'En adelante, siempre que no lleve a confusiones, eliminaremos el subindice V.
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modular puede obtenerse en término de los Hamiltonianos modulares de los estados
iniciales por medio de la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH).
Para ver esto, es conveniente introducir los operadores fermioénicos de Majorana

wr = (Y; + wj», i(; — w;-)), y reescribir la matriz densidad reducida como

p X exp (—% Z G[JU)[U)J) , (3.5)

1Jjev

donde la matriz G es real y antisimétrica. Usando entonces que {w, w;} = 2d;; obte-
nemos que [31]

i, T T i, T
€4w R1w€4w Rg’w — €4w Rw) €R1€R2 — €R. (36)

Esto nos permite calcular productos de matrices densidad Gaussianas, que es lo que
necesitamos para evaluar las S,. Este método fue usado en [32] para calcular la fi-
delidad, y un enfoque similar es presentado en el Apéndice para el calculo de las S,,.

Mostramos solo el resultado final

«

Trlog(1 —C") (3.7)

Salpll) =~ Trlog(1 — 0) = ——

[ s {1+(<1—CC>2;1€/0<1?C>2;) } |

Vale recordar que C' es el correlador asociado con o, mientras C’ es el asociado con p.

3.2. Bosones libres

Por completitud, enfoquémosnos ahora en el caso de bosones libres. El Hamiltoniano

de la red es de la forma
1 5 1
H=3 Ez mt+g Eij Kijpig; , (3.8)

donde ¢; y m; obedecen las relaciones canénicas de conmutacion [¢;, 7;| = id;;. Conside-
remos dos Hamiltonianos diferentes, con ntcleos cuadraticos K y K’, y evaluaremos las
Sa(p||o) para sus correspondientes matrices densidad reducidas. Las Entropias relativas
de Renyi para estados bosénicos fueron evaluadas también en [33].

Las funciones de dos puntos sobre la superficie de Cauchy estan parametrizadas

Ccomo
(9i95) = Xij, (mim;) = P

i (3.9)
<¢z‘7Tj> = <7Tj¢z‘>* = §5z‘j-
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con

1 1
Xij = §(K_%)ij, Py = §(K1/2),-j. (3.10)
Ver e.g. [29] para una revisién de estos puntos. Las ecuaciones en (3.9) implican que

las matrices X y P son reales, Hermiticas y definidas positivas. Posteriormente, intro-

ducimos entonces

C=VXP, (3.11)

los autovalores de C? son mayores o iguales que 1/4.
Consistentemente con el Teorema de Wick, la matriz densidad reducida viene dada

por un estado Gaussiano de la siguiente forma general

Py X exXp (— Z <M1]¢z¢] + Nijﬂ'iﬂ'j)> . (312)

1,j€V

Esta matriz densidad reducida puede diagonalizarse mediante una transformacion de
Bogoliubov, que permite relacionar M and N con los correladores (3.9). Las expresiones
explicitas pueden encontrarse en [29].

Ahora bien, en pos de calcular las QRRESs, es conveniente introducir las variables
Q1 = (¢;,m;), que satisfacen [Q), Q] = i€, donde Q = ios ® 1 es la matriz simplécti-

ca. En esta parametrizacién la matriz densidad reducida tiene la forma

pv o exp (— 5QTCQ), (3.13)

donde G es real y simétrica, y sus bloques estan determinados por M y N en (3.12).

Productos de estados Gaussianos vienen determinados por [31]

1 1 1 . . .
e 3QTG1Q,—5Q7G2Q _ 675QTGQ’ o~ 1G1 ,—iQG2 _ —i0G (3.14)

Este método fue usado en [31] para calcular la fidelidad para el caso bosoénico.

Usando estas propiedades, en el Apéndice evaluaremos las S,, obteniendo

1 1 1 1
Sal(pllo) = 5 Trlog <Z — 02> - log (é_l — C'2)

o 21-a (3.15)
+ Trlog ((le_TaT’le_Ta) _ 1) ,
1—a
donde T viene dado por la siguiente expresion
CQJr% i 021 P_1
2_1 2_1
T=| ¢ ' %2% » (3.16)
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(Vale recordar nuevamente que C' es el correlador asociado a o, mientras que C’ es
el asociado a p.) Las potencias restantes no triviales de Ty T’ pueden calcularse
explicitamente, pero las expresiones finales en término de los correladores iniciales
(X, P, X', P') son muy complicadas y no serdan presentadas aqui. Estas complicaciones
provienen del hecho de que, a diferencia del caso fermionico, aqui las matrices T" no

son diagonal en bloques, y dependen tanto de P (6 X) como de C'.

3.3. Meétodo de la resolvente

La ecuacién (3.7) provee una expresién cerrada para las S, en funcién de los corre-
ladores fermiénicos C'y C’. En pos de calcular potencias no triviales de los operadores
anteriores, es conveniente usar sus resolventes.

Dado un operador M se define su resolvente como

1 1
R(M,z)="Tr + - . 3.17
(04, =T (5 + 1) (3.17)
Anadimos el término extra 1/z respecto a la definicién estdndar con el objetivo de
lograr convergencia para valores de z grandes. En este caso la adicion del término
extra se justifica por el hecho de que, en todas las expresiones que siguen, este término
estarda multiplicado por funciones que se anulan en z = 0.

Los correladores C'y C” tienen autovalores en el rango (0, 1). Para un dado autovalor

/100 4P (ﬁ + %) = log(1 - 1), (3.18)

Tr log(1 — C) = / T ABR(C.B). (3.19)

1

y asi

Posteriormente, centramos nuestra atencién en una matriz mucho mas complicada

[ N\= c \=
M:(—1_0> 1_C,<1_C) , (3.20)

y necesitamos calcular Tr log(1 4+ M®). La matriz M posee autovalores positivos. Para

un dado autovalor A\, tenemos

271

log(1 4+ \*) = L/c <z i T é) log(1 4+ %) (3.21)

donde C es un contorno que se recorre en sentido contrario a las manecillas del reloj
alrededor de A (el contorno no contiene a z = 0). La integral del término proporcional

a 1/z es cero, pero lo anadimos con el objetivo de tener un integrando integrable para
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valores grandes de z. Elegimos que el corte de rama de log(1 4+ z%) se encuentre en
z > 0. Podemos entonces deformar el contorno C para que ahora corra en el intervalo

(—00,0), obteniendo el siguiente resultado

10g(1 + )\04) _ _% OOO dﬁ (; _ l) [log(l + Baeiﬂ'a) _ log(l + ﬁae—z’wa)] '

A+p B
(3.22)
Por tanto,
Tr log(1+ M?) = —% Ooo dB R(M,—p) [log(1 + p%€™) — log(1 + )] .
(3.23)

Finalmente, usando (3.19) y (3.23), las entropias relativas de Renyi (3.7) vienen

dadas por la siguiente expresion

«

11—«

Sutollo) =~ [ a5 (ReC.)+ 2R ) (3:24)

+ i " /O g—fi R(M, —p) [log(1 + ™) —log(1 + B%"™)] .

Esta es nuestra férmula final para las S, cuando consideramos estados Gaussianos
en general. En particular, en el Capitulo 5 aplicaremos estos resultados al caso de un
fermién de Dirac acoplado a una impureza de Kondo, que experimenta un flujo del RG.
Aplicando (3.24) al modelo Kondo libre, identificaremos C' con el correlador fermidnico
en el UV (m = 0), y C’ con el correlador correspondiente a la teoria con RG no nulo
(es decir m # 0). En el Capitulo 5, evaluaremos la fidelidad F = e~251/2 cuando
consideramos una superficie de Cauchy a tiempo constante. Luego, evaluaremos las S,
con « € [1/2,1], pero esta vez cuando la superficie de Cauchy coincide con el limite del
cono de luz. En ambos casos, restringiremos los correladores a un intervalo x € (0, R).
Esto corresponde a una matriz densidad reducida que se obtiene de integrar los grados
de libertad en z € (R, c0).



Capitulo 4

Modelo Kondo libre

“El éxito consiste en ir de fracaso en fracaso sin perder el
entusiasmo.”
— Winston Churchill.

Las impurezas cuanticas y defectos juegan un papel fundamental en diferentes areas
de la fisica tedrica abarcando desde teoria de cuerdas hasta la fisica de la materia con-
densada. Como ejemplo, encontramos el estudio de materiales fuertemente correlacio-
nados. Un método realista para abordar problemas relacionados con estos materiales
es el Campo Medio Dindmico (DMFT por sus siglas en inglés). En este método, se
mapea el problema de estudio en la red, a un problema de impurezas auxiliar. Am-
bos problemas estdn ligados a través de relaciones de autoconsistencias, dadas por la
igualdad de las funciones de correlacion dinamicas locales.

Para comprender las posibles QFT's con defectos y su dindmica, un paso fundamen-
tal es clasificar las condiciones de borde que preservan alguna invariancia conforme de
las CFTs en el bulk, junto con los flujos del RG entre distintas condiciones de borde.

La situacién mejor entendida corresponde a CF'Ts en dos dimensiones con bordes
conformes, que condujo al desarrollo de las Teorias de Campos Conformes con bordes
(BCFT). Los aspectos principales del resto de la Tesis se enfocardan en estos sistemas
con bordes y su RG. En particular, estudiaremos teorias libres con bordes a través
de un modelo Gaussiano relativista introducido y estudiado en [7]. A pesar de su
simplicidad, este modelo conduce a flujos del RG no triviales, sirviéndonos de esta

forma como laboratorio para probar nuestras ideas.

4.0.1. Modelo Kondo

La gran mayoria de los mecanismos que contribuyen a la resistividad de los metales,
p(T), dan que p(T") — 0, cuando 7" — 0 (fonones 6 interaccion electrén-electrén), 6 dan

p(T) — const, cuando T' — 0 (impurezas no magnéticas). Sin embargo, metales que

19



4.1 Una impureza fermidnica 20

contienen impurezas magnéticas muestran un comportamiento tal que p(7') aumenta
cuando T" — 0. Esto fue explicado por Kondo en 1964 usando a través del siguiente

Hamiltoniano:

o
H =Y ulgvspelh) + 2SS b S, (4.1)
k,a ?,?

donde los 1/1?@ corresponden a operadores de destruccion de electrones de conduccion
(con momento k y espin «), y ? representa el espin de la impureza magnética. El
término de interaccion representa la interaccién del espin de la impureza con el espin
del electrén en 7 = 0.

Encarar el anterior problema, tal y como esta definido, implica llevar a cabo célculos
no perturbativos para un sistema mecanico-cuantico interactuante con un continuo de
excitaciones que abarcan un amplio espectro de energias. En particular, en esta Tesis
nos centraremos en una versién simplificada del sistema descripto por (4.1). A pesar de
ser libre, la versiéon simplificada conserva aspectos importantes del RG entre distintas
condiciones de borde, constituyendo asi el lugar ideal donde probar nuestras ideas.

En la subseccion 4.1.1 introduciremos y discutiremos el modelo Gaussiano en el
cual basaremos el resto del trabajo. Esta parte de la Tesis sigue el trabajo realizado

en [7]

4.1. Una impureza fermidénica

4.1.1. Modelo Kondo libre. Version en el continuo

Consideremos entonces un fermién de Dirac bidimensional viviendo en z; > 0, que
interactiia con una impureza fermionica de Majorana en x; = 0. La accién asociada a

este sistema es
S = / d:co/ dr, ( — iy Ot + %5(%) X7 9ox +m'/? @x — W)} ) (4.2)
—00 0

Analizando las dimensiones de escaleo vemos que [¢)] = 1/2, [x] = 0, y entonces
[m] = 1y tenemos una pertubacién relevante en la frontera. Es importante aclarar que
x es un grado de libertad mecanico-cuéntico (vive en dimensién 0 + 1 ) y por tanto
escalea diferente a los fermiones del bulk. La acciéon anterior es la mas general posible
que respete las simetrias de la teoria y donde sdlo se consideraron los términos con
los acoplamientos mas relevantes. Para esclarecer el comentario anterior, supongamos
que dentro de la parte de la accion que sélo vive en el borde anadimos un término de
la forma ¢ (xl)%(yw)ﬁ + c.c, este término es sin duda alguna invariante de Lorentz y
analizando las dimensiones de escaleo se tiene que [\] = % Vemos entonces que para

£ > 2 el acoplamiento es irrelevante y lo podemos despreciar a la hora de hacer el flujo
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de grupo de renormalizacion hacia el infrarojo. En el caso de § = 2 el acoplamiento
A es marginal, y el comportamiento en UV y IR esta completamente determinado por
las fluctuaciones cudnticas y no puede inferirse del simple anélisis dimensional. Este
término es menos relevante que el término cuadratico que hemos incluido, y por tanto
no lo consideraremos. Sin embargo, aparece en los modelos de Kondo interactuantes
[35].

Posteriormente, con el objetivo de analizar los efectos de la perturbacién, expresa-

mos la accién en componentes y para ello elegimos la siguiente representacion

o (0 1 1 (01 B (o [
) () el e

Trabajamos en la signatura (—+). Respecto a las quiralidades en la base definida
anteriormente, vemos que v°> = 4%y! = o, y por tanto, Y} y ¢_ son las dos quiralidades

en dicha base. Finalmente, la accion resultante es:

S = /Oo dl’o/o d.’L’1 (l’l/f_;,_(ao - 01)¢i + Zwi (60 + 81)¢_

+6(xq) [in*aon — %m1/2n* (er + wf) + c.c] > : (4.4)

La accion es invariante ante conjugacién de carga. No es dificil corroborar que
en dos dimensiones la conjugacién de carga actia sobre un fermién de Dirac como
Yo(z) = y*(x) 6 Ye(x) = v5y'*(x). En componentes, pensando a la funcién de
onda fermidnica como ¥ = (¢4,1_), lo anterior nos da ¥, — +1_, o sea, ante la
conjugacion de carga las dos componentes fermiénicas se intercambian. La impureza
fermidnica y satisface la condiciéon de Majorana x* = y¢. Con lo anterior y la forma
particular de la accién en componentes (4.1.1) es directo verificar la invariancia de S
ante conjugacion de carga.

Analicemos ahora los limites de energia. En el ultravioleta el término de borde
masivo es despreciable frente al término de borde cinético, y debido a esto, tenemos
efectivamente un fermién mecanico-cuantico libre desacoplado del sistema del bulk.
Puesto que el bulk vive en el semiespacio z; > 0 es necesario imponer condiciones de

borde que aseguren que el término de borde se anule al tomar la variacién de la acciéon:

S, :/ d:c/ dxy [ — iy o, +3/
uv . 0 . 1( ,u) 9

—00

o0

dxg (Xvoﬁox) , (4.5)

=0 =1, (2,0) = e*™_(3,0). (4.6)

xr1=

§Sborde — / i (418% — 00" )




4.1 Una impureza fermidnica 22

Ahora bien, dentro del conjunto completo de condiciones de borde consistentes (4.6)
eligiremos aquellas que preserven la simetria ante conjugacién de carga, o sea sélo son
admisibles v = 0 y v = 1/2. En particular, elegimos v = 0 de forma tal que para el
ultravioleta la condicién de borde se lee 1 (g, 0) = ¢_(xo, 0).

En el infrarrojo profundo es posible ignorar el término cinético de la impureza,

tratandolo como un multiplicador de Lagrange que impone

S[R = / dZEO / dxl <M/J+ 81)1/1+ + Zl/) (80 + (91>¢>
/ dxg ( — %ml/Qn* (Vy +9_) + c.c.), (4.7)
=0= 7/J+(9507 ) = —¢ ('an )

Concluimos entonces que el modelo de Kondo libre da un flujo del grupo de renorma-
lizacién entre las condiciones de frontera '+ y '~/

Es también posible entender y analizar la dinamica de la impureza integrando sobre
los fermiones del bulk. Extremizando la accién original (4.2) respecto de los fermiones

en el bulk se obtiene

1(80 + 81)77Di = —%ml/Qn, 1(80 - (91>2/1_ = —%mlﬂn*. (48)

Si ahora invertimos (4.8) usando la funcién de Green de los operadores diferenciales

obtenemos

P (zg, 1) = / dry Gy (xg — mg,x1)2m1/2n(x0, 0),
- (49)
Y (xg,11) = —/ dry G_(zo — x{),xl)le/Qn*(xg, 0),
donde, G+ = (i(0y = 01)) ™! son los propagadores quirales. Con esto, la accién efectiva,

donde se han integrado los fermiones del bulk se obtiene evaluando (4.9) en (4.2), o

sea S[Y' ¥ ,n] = Ser(n]

Sef:/ dxon*Oon+
(4.10)

% [ doo [ 07 ()G o, On(at) + i) G — O ()

Para pequenas diferencias de tiempo (UV), el primer término en (4.10) predomina y
por tanto dim(n)=0; su propagador es simplemente una constante. A diferencias de
tiempo grandes (IR), la dindmica viene dominada por la contribucién de los fermiones

del bulk. Puesto que G+ (t,0) o 1/t, que no es més que la transformada de Fourier de
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O(po), obtenemos un grado de libertad mecanico cudntico con dim(n) = 1/2y

- / @(po) 1
0)) ~ [ dpgePolro=mo) : 4.11
(n(eon(ay)) ~ [ dpoe o (4.11)
Otra forma de llegar al resultado anterior es analizando las dimensiones de escaleo
para x en la accién original (4.2). Las dimensiones de escaleo vienen determinadas
por el término dominante en (4.2), que para el IR corresponde al término de masa.

Haciendo las cuentas se obtiene que dim(n) = 1/2.

4.1.2. Modelo Kondo libre. Version en la red

En pos de calcular ciertas cantidades fisicas en las secciones que siguen, pongamos la
teorfa anterior sobre la red. Debido al problema de la duplicacién fermiénica (del inglés

! es suficiente considerar un fermién del bulk de una componente

fermion doubling)
interactuando con la impureza. El paso al discreto lo podemos hacer sustituyendo la
integral sobre la variable espacial x; por una sumatoria sobre todos los sitios de la red
"pesados” por el espaciado a de la red y por ultimo, cambiando la derivada respecto a
la variable espacial por una diferencia centrada. Por ejemplo 101 — w;‘% =
i(w;f@/zjﬂ —¥7,19;5), vemos que producto de haber discretizado el operador derivada
aparece un término de hopping a primeros vecinos, o sea, que liga sitios adjacentes de

la red. Finalmente el Lagrangiano de la teoria sobre la red es:

o0

Lica =0y (it5000); - i(zp;wﬂl — % 0y)) + i Bon — %ml/Z(n*wo tec). (4.12)

J=0

Tomando el espaciado de la red a = 1, el kernel del Hamiltoniano H = WMV se
lee

0 im'2 0 0
—im'/2 0 i/2 0
M = 0 —i/2 0 /2 ---]. (4.13)
0 0 —i/2 0

El primer sitio corresponde a la impureza. Para m = 1 tenemos una red con un sitio
extra y ninguna impureza, o sea el grado de libertad mecanico cuantico corresponde
a un modo discretizado del bulk, es imposible diferenciarlo del resto. Para m = 0 la

impureza se desacopla del sistema de la red. Lo ultimo se observaba también de mirar

'El problema del fermion doubling hace su aparicién al tratar, ingenuamente, de poner campos
fermiénicos sobre una red. Consiste en la aparicién de estados adicionales, tales que uno termina
teniendo 2% particulas fermidnicas, con d el nimero de dimensiones discretas, para cada fermién
original.
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la accién de la teoria en el continuo, donde al analizar el limite en el UV (m — 0)
vimos que el término de borde de la accién sélo tenia la dinamica de la impureza que,
no afectaba la dinamica de los fermiones del bulk, quedando entonces desacoplados
completamente la impureza fermiénica de los fermiones del bulk. Para poder determinar
la relacion del modelo discreto con la teoria en el continuo es necesario estudiar el
espectro de la teorfa (4.12). Primero, sobre las convenciones usadas, consideramos a 7
asociado a una red con un sitio extra en j = —1, o sea nos construimos ¥; = (1, ¢;>0)

y buscamos los autovalores de
M;;¥;(k) = E(k)¥;(k) (4.14)
Para j > 1 las soluciones a (4.14) son combinaciones de ondas incidentes y salientes
U,(k) = are™ + b(=1)7e ™ E(k) = —sink. (4.15)

Aunque no vamos a demostrar como encontrar las soluciones de (4.14) (ver [7]) podemos
ver que como la interaccion es a primeros vecinos, sucede que al elegir un dado sitio
J > 1, que supongamos posee paridad par j = 2n, entonces, interaccionan con él los
sitios 7 — 1y 7+ 1 que obviamente poseen paridad impar. Luego, para 7 > 1 vemos de

(4.14) que
Vi =i

E(k)U; = 5

(4.16)

Suponiendo soluciones de la forma ¥, (k) = ai.e’ +ble~* donde ahora los coeficientes
en la expasién en ondas planas dependen del sitio en cuestién y sustituyendo en (4.16),
vemos que la solucién (4.15) sale directamente como una clara opcién.

Ahora bien, las condiciones de frontera eligen una combinacién especifica del mo-
mento k y m — k, con energias degeneradas. Por tanto, los autovectores distintos son
aquellos con —7/2 < k < 7/2, E = —sink. No podemos olvidarnos del otro grado de
libertad en 57 = —1, diferente del resto. Es de esperar que ¥_; no sea de la forma dada

en (4.15). Evaluando (4.14) para i = —1 tenemos

Z'ml/2
=V ;=—= . 4.17
e Y (4.17)
Pero también se tiene que My;¥; = —sin ki)y y por tanto
i m . br 1—m — e 2k
Y - —gink = “=Rky= —""——— | 4.18
2¢1 <4sink o )¢0 ay (k) 1 —m — ek (4.18)

Lo anterior nos da el coeficiente de reflexion en la pared, relacionando los modos left
y right. En el UV, donde m — 0 se tiene que Ryy (k) = e %*. Al tomar el limite al

continuo el resultado anterior tiende a Ry (k) = 1. Por el otro lado, en el IR donde



4.1 Una impureza fermidnica 25

m — oo se tiene que Rrr(k) = —1. Los resultados anteriores en funcién del coeficiente
de reflexion R(k) constituyen la versién en la red del RG entre las condiciones '+’ y '~/
En términos de los operadores de aniquilacion fk de los modos con momento definido

k (y por tanto energia definida) tenemos que
by = > Wi(k) fr (4.19)
k

Aqui, ¢;(k) viene dado por (4.15). De (4.15), vemos que la solucién ¥; contine ambas
quiralidades, left y right. Para poder aislarlas definimos para j = 0,2,4,- = 2n, los

siguientes operadores fermionicos canénicos independientes

~

Vi(j) = 7(% +1bja) = 72 Z (akem (14 e™) +bre™™ (1 - ik))fk, o

~

N 1 a ezk] 'k e—ikj e—ik Ak
6-0) = 50~ i) = fz(k ) e e ) o

Al tomar el limite al continuo @b:r seleccionara solamente la primera componente de
los modos y @/A)_ la segunda. Luego, recuperando el parametro de red en los pardmetros
(anteriormente a = 1) k — ka, m — ma y considerando x = 2aj vemos que al tomar

el limite a — 0 y normalizando propiamente los modos se obtiene

bi(t,x) = \i—k— ekt fy
N (4.21)
¢_ (t, ZL‘) —zk(t+$)R(k)fk’

\/_

con {f, fg,} = 6(k — k') y k con dominio ahora sobre todos los reales. El estado de
vacio se define de forma tal que f¢|0) = 0 para k > 0y f|0) = 0 para k < 0.
En el limite al continuo, obtenemos para el coeficiente de reflexion (4.18)
1—m— (1 — 2ik)

| 4im
k)= — k) = 2k — i2(m/k), 4.22
Rk) 2 = — g = ) 1z~ © (422)

Respecto a las propiedades del coeficiente de reflexién, vemos que R(k) = R*(—k)
reflejando la simetria ante conjugacion de carga de la teoria. Por ltimo, el campo de
la impureza (4.17) en el continuo tiene la siguiente forma

1/2

ME) = —5 =" 1+ RO, (1.23)
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4.1.3. Conclusiones Parciales

Hasta aqui hemos visto que el modelo analizado en la seccién 4.1.2 ilustra de forma
simple la discusion realizada en la seccion 4.1.1 acerca de los modos quirales left y right
y ademas, el efecto de la frontera sobre los modos right que se manifiesta a través de
la presencia de un coeficiente de reflexion para los mismos. Finalmente, vemos que a
través de la dependencia en momento del coeficiente de reflexion tenemos un flujo del
grupo de renormalizacién en la frontera, donde para grandes valores de momento (UV)
R(k) = 1 implicando que v, (xg,0) = 1_(x¢,0) y, en el limite opuesto (IR) R(k) = —1

que asociamos con 1 (xg, 0) = —_(z0,0).

4.2. Dos impurezas fermidnicas

Consideremos ahora la generalizacion del modelo al caso de dos impurezas fermiéni-
cas. Respecto al caso de una impureza, anadimos otra impureza en x; = 0 acoplada
a la impureza que se tenia inicialmente. La accion correspondiente a esta teoria es la

siguiente

g_ /_OO dzq /OOO day ( — PO, + %5(951) [yfyoaox +m!/? (@X - W)D
N / "t / h d:m%a(:cl) %9000 + 1 (XA + he) ] (4.24)
—00 0

Analizando las dimensiones de escaleo vemos que [x] = 0. Recordando del andlisis
previo de una impureza que [A] = 0, vemos finalmente que m = 1 y por tanto, tenemos
una perturbacién relevante en la frontera.

Posteriormente, pasemos rapidamente a estudiar la teorfa descripta por (4.24) en

la red.

4.2.1. Version en la red

De la misma forma que se hizo para la accién (4.2) discretizamos la teoria descripta

por la accién (4.24). Finalmente, el Lagrangiano de la teoria sobre la red es:

Lrea=a Z (10015 — %(%‘@/’Hl — ¥5aty)) + in30ome — §m1/2(772¢0 +c.c.)
=0
- (.
+inf 0o — —m(ninz + c.c.). (4.25)

2

Tomando el espaciado de la red a = 1, el kernel del Hamiltoniano H = UMV se
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lee .
0 5 0 0
—tm 0 Im!? 0
M= 0 —im'2 0 /2 -], (4.26)
0 0 —i/2 0
Pensando a 7; y 12 como asociados a puntos extras de la red con j = —1y j =

—2 respectivamente, nos construimos W; = (1,72, j>0). Nuestro interés es entonces
resolver el problema de autovalores M;;V; = E(k)¥,;. Mirando los sitios j > 1, las

soluciones son nuevamente combinaciones lineales de ondas planas,

W,(k) = ape™ + b(—1)7e"™* (4.27)
con autovalores E(k) = —sin(k). A diferencia del caso de una sola impureza ahora
tenemos dos grados de libertad diferentes en j = —1, —2 que no son de la forma (4.27).

Para ¢ = —2 tenemos que o
T m
= ———79. 4.28
n 2sin(k) 12 (4.28)
Para ¢ = —1 tenemos contribucién del sitio j = —2 y del sitio j = 0
i l :
~ L+ L = —sin(k), (4.29)
Lty = (A sine)) (4.30)
—m = |(———= —sin . :
2" = \Lsin(k) "
Para ¢ = 0 tenemos contribuciones de los sitios j = -1y j =1
— §m1/2772 + §w1 = — Sln(lﬂ)wo, (431)
i m 1 .
S = (— - sm(k)>¢0. (4.32)
4sin(k) Sln(k)

Luego, utilizando los desarrollos en ondas planas de las 1;’s nos queda que

m m

—ik _ (ik _ _—ik _ ik ik —ik
a’“(e (e —e )m2—4sin(k:)2) b’“<€ (et e )m2—4sin(k;)2)' (4.33)

Algo que podemos hacer hasta aca es verificar que si tomamos m = 0 y el limite

al continuo (el ltimo por comodidad) recuperamos el resultado obtenido en el caso
de una impureza para el coeficiente de reflexién R(k) = i% Tomando el limite al
2k
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continuo en (4.33) llegamos a la siguiente expresién para el coeficiente de reflexién

R<k)22m = bk/ak — % (4_34)
’ 1+ 2ik ="

Trabajamos a potencial quimico nulo, y para esto, requerimos que se satisfaga la
siguiente relacion entre los acoplamientos 2m < m. Respecto a las propiedades del
coeficiente de reflexién, vemos nuevamente que R(k) = R*(—k), de acuerdo con la
simetria ante conjugacién de carga de la teoria.

Para cuantizar la teoria usamos, al igual que en el caso de una impureza, los opera-
dores de destruccién f de los modos de energfa definida (4.19). Las expresiones para @@j
son idénticas a las que encontramos en el caso de una impureza. Calculemos entonces

los campos de las impurezas. Definimos por comodidad

a, st k>0
Je = ; (4.35)
ZA)]C si k<0

donde los operadores ay y by, satisfacen las relaciones de anticonmutacién canénicas. El
estado de vacio queda determinado entonces por d;|0) = bg|0) = 0.
De (4.28) y (4.30) tenemos que
im i 4m'?k

kY= ——— -
771( ) 7727 772 24k2 _mQ(

-z 1+ R(k)). (4.36)

Con lo anterior, los operadores de campos de las dos impurezas 7; y 12 quedan com-

pletamente determinados a menos de una constante de normalizacion.

o0 1 ~
i1 = —m N, / A= [(1+ R(k))ag + (1 + B*(k))B]],
o  Ak2—m (4.37)

iy = —2imY/2 N, / dk L+ R(k))ax + (1+ R (k)b]].
0

presrrl

Las constantes de normalizacién las obtenemos de imponer que se satisfaga <ﬁ17ﬂ> =
(inh) = 1/2, de forma consequente con la simetria ante conjugacién de carga (o
simetria electrén-hueco). Dejando a un lado las manipulaciones algebraicas tenemos

que el resultado final es

_2m zvz? —1

N1 = —— )
TM /252 — 1 4 22v/a% — 1 — /222 — 1 — 22/2% — 1
-

N, = _T(\/w 14 22Vr?—1— \/2:c2 11— 2V = 1), (4.39)

(4.38)
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conx:%.
m

En el caso de una impureza fermionica vimos que el flujo del RG venia determinado
a través de la dependencia en momento del coeficiente de reflexion. En el UV teniamos
R(k) = 1, mientras que en el IR encontramos que R(k) = —1. Ahora bien, qué sucede
en el caso de dos impurezas fermiénicas descripto en la red por (4.25). De la expre-
sién (4.34) vemos que cuando m = 0 recuperamos, tal y como dijimos antes, el caso
de una impureza. Consideremos ahora que m,m # 0, y tales que satisfen la condicion
m > 2m. Entonces, en el limite k — 0 el coeficiente de reflexion da Rojm,(k) = 1,y
en k — 0o da Raimp(k) = 1. De esta forma, vemos que para el caso de dos impurezas
el punto IR no es inyectivo. El UV, parametrizado por Rajm,(k) = —1 se alcanza en
el limite £ = m/2. Con esto, vemos que tanto el modelo con una impureza fermiénica
como aquel con dos impurezas fermionicas dan un flujo del RG entre los mismos puntos
fijos, pero a través de distintas trayectorias en el espacio de acoplamientos, asociadas a
distintas deformaciones relevantes. En particular, en el caso de dos impurezas el flujo

del RG vendra determinado por el pardametro adimensional m /m.



Capitulo 5

Resultados

“Si hemos hecho lo mejor que pudimos hacer, ya hemos triun-
fado.”
— Wynn Davis.

Como comentamos al comienzo, nuestro objetivo primario es utilizar herramientas
y métodos de la Teoria de Informaciéon Cuantica para describir flujos del RG en teorias
con bordes. En particular, comentamos que como laboratorio para nuestro trabajo
usarfamos un modelo Gaussiano relativista (ver Capitulo 4). Empezaremos estudiando
la fidelidad F(p,0) = e~ 251206l19) " donde o corresponde a un estado arbitrario de
referencia (en nuestro caso estard relacionado al punto fijo UV de una BCFT) y p
es la matriz densidad para el sistema con un flujo relevante del RG. La posibilidad
mas simple es usar matrices densidades reducidas para intervalos sobre la linea real.
Exploramos esto en 5.1, encontrando que la fidelidad tiende a cero y por tanto, la
correspondiente medida de distancia asociada S/, diverge. De esta forma, usando la
monotonicidad de las QRRE en « concluimos que S, — oo sobre la linea real, o
sea, las S, distinguen demasiado los diferentes estados. Vale comentar ademas que
las propiedades de monotonicidad de las S, no permiten probar el Teorema g cuando
cuantizamos el sistema en una superficie de Cauchy a tiempo constante (ver [7]).

Posteriormente, motivados por el descubrimiento en [7] consideramos lo que sucede
al cuantizar el sistema en una superficie de Cauchy sobre el cono de luz. En este caso,
calculamos la familia de funciones S, con « € [1/2,1], encontrando resultados finitos,

y diferentes para distintos valores de «.

30
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5.1. Fidelidad. Superficie de Cauchy a tiempo cons-

tante

Necesitamos calcular primeramente los correladores fermionicos a tiempos iguales
C'y C'. C" es el correlador para una masa arbitraria, mientras que C' corresponde con
el caso particular m = 0. La forma en la que obtendremos los correladores es partiendo
de la propia definicién y para ello utilizaremos las autofunciones (4.19).

El Lagrangiano de la red se puede expresar de la siguiente forma

Lyeq = / dko ] Kijtby, Ky = (6ijko + My;), (5.1)
donde, se entiende que indices repetidos se suman y ademas, la matriz M es tal que
los estados de momento definido la diagonalizan. El correlador Cj; es simplemente
Cij = ffooo dkg wj K;; 1%’- Si ahora introducimos la identidad utilizando la completitud
de los estados de momento definidos se puede ver que

w/2 —7/2
Co= [ avemul et =— [ et b, (5.2)

—7/2 0 27

donde, se usé que a t = 0 en el espacio de momentos el correlador es un proyector sobre
estados de energia negativa [29].

La expresion para la fidelidad (ver 3.7) la mostramos aqui para mayor claridad

c o [C
1+\/\/1—01—0f\/1—0' (5:3)

Recapitulando, tenemos que al aplicar (5.3) al modelo de Kondo libre, identificare-

F(C,C") = Vdet C det C" det

mos C con el correlador fermiénico en el ultravioleta (m = 0), y C” con el correlador
correspondiente a la teoria con RG no nulo (es decir, m # 0). En lo que sigue, eva-
luaremos esta cantidad restringiendo los correladores a un intervalo z € (0, R). Esto
corresponde a una matriz densidad reducida que se obtiene de integrar los grados de
libertad en = € (R, 00).

De esta manera, la fidelidad nos permitira estudiar el RG en términos de la dis-
tancia cuantica entre los estados de vacio de la teoria UV y la teoria perturbada. La

interpolacién entre el UV y el IR se logrard incrementando la longitud R del intervalo.

5.1.1. Meétodo Numeérico.

Para llevar a cabo el calculo numérico se utilizé un programa numérico computacio-

nal. El mismo se puede dividir en ciertas ‘etapas’, las cuales describiremos brevemente.
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Primeramente, a partir de la expresion del correlador en funciéon de las autofunciones
(4.19) calculamos los elementos de las matrices de correlaciéon C''y C” a comparar.
Anélogamente a la descripcion realizada en 4.1.2 asociamos el sitio 1 a la impureza n
mientras que los fermiones del bulk los asocidbamos a los sitios j > 1. Con la anterior

asignacion, es facil reconocer que esquematicamente la estructura de C' es como sigue:

(') ()

=\l ol

(5.4)

Enel UV, m = 0y la impureza queda desacoplada de los fermiones del bulk y ademas,
el propagador para n tal y como dedujimos en 4.1.1 es simplemente una constante.
Luego de llenar las matrices de correladores sélo resta calcular la fidelidad a través
de la expresion (5.3). Ahora bien, C|;—¢ en el espacio de momentos es un proyector sobre
los autoestados de energia positiva y por tanto, sus autovalores yacen en el intervalo
[0,1]. De (5.3) vemos que existen términos de la forma \/g los cuales, como es
de esperar, poseen autovalores tanto muy pequenos como también muy grandes. Por
ejemplo, para matrices de tamaiio 40 x 40 los mayores autovalores son del orden ~ 10%2
mientras que los menores ~ 107%%. Con esto en mente vemos que es necesario usar
una precisién alta! a la hora de llevar a cabo los calculos numéricos. El hecho de
necesitar precisiones tan grandes para poder obtener resultados consistentes y finitos
para F', trae consigo un alto costo computacional, mayor para tamanos mas grandes.
Particularmente el tamano méas grande con el que pudimos trabajar fue de 230 sitios.
Como ya comentamos queremos calcular y estudiar la Fidelidad F' para el modelo
Kondo libre y extrapolar los resultados de la teorfa regularizada (sobre la red) a la
teoria original en el continuo descripta en 4.1.1. Un forma de tender hacia dicho limite
es, considerando el espaciado de la red a = 1 tal como hicimos en la descripcién discreta
del modelo y luego tender m = ma — 0y r = R/a — oo pero con la condicién de
que mr = mR = const donde, m y r son parametros adimensionales y m, R la masa
y la longitud del intervalo, respectivamente. Teniendo en cuenta lo anterior, podemos

describir el procedimiento seguido de la forma siguiente

1. Elegimos un valor de masa m y del producto mR fijo.

2. Posteriormente tomamos el limite al continuo (1, r = &) — (0, 00). Para cada

una de estas iteraciones obtenemos un valor de Fysereto(MmR).

3. Extrapolamos los puntos obtenidos en el paso anterior a un unico valor en el

continuo Fioptinue(mR). ?

1Se realizé un ajuste en funcién del tamafio N de la matriz para el cual se obtenian resultados
finitos para la fidelidad y se observé que la precisiéon necesaria para esto escaleaba como 10V donde
a ~ 1. Adoptamos para todos los cédlculos realizados o = 5.

2Los tinicos pardmetros libres de la teorfa son a,m y R. Al tomar el limite al continuo y obtener de
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4. Elegimos un nuevo valor para el producto mR con el mismo valor de masa que

tomamos en 1. De vuelta al punto 2.

En la Figura 5.1 se muestra la curva obtenida para la fidelidad para una masa

m = 1/20 y valores de mR desde 1/8 hasta 60.

1.0
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K, 0.7
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0.5 S ——— ]
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mR

Figura 5.1: Gréfico de F' vs mR para un valor de masa m = 1/20.

Se observa claramente que F' es una magnitud mondtona decreciente y ademads
finita. Si la fidelidad es decreciente, entonces la medida de distancia asociada a ella
S1/2(mR) = —2log F(mR) crece con la longitud del intervalo. En un principio, hasta
los puntos donde fuimos capaces explorar, el crecimiento de la medida de distancia
S1/2 con la longitud del intervalo es lento. Con esto en mente aplicamos un enfoque
alternativo para explorar el comportamiento de la fidelidad, y por tanto .Sy, en el limite
IR (mR — o0). En cuanto a la monoticidad de F' observada en la Figura 5.1, vemos
que esta en correspondencia con la propiedad de F' de ser mondtona ante operaciones
cuanticas que preservan la traza. En este caso la operacion cuantica corresponde a elegir
un intervalo R y trazar sobre todos los grados de libertad fuera de él. Al aumentar la

longitud del intervalo R lo que hacemos es aumentar el tamano del algebra.

aqui un dnico valor finito de F' demostramos que esta magnitud no puede depender del espaciado a de
la red. Por tanto quedan tnicamente los parametros R y m y, como F' es una magnitud adimensional
sélo es posible que dependa de los mismos a través del producto mR
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5.1.2. Analisis cerca del punto fijo UV

Ahora, analizando perturbativamente la fidelidad en el UV, estudiaremos cual es la
dependencia de F con la constante de acoplamiento A introducida en 4.2, A ~ m!/2.
Para esto supongamos que o es el estado cuantico que caracteriza al sistema en el
punto fijo UV, T, mientras que p caracteriza a la anterior teoria perturbada por un
operador relevante O en la frontera, 7). La perturbacién anterior viene caracterizada
por el parametro A. Supongamos que la perturbacién es lo suficientemente pequena, lo
que se logra tomando m pequeno, como para considerar que p = o + do. La fidelidad

para estos dos estados cuanticos viene dada entonces por

1
F =Try/pY20p1/2 =1 — 3 Tr(doo '60) + ... (5.5)

donde se tuvo en cuenta que de las condiciones Tro = 1y Tr p = 1 sigue que Trdo = 0.
Consideremos el desarrollo perturbativo de p en el formalismo de integrales de camino.
Para esto utilizaremos el formalismo de tiempo Euclideo que describiremos brevemente
siguiendo el procedimiento de [29].

Sea un campo fermidénico (%, t), y tomemos la base formada por autovectores del
operador de campo a tiempo ¢t = 0 como ¥(Z,0)|a) = a(Z)|a), donde « es cualquier
funcion real del espacio. La funcional de onda del vacio es:

$(,0)=a(Z)

\11(04) = <()’04> — N1/2/ DwDEe*SE(TIJ@)' (5.6)
Y(Z,—00)=0

En orden de seleccionar el estado de vacio, la integral funcional es la mitad inferior del

1/2 65 la constante

espacio y con tiempo Euclideo. Sg(1,v) es la accién Euclidea y N~
de normalizacién. La matriz densidad de vacio en esta base es p(a, ) = («|0){(0|a/) =
U(a)*¥(a’). En pos de trazar sobre los grados de libertad en R, el conjunto comple-
mentario a R, consideramos funciones o = x ® ag, o = x ® oy, que coinciden en
R y sumar sobre todas las funciones y posibles. Puesto que los campos fermiénicos
anticonmutan a tiempos iguales, la integral funcional y las condiciones de borde estan
en términos de variables de Grassmann. Para representar la traza usando integrales
funcionales tenemos que sumar sobre elementos antidiagonales. Usando (5.6) tenemos

que
prlan o) = /DX\I/(—X @ an) Ty ® ). (5.7)

Ahora todas las variables involucradas son tipo Grassmann. El signo menos se conoce
del céalculo de la funciéon de particion térmica para fermiones y requiere condiciones
antiperiodicas de contorno. Realizando el cambio de variables v — — en el plano me-

dio superior podemos expresar, finalmente, la matriz densidad reducida de la siguiente



5.1 Fidelidad. Superficie de Cauchy a tiempo constante 35

forma
Y(Z,07)=—ag(Z),FeR

prlan, o) = | DY e 550D, (5.8)

(7,0~ )=/, (7),7€R
Volviendo al desarrollo perturbativo para la fidelidad, si consideramos que Sg(®, ®) =
SH(®,®) + A [dal, O(®,®), con @ = (x,¥) y AO = Lm!/? (%X — Xzb) (4.2) tenemos

que:

pr(ag, ag) = /

B(F,0)=aly (7),€R

DODD ¢ 55(®:2) (1 + )\/da:% 0D, D) + ) (5.9)

pr(ar, dy) = or(ag, o) + dor(ag, ), (5.10)

con dop(ag, ay) = A [daly [ DODD e Se®)O(®, B) a primer orden no trivial en el

desarrollo perturbativo. De lo anterior y de (5.5) vemos que cerca del punto fijo UV
F~1—-—mR, (5.11)

o sea, 1 — I crece linealmente con mR cerca del punto fijo UV. El estudio en el UV
de F' permite determinar la dimensién del operador que induce el flujo del RG. Vale
aclarar que el analisis anterior no constituye un calculo perturbativo preciso, o sea, no
calculamos los correladores en la expansion (5.5). Bésicamente mostramos, por analisis
dimensional, que el término subdominante en la expansién perturbativa de la fidelidad
para valores mR < 1 es linear en mR. Ahora bien, esto no excluye que aparezcan
términos de la forma mR(c; + c2logmR), que estdn permitidos en lo que al andlisis
dimensional se refiere. El término logmR podria aparecer, en particular, si la integral
correspondiente a los correladores en la expansion pertubativa tuviese un divergencia
infrarroja.

Para comparar el andlisis anterior con los resultados numéricos hicimos un ”zoom”
cerca de la region de interés de estudio. Para esto seteamos la masa m = 1/1000 y
nos movimos en el rango de mR = [0,01;0,1] a través del procedimiento descripto en
(5.1.1).

En la Figura 5.2 se muestran los resultados obtenidos con el calculo numérico para
1 — F junto al ajuste de los datos anteriores considerando que la dependencia de 1 — F
es de la forma mR(a + blog(mR)) + c. En particular, vemos que los datos (linea roja)
‘coinciden’ con el ajuste logaritmico (linea azul) al punto que ambas curvas aparecen

superpuestas en la Figura 5.2, observandose solamente la curva asociada al ajuste.
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=@= Datos
0.07 + 1 —-F~mR + mRlog(mR)
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Figura 5.2: Grafico de 1 — F vs mR para un valor de masa m = 1/1000 fijo. Se muestra ademds
el ajuste, sobre los resultados obtenidos, de la forma 1 — F' ~ mR + mRlog(mR).

Concluimos de esta forma que la dependencia cerca del UV de 1—F' con el parametro
mR no es lineal, sino que es de la forma 1 — F' ~ mR(a + blogmR). Para entender
la correccién logaritmica, seria necesario un céalculo mas preciso de las correcciones
perturbativas. No nos enfocaremos en esto, ya que nuestro objetivo final sera formular

la teoria sobre superficies de Cauchy nulas.

5.1.3. Analisis cerca del punto fijo IR

Cerca del punto fijo en el IR el intervalo R — oo, y por tanto el estado cuantico
correspondiente p es un estado puro y corresponde ademas con el estado fundamental
de la teoria en este limite. Es facil ver que la fidelidad entre dos estados cuanticos p, o

toma la siguiente forma cuando los estados correspondientes son puros

F(p,o) = F(¥,9) = [{¢]9)]. (5.12)

Luego, suponiendo que |®) es el estado fundamental de la teoria Ty y |P1) el estado
fundamental de la teoria T3 tenemos que F'(po, p1) = limg [(Pg|P1)|. {Cémo hacemos

para calcular el solapamiento entre los estados fundamentales de las dos teorias? Para
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responder la pregunta anterior escribamos el Hamiltoniano correspondiente a (4.12)
utilizando operadores de creacion y destruccion fermionicos sobre la red f;, fi pero,
con la peculiaridad de que en vez de considerar una red semi-infinita tomamos una

cadena finita con N sitios

N

izt =3 (Flads+ £ fn) + L+ FLfo), (5.13)

J=0

con t = m'/? el hopping entre el primer sitio de la red y la impureza.

Ahora bien, HEmi corresponde a un problema de tight-binding con enlace a pri-
meros vecinos donde, a la cadena inicial con sitios ¢ = 0,..., N se le acoplé por un
extremo 7 = —1 una impureza enlazada al sitio i = 0 con un hopping t = m'/? dis-
tinto del hopping entre los demas sitios de la red, que por simplicidad elegimos igual
a 1. La solucion al problema anterior es facil de encontrar numéricamente y, puesto

Finito

oo es cuadratico en los operadores fermioénicos el estado fundamental es

que el H
simplemente el estado de vacio semi-lleno, o sea en la base de autoestados |k) corres-
ponde a [®(2)) = [;/mx)<o £110). Supongamos que consideramos dos teorfas distintas,
asociadas a 2 valores distintos del parametro de hopping to = 0, t; = t. Si ahora
queremos calcular el solapamiento entre los estados fundamentales de las anteriores
teorias, es necesario hacerlo sobre la base de sitios donde tiene sentido el calculo en
cuestion, o sea es necesario rotar los autoestados |k(t)) a la base de sitios |i). Ahora
bien, ;dénde entra esta discusion en nuestra busqueda de F' en el IR? La respuesta
a esto reside en que si consideramos el solapamiento entre los dos estados fundamen-
tales |® (o)), |®(t1)) € HEM™ en el limite termédinamico N — oo este coincide en
valor con la fidelidad entre los estados cuanticos p, o asociados a las teorias T}, Ty
respectivamente cuando consideramos el limite en el IR.

La expresion que determina el solapamiento entre los dos estados fundamentales de

HEImito e 1a siguiente:

N N
(D(to)|®(t1)) H Feflloy,  fL="albfl, =8 (5.14)
i=1 Jj=1

Teniendo en cuenta las relaciones de anticonmutacion que verifican los operadores f;,
fJT, y el hecho de que estamos tomando valor medio sobre el estado de vacio, la expresion

deseada es sencilla de encontrar

(D(to)|0(tr)) = > Blak gl Bra, (5.15)

9
1,i9,00ig

donde, el indice g corresponde a la cantidad de k’s que verifican la condicién F(k) < 0.
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En la Figura 5.3 se muestran los resultados obtenidos para un valor fijo de m =
t? = 0,01 y valores de mN en el intervalo [70, 130].

0.0018 —= [(Do|1)]

0.0014

0.0010

(Do|D1)]

~0.0006

0.0002

70 80 90 100 110 120 130
mN

Figura 5.3: Solapamiento entre los estados fundamentales |®(0)), |®(¢)) de la teorfa finita en
el continuo para t> = m = 0,01 y valores de mN € [70, 130].

Se observa que conforme tomamos el limite termodindmico N — oo el valor del sola-
pamiento entre los dos estados fundamentales tiende a cero y en base a esto, tal y como
comentamos anteriormente, podemos asegurar que en el IR F' = 0 y consequentemente,
la medida de distancia asociada a la fidelidad Sy /2(mR — 00) — oo es divergente. De
la condicion de monotonicidad de las S, respecto del paramentro « y del hecho de
que S; también diverge sobre la superficie de Cauchy a tiempo constante [7], vemos
entonces que todas las S, son divergentes. Mostramos ademas que los dos estados fun-
damentales de las teorias que comparamos son ortogonales en el IR, son perfectamente
distinguibles. Esto es consistente con el teorema de ortogonalidad de Anderson ([3(],
[37]), que muestra que dos estados fundamentales del sistema electrénico perturbado
por diferentes operadores locales son ortogonales en el limite n — co o w — 0, donde
n es el nimero total de electrones y w la energia de los electrones de conduccion.

Posteriormente, pasaremos a estudiar las QRRE S, para el modelo Kondo libre

cuando la superficie de Cauchy corresponde con el cono de luz.
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5.2. QRRE sobre la linea nula

Con la motivacion de obtener resultados finitos que caractericen al grupo de renor-
malizacién, consideremos ahora el modelo Kondo sobre segmentos nulos. Cuantizamos
la teorfa en la superficie = = 2% — 2! = const. En este modelo quiral, las funciones de
dos puntos no triviales sobre la linea nula son las mismas que en la teoria sin impureza
debido a que sélo una quiralidad contribuye.

Podemos hacer los célculos directamente sobre la linea nula en el limite continuo 3.

Los correladores para el intervalo nulo tienen la forma de un kernel

C:< 1/2 <Wi(fc)>)‘ (5.16)
(i (y))™ Colx,y)

donde hemos usado que (ny') = 1/2, y Co(z,y) = (¢, (2)¥! (y) coincide con el corres-
pondiente correlador en el modelo de Dirac libre sin impureza. La impureza establece
correladores con el campo sin cambiar el correlador que el campo quiral establece con-
sigo mismo en el bulk sin impureza.

El correlador de n y 1 se obtiene de (4.21) y (4.23),

o0 C1)2 1/2
T — _ Em —ikr _ m mx/2 ms
(i (2) /0 ak((— 57) (4 R = e P B ma /), (5.17)
donde Ei(z) es la funcién exponencial integral Ei(z) = — [~ dte™/t.

El kernel Cy(z,y) en un intervalo (0, R) puede diagonalizarse, con autofunciones y

autovalores

/0 dyCole, 1)s(y) = Aths(2) (5.18)

donde

1
As = 5(1 + tanh(ms))

ws (x) — eleog(:r/(Rfac))
(2m)'2 (2 (R — x))'/?
Las autofunciones estdn normalizadas respecto al pardmetro s € (—00, 00)
R
/ das(x)h (z) = 6(s — §') (5.20)
0
3El paso a la linea nula estd hecho con detalle en [7]. Solamente comentaremos y mostraremos las

expresiones finales.
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Usando esta base podemos reescribir el correlador de la siguiente forma

(5.21)

C(mR) < 1/2 a(s,mR)) |

a*(s,mR) diag(\s)
donde
(mR)Y? e*2Bi(—z/2)

R) = Rd T _ dei —islog(E—)
o )‘/o “”WW*W‘/O “ @R A(mR - )¢ (5.22)

Recordemos que, en todas estas expresiones —oo < s < 00.*

Con el objetivo de calcular las QRRE, tenemos que evaluar las resolventes definidas
en (3.24). Esto requiere calcular inversas y potencias de los correladores. La matriz
densidad o corresponde con el correlador (5.21) con m = 0 (este es el punto fijo UV),
mientras que para p tenemos que considerar un valor arbitrario para m. Los calculos
son largos pero directos, y los detalles de los pasos seguidos se muestran en el Apéndice

B. La expresion final para las QRRE es

af* Lsin(ra)
1 4 28 cos(rar) + 2«

+ log {(ﬁ —1) (% + /d8|a(5)|2 (1(:_(386}122(7:;925 1 +t:nh7rs) ) * 1} }

(5.23)

«

1 1 >
Sa(pllo) = —1_a10g2+;m/0 dp {—log(ﬁ+1)

En la Figura 5.4 mostramos el resultado de evaluar numéricamente (5.23) para
distintos valores de 1/2 < o < 1. Tal como predijimos de las propiedades generales de
las QRRE, las curvas son mondtonas crecientes mientras aumentamos el tamano de la
region mR. También, observamos la monotonicidad en «, con S, < Sy para a < o’y
para todos los valores de mR > 0. En el caso limite mR — 0, todas las S, colapsan
a cero, consistentemente con S,(p||p) = 0. Estas curvas proveen medidas de distancia
entre los estados o y p a lo largo del RG, con mR — 0 correspondiendo con el UV
(altas energfas), mientras que mR — oo se acerca al limite IR.

Finalmente, evaluemos ahora el limite mR > 1. En este limite, la integral para los

a(s) se aproxima a

islogm i ~ 1 z :
a(s) = elsloemhit COEE /0 dz i © 2 Ei(-2/2). (5.24)

islogmR

El prefactor e no aparece en ninguna de las expresiones, puesto que la tnica

4Para ser precisos, aqui s no contiene al 0. Este valor est4 tomado en cuenta por el primer elemento
de la matriz, puesto que A\g = 1/2. De igual forma, a(s, mR) siempre aparecerd dentro de integrales,
y substrayendo la contribucion de s = 0 no cambia los resultados en lo absoluto.
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Figura 5.4: QRREs S,(p|lo) para el flujo del RG en el modelo Kondo, formulado sobre el
cono de luz. Mostramos diferentes valores de «, y el caso limite de log2 que se obtiene cuando
mR>»1ya—1.

contribucién de a(s) es a través de |al?. La integral la podemos realizar de forma

analitica, obteniendo finalmente

la(s)|* = %Lsech?’(ws) : (5.25)
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Figura 5.5: S, en el limite mR > 1, para diferentes valores de .

La Figura 5.5 muestra los resultados para S, cuando mR > 1. Particularmente,
encontramos que estas distancias tienden a un valor final diferente para cada valor de a.
Para o = 1 se recupera el resultado log(gyv/grr) = log 2 para el cambio en la entropia
de la impureza [7]. Finalmente, para a = 1/2, e~/ mide el solapamiento entre las
funcionales de onda con y sin perturbacién. Obtenemos entonces un resultado finito
sobre la superficie de Cauchy nula, proveyendo una manera de evitar la catastrofe de

ortogonalidad de Anderson para estos sistemas.
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5.3. Modelo con dos impurezas fermiénicas. Comen-

tarios

Una pregunta muy interesante que podemos hacernos es si las S, son sensibles a la
trayectoria del RG entre dos puntos fijos determinados. Es aqui donde entra la version
de modelo Kondo libre con dos impurezas fermiénicas. En particular, vimos que tanto
la versiéon con una impureza como la version con dos impurezas dan flujos del RG
entre los mismos puntos fijos, caracterizados por las condiciones de frontera ‘+' y ‘—’
entre las componentes left y right del campo fermionico del bulk. Estos flujos del RG
estan asociados a distintas trayectorias en el espacio de acoplamientos, debido a que la
deformacién relevante que dispara el flujo del RG en cada caso es distinta. Con esto,
una forma de responder a la pregunta de si las S, son sensibles o no a la trayectoria
del RG es calculando S, (mR — 00)|2imp y posteriormente, comparar los resultados con
los correspondientes al del modelo con una impureza (Figura 5.5).

Este calculo queda pendiente como trabajo a futuro.



Capitulo 6

Restricciones sobre el flujo del

grupo de renormalizacion.

“Un hombre no es otra cosa que el producto de sus pensa-

mientos, en lo que piensa es en lo que se convierte.”
— Mahatma Gandhi.

En esta seccion analizaremos brevemente algunas implicaciones generales sobre los
flujos del grupo de renormalizacién de las propiedades de monoticidad de las S, (p||o).

Para matrices densidad reducidas en una regién de tamano tipico R, y para un
flujo relevante determinado por una escala de energia m, las entropias relativas de
Renyi dependeran de la combinacién adimensional mR. Las S, definen entonces de
esta manera una ‘distancia’ que caracteriza el RG. El limite mR < 1 corresponde
con el UV, donde la deformacién relevante fluye hacia cero y p — o; en este caso,
So — 0. Usando (2.22), tenemos entonces que S, aumenta con mR, senalando una
mayor capacidad de distincion entre los dos estados. El limite mR > 1 parametriza
el IR, donde p se aproxima a la matriz densidad del otro punto fijo. El flujo del RG
serd genéricamente no pertubativo, y las S, seran entonces sensitivas a la trayectoria
completa seguida para ir desde el UV al IR. La otra propiedad que jugara un papel
fundamental es (2.20), que implica que las o < 1 estédn limitadas por arriba por la
entropia relativa 7,
<a<l. (6.1)

N | =

Salpllo) < S(pllo)

6.1. Flujo del RG de teorias con bordes

Partimos de una C'F'T" definida en 27 > 0 con una frontera en z; = 0 la cual preserva
la mitad de las simetrias conformes, o sea, una BC'FT. En general, la frontera pude

admitir grados de libertad localizados que se acoplaran a los campos en la teoria del

43
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bulk. La teoria en el UV, que denotamos por BC'F1yy, es entonces perturbada por

un conjunto de operadores locales relevantes en la frontera,

S = SBCFTUV + /dl’o )\z¢z(x0) (62)

Esta perturbacién puede combinar operadores del bulk (evaluados en z; = 0) y/o
grados de libertad mecédnico-cuanticos de la impureza. La perturbacién dispara un flujo
del RG en la frontera que, asumimos termina en una nueva BC'F'T que denotamos como
BCFTig.

Una BCFT viene caracterizada por la cantidad numérica g que, intuitivamente,
mide el nimero de grados de libertad Ny que estan localizados en la frontera. La
cantidad intrinseca g puede ser obtenida como la parte de la entropia térmica que es

independiente del tamano del sistema [35],

crm L
S=——=+logg. 6.3
35 o8y (6.3)
La cantidad log g, también conocida como entropia de borde, disminuye a lo largo del
flujo del RG para teorfas con borde [38, 39], log gy > log grr, un resultado conocido
como Teorema g. La entropia de borde puede obtenerse también de la entropia de

entrelazamiento de un intervalo z; € [0, R) [10],

R
S(r) = g log? +co+logyg, (6.4)

con € un cut-off ultravioleta y ¢y una constante que determina la contribucion del ‘bulk’
y que desaparece al tomar la diferencia log gy — log grg.

Sea o la matriz densidad de la BCFTyy reducida al intervalo z; € [0, R), y p la
cantidad correspondiente a la teorfa (6.2) con un flujo del RG no trivial. Si introducimos

el Hamiltoniano modular H = —log o, podemos escribir la entropia relativa como,
S(pllo) = Tr(plogp — plogo) = A(H) — AS, (6.5)

donde A(H) = Tr((p—o)H), y AS = S(p) — S(o). Puesto que la entropia relativa
contiene una parte correspondiente a la diferencia entre las entropias de entrelazado de
las dos teorias, esta sera sensible a los cambios de la entropia de borde log(g(R)/guv ).
Sin embargo, sucede que en general el cambio en el Hamiltoniano modular es el término
dominante en la entropfa relativa, con A(H) « R.

Una conexién directa entre la entropia relativa y el cambio de la entropia de borde
se obtiene al cuantizar sobre una superficie de Cauchy ¥ que se aproxima al cono

de luz [7]. Esto se ilustra en la Figura 6.1. Sabemos que AS es independiente de la
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Figura 6.1: Distintas elecciones de la superficie de Cauchy ¥ dentro del intervalo [0,7). A
medida que la superficie de Cauchy se aproxima al cono de luz, la contribucién A{(H) — 0.

eleccién de la superficie de Cauchy, pero A(H) depende de ¥ debido a que las dos
matrices densidad involucradas evolucionan con diferentes operadores unitarios. En el

limite del cono de luz, A(H) — 0 (ver [7]), y por tanto

guv
S(plle) = log : (6.6)
9(R)
Usando entonces la positividad de la entropia relativa tenemos que g(R) decrece mondto-
namente bajo el flujo del RG de teorias con bordes, estableciendo asi el Teorema g
entrépico [7],

log guv —log gir > 0. (6.7)

En la configuracion actual, donde analizamos el flujo del RG para teorias con borde
y con la eleccién de la superficie de Cauchy sobre el cono de luz, la desigualdad (6.1)

nos da
qguv

9(R)

para una regién z; € [0, R) con uno de sus extremos en la frontera. En particular, en

Sa(pllo) < log

(6.8)

el limite IR mR > 1, con m la escala de masa asociada con el RG,

, guv
lim S, <log =—. 6.9
m]l%rgl (pllo) < log JIR (6.9)
El miembro derecho de esta desigualdad es finito y depende sélamente de los puntos
fijos UV y IR, y no en la trayectoria especifica del RG que los conecta. Vale destacar

que esto es una consequencia de tomar el limite del cono de luz, de forma tal que
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S(plle) = —AS depende sélamente de los puntos fijos al tomar el limite mR — oo.
Por otro lado, esta simplificacion no tiene lugar para a < 1, y esperamos entonces que
el miembro izquierdo dependa de la trayectoria del RG.

La ecuacién (6.9) impone entonces una restriccién a todas las posibles trayectorias
del RG que conectan dos BCETs. El limite superior log(gyy/grr) = —AS depende
solamente de cantidades intrinsecas de los puntos fijos. Desde el punto de vista de la
termodindmica, la ecuacién (6.9) se asemeja a la Segunda Ley de la Termodindmica
AS> [ %. La entropia térmica es una funcién de estado, mientras que el calor trans-
ferido depende del proceso particular. En el presente contexto, la “funcién de estado”
corresponde con la entropia de borde, la cual depende sélamente de las propiedades del
punto fijo, mientras que las QRRE;, al igual que el calor transferido, es sensible a la tra-
yectoria especifica seguida en el espacio de acoplamientos. Una diferencia fundamental
entre el caso termodinamico con el caso cuantico es que, en el primer caso existen pro-
cesos adiabaticos no triviales sin transferencia de calor; sin embargo, en el caso cudntico
no son posibles “flujos del RG adiabaticos” . En otras palabras, log gyy — log grr es
siempre estrictamente positivo. Esto sigue del hecho de que log gy — log grr es la en-
tropia relativa, la cual se anula para p = 0. Pero, en el caso en que las dos matrices
densidad coincidan, tenemos que todos los correladores son iguales, y consequentemente
no tiene lugar ningun flujo del RG.!

Finalmente, vale comentar que para mR > 1, esperamos que la fidelidad tienda
al solapamiento de las correspondientes funcionales de onda de vacio. La desigualdad

(6.9) para o = 1/2 conduce entonces a

— 2log |(,|¥,)] < log 22X | (6.10)
9IR

Las funcionales de onda estan definidas en el pasado (o futuro) infinito nulo. El miembro
derecho finito implica que existe un solapamiento no nulo [(V,|¥,)| # 0. Esto es,
sin duda alguna, un resultado muy interesante, el cual nos provee de una forma de
evitar la catastrofe de ortogonalidad de Anderson en sistemas relativistas. El resultado
encontrado por Anderson [11] afirma que, bajo leves suposiciones, la funcién de onda del
estado fundamental de un sistema fermiénico de muchos cuerpos |V’) en presencia de
una perturbacién local es ortogonal al estado fundamental sin perturbar, [(U|¥')| = 0.
De hecho, si trabajasemos en una superficie de Cauchy a tiempo constante, esperamos el
mismo resultado para |[(V,|¥,)| en flujos del RG para teorfas con bordes méas generales
que el que hemos estamos considerando. Sin embargo, la ortogonalidad es evitada al

tomar el limite del cono de luz. El solapamiento finito esta garantizado por el hecho

IEsto es también una consecuencia del resultado obtenido en [39], donde se relaciona log(guv/g1r)
a una integral de una funcién de dos puntos de la traza del tensor de energia-momento. Esta funcién
de dos puntos se anula si y sélo si la traza se anula como operador, y en dicho caso no existe flujo del
RG alguno.
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de que la entropia relativa es finita en este limite, implicando entonces que en el limite
del cono de luz ambas teorias son menos distinguibles. Seria interesante entender otras

consequencias de este resultado.

6.1.1. Flujos del RG en dimensiones d > 2

Consideremos ahora flujos del RG en dimensién d del espacio-tiempo, donde los
puntos fijos —denotados por CF1Tyy v CFTjr— corresponden con CFT unitarias inva-

riantes de Poincaré. Estos flujos se producen al prender deformaciones relevantes en
CFTyy,

S = SC’FTUV + /dda:g(’) , Ao <d, (611)

con Ap la dimension de escaleo de O en el punto fijo UV. La construccién del cono de
luz expuesta de manera resumida en la seccién anterior ha sido extendida al presente
caso en [38], y ahora nos dedicaremos a examinar las implicaciones de (6.1).
Nuevamente introducimos dos matrices densidad reducidas o y p, asociadas a la
esfera r < R; o corresponde a la C'F'Tyy, mientras que p corresponde a la teoria des-
crita por (6.11). Cada una de las matrices densidad se obtiene partiendo del estado de
vacio |0)(0| de la teoria correspondiente, y posteriormente trazando sobre los grados de
libertad que se encuentran en el complemento de la esfera. Ambas teorias poseen el mis-
mo contenido operatorial, pero evolucionan con distintos Hamiltonianos. Las QRRESs
Sa(pv|loy) proveen medidas de distancia para el RG. Podemos evaluar las S, (pv||ov)
sobre diferentes superficies de Cauchy dentro del dominio causal de dependencia en V'
(Figura 6.1), y nos centraremos en aquellas superficies que se acercan al cono de luz.
Centrémosnos primeramente en dimension espacio-temporal d = 2. En el trabajo [¢]
se mostro que la contribucién del Hamiltoniano modular a la entropia relativa se anula
en el limite del cono de luz, como sucedi6 para flujos del RG de teorias con bordes. Sea
que denotamos por m la escala de masa caracteristica de (6.11), la entropia relativa en

el limite de largas distancias R > 1/m tiene la forma siguiente [

S(pllo) = —AS ~ w log(mR), (6.12)

donde c¢ es la carga central de la CFT. De esta forma, usando la positividad de la en-
tropfa relativa tenemos una prueba alternativa del Teorema c, ¢y > ¢rp.2 Combinando

esto con (6.1), encontramos las siguientes restricciones sobre trayectorias del RG:

, Cuv — CIR
< -
lll%rg1 Sa(pllo) 2 log(mR) . (6.13)

2La primera prueba de este teorema fue dada por Zamolodchikov, basdndose en correladores locales
de QFTs [2].
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De forma similar a (6.9), tenemos aqui una funcién de la trayectoria acotada por
encima por una cantidad que es intrinseca a los puntos fijos. Concluimos con esto que
las distancias S, (p||o) pueden crecer a lo sumo logaritmicamente a grandes distancias,
y con un coeficiente que es mas pequeno que (cyy — crr)/3.

En dimensiones mayores, la entropia relativa en el limite del cono de luz viene

dominada por el término de drea uy_o en la entropia de entrelazado,
S(R) = pta—oa R"2*+ ... (6.14)

(Vale notar que para d = 2, la carga central ¢ aparece también como el término de
area dominante.) Para deformaciones relevantes con dimension Ap < (d + 2)/2, la

contribucién del Hamiltoniano modular a la entropia relativa se anula, y [5]

S(pllo) = (pov — pr) R (6.15)

en el limite mR > 1. De esta forma, arrivamos a la siguiente condicién

’ o d—2
i Sa(pllo) < (pov — prr) B (6.16)

A diferencia de los casos anteriores, pyy — prg no corresponde con una combinacion
de cantidades intrinsecas. Sin embargo, sigue siendo un objeto interesante en Teorias
Cuénticas de Campos. Viene dado por una integral del correlador del tensor de energia-

impulso [11, 12]

™

Huv — HIR = _d(d “1d—2) /d% 2% (0(2)0(0)) (6.17)

donde © es la traza del tensor de energia-impulso. Esta cantidad es finita cuando
Ao < (d+2)/2, y depende de la trayectoria del RG.? También, es proporcional a la
renormalizacién de la constante de Newton debido a los grados de libertad del campo

en el espacio plano.

3Por ejemplo, podemos deformar un bosén é fermién libre por un término de masa y con esto
evaluar (6.17). El resultado depende del pardmetro de masa, el cual no es intrinseco al punto fijo libre.



Capitulo 7
Conclusiones

“Creo firmemente que un hombre solo da lo mejor de si cuan-
do hace cosas que disfruta de verdad.”
— Jack Nicklaus.

En este trabajo estudiamos las Entropias Cuédnticas Relativas de Renyi para flujos
del RG en Teoria Cuédntica de Campos. Estas medidas proveen distancias caracteristicas
que caracterizan nuevos aspectos del RG. Presentamos expresiones explicitas para las
QRRES en teorias de campos libres, enfocandonos en particular en sistemas fermiénicos.
En este caso, estudiamos un modelo Kondo relativista 4.1.1 previamente introducido
en [7], que posee la particularidad de ser gaussiano y atn asi conducir a un flujo no
trivial de RG, expresado en el flujo de las condiciones de frontera '+’ y '~ para los
fermiones del bulk. Para este modelo, evaluamos numéricamente las S,. Mientras que
los resultados obtenidos sobre la linea real son divergentes, los resultados en el limite
del cono de luz son finitos. Los resultados sobre el limite del cono de luz muestran
la irreversibilidad del RG, y esperamos que dependan de la trayectoria seguida en el
espacio de acoplamientos. Ademas, los resultados finitos sobre el limite del cono de luz,
proveen una via de evitar la catastrofe de ortogonalidad de Anderson para el modelo
de estudio.

Usando propiedades de las S,, obtuvimos restricciones que necesita obedecer toda
trayectoria consistente del RG. Estas condiciones son mds fuertes (restrictivas) para
flujos del RG en teorias con borde y para flujos en dimension espacio-temporal d = 2
mostramos que las S, estan acotadas por arriba por diferencias de cantidades intrinse-
cas a los puntos fijos (entropia de la impureza 6 carga central). En dimensiones mayores,
la cota viene dada por el término de area en la entropia de entrelazamiento, la cual
mide también la renormalizacién de la constante de Newton. Para flujos del RG en
teorias con bordes, y flujos en dos dimensiones espacio-temporales, estas condiciones
se asemejan a la Segunda ley de la termodindmica. Esto apunta hacia la naturaleza

termodinamica del RG, y seria interesante explorar esta analogia ain mas.
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Nuestro andlisis sugiere varias direcciones a seguir. En primer lugar, seria interesan-
te conocer si las QRRE poseen una dependencia no trivial ante diferentes trayectorias
del RG. En esta linea, el proximo paso a seguir seria repetir los calculos numéricos,
que realizamos para un impureza fermionica, en el caso de dos impurezas fermiénicas
discutido en la Seccién 4.2. De forma més general, seria ttil encontrar una condicién
mas directa entre una dada trayectoria del RG y las S,. El rango a > 1, no acotado
por la entropia relativa, puede también proveer informacién no trivial acerca del RG.
Ademas, seria interesante estudiar flujos del RG para distintas dimensiones y con de-
fectos de diferente codimension. Finalmente, seria importante desarrollar herramientas

para evaluar estas distancias para teorias conformes mas generales y sus flujos del RG.



Apéndice A
So para estados (Gaussianos

“E's durante nuestros momentos mds oscuros cuando debe-
mos centrarnos para ver la luz.”

— Aristoteles.

En este apéndice mostramos los célculos explicitos de S, (p||o) para estados Gaus-
sianos. Para los fines de este trabajo, estos estados aparecen como matrices densidades
reducidas del vacio de Teorias Cuanticas de Campos libres, pero también pueden surgir

en contextos mas generales, donde los Hamiltonianos no sean cuadréticos.

A.1. Fermiones

En esta seccion centramos nuestra atenciéon en estados fermidnicos Gaussianos, y
derivamos (3.7). Un procedimiento similar fue usado para la fidelidad en [32].

Consideremos un sistema de modos fermiénicos ;, w;- descriptos por un conjunto
de operadores de Majorana w; = (¢; + %T, i(y; — 7,0;)) En términos de estas variables,
la funcién de correlacién de dos puntos es Cr; = ([wy, w,]). La matriz compleja C
es imaginaria y antisimétrica. Ahora, consideremos un estado fermiénicos Gaussiano

escrito en la siguiente forma

1 v
p =7 €xXp <_Z;G]Jw[wj> , (A.1)

con G real and antisimétrico. Es posible, entonces, llevar a G a su forma candnica por

medio de una matriz ortogonal O

G—OT@< 0 g’“)o, (A.2)

—gr 0
donde *igy, son los autovalores de G. Ahora, sear; = ) ;- Qxwk los nuevos operadores
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de Majorana. En esta nueva base, encontramos la siguiente expresion para el estado p

p= %H (cosh (%) — isinh (%) Tgk_lTQk) . (A.3)

El valor de la constante de normalizaciéon Z queda fijado al requerir que Trp =1,

Trp=1= 7= \/det {2 cosh <Z§>] (A.4)

donde usamos que los autovalores de ¢G son +g;. G y la matriz de correlacién estan

C = 40z _ tanh (ﬁ) : (A.5)

Evaluemos ahora las S, (p||o) para estados de la forma (A.1). Recordando que (3.6),

relacionados por

se sigue que

(alz;aapa%> X exp (% Z log (e‘il{T&Ge_iG'e_i%G> . wIwJ> . (A.6)
J
Finalmente, usando (A.6), (3.6) y (A.4) encontramos para las QRRE

1 det [cosh (% log (e’ilgT&Ge_iG'e’ilgTaG))] 12
11—« <\/det [cosh(i%)])l_a<\/det [COSh(i%)})a

Con el objetivo de expresar las QRRE como funcién de los correladores fermionicos

Sa(ﬂHU) = (A-7)

definimos la siguiente parametrizacién, conveniente para lo que sigue

T—-1

T = ¢“, C:T—+1’ T =771, T =T, (A.8)
en términos de la cual
1 det [1 4+ (T2 T'T%=)*/2
Supllo) = — 1oy L+ /] (A9)

11—«

(vasi=) " (Vaerli+77)"

Por 1ltimo, tomamos en cuenta que estamos interesados en aquellos modelos con

simetria ante conjugacién de carga, que fija Re(Cj;) = %&-j. La matriz C se escribe

C= (2 Im(C) 0 > . (A.10)
0 2Im(C)

entonces
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Usando (A.10) y (A.9) llegamos a nuestro resultado final.

«

Sa(pllo) = = Trlog(1 — C) — . Trlog(l — C") (A.11)

-«
1_1aTrlog {1+(<1fc>2a1€0<1—00>2&) } |

A.2. Bosones

Para bosones, consideremos estados Gaussianos de la forma

pv X €Xp (— Z (Mz'j¢i¢j + Niﬂﬂj)) ) (A.12)

1,j€V

sin términos de la forma ¢mw. Esto aparece naturalmente en sistemas con invariancia
ante inversion temporal. Teorias Cudanticas de Campos libres bosénicas de la forma
discutida en la Seccién 3.2 constituyen un caso especial; ver (3.12).

Llevando a cabo una transformaciéon de Bogoliubov de la misma forma que en

in [29], se obtiene
p= %e_mTGQ : (A.13)
donde Qr = (¢;,7;) ¥
G = Sdiag(e, €)ST, (A.14)

con S una matriz simpléctica, o sea STQS = QO.! Es 1til también introducir la matriz

de covarianza

1 X 0
Vis = 51@nQs}), = (0 P). (A.15)

La transformacion de Bogoliubov que diagonaliza a G' también diagonaliza a V',
V = S diag(v,v) S, (A.16)

donde {v4} son los autovalores de la matriz de correlacién C' = v X P, y las matrices
en (A.14) y (A.16) estan relacionadas mediante S’ = S. Ademds, los autovalores

correspondientes obedecen
1
vi(ex) = = coth (€—k> . (A.17)
2 2
Esto se puede ver de igual manera del estudio de un solo modo bosénico. Puesto que

G y QVQ son diagonalizadas por la misma matriz simpléctica S (pues S' = Q5), la

IEsta dltima expresién se conoce como forma normal de Williamson para la matriz G. Esta diago-
nalizacién se aplica a cualquier matriz real, cuadrada y definida postiva.



A.2 Bosones 54

ecuacion (A.17) puede escribirse como una identidad matricial

1 QG
V = - coth | === ) iQ. (A.18)
2 2
Ver también [31] para una derivacién en término de acciones simplécticas.

Ahora, concentrémosnos en el factor de normalizacién en (A.13),
Z =Tr e 29760 (A.19)

Cuando G es diagonal (o sea, V' es diagonal) entonces

Z = H ( a®) (V)> = H\/Vf —1/4 =det {VD+ g] 1/2, (A.20)

donde Vp = diag(v,v). Esto es invariante ante la transformacién simpléctica (A.16),

y entonces en el caso mas general no diagonal

Q112
Z = det {V + %} . (A.21)
Es también posible escribir Z en la siguiente
1
7 = : (A.22)

\/det[2sinh (4290

Nos encontramos listos ahora para calcular las QRRE. En términos de las variables

() variables, y tomando en cuenta los factores de normalizacion,

o (6_%%QTG%—%@TG’Q@—%%@TGQ>a

Tr (012_7&p012;aa (A.23)

> N det[2 s1nh(’QG)zQ] 2" det[2sinh (X102 .

El producto de estados Gaussianos en (A.23) se realiza usando (3.14), conduciendo

. _1AT
a una expresion de la forma Tr e 2% '@ con
. jl-a OGN l=o
iNG" = aloge' 2 e 5 90 (A.24)

Esta iltima traza es nuevamente una funcién de particién de la forma (A.19), y puede
ser evaluada en términos de (A.22) y la correspondiente matriz G”. Juntando todos

estos resultados arrivamos a

1 ! det[&nh(mG)zQ] 2 det[smh(ZQG )iQ) 2
0g

Sa(pllo) = 1_a o [Sjnh< logé’ 9 i %8 )@Q] 1/2 (A.25)
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Es conveniente introducir la parametrizaciéon 7' = ¢™*“, y reescribir
e a
1 det [T — 1| 2 det |T" —1|2
Sa(pllo) = 1-a log [ l_j — [ 1}/2 . (A.26)
det [(TWT’TW)Q - 1]
Usando las relaciones (A.18) y la definicién de T" encontramos
1 1
det |T"—1| = = . A.27
U -vie-0 d@pg-c (A.27)

Solo resta simplificar el término que contiene potencias no triviales de T, (TIQTQ T'T%" )

Para este propodsito estudiemos la estructura de las matrices T'. Usando nuevamen-
te (A.18) y T = "¢ encontramos que

. -1
T_v+§_ X i\ (X —i)2

v-% \-i2 PJ\ij2 P '
Calculando la inversa de la matriz y tomando los productos matriciales obtenemos

oo X i/2 Pcz;_i %PC;_%P_I
S \-ij2 P i1

i p-1 + 1_1 p-1
202*i

(A.28)

1 (A.29)
241 .02 _ :
02_411 ZcZC_lP !
4 4
. 1 C%+1 5 1|
_ZP02 1 PCZ 1

Sustituyendo (A.27) en (A.26) arrivamos al resultado deseado para las S,

1 1 1 1
—Trlog [~ —C? ) + = a Trlog [ = — C™
2 1 21— a A
s (A.30)
+ s / Trlog(<le’7“T’T%) _ 1),

—

Sa(pllo)

donde T viene dado por (A.29). Notemos que el resultado depende no solamente de C,
sino también de P (o X).



Apéndice B

QRRE en el modelo Kondo libre

“El poder de la imaginacion nos hace infinitos.”
— John Muir.

En este Apéndice daremos algunos detalles de los calculos de las resolventes y de
las S, para nuestro modelo Kondo sobre la linea nula.

Escribamos el correlador (5.16) en notacién tensorial

Cl = A O + U@ + Ay, (B.1)
Aqui u,, = 0o, y los indices m,n = —o0, ..., 0o (incluyendo 0). Notamos las siguientes
propiedades

=1, u-a=0,u-A\=1/2. (B.2)

La matriz inversa la escribimos de la siguiente forma

1 a* a Ay OF
1—1 —_ -1_ _ - _~1 _n _m -1 -1 7m Zn
(C"™n = (’y . u) Uy Uy —"Y (um/\n + Uy, )\m> + A Oty ISR (B.3)

donde hemos definido

—\u— an B.4
Y=EAu Z SR (B.4)

n
Esta inversa puede obtenerse al proponer una combinacion lineal de tensores de rango
dos y luego fijano los coeficientes de forma tal que C~'C = 1. Con este resultado,

calculamos la resolvente invirtiendo C’ — 3, encontramos

1 |arm? 1 1 1

R(C',B) = — (1—1—2 )— —|—Z< _|__>.
A=B)-u=-Y, 125 —~ D= 0?) A=B)u &=\ N\u=B B

(B.5)

Donde todas las sumas deben ser entendidas cémo integrales. Notamos que (C'),,, =

AmOmn-
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Ahora nos enfocamos en el calculo andlogo para la matriz M

C \ = 1 C o\ o\
A[:(1—c) 1—CV<1—C) _(1—0) (B:6)

y su resolvente. Calculando (1 — C”)~! usando (B.3), tenemos que

- - » 3 A 1/ o
(M = B)pg = (7 b 2) Uplg + 7Y 1(“10% + Uglp) + <(1 _p)\ ) - ﬁ) Opg +77 aply -
P
(B.7)
Aqui hemos definido

-«

- A N\ G
ap = (1-Ap) 1_>\p (B8)

También usamos el hecho de que 7 es invariante bajo A\, — 1 — \,, usando las ex-

presiones explicitas para A, y a,. Durante los cédlculos ciertos factores de la forma
A-u/(1—X-u) se simplificaron a 1 y para ver esto basta recordar que A - u = 1/2.

Procedemos de la misma forma, proponiendo una inversa

-1

1/a
(M — ﬁ)*lqn = (( Ay ) — ﬂ) Sqn + QU U, + B(Uy frll + U fyy) + 10 [l fnll

1—X,
(B.9)
y fijando los coeficientes. El resultado es
)\p 1/a -1
fp:((l_)‘p) _B>
I B B WA
B—-1 B+ + 2, falan?) —1

- 1
SRRSO Sy AT A DR

p+l (B.10)

n=- - :
(B+ D0y + 22, fulan]?) =1
La traza de la inversa puede evaluarse ahora facilmente y da

-1

1 )\n 1/a ~

usando u? = 1y u-a = 0. Juntando todo lo que tenemos,

MMMZ/“( : U‘ll-”+2JW*+w+DZJm$

Fle 5 5) 1.8 B+ 1)+ 5, Falan?) — 1
(B.12)
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con

1 la(s)[?
T=5" /dS l+tanh s

2
. cosh?(ms
S fulialt = 4 [ s 25 o

h2
Sl = [ ds o eGP (B.13)

]

Es claro que para mR = 0, S,(C||C) = 0. De esta forma, podemos substraer la
parte con mR = 0 de la expresién correspondiente a mR finito, término a término, y

esto hara que las integrales sean explicitamente finitas. El resultado final es

ssoto) = [ (e (1 25) - )

(B.14)

1l -« +

Las sumas (integrales) de a en la tdltima linea deben ser evaluadas en —f.

Usamos ahora que

05 Y falinl® = = fllanl, (B.15)
para poder integrar por partes en (B.14). El resultado es

af* Lsin(ra)

1 4 282 cos(rar) + B2 { log (1+4)

—log ((—1 +8) <7+ an!dn!2> + 1) } -

Luego de cambiar las sumas formales por sus integrales en el limite continuo, esta es

Sa(pllo)

© log2. (B.16)
—

la expresion (5.23) que aparece en el texto principal.

: /dﬁlmlog(lwa >( 1y, falaa + (=8+1) 3, f2lan|?
0 145 (=B + 1)y + 32, falanl?) —

).
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