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La deflessione della luce in un cam-
po gravitazionale è una delle prove
sperimentali più rilevanti della re-

latività generale. In questo contesto si
discutono alcuni effetti della meccanica
quantistica sulla propagazione dei fotoni
in uno spazio-tempo curvo. In particolare
si presentano le correzioni quantistiche
del Modello Standard delle particelle ele-
mentari alla diffusione del fotone da una
sorgente gravitazionale.

Introduzione

Nel 1916 Albert Einstein pubblicò lo scritto Die
Grundlagen der allgemeinen Relativitätstheorie (fon-
damenti della relatività generale) con il quale formu-
lò la teoria della Relatività Generale [1]. Come
noto, questa teoria si fonda sul principio di equi-
valenza tra sistemi di riferimento accelerati, quin-
di non inerziali, e campo gravitazionale che, nella
sua formulazione debole, comporta l’equivalen-
za tra massa inerziale, quella che compare nella
legge di Newton della dinamica, e massa gravi-
tazionale, quella che compare nell’equazione dei
gravi, anch’essa formulata da Newton.
È ben noto che la teoria è formulata in modo

puramente geometrico ed utilizza gli strumenti
matematici tipici della geometria differenziale

di Riemann. Lo spazio-tempo è trattato al pari
di una varietà differenziabile, eccetto per quel-
le soluzioni singolari, quali ad esempio i buchi
neri. Lo spazio-tempo è pertanto l’entità fisica e
geometrica entro la quale formulare la descrizio-
ne dei fenomeni gravitazionali. Esso è descritto
da un tensore metrico gµν , la cui dinamica è le-
gata alla distribuzione di materia che genera il
campo attraverso il suo tensore energia-impulso
Tµν . Lo spazio-tempo, in presenza di materia
o di energia, essendo queste equivalenti, tende
ad incurvarsi, dando come effetto principale la
deflessione delle traiettorie dei raggi luminosi
che seguono curve geodetiche.
Il fenomeno della deflessione a causa di len-

ti gravitazionali rappresenta la prova più diret-
ta, e visiva, di questi effetti di curvatura che ri-
guardano sia galassie che pianeti, coinvolgen-
do sia distanze galattiche che extragalattiche,
quest’ultime dette anche cosmologiche.

Il sistema fisico considerato comprende una
sorgente luminosa, una distribuzione di massa,
che funge da lente gravitazionale e flette i raggi
luminosi, e un osservatore che raccoglie un’im-
magine a una certa posizione angolare. La Rela-
tività Generale di Einstein permette di collegare
l’angolo sotto il quale la sorgente sarebbe vista
in assenza della massa deflettente, all’angolo che
individua la direzione a cui l’immagine appare.
Il legame tra questi due angoli definisce l’equa-
zione della lente gravitazionale. Una descrizione
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di questo effetto è discussa nell’articolo di De
Paolis et al. in questo numero di Ithaca.
Qui illustreremo invece sommariamente co-

me sia possibile estendere questa equazione in-
cludendo correzioni quantistiche al processo di
deflessione. Gli effetti quantistici diventano si-
gnificativi per grandi energie dei fasci lumino-
si deflessi e in prossimità dell’orizzonte degli
eventi di un buco nero. Questo potrebbe porta-
re, in futuro, alla possibilità di effettuare misure
sensibili alle correzioni quantistiche dei processi
gravitazionali. Questi studi rappresentano un
formidabile argomento d’indagine teorica, ma
anche un terreno nel quale affinare le nostre co-
noscenze in fatto di gravità quantistica, che sono
quasi nulle sul piano fenomenologico.

Le deflessioni misurate, per fotoni che lam-
biscono la superficie di una stella come il Sole
sono molto piccole, dell’ordine di qualche secon-
do d’arco. Di tutt’altra grandezza sono invece
le deflessioni per fasci fotonici che si avvicinano,
per esempio, all’orizzonte degli eventi di un bu-
co nero, che sono classificate come fenomeni di
lensing gravitazionale forte, strong lensing. Que-
ste possono raggiungere decine di arcosecondi o,
addirittura, qualche grado. Altri aspetti di enor-
me interesse concernono il lensing gravitazionale
debole su strutture di grandissima scala. In que-
sto caso le lenti assumono dimensioni galattiche,
così come le rispettive sorgenti. Il lensing debole
viene utilizzato per lo studio delle distribuzioni
di materia, ed eventualmente di materia oscura,
su scale cosmologiche. Il fattore di scala che go-
verna la dinamica dell’universo, è in questo caso
parte integrante delle equazioni, originariamente
scritte da Friedmann.
Nella nostra analisi, procederemo dapprima

con una descrizione storica dello studio della
deflessione gravitazionale per poi illustrare bre-
vemente come sia possibile definire un approccio
semi-classico allo stesso fenomeno.

La deflessione della luce nella
teoria della gravitazione di
Newton

Nel 1784 il fisico inglese Henry Cavendish pub-
blicò un manoscritto [2] nel quale presentava la
misura della densità della Terra mediante un

esperimento che successivamente prese il suo
nome. In questo manoscritto egli accennava an-
che al problema riguardante la deflessione della
luce per mezzo di un corpo massivo nel contesto
della gravità newtoniana.

Successivamente, nel 1804, il fisico tedesco Jo-
hann Georg von Soldner pubblicò uno scritto
[3] nel quale calcolava la deflessione di un rag-
gio luminoso dovuta ad un corpo massivo quale
una stella. Facendo riferimento alle teorie del-
la natura corpuscolare della luce, egli svolse il
suo calcolo attribuendo una massa alle particelle
luminose. Tuttavia questo calcolo differiva da
quello esatto di un fattore 2. Albert Einstein nel
1915, a conclusione del suo lavoro sulla teoria
della relatività generale, calcolò il valore esatto
dell’angolo di deflessione della luce e della se-
zione d’urto nei pressi del campo gravitazionale
solare.

Di seguito illustriamo brevemente il problema
della deflessione nel contesto classico non relati-
vistico. Consideriamo il moto di una particella di
massam in un campo gravitazionale statico ed
isotropo generato da un corpo di massaM posto
nell’origine del sistema di coordinate. Il campo
ha simmetria sferica, pertanto ogni soluzione del-
le equazioni del moto deve essere invariante per
rotazioni attorno a un asse arbitrario passante
per l’origine del campo. Il momento angolare
della particella rispetto al centro O gravitazio-
nale si conserva, quindi il moto si svolge in un
piano ortogonale alla direzione del momento an-
golare. Utilizzando coordinate polari sferiche
(r, θ, φ) la lagrangiana del sistema con simmetria
rotazionale è indipendente da θ

L =
1

2
m
(
r′ 2 + r2φ′ 2

)
+
MmG

r
(1)

dove l’apice indica la derivata rispetto al tempo.
Le equazioni di Eulero-Lagrange indicano che la
variabile φ è una coordinata ciclica, quindi il mo-
mento a lei associato, che è proprio il momento
angolare, è una costante del moto. Osserviamo
che la lagrangiana non dipende esplicitamente
dal tempo e che l’energia cinetica è una funzione
omogenea di secondo grado nelle derivate delle
variabili dinamiche, per cui la funzione energia
è anch’essa una costante del moto ed è proprio
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l’energia totale E della particella

E =
1

2
mr′ 2 +

1

2

l20
mr2

− mMG

r
(2)

dove l0 è il momento angolare della particella
con massam. Dall’equazione (2), ricordando la
notazione r′ = dr/dt otteniamo:

dr = dt

[
2

m

(
E +

mMG

r
− 1

2

l20
mr2

)]1/2
(3)
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Figura 1: Deflessione della luce dal Sole.

Utilizzando la conservazione del momento
angolare e l’Eq. (3) si trova

dφ =
l0
mr2

dt

=
l0
mr2

[
2

m

(
E +

mMG

r
− 1

2

l20
mr2

)]−1
2
dr (4)

e integrando

φ = arccos

 1
r −

m2MG
l20√

2Em
l20

+ m4M2G2

l40

 (5)

dove abbiamo utilizzato l’invarianza traslazio-
nale del sistema imponendo φ0 = 0. Dalla (5)
otteniamo

r(φ) =
l20/(m

2MG)

1 +
[
2l20E/(m

3M2G2) + 1
] 1
2 cosφ

(6)

Facendo riferimento alla Figura 1 si vede che il
valore dell’angolo φ che determina gli asintoti
della traiettoria e quindi la deflessione del raggio
luminoso è data dalla condizione limite per cui
il raggio tende all’infinito. Questa condizione
è verificata quando il denominatore della (6) è
nullo, ossia

φ = arccos

[
−
(

2l20E

m3M2G2
+ 1

)−1/2]
(7)

Le relazioni dell’energia e del momento angolare
della particella in funzione della sua posizione
sono

E =
1

2
mv2 − mMG

r
, l0 = mvr (8)

Poiché la posizione della particella varia nel tem-
po, l’equazione (8) indica che la sua velocità deb-
ba variare affinchè l’energia e il momento sia-
no costanti. Supponiamo che la particella abbia
inizialmente una velocità v < 1 (utilizziamo le
unità naturali nelle quali il valore della veloci-
tà della luce c e della costante di Planck ~ sono
uguali all’unità). La curvatura della traiettoria
comporta un’accelerazione della particella, la cui
velocità tende, nel punto più vicino alla sorgente
gravitazionale r = r0, al valore v = 1. In questa
configurazione l’equazione (8) diventa

E =
1

2
m− mMG

r0
, l0 = mr0 (9)

Inserendo la (9) nella (7), otteniamo

φ = arccos

[
−MG

r0

(
1− MG

r0

)−1]
(10)

e nel limite di campo debole, quandoMG/r0 �
1, sviluppiamo quest’ultima quantità in serie di
potenze

φ =
π

2
+
MG

r0
+

3

2

(
MG

r0

)2

+ . . . (11)

In accordo con la Figura 1 la deflessione
dell’orbita dalla traiettoria iniziale è

δNewtonian = |2φ− π| ' 2MG

r0
(12)

Assumendo il Sole come sorgente gravitazio-
nale possiamo ricavare il valore dell’angolo di
deflessione

δNewtonian ' 0.8755′′ (13)

noto che la sua massa èM = M� = 1.97× 1033

g, quindiMG = M�G = 1.475 km, e il minimo
valore di r0 è R� = 6.95× 105 km.

Ithaca: Viaggio nella Scienza V, 2015 • Meccanica quantistica e lensing gravitazionale 37



La Gravitazione di Einstein

Consideriamo ora il moto di un fotone in un cam-
po gravitazionale statico e isotropo nel contesto
della relatività generale. La corrispondente me-
trica, soluzione delle equazioni di Einstein, è sta-
ta studiata da Schwarzschild nel 1916 [4]. La
metrica assume la forma

dτ2 =

(
1− 2MG

r

)
dt2 −

(
1− 2MG

r

)−1
dr2

− r2
(
dθ2 + sin2 θ dφ2

)
(14)

dove τ rappresenta il tempo proprio, quello mi-
surato da un orologio solidale al sistema di ri-
ferimento. Dalla (14) si osserva che la metrica
di Schwarzschild possiede una singolarità per
r = 2MG. Il raggio associato a questa singolari-
tà prende il nome di raggio di Schwarzschild della
massa M . Questo concetto è strettamente con-
nesso all’esistenza di una regione dello spazio-
tempo con un campo gravitazionale così intenso
da non lasciar sfuggire nulla dal suo interno ver-
so l’esterno. Nel caso in cui la sua distribuzione
di materia sia confinata all’interno di questa re-
gione, si parla di buco nero. In altre parole, si può
definire il buco nero come un corpo massivo le
cui dimensioni siano inferiori al suo raggio di
Schwarzschild. La superficie limite associata al
raggio di Schwarzschild definisce il cosiddetto
orizzonte degli eventi. Questa denominazione de-
riva dal fatto che tutto ciò che avviene ad una
distanza inferiore al raggio di Schwarzschild non
è visibile ad un osservatore esterno in quanto nè
la materia nè le onde elettromagnetiche, come la
luce, riescono a sfuggire al campo gravitazionale
generato dal buco nero.

Nello studio della deflessione della luce risul-
ta chiara quindi l’importanza del raggio di Sch-
warzschild. Se il parametro d’impatto della parti-
cella incidente è molto grande rispetto a tale rag-
gio, la deflessione è piccola e vale il limite di cam-
po gravitazionale debole. Viceversa, se il para-
metro d’impatto è prossimo al raggio di Schwarz-
schild, la curvatura dello spazio-tempo è conside-
revole e le equazioni del moto assumono una for-
ma molto più complessa. Nel nostro caso osser-
viamo che il raggio del Sole è 105 volte più grande
del suo raggio di Schwarzschild,RS(M�) ' 2, 95

km. Dal momento che il minimo valore del para-
metro d’impatto potrà essere prossimo al raggio

solare, allora l’approssimazione di campo debole
è valida.

Nell’ambito della teoria della relatività genera-
le, il moto di un fotone nel campo gravitazionale
generato da un corpo di massaM posto al centro
delle coordinate è descritto dalla lagrangiana

L =
1

2

[
−
(

1− 2MG

r

)
ṫ2

+

(
1− 2MG

r

)−1
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θφ̇2

]
(15)

dove il punto sopra le variabili indica la deri-
vazione rispetto al tempo proprio. Poiché sia t
che φ sono coordinate cicliche i loro momenti
coniugati sono costanti del moto

pt =
∂L
∂ṫ

= −
(

1− 2MG

r

)
ṫ (16)

pφ =
∂L
∂φ̇

= r2 sin2 θφ̇ (17)

Queste costanti del moto possono essere inter-
pretate fisicamente: pφ è il momento angolare
dell’orbita della particella e −pt è l’energia del-
la particella misurata da un osservatore posto a
distanza infinita dalla sorgente del campo gravi-
tazionale.
Dalla lagrangiana l’equazione del moto per la
variabile θ è

0 =
d

dτ

(
r2θ̇
)

+
p2φ cos θ

r2 sin3 θ
(18)

Moltiplicando per r2θ̇ e risolvendo l’equazione
differenziale a variabili separabili, otteniamo(

r2θ̇
)2

= −p2φ cot2 θ (19)

Poiché il primo membro è sempre positivo men-
tre il secondomembro è sempre negativo, ne con-
segue che debbano essere entrambi nulli. Questa
condizione comporta che θ sia costante e quindi
che l’orbita sia planare. Per comodità, ipotiz-
ziamo di trovarci nel piano equatoriale in cui
θ = π/2.
Il fotone, viaggiando alla velocità della luce,

ha tempo proprio nullo

dτ2 = −gµνdxµdxν = 0 (21)
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La sfera fotonicaLa sfera fotonicaLa sfera fotonica

La sfera fotonica è una regione dello spazio in cui la gravità è così forte che i fotoni sono costretti
a viaggiare su orbite circolari. Il raggio della sfera fotonica è il limite inferiore per ogni possibile
orbita stabile. Per buchi neri non rotanti il raggio della sfera fotonica è

r =
3MG

c2
(20)

ossia 3/2 del raggio di Schwarzschild. Le sfere fotoniche possono esistere nello spazio circo-
stante a oggetti estremamente compatti, come buchi neri o stelle di neutroni. Poiché il raggio
della sfera fotonica è maggiore di quello dell’orizzonte degli eventi di un buco nero, i fotoni,
viaggiando in prossimità dello stesso, possono sfuggire alla sua attrazione gravitazionale
percorrendo una direzione nota come cono d’uscita con orbite instabili (Figura 2).
Nel caso di un buco nero rotante si riscontra, inoltre, un fenomeno molto particolare. A causa
della rotazione si formano due sfere fotoniche: quella più vicina al buco nero si muove nello
stesso verso di rotazione, mentre quella più lontana si muove in verso contrario. Maggiore è la
velocità angolare di rotazione, maggiore è la distanza fra le due sfere di fotoni.

che implica per le quadrivelocità uµ la relazione

gµνu
µuν = 0 (22)

dove abbiamo indicato con gµν il tensore metrico.
Dalle due equazioni precedenti, utilizzando θ =

π/2, otteniamo

p2t − ṙ2 −
p2φ
r2

(
1− 2MG

r

)
= 0 (23)

da cui segue

ṙ2

2
+ V (r) =

E2

2
(24)

con

V (r) =
p2φ
2r2

(
1− 2MG

r

)
(25)

E = pt, pφ = r2φ̇ (26)

Combinando la (26) con la (24) otteniamo il
valore dell’angolo di deflessione

δRel = 2

∫ ∞
r0

pφ

r2
√
E2 − 2V (r)

dr − π (27)

Ricaviamo il valore dell’energia E nel punto
dell’orbita più vicino alla sorgente, r0. Sostituen-

do questo risultato nell’integrale otteniamo

δRel = 2

∫ 1

0

dx√
(1− x2)− α (1− x3)

− π (28)

Sviluppando l’espressione (28) per
α = 2MG/r0 � 1, limite di campo de-
bole, otteniamo il risultato per l’angolo di
deflessione

δRel = 2
[π

2
− α

2
(−2) + . . .

]
− π

' 2α =
4MG

r0
(29)

Inserendo nell’espressione precedente i valori
della massa e del raggio solari si ricava

δRel =
4MG�
R�

= 8.489× 10−6 rad = 1.75′′ (30)

Qualsiasi risultato proveniente dalla relatività ge-
nerale porta con sè un problema fondamentale
che riguarda la scelta dei sistemi di riferimento.
Ci chiediamo quindi se l’angolo di deflessione δ
abbia realmente a che fare con le posizioni delle
immagini stellari osservate nei laboratori e se sia
indipendente dalla scelta del sistema di coordi-
nate. La risposta è semplice in quanto abbiamo
a che fare con un’esperimento di diffusione: il
raggio luminoso, proveniente da una distanza
molto grande, viene deflesso in prossimità del So-
le; successivamente viene rilevato sulla Terra ad
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una distanza dal Sole di 200 volte il raggio solare.
Nei punti di origine del fascio e di rilevazione,
la metrica è sostanzialmente Minkowskiana e δ
rappresenta l’angolo azimutale in un sistema di
coordinate nel quale i raggi luminosi definisco-
no linee che sono essenzialmente rette. Quindi
le posizioni delle immagini stellari osservate so-
no legate al valore di δ mediante le equazioni
dell’ottica geometrica.

Figura 2: Sfera fotonica di un buco nero.

Un altro aspetto di cui tener conto riguarda il
comportamento del fotone come una particella
a cui si associa una lunghezza d’onda. L’enor-
me differenza tra le dimensioni della lunghezza
d’onda della luce visibile e quelle del campo gra-
vitazionale del Sole, un fattore 1015, permette di
descrivere il quanto di luce come una particella
che si muove su una precisa traiettoria.
L’angolo di deflessione δ è misurato confron-

tando le posizioni apparenti delle stelle che sono
prossime al disco solare, valutate durante un’e-
clisse, con le loro posizioni misurate sei mesi
prima, quando queste stelle si trovano dalla par-
te opposta rispetto alla Terra, e la loro luce non
passa vicino al Sole. L’angolo di deflessione δ è
la differenza tra queste due posizioni.

La primamisura di δ fu effettuata nel 1919. Un
gruppo di astronomi si recò in due isole, Sobral
(Brasile) e Principe (Golfo di Guinea), per studia-
re l’eclissi totale di Sole che si verificò in quell’an-
no. Furono esaminate le posizioni di dozzine di
stelle e i risultati sperimentali fornirono valori
dell’angolo di deflessione pari a (1.98± 0.12)′′ e
(1.61± 0.31)′′, in accordo con la previsione teori-
ca di Einstein [5]. Questo risultato pose la rela-
tività generale al centro del dibattito scientifico
dell’epoca.
Dal 1919 ad oggi sono state effettuate diverse

misure di δ e una delle più recenti è quella di

Lebach et al. [6] che differisce dalla previsione
di Einstein di circa 10−5 arcsec. L’accuratezza
della misura può essere migliorata utilizzando
le tecniche fotoelettriche per monitorare le posi-
zioni delle stelle senza dover attendere un’eclissi.
Lo sviluppo scientifico nella radio astronomia
ha reso possibile la misura della deflessione dei
radiosegnali dal Sole con un’accuratezza poten-
zialmente più grande rispetto a quella in ottica
astronomica. Una complicazione derivante da
questo metodo è la rifrazione dei raggi nella co-
rona solare. Varie collaborazioni sperimentali
hanno presentato diverse proposte per migliora-
re queste misure, fino ad una precisione di un
millesimo di arcosecondo. Tale precisione è ot-
tenuta mediante tecniche di interferometria su
base molto larga (Very Large Baseline Interfero-
metry, VLBI), ma è limitata allo studio di fasci in
frequenze radio.

La sezione d’urto quantistica

L’analisi svolta finora è classica, nel senso che
non si tiene conto della natura quantistica del
fotone. Nel contesto della teoria dei campi il foto-
ne interagisce con diverse altre particelle, come
per esempio in QED con gli elettroni. Queste
interazioni possono contribuire a modificare ma-
croscopicamente il comportamento classico del
fenomeno fisico. Per questo siamo interessati a
considerare la deflessione a livello quantistico.
La moderna descrizione dei fenomeni quan-

tistici è basata su teorie di campo, nelle quali le
entità fondamentali sono i campi definiti in ogni
punto dello spazio-tempo. Le particelle nascono
come eccitazioni di questi campi, e interagiscono
tra loro scambiandosi particelle che trasmetto-
no il tipo di interazione, fotoni per l’interazione
elettromagnetica,W± e Z0 per l’interazione de-
bole, gluoni per l’interazione forte. Molto spesso,
però, le interazioni tra le particelle sono così com-
plesse da non permettere una risoluzione esatta
delle equazioni che regolano i processi fisici. Na-
sce la necesssità di sviluppare delle tecniche di
calcolo che permettano di descriverli con buo-
na approssimazione. Una di queste tecniche è
l’approccio perturbativo in cui si considera il po-
tenziale d’interazione come una piccola pertur-
bazione dell’hamiltoniana libera. Le osservabili
fisiche si scrivono allora in termini di uno svilup-
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po in serie formale in un parametro piccolo, che
quantifica la deviazione dal problema “libero”.
Questo approccio prende il nome di sviluppo
perturbativo.

Attualmente l’unica forza fondamentale non
descritta da una teoria quantistica completa è la
forza gravitazionale. Molte teorie proposte per
descrivere la gravità come una teoria di campo
postulano l’esistenza di una particella mediatri-
ce della forza gravitazionale chiamata gravito-
ne. Tuttavia l’esistenza di questa particella non è
ancora stata sperimentalmente verificata.
Il campo gravitazionale entra nella trattazio-

ne sottoforma di campo esterno, trattato clas-
sicamente, e la teoria cui ci si riferisce pren-
de il nome di teoria perturbativa quantistica in
uno spazio-tempo curvo. Il termine quantisti-
co si riferisce alla presenza dei campi che rap-
presentano le altre particelle che tipicamente
sono prese in considerazione. Il termine per-
turbativo si riferisce al fatto che l’effetto della
gravitazione è introdotto come una piccola per-
turbazione dello spazio-tempo di Minkowski
ηµν = diag(1,−1,−1,−1)

gµν = ηµν + κhµν +O(κ2) (31)

dove κ è il parametro d’ordine dello sviluppo e
hµν rappresenta la perturbazione della metrica.
Il punto di partenza per descrivere una qua-

lunque teoria di campo consiste nella definizione
della lagrangiana, che contiene i termini cinetici
associati alle particelle coinvolte, quelli di intera-
zione tra le stesse e diversi parametri, le masse
e le costanti di accoppiamento alle forze in gio-
co. Nel nostro caso la lagrangiana comprende i
termini che rappresentano le particelle del Mo-
dello Standard, la teoria che descrive le particelle
elementari ad oggi note e le interazioni elettro-
magnetica, debole e forte, immerse in un campo
gravitazionale esterno. Il termine di interazione
che viene introdotto descrive l’accoppiamento
della materia alla gravità.
Un aspetto importante del Modello Standard

riguarda la rinormalizzabilità della teoria. Nel
calcolo dei diagrammi che descrivono i proces-
si tra le particelle si ottengono dei termini che
presentano divergenze e che rendono la teoria di-
vergente. Tuttavia essa presenta delle caratteristi-
che per cui è possibile rinormalizzarla, mediante

una procedura che prevede l’introduzione di pa-
rametri regolatori. Esistono diverse procedure di
rinormalizzazione delle teorie di campo, ognu-
na delle quali prevede la necessità di ridefinire
le grandezze che entrano nella lagrangiana. Le
masse, le costanti di accoppiamento e eventual-
mente i campi che descrivono le particelle sono
ridefiniti inglobando i parametri regolatori. In
questo modo si ottiene una lagrangiana rinor-
malizzata con la quale si eliminano le suddette
divergenze. La procedura di rinormalizzazione è
volta, quindi, a rendere la teoria non divergente.

b

ds

θ

dθ

Figura 2.2 Diffusione da potenziale centrale di un fascio incidente.

Figura 3: Urto da un centro diffusore in termini del
parametro d’impatto b.

L’introduzione della gravità, anche se intro-
dotta nella teoria come un campo esterno, non
solo complica l’analisi dei processi coinvolti, ma
compromette la rinormalizzabilità della teoria
estesa ad uno spazio- tempo curvo. Nonostan-
te questo aspetto è possibile individuare alcune
classi di grandezze osservabili, tra le quali quelle
che intervengono nell’analisi della deflessione,
che risultano rinormalizzabili [13].
Nella Figura 3 è rappresentato un tipico pro-

cesso di diffusione classica che, nello scenario
considerato, consiste nella diffusione per mez-
zo del campo gravitazionale. Le due aree infi-
nitesime ombreggiate a sinistra e a destra del
centro diffusore devono essere uguali per via
della condizione di conservazione del flusso di
particelle.

Dalla teoria della diffusione si ottiene una re-
lazione tra il parametro d’impatto del fotone b e
la sezione d’urto

b

sin θ

db

dθ
=
dσ

dΩ
(32)

dove θ è l’angolo di diffusione e dσ/dΩ è la sezio-
ne d’urto, che tiene conto del numero di particel-
le che vengono diffuse nell’angolo solido infini-
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Figura 4: Il vertice d’interazione all’ordine principale del-
lo sviluppo perturbativo tra un gravitone e due
fotoni.

tesimo dΩ = 2π sin θdθ. Il parametro d’impatto
misura la distanza del fotone dal centro diffusore
gravitazionale quando il fotone è molto distan-
te dalla regione di diffusione. Dall’espressione
(32) si ottiene una relazione che lega il parame-
tro d’impatto b all’angolo θ, in cui si inserisce
la sezione d’urto quantistica. In questo senso si
parla di approccio semi- classico: introduciamo
una quantità quantistica nella descrizione classi-
ca della teoria della diffusione, come discusso in
[7].

Il calcolo della sezione d’urto costituisce la par-
te più critica della trattazione, perché sono coin-
volti svariati processi che comprendono le inte-
razioni tra il gravitone e le particelle del Modello
Standard. Con gli strumenti delle teorie di cam-
po, è possibile calcolare le sezioni d’urto associa-
te ai processi contemplati dalla teoria considerata
e rappresentati dai diagrammi di Feynman.
La Figura 4 rappresenta il termine principale

nello sviluppo perturbativo. Il gravitone, rappre-
sentato dalla doppia linea ondulata, interagisce
direttamente con due fotoni, rappresentati dal-
la linea ondulata.La sezione d’urto differenziale
corrispondente è

dσ

dΩ

(0)

= (GM)2 cot4
(
θ

2

)
(33)

Quello appena considerato non è il solo dia-
gramma che coinvolge un singolo gravitone, ma,
al primo ordine perturbativo, occorre considera-
re altri diagrammi di Feynman che descrivono i
processi d’interazione che coinvolgono tutte le
particelle del Modello Standard. Alcuni di questi
processi sono illustrati nella Figura 5. Le linee
interne rappresentano alcune delle particelle del
Modello Standard che interagiscono con i fotoni

Figura 5: Sviluppo perturbativo al primo ordine dell’in-
terazione di un gravitone con due fotoni.

e con il gravitone. In Figura 5 le linee semplici
orientate con una freccia e etichettate con f si ri-
feriscono genericamente ai fermioni della teoria,
come gli elettroni, mentre con le linee ondula-
te orientate si indicano i bosoni vettori massivi
carichi W±, che mediano l’interazione debole.
Sottolineamo che negli esempi riportati, così co-
me per tutti gli altri diagrammi che si possono
definire, il gravitone compare sempre solo come
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Figura 6: Parametro d’impatto bh in unità di raggi di Schwarzschild in funzione dell’angolo di diffusione θd. Le le linee
blu indicano il risultato classico, mentre quelle nere includono le correzioni quantistiche nel nostro approccio
semiclassico. (a) è la regione vicina, (b) è quella intermedia e (c) quella lontana. La differenza tra la soluzione
classica e quella semiclassica diventa significativa per parametri d’impatto inferiori a 20 volte il raggio di
Schwarzschild, molto prossimi alla superficie dell’orizzonte di un buco nero (a).

una linea esterna, perché nella nostra trattazione
il campo gravitazionale è appunto esterno.
Ognuno di questi diagrammi contribuisce al-

la sezione d’urto totale che descrive il processo
di diffusione del fotone sul campo gravitazio-
nale. Con gli strumenti delle teorie di campo è
possibile calcolare i vari contributi, quindi som-
marli per produrre il risultato completo. Possia-
mo esprimere la sezione d’urto al primo ordine
perturbativo [10, 11, 12, 13] nella forma

dσ

dΩ
= (GM)2 cot4

θ

2
(1 + αϕ(E, θ)) (34)

dove α è la costante di struttura fine e ϕ(E, θ) è la
correzione derivante dai contributi quantistici e
funzione dell’energia del fotone e dell’angolo di
deflessione [13]. Sottolineiamo che la differenza
più importante con il risultato all’ordine princi-
pale (33) consiste nella dipendenza dall’energia
del fotone. Questo comporta che fasci di fotoni di
differente energia subiscono deflessioni diverse.

Inserendo la sezione d’urto nella (32) si ottiene
l’espressione b(θ), che collega il parametro d’im-
patto alla deflessione angolare [7]. Nel limite di
piccole deflessioni (θ piccolo) la suddetta relazio-
ne è in accordo con i risultati previsti dalla rela-
tività generale. Per angoli di deflessione generici
identifichiamo tre regioni nello spazio dipenden-
ti dal valore che assume il parametro d’impatto:
una vicina, una intermedia e una lontana dalla
sfera fotonica.
In Figura 6 si riporta il confronto qualitativo

tra l’approccio classico e quello semi-classico al-
l’ordine perturbativo principale (33). È piuttosto
chiaro che i due approcci prevedono deflessioni

Class.
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Figura 7: Confronto tra la soluzione classica e semi-
classica al primo ordine perturbativo per tre
diversi valori dell’energia del fotone.

simili per le regioni intermedia e lontana, con
differenze che diventano rilevanti solo quando il
parametro d’impatto è molto vicino all’orizzonte
del buco nero e quindi in una situazione di defles-
sione molto forte. Questo avvalora la trattazione
semi-classica non solo per piccole deflessioni, ma
anche per la regione intermedia.

In Figura 7 si confronta il risultato classico con
quelli derivanti dall’analisi quantistica al primo
ordine perturbativo (34) per diversi valori dell’e-
nergia del fotone nella regione intermedia. Al-
l’aumentare dell’energia la correzione diventa
sempre più rilevante e il fascio risente meno del-
l’influenza gravitazionale: a parità di parametro
d’impatto l’angolo di deflessione si riduce.

Conclusioni e Sviluppi Futuri

Il fenomeno della deflessione gravitazionale del-
la luce costituisce una delle prove più eviden-
ti della relatività generale di Einstein e merita,

Ithaca: Viaggio nella Scienza V, 2015 • Meccanica quantistica e lensing gravitazionale 43



quindi, di essere analizzato sotto ogni suo aspet-
to. Lo studio degli effetti della meccanica quanti-
stica sulla deflessione dei fotoni, benché sia anco-
ra un filone di ricerca recente e per lo più inesplo-
rato, ricopre senza alcun dubbio un ruolo molto
importante per una futura comprensione di una
teoria quantistica unificata della gravità e delle
interazioni subatomiche. Oltre all’aspetto pura-
mente teorico, tali analisi risultano interessanti
anche da un punto di vista più fenomenologico.
Infatti l’enorme interesse della comunità scien-
tifica, rivolto allo studio dei fenomeni dell’Uni-
verso, potrebbe portare, in tempi molto brevi, ad
affinare le odierne tecniche di misura sperimen-
tali per poter raggiungere una sensibilità tale da
apprezzare gli effetti quantistici. Un’eventuale
osservazione di tali correzioni rappresenterebbe
un enorme successo in campo astrofisico.

È chiara, quindi, la necessità di un’analisi teori-
ca mirata ad individuare quelle regioni cinemati-
che e quelle configurazioni fisiche in cui gli effet-
ti quantistici diventano importanti. Dalla breve
discussione presentata nelle sezioni precedenti
appare chiaro che le correzioni quantistiche elet-
tromagnetiche ed elettrodeboli sulla deflessione
della luce risultano significative per fotoni di al-
ta energia o in regime di strong lensing. Inoltre,
in quest’ultimo caso, se la lente è un buco nero,
la deflessione dei fasci luminosi, avvicinandosi
all’orizzonte degli eventi dello stesso, portereb-
be preziose informazioni sulle singolarità della
metrica di Schwarzschild.

Non meno importante è l’effetto di natura pu-
ramente quantistica, non previsto dalla relatività
di Einstein, noto come arcobaleno gravitazionale.
Esso descrive una dipendenza dell’angolo di de-
flessione dall’energia, ossia una dispersione an-
golare di un fascio luminoso costituito da fotoni
di diversa lunghezza d’onda. L’impatto degli
effetti quantistici sulla deflessione gravitaziona-
le della luce è stato studiato quantitativamente
utilizzando un approccio semi-classico al feno-
meno fisico. Alcuni dei risultati ottenuti sono
stati brevemente presentati in questo articolo e
sono frutto di un’analisi critica del problema. In
particolare abbiamo verificato la consistenza del-
l’approccio semi-classico mediante il confron-
to tra i risultati della relatività generale e quelli
quantistici all’ordine principale dello sviluppo
perturbativo. Il contesto in cui sono sviluppati i

due approcci è quello dell’approssimazione di
campo debole che, come abbiamo visto, è valida
fino a regioni prossime all’orizzonte degli even-
ti della lente. L’accordo dei risultati si ottiene
non solo in regioni molto lontane, ma anche in
regioni intermedie. Questo ci permette di esten-
dere l’analisi quantistica all’ordine perturbativo
successivo nelle suddette regioni. Abbiamo mo-
strato che le correzioni quantistiche della sezione
d’urto al primo ordine perturbativo sono consi-
derevoli e diventano significative all’aumentare
dell’energia.
Sono possibili varie e interessanti estensioni

dello studio che abbiamo brevemente descritto.
Ad esempio, per migliorare l’accordo tra i due
approcci spingendosi fino alla sfera fotonica della
lente, si può usare lo sviluppo post-newtoniano
della metrica gravitazionale. Un altro ambito
di ricerca riguarda lo studio della deflessione di
altri tipi di particelle, come i neutrini.
Il fenomeno della deflessione gravitazionale

può, inoltre, essere utilizzato per studiare distri-
buzioni di materia oscura o di buchi neri nell’U-
niverso. In questo articolo abbiamo presentato le
caratteristiche di una distribuzione dimateria sta-
tica e isotropa, per cui lo spazio-tempo circostan-
te è descritto dalla metrica di Schwarzschild, ma
si possono analizzare altri tipi di distribuzioni,
come sorgenti rotanti e/o cariche.
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