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ОПТИМИЗАЦИЯ ВЫПУСКА КОМПЛЕКТОВ ИЗДЕЛИЙ И ИНТЕНСИВНОСТЕЙ  
ИХ ИЗГОТОВЛЕНИЯ В УСЛОВИЯХ СЛУЧАЙНОГО СПРОСА

Рассматривается	задача	оптимизации	на	ряде	временных	интервалов	программы	выпуска	производственной	ли-
нией	комплектов	изделий	нескольких	наименований	и	интенсивностей	их	изготовления.	Линия	состоит	из	ряда	ли-
нейно	 упорядоченных	 рабочих	 позиций	 без	 буферов.	 Заготовки	 из	 входной	 последовательности,	 состоящей	 
из	циклически	повторяющихся	идентичных	подпоследовательностей	(комплектов),	обрабатываются	последователь-
но	одна	за	другой	на	каждой	рабочей	позиции	линии	в	порядке	их	расположения,	и	в	каждый	момент	времени	на	ка-
ждой	позиции	обрабатывается	только	одна	заготовка.	Работа	линии	состоит	из	тактов	одновременной	обработки	
на	всех	позициях	всех	расположенных	на	них	заготовок	соответствующими	позициям	и	заготовкам	наборами	инст-
рументов.	Состав	комплекта	не	изменяется	от	интервала	к	интервалу.	Диапазоны	возможных	величин	спроса	на	каж-
дое	изделие	комплекта	и	распределение	вероятностей	спроса	в	этих	диапазонах	считаются	известными	для	каждого	
временного	интервала.	В	качестве	целевой	функции	используется	сумма	производственных	затрат,	затрат	на	хране-
ние	невостребованных	изделий	и/или	штрафов	за	неудовлетворенный	спрос	на	них.	Производственные	затраты	зави-
сят	 от	 принимаемой	 интенсивности	 обработки	 и	 возрастают	 с	 увеличением	 количества	 комплектов,	 выпускаемых	 
в	текущем	интервале.	Затраты	на	хранение	невостребованных	изделий	каждого	наименования,	а	также	штрафы	за	недо-
поставленные	заказчикам	изделия	не	убывают	с	ростом	числа	таких	изделий.	Предложен	двухуровневый	декомпозици-
онный	метод	решения	задачи,	основанный	на	идеях	многошаговой	оптимизации.	

Ключевые слова: комплект	изделий,	размер	партии,	интенсивность	обработки,	случайный	спрос,	минимизация	
затрат,	декомпозиционный	метод
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OPTIMIZING THE OUTPUT OF PRODUCT BATCHES AND INTENSITY  
OF THEIR MANUFACTURE UNDER RANDOM DEMAND

The	problem	of	optimizing	the	output	of	multi-product	batch	and	the	intensities	of	its	items	manufacture	in	the	production	
line	 over	 a	 number	 of	 time	 intervals	 is	 considered.	 The	 line	 has	 a	 linearly	 ordered	 multiple	 positions	 without	 buffers.	
Workpieces	 of	 the	 input	 sequence	 composed	 of	 cyclically	 repeated	 identical	 subsequences	 (batches)	 are	 processed	
consecutively	one	by	one	in	each	working	position	in	the	order	of	their	location	in	the	line.	Only	a	single	workpiece	is	disposed	
in	each	position	at	each	time	point.		The	operation	of	the	line	consists	of	takts	of	simultaneous	processing	of	all	workpieces	
located	in	respective	positions	by	the	sets	of	tools	corresponding	to	workpieces	and	positions.	The	composition	of	a	batch	does	
not	vary	from	interval	to	interval.	The	ranges	of	possible	demand	quantities	for	each	product	and	the	probability	distribution	
of	the	demand	in	these	ranges	are	assumed	known	for	each	time	interval.	The	sum	of	manufacturing	cost,	costs	of	storage	
and/or	 penalties	 for	 unmet	 demand	on	products	 is	 used	 as	 objective	 function.	Manufacturing	 cost	 depends	on	processing	
intensities	to	be	defined	and	increases	with	an	increase	in	the	number	of	batches	produced	in	the	current	interval.	Storage	cost	
of	unclaimed	product	units	as	well	as	penalty	for	product	units	not	supplied	to	the	customer	do	not	decrease	with	the	increase	
of	 number	 of	 such	 units.	 A	 two-level	 decomposition	 method	 for	 solving	 the	 problem	 based	 on	 the	 ideas	 of	 multi-step	
optimization	is	proposed.

Keywords: batch	of	products,	lot	size,	processing	intensity,	random	demand,	cost	minimization,	decomposition	method 

Введение.	Задачам	планирования	производства	партий	изделий	с	учетом	затрат	на	их	выпуск	
и	хранение	посвящен	ряд	исследований	 (см.,	напр.,	 [1–4]).	Бóльшая	их часть	касается	выпуска	
изделий	одного	наименования.	Вместе	с	тем	внимание	многих	исследователей	привлекают	также	
задачи планирования	размера	партий	для	одновременного	выпуска	группы	различных	изделий.	
Для	 решения	 задач	 рассматриваемого	 типа	 с	 ограниченной	 производственной	 мощностью,	
являющихся	NP-трудными	 [4],	наиболее	часто	используются	методы	динамического	програм-
мирования.	В	рассмотренных	в	литературе	постановках	задач	как	правило	затраты	на	выпуск	
определяются	известной	функцией	от	его	объема.	
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В	работе	[5]	исследуется	комплексная	задача	совместной	оптимизации	программы	выпуска	
группы	изделий	постоянного	 состава	 (далее	–	 комплекта	изделий)	и	интенсивностей	их	из	го-
товления	 на	 заданном	 горизонте	 планирования	 при	 известных	 величинах	 спроса	 на	 изделия	
комплекта	в	каждом	временном	интервале.	Предполагается,	что	изделия производятся	на	много-
позиционной	производственной	линии	конвейерного	типа	и	имеется	возможность	оптимизиро-
вать	интенсивность	их изготовления	на	каждой	позиции	с	учетом	планируемой	программы	вы-
пуска	в	данном	времeнном	интервале.	Помимо	затрат	на	изготовление,	учитываются	также	за-
траты	на	хранение	их	невостребованной	части	и	штрафы	за	недопоставленные	вовремя изделия.	
Допускается	отложенный	спрос,	т.	е.	недопоставленные	изделия	могут	быть	поставлены	заказ-
чикам	в	следующих	временных	интервалах.

Поскольку	во	многих	ситуациях	прогнозировать	спрос	можно	лишь	с	некоторой	вероятно-
стью,	зависящей	от	условий	рынка,	значительный	интерес	представляют	исследования,	в	кото-
рых	спрос	на	выпускаемые	изделия	является	случайным.

Исследованию	 стохастических	 многопродуктовых	 задач	 планирования	 размера	 выпуска	
производственной	системой	на	конечном	наборе	временных	интервалов	при	случайном	спросе	
посвящены,	 в	 частности,	 работы	 [6–8].	 В	 этих	 исследованиях	 допускался	 отложенный	 спрос	 
на	невыполненные	заказы.	В	 [6]	неопределенность	спроса	моделировалась	деревом	сценариев,	
что	позволило	свести	 задачу	к	многостадийной	смешанной	целочисленной	 задаче	стохастиче-
ского	 программирования	 с	 рекурсией.	 Предложены	 основанная	 на	 локализации	 производства	
формулировка	модели	и	эвристический	подход	к	решению	задачи,	базирующийся	на	стратегии	
фиксации	переменных	и	ослабления	ограничений.	В	[7]	целевая	функция	общих	затрат	включа-
ла	стоимость	переналадки	для	серийного	производства,	стоимость	хранения	запасов	и	издерж-
ки,	связанные	с	дефицитом.	Разработана	модель	ожидаемых	затрат	в	расчете	на	единицу	време-
ни.	Показано,	что	при	некоторых	условиях	приближенная	функция	стоимости	является	выпук-
лой.	В	статье	 [8]	особое	внимание	уделялось	оперативности	выполнения	 заказов.	Предложена	
эвристическая	 процедура	 решения	 задачи,	 являющаяся	 обобщением	 для	 условий	 случайного	
спроса	эвристики,	введенной	в	[9]	для	детерминированной	задачи	планирования	размера	партий.	

Ниже	рассмотренная	в	[5]	задача	решается	в	более	общей	постановке,	когда	возможный	спрос	
на	изделия	комплекта	является	случайным,	определяемым	заданными	функциями	распределе-
ния,	причем	эти	функции	предполагаются	взаимно	независимыми	и	различными	как	для	разных	
изделий	комплекта,	так	и	для	разных	временных	интервалов.	В	качестве	основных	отличий	ис-
следуемой	постановки	от	известных	можно	отметить	следующие.	Во-первых,	состав	комплекта	
не	изменяется	от	интервала	к	интервалу	(что	определяется	спецификой	используемой	производ-
ственной	линии),	в	то	время	как	случайно	реализуемые	объемы	спроса	на	различные	изделия	
комплекта	в	различных	временных	интервалах	не	 связаны	между	собой.	Во-вторых,	решения	 
о	размере	выпуска	в	любом	временном	интервале	принимаются	одновременно	с	выбором	ин-
тенсивностей	изготовления	изделий,	определяющих	как	возможность	изготовления	планируе-
мого	количества	комплектов,	так	и	стоимость	их	выпуска.	С	учетом	отсутствия	взаимосвязей	
между	функциями	распределения	 спроса	на	различные	изделия	комплекта	рассматриваемая	
задача	занимает	промежуточное	место	между	многопродуктовыми	и	однопродуктовыми	сто-
хастическими	задачами.

Получаемые	с	помощью	предлагаемого	подхода	решения	могут	быть	использованы,	в	част-
ности,	для	корректировки	в	начале	каждого	очередного	временного	интервала	ранее	запланиро-
ванных	 программ	 выпуска	 комплектов	 изделий	 и	 интенсивностей	 их	 изготовления	 исходя	 
из	уточненного	(по	текущей	информации)	возможного	вероятностного	спроса	на	различные	из-
делия	комплекта.	

1. Постановка задачи и математическая модель. Рассматривается	задача	управления	про-
граммой	 выпуска	 и	 интенсивностью	 изготовления	 заданного	 множества	D =	 {1,2,…,	m}	 изделий	 

на	временных	интервалах	T1,…,Tt,…,Tn	горизонта	планирования	
1
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t
T T

=
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с	учетом	случайного	спро-

са	на	различные	изделия,	затрат	на	их	производство,	затрат	на	хранение	невостребованных	изделий 
и/или	штрафов	 за	 неудовлетворенный	 вовремя	 спрос	 на	 некоторые	из	 них.	Предполагается,	 что	 
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изделия	выпускаются	идентичными	комплектами,	каждый	из	которых	включает	hd	изделий	 
d ∈ D,	 .d

d D
h h

∈
=∑

Диапазоны	 [ , ]dt dtdtL = λ λ  возможного	 спроса λdt	 на	 каждое	из	изделий	d ∈ D	 в	 интервалах	 
t =	1,…,n	и	функции	распределения	Pdt(λdt)	этого	спроса	на	Ldt	предполагаются	заданными,	причем	
все	λdt	считаются	взаимно	независимыми	случайными	величинами	и	0 .dtdt≤ λ ≤ λ  

Для	каждого	изделия	d ∈ D задано	также	число	yd0, обозначающее	количество	таких	изделий	
либо	на	хранении	(при	yd0	>	0)	или	недопоставленных	заказчикам	(при	yd0	<	0)	к	моменту	планирова-
ния	(т.	е.	к	началу	временного	интервала	t =	1).	

В	результате	выпуска	комплектов	и	поставок	заказчикам	различных	изделий	из	их	состава	 
к	концу	каждого	интервала	t =	1,…,n	может	образоваться	некоторое	количество	ydt	либо	уже	про-
изведенных	и	невостребованных	заказчиками	(ydt >	0),	либо	недопоставленных	заказчкам	(ydt <	0)	
изделий	d ∈ D.	Функции	Hdt(ydt)	средних	затрат	на	хранение	невостребованных	изделий	или	
штрафов	за	недопоставленные	изделия	d ∈ D	в	интервале	 t	предполагаются	известными	для	
каждого	 интервала	 t =	 1,…,n,	 причем	 эти	 функции	 не	 возрастают	 при	 ydt <	 0,	 не	 убывают	 
при	ydt >	0	и	Hdt(0)	=	0.	

На	момент	планирования	ydt	для	всех	d ∈ D,	t =	1,…,n,	являются	взаимно	независимыми	слу-
чайными	величинами,	определяемыми	как	планируемой	программой	x1,…,xt	выпуска	комплек-
тов,	так	и	возможным	спросом	λdr	на	изделиe	d ∈ D	в	предыдущие	(включая	текущий)	временные	
интервалы	r =	1,…,t,	т.	е.	
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r=
Λ = λ∑ 	–	случайный	кумулятивный	спрос	на	это	изделие	за	первые	t интервалов.	Для	

всех	t =	1,…,n	в	силу	независимости	случайных	величин	λdr ∈ Ldr	функции	распределения	 ( )dt dtP Λ  
величин	 dtΛ 	 в	 диапазоне	 1 2[ , ]dt dt dtΛ = Λ Λ 	 их	 возможных	 значений	 определяются	 сверткой	
(см.,	 напр.,	 [10])	 заданных	функций	 распределения	Pdr(λdr)	 возможного	 спроса	λdr	 в	интервалах	 

r =	1,…,t,	где	 1
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Изготовление	 комплектов	 осуществляется	 на	 многопозиционной	 производственной	 линии	
конвейерного	типа,	состоящей	из	ряда	линейно	упорядоченных	рабочих	позиций	[5,	11].	Заготовка	
каждого	изделия	комплекта	последовательно	в	этом	порядке	обрабатывается	на	каждой	рабочей	
позиции,	причем	в	каждый	момент	времени	на	каждой	позиции	может	обрабатываться	лишь	одно	
изделие.	Один	такт	работы	линии	состоит	в	одновременной	обработке	на	каждой	из	рабочих	пози-
ций	единственного	соответствующего	(такту	и	позиции)	изделия.	

После	завершения	любого	такта	обрабатываемые	изделия	со	своих	позиций	синхронно	переме-
щаются	на	следующие,	изделие	с	последней	рабочей	позиции	поступает	на	позицию разгрузки,	а	на	
первую	рабочую	позицию поступает	очередное	изделие	последовательности.	Одновременно	на	ли-
нии	могут	находиться	изделия	из	нескольких	(идентичных)	комплектов.	Цикл	изготовления	одного	
комплекта	состоит	из	h	тактов	и	может	включать	идентичные	такты	(характеризуемые	идентич-
ным	расположением	изделий	на	всех	рабочих	позициях	с	соответствующей	их	одинаковой	обра-
боткой).	В	дальнейшем	I ={1,…,η}	–	множество	номеров	различных	тактов	и	ki	–	количество	иден-
тичных	тактов	i ∈ I в	цикле,	 .i

i I
k h

∈
=∑

Изготовление	изделия	на	каждой	рабочей	позиции	может	осуществляться	одним	либо	одновре-
менно	несколькими	(соответствующими	позиции	и	изделию)	не	связанными	между	собой	блоками	
инструментов,	причем	все	инструменты	одного	блока	работают	параллельно	и	имеют	общий	пара-
метр	интенсивности	обработки	(например,	минутную	подачу).	Таким	образом,	каждый	такт	i ∈ I	за-
ключается	в	одновременной	обработке	различных	изделий	соответствующим	подмножеством	Ji	бло-
ков	(инструментов)	из	множества	J	блоков,	установленных	на	линии,	причем	такт i	может	включать	
обработку	mij	 идентичными	 блоками	 j ∈ Ji.	 Подмножества	 блоков	 из	 семейства	 {J1,…,Ji,…,Jη} 
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могут	пересекаться	и	
1

.i
i

J J
η

=
=



	Далее	под	парой	 ij	подразумевается	блок	 j ∈ J,	выполняющий	 

в	 такте	 i ∈ I	 обработку	 соответствующего	 (позиции,	 на	 которой	 блок	 выполняет	 обработку,	 
и	такту)	изделия	комплекта.

Обработка	каждым	блоком	инструментов	в	некотором	такте	связана	с	расходом	соответству-
ющих	возобновляемых	ресурсов	 (в	частности,	инструментов,	изнашиваемых	в	процессе	обра-
ботки).	Скорость	расхода	ресурса	зависит	как	от	объема	обработки,	так	и	от	интенсивности	ее	
выполнения	[5,	11].	Восстановление	любого	из	ресурсов	(в	частности,	смена	инструментов)	осу-
ществляется	после	его	полного	расходования	(износа)	по	завершении такта,	во	время	которого	
это	произошло.	Выполнение	очередного	такта	может	начаться	лишь	после	выполнения	процесса	
восстановления	соответствующего	ресурса	(смены	инструментов).

В	данной	работе	предполагается,	что	выбираемая	интенсивность	обработки	изделий	блоком	j ∈ J 
остается	одинаковой	для	всех	обрабатываемых	им	изделий	комплекта,	т.	е.	не	изменяется	от	так-
та	к	такту	в	течение	текущего	временного	интервала	t,	t =	1,…,n.	Обозначим	эту	интенсивность	
(являющуюся	искомым	параметром)	через	zjt	и	положим	zt =	(zjt|j ∈ J)	и	z =	(zt|t =	1,…,n).

Предельное	количество	 tx  комплектов,	которое	может	быть	выпущено	в	интервале	t =	1,…,n, 
исходя	из	производственных	условий,	предполагается	известным.	

Для	пар	ij ∈ G = {ij|i ∈ I,	j ∈ Ji}	считаются	заданными	следующие	параметры:
–	объем	Vij	обработки	изделий	блоком	j	в	такте i;
–	отрезок	[z1jt,z2jt]	возможных	значений	интенсивности zjt	в	интервале	t;
–	 определенныe	 на	 этом	 отрезке	 функции	 fijt(zjt)	 и	 ϕijt(zjt),	 представляющие	 зависимости	 

от	принимаемой	интенсивности	zjt	отнесенных	к	единице	объема	затрат	(включая	затраты	на	ре-
сурсы	и	их	восстановление)	на	обработку	изделий	блоком	j	в	такте i	и	времени	восстановления	
ресурсов	соответственно.

При	фиксированном	значении	

1 2,t jt jt
j J

t z zz
∈

∈ =   ∏Z

длительность	обработки	в	интервале	t изделия	блоком	j ∈ J	в	такте	i ∈ I	и	длительность	этого	
такта	равны	Vijzjt	и	max{Vijzjt| j∈Ji}	соответственно,	а	затраты	на	обработку	изделия	блоком	j ∈ J  
в	такте	i ∈ I	и	затраты	времени	на	восстановление	ресурсов,	отнесенные	к	этой	обработке,	равны	
соответственно Vij fijt(zjt)	и	Vijϕijt(zjt).	

Общие	затраты	(как	материальные,	так	и	временные)	на	выполнение	каждого	из	тактов	i ∈ I 
помимо	суммарных	затрат по	всем	составляющим	его	блокам	включают	также	дополнительные	
затраты.	В	достаточно	общем	случае	можно	принять,	что	эти дополнительные	затраты	представ-
ляются	линейными	функциями	длительности	такта.	Параметры	E1it,	E2it,	R1it	и	R2it	указанных	ли-
нейных	зависимостей	для	каждого	интервала	t∈{1,…,n}	предполагаются	заданными.	

Таким	 образом,	 при	 принятых	 предположениях	 общие	 затраты	F1t(zt)	 на	 выполнение	 всех	
тактов	одного	цикла	обработки	комплекта	и	общая	длительность	F2t(zt)	цикла	в	интервале	t	в	за-
висимости	от	значения	zt ∈ Zt	определяются	следующими	соотношениями:

1 1 2( ) max{ } ( ) ,
i i

t t i it it ij jt ij ij ijt jt
j Ji I j J

F z k E E V z m V f z
∈∈ ∈

 
= + +  

 
∑ ∑

2 1 2( ) max{ } ( ) .
i i

t t i it it ij jt ij ij ijt jt
j Ji I j J

F z k R R V z m V z
∈∈ ∈

 
= + + ϕ  

 
∑ ∑

Выбранные	для	интервала	t интенсивности	zt	однозначно	определяют	максимальное	количе-
ство	 { }2( ) ( )/,mint t t t t tT Fx z x z= 	комплектов,	которые	могут	быть	выпущены	в	этом	интервале.
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Введем	функцию	средних	общих	затрат	за	период	планирования	на	выпуск	комплектов	изде-
лий,	хранение	невостребованных	изделий	и	штрафы	за	недопоставленные	заказчикам	в	срок	из-
делия	при	фиксированных	количествах	x =	(x1,…,xn) выпущенных	комплектов	и	интенсивностях	
z =	(zt|t =	1,…,n)	их	изготовления	за	этот	период:

 
1

1 1 1
( ) ( ) ,

n n t
t t t dt d r dtdt

t t d D r
x,z F z x M H h xΛ

= = ∈ =

  
Ψ = + − Λ  

  
∑ ∑ ∑ ∑ 	 (1)

где	Ma{g(⋅)}	–	математическое	ожидание	значения	функции	g(⋅)	случайной	величины	a.
С	учетом	изложенного	рассматриваемая	задача	определения	оптимальных	(в	совокупно-

сти)	программы	x выпуска	комплектов	изделий	и	интенсивностей	z	их	обработки	в	каждом	
интервале	времени	t =	1,…,n	в	условиях	случайного	спроса	и	ограниченной	пропускной	спо-
собности	производственной	линии	сводится	к	следующей	задаче	математического	програм-
мирования:

	 Ψ(x,z)	→	min,	 (2)

 F2t(zt)xt ≤ Tt,		t =	1,…,n,	 (3)

 xt ∈	[0, tx ],		t =	1,…,n,	 (4)

 zt ∈ Zt,		t =	1,…,n.	 (5)

В	задаче	(2)–(5)	целевая	функция	(2)	представляет	зависимость	средних	суммарных	затрат	от	
объема	выпуска	комплектов	изделий	с	учетом	характера	спроса	на	изделия	на	всех	интервалах	
горизонта	планирования.	Ограничение	(3)	обеспечивает	возможность	выпуска	в	интервале	t	пла-
нируемого	количества	комплектов	изделий.	Задачу	(2)–(5)	будем	называть	в	дальнейшем	задачей	А.	

Следует	отметить,	что	в	реальных	ситуациях необходимость	решения	задачи А может	возни-
кать	по	завершении	каждого	временного	интервала	t,	когда	уже	известны	фактические	значения	 drλ  
спроса	на	интервалах	r =	1,…,t на	изделия	d ∈ D и	могут	быть	уточнены	функции	распределения	
спроса	на	каждое	из	изделий	в	последующих	интервалах.	Поскольку	количество	ydt	невостребованных	
заказчиками	либо	недопоставленных	им	изделий	d ∈ D	к	концу	периода	t	равно	

0
1
( ),

t
d d r dr

r
y h x

=
+ − λ∑ 

то	задачу	планирования	на	оставшиеся	временные	интервалы	можно	рассматривать	как	задачу	А 
на	n –	t интервалах	t +	1,…,n	с	исходными	величинами	ydt	вместо	yd0	и	уточненными	функциями	рас-
пределения	спроса	на	этих	интервалах.

2. Методы решения. Для	решения	задачи	А	можно	воспользоваться	декомпозиционной	схемой,	
укрупненно	представленной	на	рисунке:

–	на	нижнем	уровне	для	некоторой	фиксированной	программы	выпуска	x =	(x1,…,xn)	и	каждо-
го	t =	1,…,n	решается	автономная	подзадача Bt(xt)	по	определению	оптимальных	(для	этой	про-
граммы)	значений	zt

*(xt)	интенсивностей;
–	на	верхнем	уровне	решается	координирующая	подзадача	C	по	определению	оптимальной	про-

граммы	x*	выпуска	комплектов	изделий	для	всех	интервалов	горизонта	планирования	с	учетом	нео-
пределенности	спроса	на	изделия,	совокупности	всех	рассматриваемых	затрат	и	пропускной	спо-
собности	производственной	линии	в	каждом	из	интервалов.	

При	формировании	предлагаемой	схемы	решения	задачи	А	использованы	общие	идеи	декомпо-
зиции	оптимизационных	задач	(см.,	в	частности,	обзор	в	[11]).		

Нетрудно	 показать,	 что	 если	 zt
*(xt)	 являются	 решениями	 подзадач	 Bt(xt)	 для	 t =	 1,…,n  

и	x* =	(x1
*,…,xn

*)	–	решение	подзадачи	  C,	то	(x*,z*(x*))	–	решение	задачи	А.	Здесь	предполагается,	
что	Rt(xt)	=	∞,	если	для	некоторого	значения	xt	подзадача	Bt(xt)	не	имеет	решения.
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Если	функции	fijt(zjt)	и	ϕijt(zjt)	выпуклы	на	отрезках	[z1jt,z2jt]	для	всех	i ∈ I,	j ∈ Ji	и	t =	1,…,n	(что	
имеет	место	во	многих	реальных	ситуациях),	то	подзадачи	Bt(xt)	являются	задачами	выпуклого	
программирования.	Для	их	решения	могут	быть	использованы	соответствующие	известные	мето-
ды	и	реализующие	их	пакеты	программ.	В	частности,	эти	подзадачи	могут	быть	сведены	к	задачам	
линейного	программирования	посредством	аппроксимации	функций	fijt(zjt)	и	ϕijt(zjt)	кусочно-линей-
ными	функциями	[12],	причем,	если	функции	fijt(zjt)	и	ϕijt(zjt)	одинаковы	для	всех	интервалов	t,	то	эти	
аппроксимации	не	зависят	от	t.

В	свою	очередь,	подзадача	C	может	решаться	как	задача	многошаговой	оптимизации.	
Для	описания	такого	подхода	к	решению	подзадачи	С	введем	следующие	дополнительные	

обозначения:
–	

1

t
r

r
t xs

=
= ∑ 	 –	 кумулятивное	 число	 выпущенных	 комплектов	 изделий	 за	 t	 временных	 интер- 

валов,	 принимаемое	 в	 качестве	 состояния	 многошагового	 процесса	 после	 шага	 t =	 1,…,n, 

1
, ;0

t
t rt

r
s xs

=

 
∈ = 
 

∑

–	 ( ) { ( )}dtdt t dt d t dtH s M H h sΛ= − Λ 	–	математическое	ожидание	затрат	в	интервале	t	на	хране-
ние	невостребованных	изделий	либо	на	штрафы	за	недопоставленные	изделия	d ∈ D для	состояния	st; 

–	Θt(st)	–	наименьшее	значение	функции	 1
1 1

( ) ( )
t t

r r i ir r dr r
r i I r d D

R x k E x H s
= ∈ = ∈

 
+ + 

 
∑ ∑ ∑ ∑  	средних	сум-

марных	затрат	по	всем	таким	программам	выпуска xt =	 (x1,…,xr,…,xt),	что	 [ ]0,r rx x∈ 	для	всех 

r =	1,…,t	и	
1

.
t

r
r

tsx
=

=∑

Поскольку	 [ ]{ }* min ,) ,( | 0n n n ns s sΨ Θ ∈= 	 то	 решение	 подзадачи	 C	 может	 быть	 получено	 
с	использованием	следующего	рекуррентного	соотношения	динамического	программирования:

 
1 11 1( ) { ( ) ( )min –t t t t it t

I
t i

i
ts s R s ks E

∈
− − −

 
= + + × 


Θ


Θ ∑

 
1 111– 0,( ) | [ ] [( ) – 0 ], ,},− − −−

∈
× ∈+ ∈∑t t tdt t

D
tt tt

d
s s ss s xsH s 	 (6)

  
[ ]0, ,    1, , ,t t ts s n= …∈

где	Θ0(0)	=	0.

Декомпозиционная	схема	решения	задачи	А
Decomposition	scheme	for	solving	the	problem	A
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Трудоемкость	 решения	 исходной	 задачи	 А	 по	 предлагаемой	 декомпозиционной	 схеме	
складывается	из	трудоемкостей	трех	основных	компонент:	вычисления	значений	функций	Rt(xt)	
(решение	 подзадач	 Bt(xt)	 нижнего	 уровня)	 и	 функций	 ( )dt t

d D
H s

∈
∑   	 для	 различных	 значений	

[ ]0,t tx x∈  	 и	
1

0,
t

t r
r

t s хs
=

=
 

∈ 
 

∑   t =	 1,…,n,	 а	 также	 решения	 подзадачи	 С	 верхнего	 уровня	 

при	 известных	 значениях	 этих	 функций.	 Поскольку	 достаточно	 однократного	 вычисления 
функций	Rt(xt)	и	 ( )dt t

d D
H s

∈
∑   	для	каждых	 [ ]0, ,ttx x∈  [ ]0,t ts s∈  	и	t =	1,…,n,	то	число	вычисляемых	

значений	функций	Rt(xt)	и	 ( )dt tH s  	не	превосходит	
1

n
t

t
х

=
∑  	и	

1 1

n t
r

t r
m х

= =
∑∑  	соответственно.	

Трудоемкость	решения	подзадачи	Bt(xt)	при	фиксированных	 [ ]0, ,ttx x∈ 	и	t =	1,…,n	определя-
ется	 структурой	 и	 параметрами	 процесса	 обработки	 комплекта	 изделий	 на	 производственной	
линии	(т.	е.	числом	|I|	различных	тактов	в	цикле	обработки	комплекта,	количествами	|Ji|	и	соста-
вом	соответствующих	блоков	инструментов	в	тактах),	 а	также	сложностью	вычисления	функ-
ций	fijt(zjt)	и	ϕijt(zjt)	зависимости	материальных	и	временных	затрат	на	обработку	изделий	блоком	
инструментов	от	искомой	интенсивности	обработки	zjt,	i ∈ I,	j∈Ji.	В	первом	приближении	можно	
считать	число	операций,	необходимое	для	вычисления	значений	Rt(xt),	не	зависящим	от	параме-
тров	 xt.	 Тогда	 зависимость	 трудоемкости	 вычисления	 функций	 Rt(xt)	 от	 параметров	 n, tx ,  
t =	1,…,n,	задачи	А	можно	оценить	как

1
.

n
t

t
O х

=

 
 
 
∑  

В	свою	очередь	трудоемкость	вычисления	функций	 ( )dt tH s 	для	фиксированного [0, ]t ts s∈  
определяется	сложностью	функций	Hdt(ydt)	затрат	на	хранение	невостребованных	изделий	или	штра-
фов	за	недопоставленные	изделия	d ∈ D	 в	интервале	 t,	диапазонами	 [ , ]dt dtdtL = λ λ  возможных	
значений	спроса	λdt	и	видом	функций	Pdt(λdt)	распределения	этого	спроса	λdt,	d ∈ D,	t =	1,…,n.

При	предположении,	что	сложность	вычисления	функций	Hdt(ydt)	не	зависит	от	ydt,	t =	1,…,n,	
трудоемкость	вычисления	 ( )dt tH s 	можно	оценить	как	

 1
( ) ,

t
dr dr

r
O

=
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a	зависимость	трудоемкости	вычисления	 ( )dt t
d D

H s
∈
∑  	от	параметров	m,	n, tx , t =	1,…,n,	задачи	

для	различных	значений	
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Наконец,	 при	 решении	 подзадачи	 С	 необходимая	 для	 хранения	 значений	 функций	 Rt(xt)	 
и	 ( )dt t

d D
H s

∈
∑  	память	может	быть	оценена	как	

 1 1
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= =

 
 
 
∑ ∑  

а	трудоемкость	реализации	соотношения	(6)	при	известных	значениях	этих	функций	–	как
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операций.
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При	большой	трудоемкости	точного	решения	подзадачи	С	ее	приближенное	решение	может	
быть	получено	с	использованием	известных	приближенных	методов	многошаговой	оптимиза-
ции,	в	частности	метода	«плавающих	трубок».	В	этом	случае	может	потребоваться	существенно	
меньшее	число	вычислений	значений	функций	Rt(xt)	и	 ( ).dt tH s 	На	первом	этапе	решения	можно	
ограничиться	 рассмотрением	 лишь	 таких	 программ	 выпуска	 x =	 (x1,…,xt,…,xn),	 что	 для	 всех	 
t =	1,…,n	значение	xt ≥ xt	и	xt	кратно	a,	где	xt	и	a	–	некоторые	выбираемые	константы.	Очевидно,	
что	в	этом	случае	пространство	состояний	оптимизируемого	многошагового	процесса	будет	об-

разовано	лишь	такими	
1 1

, ,
t t

r
r r

t rx хs
= =

∈
 
 
 
∑ ∑  	которые	кратны	принятому	числу	a,	t =	1,…,n.

Заключение. Рассмотрена	 задача	 оптимизации	 средней	 стоимости	 серийного	выпуска	ком-
плекта	изделий	нескольких	наименований	и	интенсивностей	обработки	заготовок	изделий	набором	
блоков	инструментов	на	многопозиционной	производственной	линии	ограниченной	мощности	на	ряде	
временных	интервалов.	При	расчете	средней	стоимости	выпуска	учитываются	суммарные	затраты	на	
изготовление	комплектов	и	математическое	ожидание	затрат	на	хранение	невостребованных	в	теку-
щем	интервале	уже	произведенных	изделий	и	штрафов	за	недопоставленные	заказчику	вовремя	изде-
лия	в	условиях	случайного	спроса	на	них.	

Предложена	двухуровневая	декомпозиционная	схема	решения	этой	задачи.	На	нижнем	уровне	для	
каждого	временного	интервала	решаются	подзадачи	оптимизации	интенсивностей	обработки	изделий	
соответствующими	блоками	инструментов	при	фиксированном	объеме	выпуска.	На	верхнем	уровне	
методом	динамического	 программирования	 оптимизируются	 количества	 выпускаемых	 комплектов	
для	всех	интервалов.	Если	зависимости	удельных	(отнесенных	к	единице	объема)	затрат	на	обра-
ботку	изделий	от	принимаемой	ее	интенсивности	представляются	для	каждого	блока	инстру-
ментов	 выпуклыми	функциями,	 то	 подзадачи	 нижнего	 уровня	 являются	 задачами	 выпуклого	
программирования.	Отмечается	один	из	эффективных	подходов	к	их	решению.

В	дальнейшем	предполагается	исследовать	более	общие	постановки	рассмотренной	выше	за-
дачи,	в	которых,	в	частности,

учитывается	влияние	интенсивности	изготовления	изделий	на	количество	брака,	причем	это	
влияние	может	быть	различным	для	разных	изделий,

фактический	спрос	и	степень	его	удовлетворения	на	отдельные	изделия	в	начальные	времен-
ные	интервалы	влияет	на	последующих	интервалах	как	на	возможный	спрос	на	эти	изделия,	так	 
и	на	штрафы	за	их	возможную	недопоставку.
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