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ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМ РОЛЛЯ И ДАРБУ  
ДЛЯ ФУНКЦИЙ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ

Аннотация. Как известно, классические теоремы Ролля и Дарбу для функции одной переменной устанавливают 
существование критической точки по поведению функции на концах отрезка. Возникает вопрос о возможности пе-
реноса теорем Ролля и Дарбу для функций двух переменных. Более точно, определяется ли существование критиче-
ской точки в Ω  по поведению функции f на границе ∂Ω  области Ω. Как было показано А. И. Перовым, такие обоб-
щения можно получить с помощью понятия вращения. В настоящей работе устанавливаются более глубокие связи 
между теоремами Ролля, Дарбу и вращением векторного поля на границе .∂Ω  Также приводятся некоторые новые 
формулы для вычисления вращения векторного поля на границе ,∂Ω  на основе которых сформулированы утвержде-
ния о существовании критических точек.
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EXTENSITION OF THE ROLLE AND DARBOUX THEOREMS TO THE FUNCTIONS OF TWO VARIABLES

Abstract. As well known, the classical Rolle and Darboux theorems for a function of one variable establish the existence 
of a critical point in the behavior of a function at the ends of a closed interval. The question arises of the possibility of exten-
sion of the Rolle and Darboux theorems to functions of two variables. More precisely is the existence of a critical point in Ω 
determined by the behavior of the function f on the boundary of the ∂Ω domain Ω. As shown by A. I. Perov, such extension 
can be obtained with the help of the concept of rotation. In this article, we establish deeper relations between the Rolle and 
Darboux theorems and the rotation of a vector field on the boundary .∂Ω  We also present some new formulas for calculating 
the rotation of a vector field on the boundary, on the basis of which statements about the existence of critical points are formu-
lated.
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Введение. В классическом анализе существуют две известные теоремы об обращении в нуль 
производной функции, заданной на отрезке [a,b]. Первая из них, теорема Ролля, утверждает, что 
производная дифференцируемой функции обращается внутри отрезка [a,b] в нуль, если значе-
ния этой функции на концах отрезка совпадают (рис. 1, a). Вторая, теорема Дарбу, утверждает, 
что дифференцируемая функция, производная которой на концах отрезка имеет разные знаки, 
также имеет внутри отрезка точку, в которой производная обращается в нуль (рис. 1, b). При 
этом в теореме Ролля никакой информации о самой производной не требуется; в теореме Дарбу 
требуется информация о производной функции на концах отрезка [1].
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Важно отметить, что указанные теоремы не вытекают одна из другой. Так, в условиях теоре-
мы Ролля условие теоремы Дарбу, вообще говоря, не выполнено, и наоборот.

В обеих теоремах (теоремы Ролля и Дарбу) существование точки, в которой производная 
функции обращается в нуль (критической точки), устанавливается по поведению функции на 
границе отрезка. Возникает естественное желание ответить на вопрос о возможности сохране-
ния такого утверждения для функций нескольких переменных, т. е. определяется ли существо-
вание критической точки области Ω по поведению функции f(x) на границе области .∂Ω  В на-
стоящей работе ограничимся случаем функции двух переменных.

Естественно для доказательства существования критической точки использовать вращение 
векторного поля f ′(x). Как известно, если вращение векторного поля f ′(x) на границе области ∂Ω  
отлично от нуля, то существует критическая точка [3].

Следует отметить, что в зависимости от значения вращения соответствующего векторного 
поля f ′(x) возможны различные случаи выполнения теорем Ролля и Дарбу. Так, на рис. 1 a, b 
представлены различные случаи выполнения теоремы Ролля: когда вращение соответствующе-
го векторного поля отлично от нуля (см. рис. 1, a) и равно нулю (векторное поле определяется 
через f ′(x); см. 1, b). На рис. 1 c, d показаны соответственно различные случаи выполнения тео-
ремы Дарбу: когда вращение соответствующего векторного поля отлично от нуля (см. рис. 1, c)  
и равно нулю (см. рис. 1, d).

Перейдем к функциям двух переменных. Рассмотрим в области Ω, ограниченной простой 
жордановой кривой ∂Ω  (в силу теоремы Жордана, область Ω односвязна), непрерывно диффе-
ренцируемую на Ω =Ω∪∂Ω  функцию f.

Наиболее естественным обобщением теоремы Дарбу на функции двух переменных является 
утверждение, основанное (см. [3, 4]) на понятии вращения ( )( ),f x′γ Ω  векторного поля f ′(x) на 

,∂Ω  – условия теоремы Дарбу означают, что поле f ′(x) на границе { , }a b∂Ω =  области ( , )a bΩ =  

a                                                                                        b

c                                                                                d
Рис. 1. Различные случаи выполнения теорем Ролля и Дарбу

Fig. 1. Different cases of fulfillment of the Rolle and Darboux theorems



292   Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus, Рhysics and Mathematics series, 2018, vol. 54, no. 3, pp. 290–299

не обращается в нуль и его вращение ( )( ),f x′γ Ω  отлично от нуля. Однако последнее утвержде-
ние верно [3, 4] и для функций от нескольких переменных: если поле f ′(x) на границе ∂Ω  области 

nΩ⊂   не обращается в нуль и его вращение ( )( ),f x′γ Ω  на границе этой области отлично от 
нуля, то функция :f Ω→  имеет в Ω по крайней мере одну критическую точку. В связи с этим 
утверждением возникает задача о вычислении вращения ( )( ), .f x′γ Ω  Ниже будут приведены не-
которые новые формулы вычисления вращения векторных полей на плоскости.

Аналогом предположения в теореме Ролля будет предположение, что функция f является на 
∂Ω  постоянной. В таком случае очевидно существование точки x* такой, что ( ) 0f x∗′ =  (доказа-
тельство этого утверждения дословно повторяет доказательство теоремы Ролля). Однако такое 
обобщение теоремы Ролля не слишком интересно – реально оно означает, что ∂Ω  является ли-
нией уровня функции f. Можно сформулировать и более сложное утверждение: если линия уров-
ня функции f касается границы ∂Ω  в одной или нескольких точках и при этом целиком лежит  
в области Ω, то существует точка x* такая, что *( ) 0.f x′ =

Как показывают приведенные выше примеры, вращение ( )( ),f x′γ Ω  векторного поля f ′(x) на 
границе { , }a b∂Ω =  области ( , )a bΩ =  может обращаться в нуль, и по этой причине теория вра-
щения при переходе к функциям многих переменных непосредственно неприменима. Однако  
в соответствующих построениях можно предполагать, что ( ) ( )f fΩ ⊂ ∂Ω  – при невыполне-
нии этого включения функция f в области Ω принимает значения вне [ ( ), ( )]m f m f- +  

( )( ) min ( ),  ( ) max ( )
x x

m f f x m f f x- +
∈∂Ω ∈∂Ω

= =  и, значит, имеет по крайней мере одну критическую точку. 

Более того, при исследовании критических точек функций многих переменных, как нетрудно ви-
деть, можно даже предполагать, что ( ) ( ) ( ).m f f x m f- +< <  В этой ситуации для доказательства 
существования критических точек функции f в области Ω можно также пытаться использовать 
понятие вращения. На этом пути получена известная теорема Перова [5] о существовании  
критических точек функций двух переменных. Таким образом, при обобщении теоремы Ролля 
на функции многих переменных можно использовать вышеупомянутое дополнительное ус-
ловие.

Оказывается, что обе теоремы (теоремы Ролля и Дарбу) непосредственно переносятся на 
двумерный случай.

Отметим, что если функция φ(s) имеет только один максимум или один минимум, то ( )( ),f x′γ Ω  
может быть равно нулю. На рис. 2, a представлен пример такого графика функции φ(s). Более 

a                                                                      b
Рис. 2. Критические точки функции f(x) 
Fig. 2. Critical points of the function f(x)
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того, в работе [5] показано, что если функция φ(s) имеет один максимум и один минимум, то 
функция f может быть продолжена на Ω так, что не будет иметь в Ω критических точек. Рис. 2 a, b 
иллюстрирует, что по функции φ(s) в общем случае нельзя сказать, есть ли критические точки  
у функции f или нет. Так, на рис. 2, a представлен случай, когда функция f не имеет критических 
точек, а на рис. 2, b – имеет.

Теорема Дарбу. Пусть 2:Φ Ω→  – произвольное непрерывное векторное поле, не обраща-
ющееся в нуль на границе ∂Ω  области Ω. Будем предполагать, что граница ∂Ω  области Ω явля-
ется простой жордановой кривой (в силу теоремы Жордана, область Ω односвязна).

Опишем одну общую схему вычисления вращения γ(Φ,Ω) в описанной ситуации (некоторые 
частные случаи этой схемы приведены в [3]). Пусть h – произвольный ненулевой вектор; по-
ложим

 ( , ) { : ( ) }.H x x hΦ ∂Ω = ∈∂Ω Φ   

Здесь символ   означает, что векторы Φ(x) и h одинаково направлены, т. е. Φ(x) = λh при некото-
ром положительном λ. Множество ( , )H Φ ∂Ω  – замкнутое подмножество множества ∂Ω  (рис. 3).

В силу замкнутости множества ( , ),H Φ ∂Ω  дополнение ∂Ω ( , )H Φ ∂Ω  к нему в множестве ∂Ω 
является объединением конечного или счетного числа интервалов ( , ),I a bn n n=  где 1,2, ,nn = …  
или 1,2,n = …  соответственно. Обозначим это множество интервалов через H (Φ,Ω). При этом 
можно считать, что при всех ( , )n∈ Φ ΩH  переход от точки an  к точке bn  осуществляется в поло-
жительном направлении обхода границы ∂Ω  (против часовой стрелки).

Отметим также, что в случае конечного множества H(Φ,Ω) нумерация интервалов { : ( , )}In n∈ Φ ΩH  
может быть выбрана так, что при возрастании номера ν соответствующий интервал сдвигается 
на ∂Ω  в положительном направлении; в случае же бесконечного множества H (Φ,Ω) нумераций  
с подобным свойством обычно не существует.

Пусть In  – один из интервалов из H(Φ,Ω). Очевидно, в граничных точках ,an  bn  этого ин-
тервала векторы ( )anΦ  и ( )bnΦ  одинаково направлены с вектором h. Для точек x∈∂Ω  из интер-
вала In  вектор Φ(x) не совпадает с направлением вектора h. Однако при значениях x из интерва-
ла ,In  близких к ,an  вектор Φ(x) направлен почти одинаково с вектором h. При этом эти векторы 
Φ(x) будут получаться из вектора ( )anΦ  малым изменением длины и малым поворотом либо  
в положительном направлении (против часовой стрелки), либо в отрицательном направлении 
(по часовой стрелке). Аналогично при значениях x из интервала ,In  близких к ,bn  вектор Φ(x) 
будет получаться из вектора ( )bnΦ  малым изменением длины и малым поворотом либо в поло-
жительном (против часовой стрелки), либо в отрицательном (по часовой стрелке) направлении.

Рис. 3. Элементы множества ( , )H Φ ∂Ω  (n = 4)
Fig. 3. Elements of the set ( , )H Φ ∂Ω  (n = 4)
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Для каждого интервала In  из H(Φ,Ω) векторного поля Φ на границе ∂Ω  области Ω опреде-
лим его h-характеристику ( ) :h Inχ

– равную 1, если векторы Φ(x) вблизи точки an  получаются из вектора ( )anΦ  малым поворо-
том в положительном направлении, а вблизи точки bn  – из вектора ( )bnΦ  малым поворотом  
в отрицательном направлении;

– равную –1, если векторы Φ(x) вблизи точки an  получаются из вектора ( )anΦ  малым пово-
ротом в отрицательном направлении, а вблизи точки bn  – из вектора ( )bnΦ  малым поворотом  
в положительном направлении;

– равную 0, если векторы Φ(x) вблизи точек an  и bn  получаются малым поворотом из векто-
ров ( )anΦ  и ( )bnΦ  соответственно в одном и том же (положительном или отрицательном) на-
правлении.

Непрерывное векторное поле Φ на компактном множестве ∂Ω  равномерно непрерывно. 
Поэтому существует такое положительное число δ, что для любых двух точек , ,x x′ ′′∈∂Ω  рассто-
яние между которыми не превышает δ, угол между векторами Φ(x′) и Φ(x″) не превышает 30º. 
Тем самым на любой дуге границы ,∂Ω  диаметр которой меньше δ, углы между векторами Φ(x′) 
и Φ(x″) в точках x′ и x″ этой дуги не превышают 30º. В частности, это верно для каждого интер-
вала ( , ),In ∈ Φ ΩH  диаметр которого меньше δ. Но отсюда следует, что h-характеристика ( )h Inχ  
равна нулю. Нетрудно видеть, что среди интервалов ( , )In ∈ Φ ΩH  может быть только конечное 
число интервалов с диаметром больше δ. Тем самым, в случае бесконечного множества ( , )Φ ΩH  
для всех ,n  кроме конечного их числа, h-характеристики ( )h Inχ  равны нулю. Таким образом,  
в описанной ситуации определена сумма 

( , )
( ).h In

n∈ Φ Ω
χ∑

H

Пусть теперь для интервала In  h-характеристика равна 1. Тогда при движении точки x In∈  
от точки an  к точке bn  (такое движение осуществляется в положительном направлении) вектор 
Φ(x) должен сделать один поворот в положительном направлении. Действительно, в противном 
случае в близких к точке an  точках x In∈  он находится «по левую сторону» от вектора h,  
а в близких к точке bn  точках x In∈  – «по правую сторону» от вектора h. Если бы вектор Φ(x) 
при движении точки x In∈  от an  к bn  не делал полного оборота против часовой стрелки, то  
в некоторой точке x In∈  его направление должно было бы совпасть с направлением вектора h, 
что невозможно. Аналогично, если для In  h-характеристика равна –1, то при движении точки 
x In∈  от an  к bn  вектор Φ(x) сделает один оборот по часовой стрелке.

Проведенные рассуждения означают справедливость следующей леммы.
Л е м м а  1 .  Пусть 2:Φ Ω→  – произвольное непрерывное векторное поле, не обращающе-

еся в нуль на границе ∂Ω  области Ω, и h – произвольный ненулевой вектор. Тогда справедливо 
равенство

 ( , )
( , ) ( ).h In

n∈ Φ Ω
γ Φ Ω = χ∑

H
 (1)

Формула (1) является обобщением формулы (1.19) ([3], гл. 1) вычисления вращения γ(Φ,Ω) 
векторного поля Φ на границе ∂Ω  области Ω.

Используя лемму 1, можно сформулировать следующий аналог теоремы Дарбу для функций 
двух переменных.

Те о р е м а  1 .  Пусть :f Ω→  – непрерывно дифференцируемая функция. И пусть для не-
которого ненулевого вектора h справедливо неравенство

 ( , )
( ) 0.h In

n∈ Φ Ω
χ ≠∑

H
 (2)

Тогда функция f(x) имеет в Ω  по крайней мере одну критическую точку.
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Действительно, если f(x) имеет критические точки на ,∂Ω  то утверждение тривиально. Если 
же функция f(x) не имеет на ∂Ω  критических точек, то, в силу леммы 1, ( )( ), 0,f x′γ Ω ≠  и поэто-
му f(x) имеет по крайней мере одну критическую точку в .Ω

Приведем описание еще одного способа вычисления вращения γ(Φ,Ω) векторного поля Φ на 
границе ∂Ω  области Ω, который не зависит от выбора вектора h. Для такого способа необходимо 
дополнительно предположить, что граница ∂Ω  – гладкая кривая. Тогда в каждой x∈∂Ω  суще-
ствует касательный вектор и вектор внешней нормали n.

Обозначим через θ(x) угол между вектором Φ(x) и направлением внешней нормали n в точке 
.x∈∂Ω  Приращение функции θ(x) после обхода границы ,∂Ω  выраженное в единицах полного 

оборота, называют относительным вращением поля Φ на границе ∂Ω  области Ω [3]. Обозначим 
относительное вращение через ( , ).γ Φ Ω

Вращение γ(Φ,Ω) связано с относительным вращением ( , )γ Φ Ω  поля Φ на границе ∂Ω  обла-
сти Ω равенством ([3], упр. 4.7, с. 43):

 0( , ) ( , ) ,γ Φ Ω = γ Φ Ω - γ  (3)

где γ0 – вращение поля внешних нормалей.
Для вычисления относительного вращения ( , )γ Φ Ω  проведем рассуждения, которые во мно-

гом повторяют вышеприведенные рассуждения для вычисления вращения γ(Φ,Ω) векторного по-
ля Φ на границе ∂Ω  области Ω по произвольному вектору h.

Положим

 ( , ) { : ( ) }.N x x nΦ ∂Ω = ∈∂Ω Φ   

Если поле Φ(x) не вырождено, то множество ( , )N Φ ∂Ω  является замкнутым и, в свою оче-
редь, дополнение ∂Ω ( , )N Φ ∂Ω  является объединением конечного или счетного числа интерва-
лов ( , ),J a bs s s=  где 1,2, , ss = …  или 1,2,s = …  соответственно. Обозначим это множество ин-
тервалов через ( , ).Φ ΩN

В соответствии с предыдущими рассуждениям для каждого интервала Js  определим его 
n-характеристику ( ).n Jsχ  При этом n-характеристика ( )n Jsχ  очевидным образом совпадает  
с числом поворотов вектора Φ(x) от as  к ,bs  в то же время вне интервалов Js  вектор Φ(x)  
не делает ни одного оборота.

В силу (3) и равенства γ0 = 1 справедлива следующая
Л е м м а  2 .  Пусть 2:Φ Ω→  – произвольное непрерывное векторное поле, не обращающе-

еся в нуль на границе ∂Ω  области Ω, и граница ∂Ω  области Ω – гладкая кривая. Тогда справед-
ливо равенство

 ( , )
( , ) ( ) 1.n Js

s∈ Φ Ω
γ Φ Ω = χ -∑

N
  (4)

Для доказательства леммы необходимо воспользоваться тем фактом, что вращение поля 
внешних нормалей γ0 равно 1 [3]. Покажем это. Рассмотрим поле касательных к границе ∂Ω  об-
ласти Ω. Вращение поля касательных к границе ∂Ω  равно 1. Доказательство этого утверждения 
можно найти, например, в [3]. Следовательно, вращение поля нормалей к границе ∂Ω  также бу-
дет равно 1 (это вытекает из того факта, что поле внешних нормалей можно получить из поля 
касательных поворотом на постоянный угол 

2
π

- ).
Те о р е м а  2 .  Пусть :f Ω→  – непрерывно дифференцируемая функция и граница ∂Ω  

области Ω – гладкая кривая. И пусть справедливо неравенство

 ( , )
( ) 1.n Js

s∈ Φ Ω
χ ≠∑

N
 (5)

Тогда функция f(x) имеет в Ω  по крайней мере одну критическую точку.
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Теорема Ролля. Будем снова предполагать, что граница ∂Ω  – гладкая кривая, и рассмотрим 
вопрос о том, определяется ли существование критической точки Ω  по поведению функции f(x) 
на границе ∂Ω  области. Иными словами, возможно ли выяснить, когда вращение γ(Φ,Ω) опреде-
ляется графиком функции f(x) на границе ∂Ω  (рис. 4). К сожалению, в общем случае ответить на 
этот вопрос нельзя.

Один из случаев, когда ответ оказывается положительным, был рассмотрен в [3]; дальней-
шие обобщения описаны в работе [5]. Приведем некоторые необходимые определения. Пусть M– 
и M+ – наименьшее и наибольшее значения функции f(x) на Ω  и M– ≠ M+.

Открытая дуга pq ⊂ ∂Ω  с концами p и q называется дугой максимумов (минимумов), если 
( ) ( )f p f q M+= =  ( )( ) ( ) ,f p f q M-= =  на самой дуге функция f(x) не принимает значения M– (M+) 

и дуга pq  не является частью дуги с описанными выше двумя свойствами. Дуги максимума  
и минимума могут вырождаться в точку. Легко проверяется, что дуги максимума и минимума 
существуют, их конечное число и число дуг максимума совпадает с числом дуг минимума; пусть 
m – это число. Дугу pq  максимума (минимума) назовем регулярной, если на ней между p и q нет 
точек ξ локального максимума с ( )f M+ξ <  (минимума с ( )f M-ξ = ).

Открытые дуги, соединяющие соседние дуги максимума и минимума, будем называть про-
межуточными. Промежуточную дугу будем называть регулярной, если на ней нет точек локаль-
ного экстремума.

Дугу максимума, минимума или промежуточную будем называть квазирегулярной, если на 
ней имеется лишь конечное число точек строгого максимума или минимума. Если все дуги (мак-
симума, минимума и промежуточные) являются квазирегулярными, то обозначим через k число 
дуг, соединяющих соседние точки строгого экстремума, отличных от M+ и M–.

В работе [5] установлены следующие утверждения. 
1. Если дуги максимума и минимума функции f(x) на ∂Ω  и промежуточные дуги регулярны  

и если m ≠ 1, то функция f(x) имеет в Ω по крайней мере одну критическую точку. 
2. Если дуги максимума и минимума и промежуточные дуги функции f(x) на ∂Ω  квазирегу-

лярны и m ≠ 1, причем k < m – 1, то функция f(x) имеет в Ω по крайней мере одну критическую 
точку.

                                  a                                                                                              b

Рис. 4. График функции f(x) на границе ∂Ω

Fig. 4. Graph of the function f(x) on the boundary ∂Ω
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Обе теоремы А. И. Перова, как нетрудно видеть, вытекают из теоремы 2. Более того, из тео-
ремы 2 вытекают некоторые более общие, чем теоремы А. И. Перова, утверждения.

Напомним, что в точках экстремума функции f(x) на ∂Ω  вектор f ′(x) направлен по нормали  
к кривой .∂Ω

Рассмотрим простейший случай, когда функция f(x) имеет на границе ∂Ω  области Ω конеч-
ное число точек экстремума. Разобьем множество точек экстремума функции f(x) на ∂Ω  на два 
класса: точки, в которых нормаль направлена вне области Ω, и точки, в которых нормаль на-
правлена внутрь области Ω. Точки первого класса будем называть out-точками экстремума,  
а точки второго класса – in-точками экстремума. В результате, точки максимума могут быть out- 
и in-точками максимума и, аналогично, точки минимума – out- и in-точками минимума (рис. 5). 

Обозначим через ( , )f ∂Ω  множество out-точек экстремума функции f на .∂Ω  В свою оче-
редь, обозначим через ( , )f ∂Ω  – множество in-точек экстремума функции f на .∂Ω

Проанализируем поведение вектора f ′(x) при обходе в положительном направлении (против 
часовой стрелки) границы ∂Ω  через точки множества ( , )f ∂Ω . При переходе через out-точки 
минимума (см. рис. 5) направление вектора f ′(x) меняется в сторону направления обхода границы 

.∂Ω  В свою очередь, при переходе через out-точки максимума направление вектора f ′(x) меняет-
ся в противоположную сторону направления обхода границы .∂Ω  Тогда общее количество обо-
ротов вектора f ′(x) будет определяться по следующим возможным случаям:

1) вектор f ′(x) совершает один полный оборот в сторону положительного обхода ∂Ω  между 
двумя соседними out-точками минимума;

2) вектор f ′(x) совершает один полный оборот в противоположную сторону относительно по-
ложительного обхода ∂Ω  между двумя соседними out-точками максимума;

3) вектор f ′(x) не совершает оборотов между подряд идущими out-точкой минимума и 
out-точкой максимума и, наоборот, между соседними out-точкой максимума и out-точкой мини-
мума.

Обозначим через d+ количество out-точек минимума функции f(x) на границе ∂Ω  и d– – коли-
чество out-точек максимума функции f(x) на границе .∂Ω

Те о р е м а  3 .  Пусть :f Ω→  – непрерывно дифференцируемая функция и граница ∂Ω  
области Ω – гладкая кривая. И пусть d+ – d– ≠ 1. Тогда функция f(x) имеет в Ω  по крайней мере 
одну критическую точку.

Аналогичные рассуждения можно повторить и для точек множества ( , ).f ∂Ω
Перейдем теперь к рассмотрению общего случая. В предположении, что f ′(x) ≠ 0 для ,x∈∂Ω  

множество

 ( )( ), { : ( ) }N f x x f x n′ ′∂Ω = ∈∂Ω   

                             out-точки экстремума                       in-точки экстремума

                                  out-точка минимума                                in-точка минимума

                                  out-точка максимума                               in-точка максимума

Рис. 5. Точки экстремума функции f(x) на ∂Ω

Fig. 5. Extremum points of the function f(x) on ∂Ω
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является замкнутым. Следовательно, дополнение ∂Ω ( )( ),N f x′ ∂Ω  является открытым множе-
ством и представимо в виде объединения конечного или счетного числа интервалов ( , ),J a bs s s=  
где ( ), ( ), ,a b N f xs s ′∈ ∂Ω  1,2, ,ns = …   или 1,2,s = …  соответственно.

Пусть 0 .x ∈∂Ω  В силу непрерывной дифференцируемости функции f(x) на границе ,∂Ω  су-
ществует достаточно малое δ > 0 такое, что для любого ,ξ∈∂Ω  удовлетворяющего неравенству 

0 ,x - ξ ≤ δ‖ ‖  направление вектора f ′(ξ) «почти» совпадает с направлением вектора f ′(x0). Поэтому, 
если для интервала ( , )J a bs s s=  выполнено условие ,a bs s- ≤ δ‖ ‖  то точки as  и bs  не могут быть 
одновременно out-точками экстремума. Значит, количество интервалов ( , ),J a bs s s=  для кото-
рых точки as  и bs  являются одновременно out-точками экстремума, конечное число, и это чис-
ло не зависит от числа δ.

Рассмотрим интервал ( , ),J a bs s s=  для которого точки as  и bs  являются out-точками экс-
тремума. При этом возможны следующие четыре случая (рис. 6): 

1) as  и bs  являются out-точками минимума; тогда вектор f ′(x) совершает один полный обо-
рот в сторону положительного обхода ∂Ω  между точками as  и bs  (рис. 6, a);

2) as  и bs  являются out-точками максимума; тогда вектор f ′(x) совершает один полный обо-
рот в противоположную сторону относительно положительного обхода ∂Ω  между точками as   
и bs  (рис. 6, b);

3) as  – out-точка минимума, bs  – out-точка максимума и наоборот. В таких случаях f ′(x)  
не совершает оборотов между точками as  и bs  (рис. 6, c и 6, d).

Таким образом, количество оборотов вектора f ′(x) зависит только от количества интервалов 
( , ),J a bs s s=  для которых точки as  и bs  являются одновременно out-точками минимума или 

out-точками максимума.
Обозначим через p+ количество интервалов ( , ),J a bs s s=  для которых точки as  и bs  явля-

ются out-точками минимума. В свою очередь, через p– – количество интервалов ( , ),J a bs s s=  
для которых точки as  и bs  являются out-точками максимума.

Те о р е м а  4 .  Пусть :f Ω→  – непрерывно дифференцируемая функция, f ′(x) ≠ 0, граница 
∂Ω  области Ω – гладкая кривая. И пусть p+ – p– ≠ 1. Тогда функция f(x) имеет в Ω  по крайней 
мере одну критическую точку.

Отметим, что из теорем 3 и 4 также вытекает равенство

 .d d p p+ - + -- = -  
Аналогичные рассуждения можно повторить и для in-точек экстремума.

Рис. 6. Out-точки экстремума функции f(x) на ∂Ω  

Fig. 6. Extremum out-points of the function f(x) on ∂Ω
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Теорема 4 является обобщением основной теоремы А. И. Перова [5]: в последней дополни-
тельно требовалось, чтобы значения функции f(x) во всех точках out-максимума (и во всех точ-
ках in-минимума) совпадали с наибольшим (наименьшим) значением функции f(x) на .∂Ω
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