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Показано, что стационарная группа изотропного вектора четырехмерного псевдоевклидового пространства – 
подгруппа группы вращений SO(3.1) данного пространства является группой движений орисфер первого и второго 
рода в трехмерном расширенном пространстве Лобачевского и действует на орисферах транзитивно.
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We have shown that the stationary group of the isotropic vector of the four- dimensional pseudo-Euclidean space, which 
is the subgroup of the rotation group SO(3.1) of this space, is the group of motion of the first- and second-kind horospheres  
in the three-dimensional extended Lobachevsky space and act transitively on horospheres. 
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Введение. Геометрия пространства Лобачевского и связанные с ней теоретико-групповые, 
алгебраические и аналитические методы находят широкое применение в теоретической физике, 
а именно: в релятивистской кинематике, квантовой механике, классической и квантовой теории 
поля (см., напр., [1, 2]).

В работах [3, 4] нами было показано, что новые возможности для моделирования физических 
систем и процессов открывают подходы, основанные на применении методов, связанных с геоме-
трией орисфер трехмерного пространства Лобачевского, на которых, как известно, реализуется 
геометрия евклидовой плоскости. 

Поскольку, по определению, орисферой трехмерного пространства Лобачевского является 
поверхность, ортогональная пучку параллельных прямых данного пространства, а пучок парал-
лельных задается точкой их пересечения (общей точкой прямых, лежащей на абсолюте трех-
мерного пространства Лобачевского), то заданная фиксированная точка полностью определяет 
орисферу.

Если воспользоваться стандартной, наиболее часто используемой в физике реализацией гео-
метрии трехмерного пространства Лобачевского на верхней поле двухполостного гиперболои-
да в четырехмерном псевдоевклидовом пространстве, то точкой, определяющей орисферу (за-
дающей пучок параллельных прямых пространства Лобачевского) является точка изотропного 
конуса данного пространства, координаты которой выступают компонентами четырехмерного 
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изотропного (светоподобного) вектора. Поэтому естественно, что с точки зрения теории группы 
движений псевдоеклидова пространства, подгруппой которой является группа SO(3.1), изоморф-
ная группе Лоренца, для теоретико-группового определения орисфер важна роль стационарной 
группы изотропного 4-вектора.

Задача настоящей работы – установление связи вектор-параметра стационарной группы изо-
тропного 4-вектора псевдоевклидова пространства, введенного Ф. И. Федоровым [5, 6], с гео ме-
трией орисферы. 

Основные определения. В терминах объемлющего псевдоевклидова пространства веществен-
ное пространство Лобачевского реализуется на верхней поле гиперболоида

 
2 2 2 2 2

0 0 1 2 3 0 .XX XX X X X X X X= - - = + + - = -ρ  (1)

Здесь используются бикватернионы, соответствующие 4-векторам песевдоевклидового простран-
ства, которые вводятся как

 0X iX X= + , *( ),X X- =  (2)
с правилом умножения 

 0 0 0 0 00'' ( ')( ) ' ( ' ) ' ' [ ' ].'X i X iX X X X X X iX X iX X X XX= + + = - - + + +   (3)

Звездочка (*) обозначает комплексное сопряжение, черта (–) – кватернионное сопряжение, 
0X iX X= -  – бикватернион, сопряженный X. Квадратные скобки в (3) и всегда в дальнейшем 

обозначают векторное, а круглые – скалярное произведение трехмерных векторов.
Наряду с вещественным пространством Лобачевского, реализуемом на (1), будем рассматри-

вать мнимое пространство Лобачевского, реализуемое на однополостном гиперболоиде:

 
2 2 2 2 2

0 0 1 2 3 0 ,XX XX X X X X X X R= - - = + + - =  (4)

где R = iρ. В каждом из пространств, реализуемых на поверхностях (1), (4), определены орисфе-
ры. Конус псевдоевклидова пространства, точки которого являются бесконечно удаленными как 
для точек вещественного, так и мнимого пространства Лобачевского, определяется уравнением 

 
2 2 2 2

0 0 1 2 3 0 0.XX XX X X X X X X= - - = + + - =  (5)

Далее, не нарушая общности, примем ρ = R = 1.
Отметим, что в проективной схеме все три подпространства (1), (4), (5) четырехмерного псевдо-

евклидового пространства, которые являются инвариантными относительно действия преобра-
зований группы SO(3.1), объединяются в единое расширенное пространство Лобачевского.

Преобразования группы движений трехмерного пространства Лобачевского, изоморфной 
группе Лоренца, в бикватернионах задается как [1]:

 
*' ( ) ( ),X A q XA q= -  (6)

где бикватернионы задаются формулами 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 1A q A q A q A q= - = ,  * * * *( ) ( ) ( ) ( ) 1,A q A q A q A q= - =   (7) 
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Стационарной группой вектора X (малой группой Лоренца по терминологии Ф. И. Федорова) 
называется подгруппа преобразований из SO(3.1), оставляющих этот вектор неизменным, т. е. 

 
*( ) ( ).X A q XA q= -  (11)

В формулах (6), (9) * (3.1),L A A SO⊗ ∈  а *,q q  – вектор-параметры Федорова преобразова-
ний, образующие группу относительно операции композиции (10).

Вектор-параметры преобразования группы SO(3.1) (6)–(10) удовлетворяют условию

 
* 21 , 0.q q+ 〈 - 〉 ≠  (12)

Выражения (6)–(11), в принципе, являтся справедливыми для вектор-параметров, на которых 
налагается условие (12), не нарушающее групповых свойств вектор-параметров относительно 
операции (10). В частности, для преобразований стационарной подгруппы (11), как установлено 
Ф. И. Федоровым, вектор-параметры имеют вид

 [ ],vq c i v c= +    (13)

где 
0

,Xv X=  с  – произвольный вещественный трехмерный вектор.

В случае, который нас интересует, 4-вектор 0X iX X= +  – изотропный и удовлетворяет усло-
вию (5), тогда 0X X=  и поэтому 1.v =

Будем использовать уравнения орисфер первого рода, которые в кватернионах принимают вид [7]:

 
1 1 2 2 3 3 0 0

1 ( ) 1,
2

XU UX X U X U X U X U+ = + + - =    (14)

и второго рода 

 
1 1 2 2 3 3 0 0

1 ( ) 0.
2

XU UX X U X U X U X U+ = + + - =  (15)

В формулах (14), (15) 4-векторы (бикватернионы) X псевдоевклидового пространства удов-
летворяют условию (1), (4), а бикватернион U – изотропный 4-вектор, удовлетворяет условию (5). 
Обозначение U используется для того. чтобы различать фиксированный вектор, определяющий 
стационарную группу, и вектор с компонентами, которые являются текущими координатами то-
чек орисферы. Вышесказанное позволяет сформулировать следующую теорему. 

Основная теорема. Стационарная группа фиксированного бикватерниона U, удовлетворяю-
щего условию (5), подгруппа группы движений трехмерного пространства Лобачевского, явля-
ется группой движений каждой из орисфер (14), (15) и действует на орисферах фиксированного 
U транзитивно. 

Выражения (14) и (15) инвариантны относительно преобразований группы движений трех-
мерного пространства Лобачевского (6) и, следовательно, инвариантны относительно преобразо-
ваний стационарной группы 4-вектора 0 ,U iU U i v= + = +  т. е. инвариантны относительно пре-

образований (11) с вектор-параметром (13) с 
0

.Uv U=  Тогда при преобразовании малой группы 
выражение (14) примет вид

 
* *1 1[( ( ) ( ) ( ) ( )] ( ' ') 1,

2 2v v v vA q XA q U UA q XA q X U UX- + - = + =   (16)

а (15), соответственно, – 

 
* *1 ( ( ) ( ) ( ) ( ) 0.

2 v v v vA q XA q U UA q XA q- + - =  (17)

Теперь покажем, что любой 4-вектор X, удовлетворяющий условиям (14), (15), может быть 
преобразован в любой другой вектор, удовлетворяющий этим же условиям преобразованием (11) 
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с вектор-параметром (13). То есть любая точка каждой из орисфер (14), (15) может быть преобра-
зована в любую другую точку этой же орисферы таким преобразованием.

Общая схема доказательства проста. Выбираем некоторый стандартный 4-вектор (бикватер-
нион) X , принадлежащий фиксированной орисфере, разный для каждого из трех случаев (14), 
(15). Предполагаем, что преобразование от стандартного 4-вектора к любому произвольному 
4-вектору на орисфере в каждом из указанных случаев известно. То есть для двух произвольных 
4-векторов имеет место представление 

 
* *' ( ') ( ' ),     '' ( '') ( '' ).v v v vX A q XA q X A q XA q= − = −    (18)

В выражениях (18) вектор-параметры 'vq  и ''vq  (13) задаются некоторыми векторами 'c  и ''c   
соответственно. Тогда преобразование от произвольного вектора X′ к вектору X′′ определяется 
из (18):

 
* * * *

* * * *

'' ( '') ( '' ) ( '') ( ') ( ') ( ' ) ( ' ) ( '' )

( '') ( ') ' ( ' ) ( '' ) ( '', ' ) ' ( ' , '' ).

v v v v v v v v

v v v v v v v v

X A q XA q A q A q A q XA q A q A q

A q A q X A q A q A q q X A q q

= − = − − − =

= − − = 〈 − 〉 〈 − 〉

 

 
(19)

Таким образом, искомое преобразование, представляющее собой композицию преобразований (19), 

 ( '', ' ) ( ') ( ''),v v v vA q q A q A q〈 − 〉 = −  (20)

обеспечивает преобразование произвольного 4-вектора с координатами точки на орисфере в дру-
гой 4-вектор любой другой точки на орисфере. Это означает транзитивность преобразований 
малой (стационарной) группы. 

Связь вектор-параметров малой группы с компонентами преобразуемых 4-векторов. 
Приведем выражения для возможных стандартных 4-векторов, соответствующих трем случаям 
(14), (15). Во всех трех случаях бикватернион U будем представлять в виде .U i v= +  В качестве 
стандартных 4-векторов примем для трех случаев (14), (15) соответственно:

 ,X i=  X v= , [ ].X vc=  (21)

Теперь дадим примеры конкретных преобразований для различных стандартных 4-векто-
ров (21). Будем опираться на формулу, дающую параметризацию 4-векторов, удовлетворяющих  
(1), (4), (14), (15) параметрами c  преобразований стационарной подгруппы (11). Для 4-вектора, со-
ответствующего условиям (14) со знаком минус, такая параметризация в общем случае имеет вид

 

2 2

2 2 2 2 2

1 [ ] 2 {[ ] [ [ ]]} .
(1 [ ] ) 4([ ] [ [ ]] )

c vc i vc c vcX i
c vc vc c vc

+ + + +=
+ + − +

  (22)

Непосредственной проверкой можно убедиться в выполнении для X (22) условия (14) со знаком 
минус. Однако параметризация (22) избыточна в том смысле, что в силу условий (1), (4), (14), (15) 
X является функцией только двух независимых переменных, а c  исходно зависит от трех произ-
вольных переменных. Используя произвол в задании c , примем, что ( ) 0vс =  , тогда 

 
2 2(1 2 ) 2[ ] – 2 .X i c vc vc= + −  (23)

Здесь также учтено, что 2( ) 1.v =  Тогда в качестве независимых переменных естественным обра-
зом выступают 

 2 12c X=  и 1 22 .c X− =   (24)

При тех же условиях на c  для однополостного гиперболоида (знак «+» в выражении (14)) имеем 

 
2 22 2[ ] (1 – 2 ),X ic vc v c= − − +  (25)



при этом 2 12c X=  и 1 22 ,c X- =  а для (15) 

 2 [ ] 2 .X ic vc vc= - + +  (26)

Здесь /с с с=   – единичный вектор по направлению c . Однако легко проверить, что не вектор 
(26), а вектор 
 2 [ ] 2X ic vc vc= + +  

удовлетворяет условиям (5), (15), т. е. его конец лежит на орисфере второго рода.
Заключение. Таким образом, нами показано, что преобразования стационарной группы изо-

тропного вектора четырехмерного псевдоевклидового пространства образуют группу движений 
орисфер трехмерного расширенного пространства Лобачевского, реализуемого в данном псевдо-
евклидовом пространстве. Установлена связь составляющих 4-векторов, являющихся радиус-
векторами точек орисфер с вектор-параметрами Федорова малой группы Лоренца изотропного 
4-вектора. 
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