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В Ы В О Д 

 
Реализация метода дистанционной калиб-

ровки средств измерений предоставляет воз-
можность оперативного проведения метроло-
гических работ, повышает производительность 
за счет уменьшения времени калибровки и од-
новременной калибровки нескольких средств 
измерений, автоматизирует и систематизирует 
учет реального состояния средств измерений. 

Вопрос разработки нормативных докумен-
тов для дистанционной калибровки приобрета-
ет актуальность как на уровне национального 
метрологического законодательства, так и че-
рез внедрение специальных требований в меж-
дународные и региональные стандарты. 
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Датчики (первичные преобразователи) яв-

ляются основной частью любого измерительно-
го устройства. Обоснованный выбор конструк-
ции и параметров первичного преобразователя 
позволяет определять метрологические харак-
теристики всего измерительного устройства, 
решает вопросы осуществимости технического 
решения поставленной задачи. Исследование 
первичных преобразователей, оптимизация их 
конструкций возможны либо физическим, либо 
математическим моделированием преобразова-
теля и объекта контроля. Эти исследования 
часто характеризуются значительным объемом, 

трудоемкостью и затратностью, что с учетом 
сложности структуры объектов контроля дела-
ет физическое моделирование трудноосущест-
вимым. Поэтому основная нагрузка накладыва-
ется на математическое моделирование. Мате-
матическое моделирование неразрывно связано 
с широким использованием различных методов 
и средств математики, с огромным количеством 
вычислений и расчетов, использованием спе-
циализированных программ. 

В статье дается расчет математической мо-
дели кольцевого первичного преобразователя 
для достаточно общего случая, когда объектом 
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контроля является ортотропный полимерный 
материал, обладающий ортогональной анизо-
тропией. Его электрические свойства описыва-
ют тензорами второго ранга [1]. Константы 
тензора диэлектрической проницаемости εij яв-
ляются характеристиками материала и несут 
сведения о его составе, структуре, влажности, 
т. е. входят в комплекс исходной информации 
для диагностики качества композиционных ма-
териалов. Если анизотропия не выступает в ка-
честве одного из информационных параметров, 
то для неразрушающего контроля ортотропных 
полимерных материалов используют электро-
емкостные преобразователи, электроды кото-
рых выполнены в виде колец. Кольцевые элек-
троды создают радиально-симметричные поля 

и не требуют ориентации относительно осей 
анизотропии ортотропного материала (рис. 1). 
Это позволяет устранять неоднозначности ре-
зультатов измерений, вызванных ориентацией 
электродов преобразователей. 

Рассмотрим случай кольцевого преобразо-
вателя, заполненного неоднородной средой, 
когда контролируемый плоский ортотропный 
материал находится в изотропном пространстве 
(воздухе, ε1 = 1): 
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Рис. 1. К расчету электростатической емкости кольцевых первичных преобразователей: а – в одно-
родной среде; б – в анизотропной среде; в – сечение преобразователя; г – сечение в трехслойной среде 
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Схема кольцевого преобразователя пред-

ставлена на рис. 1. Ось симметрии кольцевых 
электродов совпадает с одной из осей орто-
тропного материала – OZ. Будем полагать,  
что толщина кольцевых электродов пренебре-
жимо мала по сравнению с размером колец 
электродов. 

Предположим, что толщина контролируе-
мого материала, обладающего ортогональной 
анизотропией b, меньше глубины зоны контро-
ля конденсатора 

 

1 1
2 1 ,k kb R R+ +< −                         (2) 

 
где 1 1

1 2,k kR R+ +  – внутренний и внешний радиусы 
электродов каждой пары кольцевого преобра-
зователя; 1, 2, ..., .k m=  

Для проведения расчетов воспользуемся ме-
тодом изотропизирующего преобразования ко-
ординат [1]. Сущность этого метода заключает-
ся в таком преобразовании координат в анизо-
тропной среде, чтобы в полученных новых 
выражениях уравнение Лапласа соответствова-
ло бы уравнению в изотропной среде, причем 
на границе раздела изотропного и анизотропно-
го пространств новые и старые координаты 
должны быть сопряжены. Тогда после выпол-
нения изотропизирующего преобразования на 
границе раздела двух сред произойдет дефор-
мация кольцевых электродов. Они примут эл-
липсоидальный вид, их радиусы в полярной 
системе координат будут описываться функ- 
цией от угла ϕ по отношению к одной из осей 
анизотропии материала [2] 

 

2 2ε( ) sin cos ,
ε

l l z

x
R Rϕ = ϕ + ϕ            (3) 

 

где l – номер электрода; 1, 2, ..., .l m=  
Отсутствие радиальной симметрии приво-

дит к изменению радиусов кривизны электро-
дов и межэлектродных расстояний. Поверхно-
стная плотность заряда становится функцией 
двух переменных σ(r, ϕ) и достигает макси-
мального значения в наиболее узких областях 
межэлектродных зазоров. 

Диэлектрическая проницаемость изотропи-
зированного пространства будет определяться 
как [3]: 
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где εx, εy – константы тензора диэлектрической 
проницаемости вдоль осей анизотропии конт- 
ролируемого материала OX и OY; h – толщина 
воздушного зазора. 

На границах раздела слоев y h=  и 
y h b= +  появятся наведенные заряды. Эти 

заряды заменяются сосредоточенными, отра-
женными от границ раздела, расчетными заря-
дами. Коэффициенты отражений 1λ , 2λ , коэф-
фициент повторных отражений γ  для этих за-
рядов определяются выражениями [4]: 
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Согласно теории потенциала [3] исходное 

выражение при составлении интегрального 
уравнения для радиально-симметричного поля 
имеет вид 

 

1 0

1 σ( ) σ( , ) ,
4πε εM

MN MNs r

s tV ds tdtd
r rϕ

ϕ
= = ϕ∫ ∫∫      (8) 

 

где σ(t, ϕ) – функция распределения заряда.  
Учтем, что расстояние между точкой на-

блюдения M(rk, ϑ) и переменной точкой распо-
ложения элементарного заряда N(t l, ϕ) в поляр-
ных координатах 

 

2 2 2 cos( ),k k k
wr t r tr= + − ϕ − ϑ         (9) 

 

тогда для потенциала каждого из m  знакопе-
ременно заряженных концентрических компла-
нарных электродов, расположенных в трех-
слойной среде, получим систему интегральных 
уравнений [5]: 
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Для численного решения системы инте-
гральных уравнений (10) воспользуемся мето-
дом Крылова – Боголюбова. Согласно назван-
ному методу промежуток интегрирования на 
поверхности деформированных электродов ра-
зобьем на криволинейные секторы (рис. 2), в 
пределах которых искомая функция σl(t, ϕ) 
принимает постоянное значение и выносится за 
знак интеграла [6].  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Разбиение осуществим как по угловым, так 
и по радиальным направлениям. Если коорди-
наты краев l-го электрода 1

lR , 2
lR , а центр весо-

вой функции имеет координату 0
lR , то границы 

интегрирования криволинейных участков зада-
дим следующим образом: 
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Здесь α , βk k
j j  – границы разбиений колец 

электродов, они равны: 
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j = 1, 2, 3, …, 2(n1 + n2), аналогичным образом 
определяются границы разбиения для α , β .l l

i i  
Угловые границы криволинейных участков 

θw зададим с учетом кривизны линий и выразим 
с помощью геометрической прогрессии: 
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Координаты точки наблюдения ,( , )k
j w wM r ϑ  

и переменной точки расположения элементар-
ного заряда ,( , )l

i v vN t ϕ  выразим как: 
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Интегрирование проведем в пределах сек-

торов (рис. 2), для которых поверхностная 
плотность заряда ,σ( , ) const.l

i v vt ϕ =  Составляю-

щая ядра, обусловленная физическими заряда-
ми, будет определяться выражением 
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Рис. 2.  К определению  границ  интегрирования на 
концентрических электродах в анизотропной среде 
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Составляющая ядра, обусловленная отра-

женными от первой граница раздела слоев ди-
электрика ( z h= ) зарядами, будет определять-
ся выражением 
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Аналогичным образом рассчитаем состав-

ляющую ядра, обусловленную отраженными от 
второй границы раздела слоев диэлектрика 
( z h b= + ) зарядами: 
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Система линейных алгебраических уравне-

ний в рассматриваемом случае будет иметь 
вид: 
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Составляющие коэффициента , ,( , , ,k l
j w w i va r tϑ  

)vϕ  этой системы определяются по (16)–(18). 

Площади секторов, по которым ведется интег-
рирование, находим по выражению 
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После нахождения дискретных значений 

,σ( , )l
i v vt ϕ емкость конденсатора с кольцевыми 

электродами выразится следующим образом: 
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Рабочая емкость, обусловленная потоком 
силовых линий в области контролируемого ма-
териала, будет определяться как разность 
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где σ ( )l
it  – функция распределения заряда, рас-

считанная для однородной среды 1 2 3ε = ε = ε = 1; 

( )l
is t  – площади колец, по которым ведется ин-

тегрирование в случае однородной среды, 
 

( )2 2( ) π β α .l l l
i i is t = −                  (23) 

 

На рис. 3 представлены кривые распределе-
ния поверхностной плотности заряда, рассчи-
танные для ортотропного диэлектрика (матери-
ал береза: εх = 4,39; εу = 3,66; εz = 3,47) и част-
ного случая изотропной среды ε1 = ε2 = ε3 = 1. 
Размеры электродов: 1

1R  = 0,5 см; 1
2 1,5R = см; 

2
1 2, 0R = см; 2

2 3, 0R = см. Из графиков видно, 
что в случае анизотропной среды функция рас-
пределения поверхностной плотности заряда 
изменяется в зависимости от углового направ-
ления. Максимальная плотность заряда прихо-
дится на те угловые направления, где меж- 
электродный зазор минимален. 

Сравнение емкостей кольцевых НИК, рас-
считанных аналитическим путем [5] и рассмот-
ренным численным методом для однородной 
среды ε1 = ε2 = ε3 = 1, дает хорошее совпадение 
результатов. Так, для кольцевого НИК ( 1

1R = 

0,5= см; 1
2 1,5R =  см; 2

1 2, 0R =  см; 2
2 3, 0R =  см) 

согласно [5] значение емкости составляет  
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1,43 пФ, а расчетное значение емкости –  
1,49 пФ. При контроле древесины εх = 4,39; εу =  
= 3,66; εz = 3,47 с помощью кольцевого НИК  
( 1

1 0,5R =  см; 1
2 1,5R =  см; 2

1 2, 0R =  см; 2
2R = 

3, 0=  см; 0h = ; 10b =  см) значение рабочей 
емкости, вычисленное согласно (22), составило 

p 2,02C =  пФ, а экспериментальное значение 

p 1,99C =  пФ. 
 

 
 

Рис. 3. Графики поверхностной плотности заряда:  
1 – однородная среда; 2, 3 – анизотропная среда 

 
 
 
 
 
 
 

В Ы В О Д 
 
Разработанная математическая модель хоро- 

шо учитывает основные особенности работы 
датчиков с кольцевыми электродами. Она по- 
зволяет проводить физическое моделирование  
в ортотропных слоистых средах, обоснованно 
решать задачи  их проектирования. 
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