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Força gravitacional exercida por uma casca
esférica sobre um corpo acelerado dentro dela
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Resumo

Em 1687, Newton, supondo uma força de atração inversamente proporcional ao quadrado da distân-
cia, demonstrou que é nula a força gravitacional exercida por uma casca esférica com distribuição
uniforme de massa sobre um corpúsculo localizado em qualquer ponto do seu interior. Como a lei de
força proposta por Newton não inclui velocidades e acelerações entre os corpos que se atraem, então
a força exercida pela casca deve permanecer nula mesmo que o corpúsculo esteja em movimento em
relação à casca. Esse mesmo resultado nulo também é previsto pela teoria da Relatividade Geral, de
Einstein. Nesta nota, mostramos que a Mecânica Relacional fornece um resultado não-nulo quando
o corpo, inicialmente em repouso, é acelerado em relação à casca.
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I. INTRODUÇÃO

Nas Seção XII, Proposições 70 e 71, do livro I
do monumental Principia, publicado em 1687 [1],
I. Newton (1642-1727) provou dois teoremas fun-
damentais para o seu “sistema do mundo” (esta-
belecido no livro III), quais sejam os Teoremas
XXX e XXXI, que determinam a força gravitaci-
onal exercida por uma casca esférica com distri-
buição uniforme de massa sobre um corpúsculo
(um corpo com tamanho desprezível em compa-

ração com a casca), de acordo com a sua lei uni-
versal de gravitação, estabelecida no livro III do
Principia [2]. No teorema XXX, Newton provou
que a força gravitacional exercida pela casca é
nula quando o corpo está localizado em qualquer
ponto do interior da casca. Nas suas palavras [1]:

Se para cada ponto de uma superfície es-
férica tenderem forças centrípetas iguais,
que diminuem com o quadrado das distân-
cias a partir desses pontos, afirmo que um
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corpúsculo localizado dentro daquela su-
perfície não será atraído de maneira al-
guma por aquelas forças.

É óbvio que, devido à simetria da casca esfé-
rica, qualquer força que só dependa da distância
entre os corpos interagentes fornecerá uma resul-
tante nula quando o corpo estiver no centro da
casca. A parte não-trivial do teorema é que a força
também será nula caso o corpo esteja fora do cen-
tro. Como a lei universal de gravitação de Newton
assume que a interação gravitacional só depende
do produto das massas gravitacionais e do inverso
do quadrado da distância entre elas [2],1 então a
força exercida pela casca deve permanecer nula
mesmo que o corpo em seu interior possua alguma
velocidade ou aceleração em relação à casca. O
teorema XXX foi fundamental para que Newton
pudesse desprezar a influência das estrelas distan-
tes sobre o movimento dos corpos nas proximida-
des da Terra e no sistema solar, já que elas estão
distribuídas de forma aleatória e praticamente ho-
mogênea por toda a esfera celeste (ver Corolário 2
da Proposição 14, Teorema 14, no livro III).2 Esse
mesmo resultado nulo também é previsto, quando
a esfera está em repouso, pela Teoria da Relativi-
dade Geral (TRG), proposta por A. Einstein (1879-
1955) em 1915 [3], numa forma preliminar, e no
formato definitivo em 1916 [4]. Este resultado
nulo da TRG pode ser facilmente obtido, por exem-
plo, tomando-se ω = 0 no resultado obtido em
1918 por H. Thirring (1888-1976) para a força gra-
vitacional exercida por uma casca girante sobre
um corpo em seu interior (ver Ref. [5] e uma cor-
reção na Ref.[6]).

Tendo em vista que a TRG não contempla o
princípio de Mach, o qual afirma que a inércia de
um corpo é determinada pela distribuição das mas-
sas do resto do Universo,3 conforme é amplamente
discutido na Ref. [7] e suas referências, o brasi-
leiro A. K. T. Assis propôs em 1989 a Mecânica
Relacional como uma teoria alternativa às teorias
de gravitação de Newton e de Einstein, com a van-
tagem de contemplar o princípio de Mach em to-
das as situações possíveis [8]. Na Mecânica Re-
lacional, postula-se uma versão gravitacional da
força eletrodinâmica de Weber, a qual possui, além
do termo coulombiano usual (estático), termos que
dependem da velocidade e da aceleração relativas
entre as cargas interagentes [9]. No livro “Mecâ-
nica Relacional”, publicado em 2013 [7], Assis
apresenta sua nova mecânica de uma forma bem
didática, analisando diversos casos de movimento
relativo (translação e rotação) entre uma casca es-
férica e um corpúsculo movendo-se tanto dentro
quanto fora da casca, mostrando que, em geral,
o movimento relativo acelerado faz com que um
corpo exerça uma força não-nula sobre o outro.
Entretanto, no caso em que estamos interessados
aqui (um corpo movendo-se aceleradamente no in-
terior da casca), aquele autor afirma que a casca
exercerá uma força não-nula sobre o corpo [7,
Apêndice A.1], mas não fornece uma demonstra-
ção matemática completa. Por ocasião da X Se-
mana da Física, realizada no IF-UnB em 2015,
foi ministrado o minicurso “Introdução à Mecâ-
nica Relacional”, no qual o palestrante (o próprio
Prof. Assis) sugeriu que o cálculo da integral de
superfície dos elementos de força, que geralmente

1Em linguagem moderna, essa lei estabelece que: “Cada partícula de matéria atrai qualquer outra partícula com uma força
proporcional ao produto de suas massas gravitacionais e inversamente proporcional ao quadrado da distância entre elas.”

2O teorema XXXI estabelece que haverá atração gravitacional quando o corpo estiver fora da casca esférica, devendo-se
utilizar a distância até o centro da casca. Isto nos permite tratar o Sol e a Terra, por exemplo, como massas puntiformes.

3O nome “princípio de Mach” foi dado por Schlick em 1915 e passou a ser amplamente referido com este nome após a pu-
blicação de um artigo de Einstein, em 1918, no qual ele referiu-se diretamente à hipótese levantada por E. Mach (1838-1916),
em uma crítica ao espaço absoluto de Newton, de que os efeitos inerciais em um corpo devem ser causados pela interação do
corpo com o restante do Universo. De acordo com Mach, um corpo isolado em um espaço vazio não deve possuir inércia.
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é bem complexo, fosse feito pelos espectadores no
caso mais simples do corpo acelerado, mas inicial-
mente parado no centro da casca. Nesta nota, apre-
sentaremos a demonstração matemática completa
correspondente a essa situação.

II. CÁLCULO DA FORÇA EXERCIDA

PELA CASCA ESFÉRICA

Consideremos uma situação particular em
que um corpúsculo com massa gravitacional m
encontra-se inicialmente parado no centro de uma
casca esférica de raio R, cuja massa gravitacional
M está uniformemente distribuída com uma densi-
dade superficial σ = M/(4πR2). Suponha que, no
instante t = 0, o corpo passa a ser acelerado na di-
reção do eixo z, como indicado na Fig. 1.4 A ver-
são gravitacional da força de Weber exercida por
um corpo de massa m1 sobre um corpo de massa
m2, como proposta originalmente por Assis, é [8]:5

F⃗12 = − Gm1 m2

r2

[
1− ξ

c2

(
ṙ2

2
− r r̈

)]
r̂21 , (1)

onde r̂21 ≡ (⃗r2 − r⃗1)/|⃗r2 − r⃗1| = (⃗r2 − r⃗1)/r, G é
a constante universal de gravitação e c é a veloci-
dade da luz no vácuo. Embora ξ seja um parâme-
tro livre da teoria, Assis observou que ξ = 6 leva à
correta precessão do periélio do planeta Mercúrio.
Com este valor, a força exercida pelo elemento de
massa dM de uma casca esférica (que fará o papel
de m1) sobre um corpúsculo de massa m localizado
em seu interior fica [7]:

d2F⃗12 = − GmdM
r2

(
1−3

ṙ2

c2 + 6
r r̈
c2

)
r̂21 , (2)

onde dM = σ dS, com dS = R2 sinθ dθ dφ sendo
o elemento de área em coordenadas esféricas,

r̂21 = −⃗r/r =−r̂, r̂ sendo o vetor unitário na dire-
ção radial (das coordenadas esféricas), como indi-
cado na Fig. 1. Note que, além do termo newtoni-
ano, há um termo que depende da velocidade rela-
tiva ṙ e outro que depende da aceleração relativa r̈.
Para calcular a força total exercida pela casca so-
bre o corpo, que é a integral de superfície de d2F⃗12,
primeiramente vamos desprezar o termo newtoni-
ano (que só depende de r), pois, de acordo com o
teorema XXX de Newton, ele fornecerá uma inte-
gral nula. Isto reduz o problema a:

F⃗12 = −GmσR2
∫ 2π

0

∫ π

0

1
r2

(
−3

ṙ2

c2 + 6
r r̈
c2

)
× r̂21 sinθ dθ dφ . (3)

Como o corpo encontra-se inicialmente parado no
centro da casca, mantida em repouso em relação
a um referencial inercial, teremos v⃗2(0) = 0⃗ e
v⃗1 = 0⃗, portanto, o termo que contém a velocidade
relativa ṙ = (⃗v2 − v⃗1) · r̂21 = −⃗v21 · r̂ é nulo em
t = 0. Resta, assim, somente a integral do termo
com r̈ :

F⃗0 =
6GmσR2

c2

∫ 2π

0

∫ π

0

r̈
r

r̂ sinθ dθ dφ , (4)

onde usamos o fato de que r̂21 =−r̂. A aceleração
relativa r̈ é facilmente determinada observando-
se que a casca permanece em repouso, de modo
que a⃗1 = 0⃗, enquanto que o corpúsculo é acele-
rado para baixo em relação a ela, ou seja a⃗2 =
−a k̂ = cte., onde a > 0 é o módulo da aceleração

4É claro que esta aceleração está sendo provocada pela ação de alguma força externa, oriunda de outro corpo que não
a casca esférica, como ocorreria, por exemplo, nas proximidades da Terra, caso em que a aceleração (de queda livre) seria
a⃗ = −g k̂, com g ∼= 9,8 m/s2.

5Como usual, cada derivada temporal é indicada por um ponto acima da variável.
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(tangencial) do corpúsculo. Dessa forma:

r̈ ≡ dṙ
dt

=
d (−⃗v21 · r̂)

dt
= −

(
d⃗v21

dt
· r̂+ v⃗21 ·

dr̂
dt

)
= − d (⃗v2 − v⃗1)

dt
· r̂− v⃗21 ·

d (⃗r/r)
dt

= − (⃗a2 − a⃗1) · r̂− v⃗21 ·
(
− v⃗21

r
− ṙ

r2 r⃗
)

= −
(
−a k̂− 0⃗

)
· r̂+ v⃗21 · v⃗21

r
+ v⃗21 ·

(
ṙ
r

r̂
)

= a k̂ · r̂+ v⃗21 · v⃗21

r
+

(⃗v21 · r̂)2

r
, (5)

o que reduz-se a r̈ = a k̂ · r̂, já que v⃗21 = 0⃗ em
t = 0. Levando este resultado na Eq. (4), obtemos

F⃗0 =
6GmσR2

c2

∫ 2π

0

∫ π

0

(
a k̂ · r̂

)
R

r̂ sinθ dθ dφ

=
6GmσR

c2 a
∫ 2π

0

∫ π

0

(
k̂ · r̂

) r⃗
R

sinθ dθ dφ

=
6GmσR

c2 a
∫ 2π

0

∫ π

0

z
R

x î+ y ĵ+ z k̂
R

sinθ dθ dφ

=
6Gmσ

Rc2 a
∫ 2π

0

∫ π

0
z
(
x î+ y ĵ+ z k̂

)
sinθ dθ dφ . (6)

A integral acima pode ser resolvida fazendo-se∫ 2π

0

∫ π

0
z
(
x î+ y ĵ+ z k̂

)
sinθdθdφ

=
∫ 2π

0

∫ π

0
xz sinθdθdφ î

+
∫ 2π

0

∫ π

0
yz sinθdθdφ ĵ

+
∫ 2π

0

∫ π

0
z2 sinθ dθ dφ k̂ (7)

e substituindo-se x = R cosφ sinθ, y =
R sinφ sinθ e z = R cosθ, o que fornece, para
cada integral: ∫ 2π

0

∫ π

0
xz sinθ dθ dφ

= R2
∫ 2π

0
cosφ dφ

∫ π

0
sin2 θ cosθ dθ (8)

e ∫ 2π

0

∫ π

0
yz sinθ dθ dφ

= R2
∫ 2π

0
sinφdφ

∫ π

0
sin2 θ cosθ dθ , (9)

que são ambas nulas porque
∫ 2π

0 cosφ dφ =∫ 2π
0 sinφ dφ = 0, e∫ 2π

0

∫ π

0
z2 sinθ dθ dφ

= R2
∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
cos2 θ sinθ dθ

= 2πR2
∫ π

0
cos2 θ sinθ dθ

= 2πR2
∫ +1

−1
u2 du

=
4
3

πR2 . (10)

Na última integral, fizemos a substituição simples
u = cosθ. Substituindo estes resultados na Eq. (6),
obtemos, por fim,

F⃗0 =
6Gmσ

Rc2 a
4
3

πR2 k̂

=
2GM
Rc2 m a k̂ , (11)

que é o resultado não-nulo que desejávamos ob-
ter. Nosso resultado pode ser escrito na forma
F⃗0 =−γ m a⃗, onde γ ≡ 2GM/

(
R c2) é uma cons-

tante positiva, de modo que a força exercida pela
casca será sempre no sentido oposto à aceleração
a⃗ do corpúsculo em relação à casca. Este resul-
tado é a base de toda a Mecânica Relacional, sendo
essencial para a implementação do princípio de
Mach, como feito nas Refs. [7, 8].

III. CONCLUSÃO

Tanto a lei universal de gravitação, de New-
ton, como a teoria da Relatividade Geral, de Eins-
tein, prevêem que a força gravitacional exercida
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por uma casca esférica homogênea (em repouso)
sobre um corpúsculo localizado em seu interior
é nula, qualquer que seja a sua posição e o seu
estado de movimento em relação à casca, como
provado no teorema XXX do livro I do Princi-
pia [1]. Nesta nota, mostramos matematicamente
que a Mecânica Relacional fornece um resultado
não-nulo quando o corpúsculo, inicialmente pa-
rado no centro da casca, é acelerado em relação
a ela, mostrando assim que o teorema XXX não
é válido quando se considera uma força gravitaci-
onal do tipo Weber e há uma aceleração relativa
entre os corpos.6 Este é um dos pontos cruciais
em que a Mecânica Relacional se diferencia das
teorias de Newton e de Einstein. De fato, justa-
mente por fornecer uma força −γ m a⃗, portanto
sempre oposta à aceleração do corpúsculo (como
na força de inércia, ou vis insita, de Newton), é
que a Mecânica Relacional interpreta a origem da
inércia como uma consequência da interação gravi-
tacional entre a “casca-universo” (ou seja, a esfera
celeste) e um corpo acelerado em relação a ela.7

Einstein sempre deixou claro que foi muito
influenciado pelo livro “A ciência da mecâ-
nica”, de Mach [13]. De fato, ele tentou ob-
ter uma teoria capaz de reproduzir quantitati-
vamente as idéias de Mach, como vemos no
seguinte comentário de J. B. Barbour [14]:

O próprio Einstein afirmou que a maneira
mais simples de realizar o objetivo da Re-
latividade seria formular as leis do movi-
mento diretamente, e desde o início, ape-
nas em termos das distâncias relativas e
velocidades relativas. Ele apontou a im-
praticabilidade desta rota como o motivo
para não escolhê-la. De acordo com ele,
a história da ciência tinha demonstrado a
impossibilidade prática de dispensar os
sistemas de coordenadas.

Se o alemão Einstein tivesse tomado conheci-
mento da eletrodinâmica de Weber (1846) [9], que
é completamente relacional, ele certamente não te-
ria dito isto! Como, aparentemente, isto não ocor-
reu, Einstein acabou seguindo um caminho dife-
rente, que culminou com a TRG, na qual um corpo
tem inércia mesmo em um Universo vazio (o Uni-
verso de de Sitter), contrariando frontalmente o
princípio de Mach e frustrando suas expectativas.
Sobre este aspecto negativo da TRG de Einstein,
ver as Refs. [15, 16, 17, 18]. Em alguns traba-
lhos de M. Ghins [19, 20], mostra-se inclusive que
o conceito de espaço-tempo, na TRG, é absoluto,
existindo independentemente da matéria distante
(estrelas e galáxias), contrariando novamente as
idéias de Mach.

6Note que esta semelhança com a força usada na eletrodinâmica de Weber faz com que o mesmo resultado não-nulo seja
esperado no caso de uma carga puntiforme q sendo acelerada dentro de uma casca esférica uniformemente carregada com
carga Q. De fato, isto foi previsto por Assis em 1993 [10] e observado por Mikhailov em duas ocasiões [11, 12].

7Isso não é possível nas teorias de gravitação de Newton e Einstein, pois elas sempre fornecem um resultado nulo para
a interação da casca (em repouso) com corpos acelerados em seu interior. Por isso é que elas não conseguem identificar a
origem da força de inércia na forma de uma interação gravitacional entre um corpo e o resto do universo.
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Figura 1: Casca esférica de raio R e massa gravitacional M, em repouso, interagindo com um corpúsculo de
massa m, inicialmente parado no centro da casca, com uma aceleração tangencial ao longo da direção
do eixo z, isto é a⃗ = −a k̂. Note que, no instante t = 0, temos |⃗r2 − r⃗1| ≡ r = R.
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