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RESUMEN

En este trabajo de grado, se exponen los resultados obtenidos en una experiencia docente sobre
las nociones conceptuales de funcion que expresan los estudiantes del noveno grado
pertenecientes a dos instituciones educativas diferentes, una pablica y la otra privada.

Esta investigacion surge de nuestras practicas como educadores matematicos sobre las
persistentes dificultades de los estudiantes al momento de asociar las representaciones con el
objeto funcion y usar dichas nociones en el tratamiento de situaciones problema. Esta
investigacion es de corte cualitativa, donde mediante un estudio descriptivo y exploratorio
buscamos una interpretacion detallada sobre la realidad de los estudiantes frente al estudio del
concepto de funcion. Uno de los hallazgos se refiere a las escasas experiencias de los estudiantes
a temprana edad sobre el tratamiento numérico de situaciones problema que puedan orientar a
los estudiantes a ideas algebraicas como la generalidad, la expresion de una generalizacion o la
idea de variacién y funcion. Misma realidad infiere que la interpretacion grafica de los
estudiantes atafie a una interpretacién discreta de los datos. Es decir, que ellos desconocen la
variacion implicita alli, por lo tanto, no logra visualizar, generalizar ni representar un proceso
continuo expreso en una funcion.
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ABSTRACT

In this degree work, we present the results obtained in a teaching experience on the conceptual
notions of function expressed by the Ninth grade students belonging to two different educational
institutions, public and the other private.

This research emerges from our practices as mathematical educators about the persistent
difficulties of students when associating representations with the object function and using such
notions in the problem situations treatment. This research is qualitative, where through a
descriptive and exploratory study we seek for a detailed interpretation about the reality of the
students facing the study of the concept of function. One of the findings refers to the scarce
experiences of students at an early age about the numerical treatment of problem situations that
can guide students to algebraic ideas such as generality, the expression of a generalization or
the idea of variation and function. Same reality infers that the graphic interpretation of the
students concerns a discrete interpretation of the data. That is to say, they do not know the
implicit variation there, therefore, they cannot visualize, generalize or represent a continuous
process expressed in a function.

Keywords: Mathematics, function, learning, representations.
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1. Introduccion y planteamiento del problema

“No te preocupes por tus dificultades en matematicas. Te puedo asegurar

que las mias son ain mayores”

A. Einstein-L. Infield
11 Fendmeno de estudio

Cuando nos referimos al concepto de funcion apreciamos que éste es uno de los objetos
matematicos imprescindibles a la hora de la ensefianza de las matematicas debido a sus maltiples
aplicaciones contextualizadas. No obstante, hemos estimado desde nuestra experiencia y a
través de reportes de investigaciones, que precisamente este tema es uno de los conceptos con
mayores dificultades en su ensefianza y aprendizaje por su complejidad y la cantidad de
subtemas que estan inmersos dentro de este concepto.

Desde los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (MEN, 2006) se siguiere
el estudio de las relaciones entre los pardmetros de expresiones algebraicas de una familia de
funciones, asi como los efectos de sus cambios representados graficamente. El propdsito es
promover en los estudiantes a temprana edad el pensamiento variacional basados en la
comprension y uso de los conceptos y procedimientos de las funciones y sus sistemas analiticos.
El estudio de modelos funcionales asociados a ciertas familias de funciones, como las lineales
y las afines, pueden proveer a los estudiantes de elementos conceptuales sobre la construccion
y representacion de patrones matematicos en diferentes contextos.

En concordancia con lo anterior, los principios y estandares del Consejo Nacional de
Profesores de Matematica (NCTM 2000), sefialan que uno de los caminos para lograr la
construccion de dichos conceptos, de manera clara y significativa, es mediante la resolucién de
problemas que promuevan el analisis de situaciones a través de diferentes sistemas de

representacion: numérico, grafico, algebraico y verbal.

La relevancia del estudio de las funciones y en particular las lineales, en su extensa
aplicacion contextual, asi como su relacion estrecha con otras nociones propias del pensamiento
variacional, se delimitan por: constante, variable, funcion, razon de cambio, dependencia e
independencia entre variables. De aqui la importancia que los estudiantes construyan una idea

préxima sobre funciones lineales y que establezcan conexiones entre ellas para analizar y
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modelar distintos fendmenos cotidianos en las ciencias naturales, sociales y particularmente en

las matematicas.

1.2  Planteamiento del problema

En el ejercicio de nuestra labor docente hemos podido evidenciar las dificultades en el
proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, particularmente la interpretacion de
funciones. La estructura abstracta de esta ciencia puede de alguna manera ser un obstaculo para
el estudiante en la comprension y asimilacion de sus contenidos. EI hecho de abordar el proceso
de ensefianza de conceptos matematicos de una manera tradicional, en donde las herramientas
fundamentales son: el tablero, la tiza y en ocasiones un libro de texto guia, condiciona al
estudiante a hacer uso de su imaginacion para poder interactuar con estos objetos matematicos

y hacerse una idea de lo que se le esta tratando de explicar.

Con respecto a dicha problematica centramos la atencion en el trazo de funciones y en
la interpretacion de gréficos para la solucion de situaciones problema. Esta dificultad no
depende solamente de la capacidad cognitiva de los estudiantes, ya que también se puede asociar

a la forma cémo los docentes ensefian tal concepto.

En la actualidad el sistema educativo a nivel nacional estd orientado a potencializar en
los estudiantes las competencias matematicas basicas, esto ha ocasionado que las comunidades
de educadores matematicos desarrollen propuestas curriculares enfocadas a dar respuesta a las
necesidades del mundo actual. En ese sentido el consejo Nacional de Profesores de Matematicas
(National Council of Teachers of Mathematics NCTM) propuso en el afio 2000 unos estandares
de matematicas cuyo objetivo principal era que los estudiantes no adquieran Unicamente
conocimientos declarativos, sino que puedan aplicarlos y ser capaces de explicar por qué
deberian usarse al resolver un problema determinado. Por tal razon, nuestro proposito es
promover experiencias en los estudiantes para que asuman “la capacidad individual para
identificar y comprender el papel que desempefian las matematicas en el mundo, emitir juicios
bien fundados, utilizar las matematicas, comprometerse con ellas, y satisfacer las necesidades

de la vida personal como ciudadano constructivo, comprometido y reflexivo” (OECD, 2004,

pag. 3).
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Por tal motivo, en este trabajo apuntamos al concepto de funcion lineal, por su relevancia
tanto en la matemaética bésica en el grado noveno, asi como su uso en la construccion de

conceptos fundamentales para el desarrollo del pensamiento variacional.

Inmersos en un sistema de ensefianza actual, en este estudio pretendemos indagar sobre
las ideas de funcion que los estudiantes tienen y sus posibles dificultades en el grado noveno
tanto del Colegio Colombo Britanico de carécter privado del municipio de Envigado como de
la Institucion Educativa Monsefior Alfonso Uribe Jaramillo de la Ceja Antioquia.
Posteriormente, compartir las realidades de los estudiantes entre las instituciones participantes

con el proposito de buscar puntos de encuentro sobre las ideas de funciones de sus estudiantes.
De los argumentos anteriores proponemos como pregunta de investigacion:

¢ Cuales nociones conceptuales de funcidn poseen los estudiantes de noveno grado de

la Institucién Educativa Monsefior Alfonso Uribe Jaramillo y del Colegio Colombo Britanico?

Para responde la pregunta de investigacion planteamos los siguientes objetivos:

1.3  Obijetivos de investigacion

- Describir las nociones conceptuales de funcidn que expresan los estudiantes del noveno
grado de la Institucion Educativa Monsefior Alfonso Uribe Jaramillo y del Colegio
Colombo Britanico.

- Establecer puntos de encuentro sobre las nociones conceptuales de funcion que poseen

los estudiantes de las instituciones participantes.
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CAP.1.INTRODUCCION Y PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
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2. Antecedentes

“Los seres humanos hacen su propia historia, aunque

bajo circunstancias influidas por el pasado.”

Karl Marx

Una de las actividades frecuentes de los profesores de matemaéticas es la realizacion de
evaluaciones, que, por lo general, atienden a una valoracion cuantitativa de los estudiantes frente
al rendimiento de la asignatura. En nuestro caso se uso la aplicacidn de una prueba para indagar
sobre las nociones conceptuales que poseen los estudiantes del grado noveno (ver Anexo 1). En
cuanto al concepto de funcion se reconoce que las dificultades conciernen a diferentes factores
que inciden de manera desfavorable en el aprendizaje de los estudiantes. Sin embargo,
consideramos que uno de los aspectos puede atribuirse a la ausencia de articulacion entre

distintos registros de representacién del objeto.

Segun Artigue, Douady, & Moreno (1995), sefialan que la ensefianza tradicional tiende
a centrarse en una practica algoritmica y algebraica, considerandose el estudio de las funciones
como un objeto “inerte” (p. 105). Otros investigadores buscan un traramiento a la problematica
de ensefianza y aprendizaje de las funciones desde la historia de las matematicas sobre la
construccion del concepto de funcion. Entre tanto, otros desde la modelacion de situaciones
cotidianas o en contexto del concepto de funcién que podrian provocar en el estudiante una
aproximacion a fenémenos fisicos econdmicos o sociales, permitiéndole que éste analice y
describa la trascendencia que tienen los objetos (simbdlicos, verbales, graficos, algebraicos y
numeéricos). Al respecto, Hitt (2000) comenta que ““a través de las funciones podemos modelar
matematicamente, describir y analizar un fendmeno de la vida real, sin necesidad de hacer a
cada momento una descripcién verbal o un calculo complicado de cada uno de los sucesos que

estamos escribiendo” (pag. 81).

Las dificultades del aprendizaje del concepto de funcién generalmente pueden estar
asociadas a la implementacion de reglas algoritmicas, dejando de lado sus significados alrededor
de los conjuntos numeéricos y sus operaciones, las expresiones algebraicas y su correspondencia
con el plano cartesiano. Asi los estudiantes desde temprana edad pueden reconocer diferentes

procesos de variacion que influyen directamente sobre ellos.
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En estudios de Leinhart et al (1990) obtuvieron tres categorias de errores concerniente
al concepto de funcién: i) Confusion punto-intervalo; ii) confusion pendiente-altura e iii)
interpretacion iconica. También, Hitt (2005) sefiala dos tipos de conflictos promovidos por
tareas que consisten en obtener una grafica a partir de puntos obtenidos por sustitucion de
valores en una expresion algebraica: i) El asociado a la falta de vision global sobre el
comportamiento de las funciones y ii) El asociado a la concepcion de continuidad de la funcién.

Segun Duval (1992) la via del punteo -hacer la lectura de las coordenadas de un punto
sobre la gréfica- es inadecuada para hacer una interpretacion global de la grafica cartesiana, ya
que esta requiere de la articulacion de la variable visual de la representacion grafica con la
unidad significante de la representacion algebraica. Leer puntos aislados no permite establecer
la relacion entre la pendiente (m) y la direccién de la recta se puede convertir en un obstaculo
que frena el proceso de conversion de hallar la expresion algebraica que representa. Por lo tanto,
la interpretacion global de la gréfica cartesiana que requiere de la articulacion de la variable
visual de la representacion grafica con la unidad significante -valores que pueden tomar las

diferentes variables en cada registro de representacion- de la representacion algebraica.

De igual manera Duval manifiesta que la articulacion entre los registros graficos y el
algebraico no queda establecida luego del estudio de las funciones afines. A esto atribuye
directamente al desconocimiento de las reglas de correspondencia semidtica que existen entre
el registro de representacion grafico y el registro algebraico, de la misma forma al

desconocimiento de los fenGmenos de no congruencia entre registros de representacion.

Duval menciona que la conversion entre dos representaciones es congruente, si al
segmentar cada una de las representaciones en sus unidades significantes para ponerlas en
correspondencia, se cumplen tres criterios: correspondencia semantica entre las unidades
significantes propias de cada registro, univocidad semantica terminal y conservacién del orden

de organizacion de las unidades significantes en las representaciones.

Para Planchart (2000) los estudiantes muestran falencias en la comprension del concepto
de funcion y para tratar de mejorar en estas dificultades propone una forma de ensefianza
enmarcada en las representaciones semioticas del concepto matematico, la visualizacién, la

modelacion y la tecnologia.
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Asi Planchart presenta a los estudiantes ejercicios de modelacion y simulacion con la
ayuda de la tecnologia, que requieren para su solucion la articulacion de diferentes registros de

representacion. Los hallazgos méas importantes obtenidos en este estudio son los siguientes:

v' Para algunos estudiantes el realizar la conversion del registro grafico al registro algebraico
se les presenta mucha dificultad y en el registro tabular habitualmente esperan que respondan
a una ecuacion, poniendo en duda que representen una funcion.

v Los estudiantes frecuentemente tienden a pensar que las funciones deben ser continuas, lo
cual es favorecido, en numerosos casos, por el docente quien tiene una gran preferencia por
las funciones continuas definidas con una férmula Unica.

v" Presentan dificultades en la notacion de las funciones, lo que remite a un manejo inadecuado
de las reglas de formacidn propias del sistema algebraico.

v" En su mayoria los problemas son resueltos en el registro grafico, quizas por producto del
trabajo visual con tecnologia.

v' En los ejercicios que corresponden a situaciones fisicas, los estudiantes presentan
dificultades para hacer la conversion al registro algebraico, ya que se requiere de un mayor
razonamiento para identificar las variables y combinarlas. Cuando se solicité pasar de la
situacion en registro verbal al registro grafico, en numerosos casos los estudiantes sefialaron
la forma de la gréafica correctamente sin lograr dar justificaciones, lo que induce a pensar
que realizaron una traslacién iconica

v" Lamodelacion es una herramienta que favorece en gran medida a que los estudiantes puedan
coordinar y hacer conversiones en los distintos sistemas de representacién semidtica para

una situacion planteada en contexto.

En el estudio de Planchart (2000) se evidencia la dificultad que presentan los estudiantes
para realizar conversiones desde el registro grafico al registro algebraico, ademas utilizan el
registro tabular como un registro intermedio que les ayuda a transitar desde el registro algebraico

al grafico, poniendo en duda que también es una representacion del concepto de funcion.

Guzman (1998) realiza el estudio con 75 estudiantes de calculo diferencial del primer
afio de ingenieria aplicando un cuestionario de 16 preguntas en donde las conclusiones mas

importantes de la investigacion fueron:
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v" Se evidenci6 el hecho de que no se ha dado la suficiente importancia a la relacion que existe
entre las diversas formas en que es posible representar una funcién.

v" En general los estudiantes son “mono registros”, lo cual indica que sus respuestas estan
dadas en el registro en que es formulada la pregunta, en algunas ocasiones acuden al registro
algebraico, pero en la mayoria de los casos no coordinan dos registros 0 mas.

v' Las respuestas de los estudiantes revelan cierta dificultad para dar explicaciones verbales,
lo cual sugiere que el registro del lenguaje natural debe tener mayor relevancia dentro del
aula.

v La traduccién de un lenguaje a otro y la coordinacion de registros no es una meta de
ensefianza que se tome en cuenta explicitamente y esto evidentemente no favorece ni ayuda
a los estudiantes a formular sus explicaciones.

v No se observa interés de parte de los estudiantes, en hacer corresponder las unidades

v" Los estudiantes no demuestran habilidad para leer e interpretar los graficos movilizando

conceptos pertinentes que aprendieron en lenguaje formal o natural.

Las investigaciones antes descritas coinciden en que hay ausencia de articulacion entre
los diferentes registros de representacion semidtica del concepto de funcidn, también mencionan
que los estudiantes no reconocen el comportamiento global de las gréficas y que no establecen

relaciones entre las representaciones gréfica y algebraica de una funcion.

En estos estudios también se evidencia la importancia del uso de mdaltiples
representaciones en la conceptualizacién del objeto matematico funcion y el uso de la tecnologia
como herramienta que promueve una interaccion simultanea entre varios registros de

representacion semioticos, lo cual favorece a una mejor comprension.

Las investigaciones en Educacion Matematica que estudian las funciones y sus multiples
representaciones, coinciden indirectamente en que la conversién entre registros de
representacion es una de las causas de las dificultades que presentan los estudiantes en la
conceptualizacion de las funciones. Esto se debe a la falta de discriminacion de las unidades
significantes propias de cada registro semiotico, la falta de una interpretacion global de las
gréficas cartesianas, la tendencia de los estudiantes a mecanizar los procedimientos en un solo

registro, sin articular los diferentes registros, también la idea de que los registros graficos y
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tabular son sélo registros intermedios, y el predominio de la utilizacion del registro algebraico
sobre los otros registros de representacion.
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3. Marco conceptual

“Todas las ideas esenciales en la ciencia nacieron de un conflicto
Dramatico entre la realidad y nuestros intentos de comprenderla”

A. Einstein-L. Infield

En la ensefianza de las matematicas, es comdn que los estudiantes crean que hacer
matematicas significa hacer operaciones puntuales, manipular signos y memorizar. El caso de
las funciones, posee una predominantemente carga operativa direccionada hacia el algebra con

su fuerte herencia de la matematica formal.

Desde este trabajo se precisa sobre procesos de visualizacion y generalizacion que
pueden ser evidenciados en las diferentes representaciones, en particular, aquella concebida por
representaciones dinamicas generadas por tecnologias digitales. Ademas, para el estudio de
funcién desde situaciones problema necesariamente se forjan relaciones entre el pensamiento

variacional y algebraico. Estos aspectos seran ampliados a continuacion.

3.1 La visualizacién.

Para que ocurra una produccion de conocimiento, es importante tener en cuenta el papel que

juega la visualizacion en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Hitt (1998) y De Guzman (1996), hacen mencion de la importancia de la visualizacion
en el que hacer matematico, ya que contribuye a la creacion de imagenes mentales en los

estudiantes para la formacion de conceptos matematicos.

Las ideas, conceptos y métodos de las matematicas presentan una gran riqueza de
contenidos visuales, representables intuitivamente, geométricamente, cuya utilizacién resulta
muy provechosa, tanto en las tareas de presentacion y manejo de tales conceptos y métodos

como en la manipulacion con ellos para la resolucion de problemas (De Guzman, 1996, p.15).

Para De Guzman (Citado por Hitt, 2003), la visualizacion matematica de un problema
juega un papel importante para su solucién y tiene que ver con entender un enunciado mediante
la puesta en juego de diferentes representaciones de la situacion en cuestion y ello nos permite
realizar una accion que posiblemente puede conducir a lograr su solucién. Para Hitt (2003)
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existe diferencia entre percibir y visualizar, dice que: “la percepcion la tomaremos como la
funcién por la que la mente de un individuo organiza sus sensaciones y se forma una
representacion interna de los objetos externos, en cambio, la visualizacién tiene que ver con un

conocimiento directo e intuitivo”.

La visualizacién se refiere a una actividad cognitiva que es intrinsecamente
semiotica, es decir ni mental ni fisica (Duval, 1999). La visualizacién no puede ser entendida
como el simple acto de ver, sino como la habilidad para representar, transformar, generar,
comunicar, documentar y reflejar informacion visual en el pensamiento y el lenguaje del que
aprende, la visualizacion requiere de la utilizacion de nociones de matematicas asociadas a los
ambitos numéricos, gréfico, escrito o verbal, pero exige también el uso de un lenguaje que

explique ciertos fenbmenos.

Asi mismo Hitt, (2003), afirma que el desarrollo de la tecnologia y en particular los
dispositivos moviles influyen notablemente en la adquisicion de las nociones teoricas que antes
se tomaban como condicidn suficiente, pero no necesaria para adquirir el concepto matematico.
Estos aspectos tedricos son el fundamento para entender el comportamiento de las diferentes

representaciones de los objetos matematicos.

3.2 Pensamiento variacional

Se podria caracterizar el pensamiento variacional como la capacidad que tiene el estudiante
para darle sentido a las funciones numéricas y manejarlas en forma flexible y creativa, para
entender, explicar y modelar situaciones de cambio, con el propoésito de analizarlas y
transformarlas (MEN, 2004).

Segun Parada, Conde y Fiallo (2016) en los niveles de educacidén basica pueden
analizarse con los estudiantes situaciones problema relacionados con los cambios en la
temperatura, peso, posicion, poblacion, velocidad, entre otros. El estudio de dichas magnitudes
mediada por representaciones dindmicas puede ayudar a los estudiantes a comprender la
variacion que implica explicar como se relacionan las magnitudes variables en un problema

particular, asi como medir y analizar como cambian estas magnitudes.

En los principios y estandares del NCTM (2003), se sefiala que uno de los caminos para

lograr la construccién de dichos conceptos de manera clara y significativa es mediante la
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resolucion de problemas que promuevan el analisis de situaciones a través de diferentes sistemas
de representacion: numérico, gréfico, algebraico y verbal. El proceso de resolucién de
problemas, segln Puig (1996), se entiende como la actividad mental y expresa que desarrolla el
resolutor desde el momento en que, presentandosele un problema, asume que lo que tiene es un

problema y que quiere resolverlo. El cual concluye cuando se termina la tarea.

3.3 Pensamiento algebraico

El pensamiento algebraico va més alla de dar significado a los simbolos, es decir, que
tiene que ver con aquellos modos de pensamiento esenciales algebraicos, mismos que
involucran manejar lo todavia desconocido, invertir y deshacer operaciones, ver lo general en
lo particular. Ser consciente de esos procesos, y controlarlos, es lo que significa pensar

algebraicamente (Love, 1986, p.49).

Mason (1996) concibe el pensamiento algebraico como una actividad. Ve las raices
del pensamiento algebraico en la deteccion de igualdad y diferencia, al hacer distinciones, en la
clasificacion y el etiquetado, o simplemente en “algoritmo de biisqueda”. La propia construccion
de este algoritmo en la mente del estudiante, en cualquier forma que se preve, es el pensamiento
algebraico. En consecuencia, el pensamiento algebraico surgio a través de formas alternativas
de comunicar sus resultados, similar a la conclusion de Radford (2000) que los “estudiantes ya
estaban pensando algebraicamente cuando se trataba de la produccion de un mensaje escrito, a

pesar del hecho de que no estaban usando el estandar algebraico simbdélico” (p. 258).

En enfoques tradicionales empiezan por ensefiar la sintaxis algebraica y al final se espera
que los estudiantes solucionen situaciones problema aplicando dicho contenido sintactico-
algebraico. En este enfoque tradicional se evidencia que los estudiantes vienen de un trabajo
netamente aritmético y luego se introduce en un simbolismo sin conexiones con lo aritmético y
desprovisto de significado. Esta transicion de la aritmética al algebra evidencia también

problemas de traduccién del lenguaje natural al algebra y viceversa (Filloy y Rojano, 1991).

El Algebra se propone como uno de los cinco bloques de contenido en los National
Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2003). El proposito fundamental de estos
estandares es desarrollar el pensamiento algebraico mediante el estudio de patrones, funciones,

y la capacidad de analizar situaciones con la ayuda de simbolos.
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Mason et al. (1985), sefialan que los estudiantes suelen usar métodos aritméticos en lugar
de métodos algebraicos para resolver problemas de enunciado y tienen dificultades para
comprender y manejar conceptos propios del algebra (incognita, niamero general y variable), asi
como para comprender que las operaciones en algebra pueden no llevar a un resultado numérico

y que, a la larga, pueden quedar como operaciones suspendidas.

3.4 Lainterpretacion grafica

La interpretacion consiste en pasar de la gréafica de una situacion a su descripcion verbal.
Como menciona Leinhardt (1990), por interpretacién nos referimos a la accion por la cual el
estudiante obtiene el sentido o el significado de una grafica, o de una porcion de ella, de una
ecuacion funcional o de una situacion, la interpretacion puede ser global y general o local y

especifica, de alli que se pueda dar como resultado un patron.

La construccion consiste en pasar de la descripcion verbal de una situacion a la
gréfica o tabla. Leinhardt (1990), dice que construccién se refiere a construir una grafica o
graficar puntos a partir de datos o a partir de una funcion dada por su regla de correspondencia
o construir una funcion algebraica para una grafica. Podrimos sugerir que la interpretacion
construccion de una funcidn se puede considerar como un punto en comun entre la variacion y
el algebra. Como sefialaron Dreyfus y Eisenberg (1982), las dificultades en el aprendizaje del

concepto de funcién son causadas por:

v Su relacion con otros conceptos matematicos como dominio, imagen, crecimiento,
decrecimiento, extremos; todos ellos necesarios para determinar el concepto de funcion.

v La relacién que posee el concepto de funcién con otros campos de la matematica como el
algebra y la geometria.

v' la existencia de una amplia gama de lenguajes de representacion del concepto de funcién:
descripcidn verbal, tabla de valores, graficas, expresiones y diagramas.

3.5 Representaciones

La naturaleza de los objetos matematicos es abstracta, por lo tanto, la unica forma de
aproximarse a ellos es por medio de representaciones. Segun Duval (1999) la actividad
matematica se realiza necesariamente en un contexto de representacién sin confundir jamas los

objetos matematicos con ellas.
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La representacion puede referirse tanto a un proceso y también al resultado de este proceso,
donde lo primero es una actividad de generacidn de objetos o entidades, y lo segundo se refiere
a las entidades en si mismas en lugar de la actividad que los ha producido. Por ejemplo, un
dibujo de un objeto fisico es un nuevo objeto que también existe como una entidad fisica, pero
es diferente de una imagen mental de la misma cosa. Del resultado del proceso se distinguen
dos tipos de representacion: los mentales, referente a entidades cognitivas y las representaciones

externas, referente a objetos fisicos.

Para Dreyfus (1993) las representaciones desempefian una funcion importante en las
matematicas, ademas define “las representaciones externas como las que usamos en formulas,
graficos, etc. Asi mismo, las representaciones mentales es lo que imaginamos cuando se tiene
una idea sobre un objeto matematico o su proceso” (p.123). Tall y Vinner (1981) emplean el
concepto de imagen para ayudar a elaborar lo que significa tener una idea de un concepto y lo
definen como “la estructura total cognitiva que esta asociado con el concepto, que incluye todas
las imagenes mentales y propiedades y procesos asociados” (p.152), entonces se podria
considerar que la representacion exterior sirve para comunicar la idea del concepto de una

manera formal.

Algunas representaciones son de forma visual, como la gréafica de una funcion; otros son
puramente simbdlica o algebraico y carecen de un aspecto grafico. Los términos “visual” y
“simbolico” se utilizan comiinmente para referirse a dos tipos de representaciones, a pesar de
que representaciones visuales son también una forma de simbolizar. Algunos investigadores
prefieren utilizar la terminologia “grafica” en lugar de visual, y “analitica o algebraica” en lugar

de simbdlica, por ejemplo, Artigue (1990) utiliza los términos algebraica y grafica.

Segun Larkin y Simon (1987) la representacion visual-grafica de una situacion
matematica, da una vista general, mientras que la representacion simbolica implica un analisis
mas local. Un gréafico puede ser analizado especificamente en una zona; sin embargo, es una
representacion visual de la totalidad de la situacién. Por otro lado, Chevallard (1985) sugiere
que una representacion algebraica tiene que ser recorrida de manera lineal, un aspecto a la vez.
Cualquiera que sea la forma de representacion, es necesario decodificar (analizarlo), en
consecuencia, la representacion visual y la representacidn simbdlica son complementarios, cada

uno sostiene una representacion de diferente forma de interpretar la informacion. Una
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integracion de ambos tipos de representaciones parece ser esencial para la construccion de un

significado mas rico del objeto matematico en estudio.

Las representaciones semiéticas son aquellas producciones constituidas por el empleo de
signos que pertenecen a un sistema de representacion (Duval, 1998, p. 177). Una figura
geométrica, una formula algebraica, un enunciado en lengua natural, una gréfica son
representaciones semidticas que pertenecen a sistemas semioticos diferentes y cada una de estas

actividades son construidas de representaciones realizadas por medio de signos.

Por tanto, las representaciones semidticas, producto de la construccion de signos, son los medios
por el cual las personas pueden exteriorizar sus representaciones mentales para hacerlas visibles
y accesibles a otros. Aqui se entiende por representacion mental al conjunto de concepciones o
imagenes mentales que una persona tiene acerca de un objeto, éstas, ademas de cumplir una
funcién de comunicacion, conllevan a actividades cognitivas necesarias para el desarrollo de la
actividad matematica misma, del funcionamiento cognitivo del pensamiento, del tratamiento de

la informacion, de la toma de conciencia y de la comprension.
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4. Descripcion del estudio: Metodologia

“Si buscas resultados distintos, no hagas siempre lo mismo”

A. Einstein-L. Infield

Esta investigacion se enmarca en una metodologia de tipo cualitativa. Desde una perspectiva
holistica donde buscamos una interpretacion detallada sobre la realidad de los estudiantes frente
al estudio del concepto de funcidn. Se realiza por medio de un estudio descriptivo y exploratorio
con el proposito de establecer elemento de valoracion sobre los posibles logros y dificultades
de los estudiantes. El instrumento a utilizar fue disefiado por los investigadores de acuerdo a su

experiencia en el aula y los aspectos de interés a observar en su investigacion.

El proceso metodologico se desarrollo en las siguientes etapas.
4.1 Ildentificacién del fendmeno de estudio y problematizacion

Emerge de nuestras practicas como profesores de matematicas y fisica en educacion bésica.
En el proceso cotidiano de la ensefianza de las matematicas identificamos dificultades en
nuestros estudiantes, relacionados al estudio de la funcién. Por lo tanto, surge el interés por
ahondar en dicha problematica para comprenderla y proponer alternativas que ayuden a los

estudiantes a superar las dificultades identificadas.

Debido a los contextos del estudio, se considera el analisis en dos partes. La primera en
estudio de casos de cada institucidn. Se pretende hacer una interpretacion sobre el desarrollo del
caso, recopilar la informacion con objetividad y que se pueda examinar su realidad, reorientando
la observacion para precisar en los aspectos de interés. La segunda un estudio comparativo entre

las instituciones.

4.2 Seleccion de poblacion

Este estudio fue realizado con estudiantes de la basica secundaria del grado noveno de dos

instituciones educativas de diferentes naturalezas que se describen a continuacion:
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4.2.1 Colegio Colombo Britanico

Institucion de caracter privado, esta ubicado en el municipio de Envigado y su propdsito esta
relacionado con la formacion académica de estudiantes desde el nivel de preescolar hasta la

media académica, con una jornada Unica en calendario A.

Con motivo de enriquecer las dindmicas de aula y aportar nuevos elementos para la
formacion integral, entre 2014 y 2015 se dotan los salones de torres multimedia como recurso
tecnoldgico, las cuales se componen de un computador con conexion a internet, y reproduccion
en video Bean y tablero digital, con el objetivo de “ofrecer herramientas diversas para la
formacion en alineacion con el desarrollo de la infraestructura con los objetivos pedagdgicos y
formativos institucionales” (PEI, 2015, p. 40).

El colegio es considerado como una buena opcién para los sectores socioeconémicos
medios y altos, teniendo en cuenta que se considera como una institucion de alto rendimiento

académico a un costo accesible, en comparacion con otros colegios de su mismo nivel.

Para la eleccion de los estudiantes cuyas edades oscilan entre los 14 y 16 afios, es importante
resaltar que, aunque se trabajo de manera general con todos los 120 jovenes del grado noveno
se determind conveniente realizar un filtro y elegir 5 estudiantes que realizaron todo el proceso
y mostraron mayor dificultad en cuanto al tratamiento que se le debe dar al concepto de funcién

lineal.

4.2.2 Institucién Educativa Monsefior Alfonso Uribe Jaramillo (M.A.U.J.)

Se encuentra ubicada en la zona urbana del municipio de la Ceja Antioquia, barrio San
Cayetano. Alli se ofrece una educacién formal a nifios, nifias y jovenes, distribuidos en dos
jornadas diurnas de tal manera que en la jornada de la mafiana se atiende la basica primaria y en

la jornada de la tarde la basica secundaria y la media.

La institucion se caracteriza por su formacion humanista ya que cuenta con una poblacion
estudiantil que en su gran mayoria pertenecen a los estratos socioeconomicos 1, 2 y 3, y cuyos
padres de familia por lo general dependen econdmicamente de los cultivos de flores asentados

en la municipalidad en donde se desempefian laboralmente.
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Su poblacidén estudiantil de 1643 estudiantes y una planta docente de 52 educadores, dos
coordinadoras y la sefiora rectora, ademas, se cuenta también con 3 secretarias y dos
bibliotecarias. La M.A.U.J. estd dotada con 25 aulas de clases, 520 Tablet cada una con conexion
a internet, 8 aulas con proyectores y 2 tableros digitales cada uno con su respectivo equipamiento

en bocinas de sonidos.

Para la eleccion de los estudiantes cuyas edades oscilan entre los 14 y 16 afios, es importante
resaltar que, aunque se trabajo de manera general con todos los 126 jovenes del grado noveno
se determind conveniente realizar un filtro y elegir 5 estudiantes que realizaron todo el proceso
y mostraron mayor dificultad en cuanto al tratamiento que se le debe dar al concepto de funcién

lineal.

4.3 Disefo de intervencion (prueba diagndstica)

Con el proposito de observar procesos de aprendizaje e identificar indicios sobre las
dificultades en el estudio de la funcién, debido a que tradicionalmente las representaciones
semioticas de este concepto se han desarrollado en las aulas de clase de forma desarticulada, lo
cual puede generar conflictos en la comprension de los estudiantes ya que posteriormente se les

hace dificil comprender estas representaciones para darles un significado al objeto en estudio.

El disefi6 de una prueba clésica se hace de acuerdo a la metodologia de ensefianza del
tema de funciones ya visto por los estudiantes de noveno grado de las instituciones participantes.
Con ella se pretende examinar aspectos como la nocion de funcién, la identificacién de funcién
en diferentes representaciones como lo son la forma verbal, ecuacion, tablas y graficas
(diagramas sagitales, y cartesianos) y el uso del concepto de funcién en la interpretacion y
solucidn de situaciones problema (ver anexo 1). La prueba estd basada en Chavéz, Castafieda,

Joya, & Gémez (2010) y TAN (2012) y esta disefiada para desarrollarse a lapiz y papel.

Como lo hemos mencionado anteriormente la nocion de funcién puede ser representada
en diferentes formas o registros. En el registro verbal la funcién lineal se presenta como una
descripcion basada en el lenguaje natural, en donde se describe con detalle el fendmeno de
estudio como una situacion problema para luego ser modelada si es el caso; en el registro

algebraico la funcidn lineal se representa por medio de una expresion algebraica o formula, que
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permite calcular la imagen f(x) para toda x correspondiente al dominio de la funcidn; en el caso
del registro tabular la funcion lineal es representada por medio de una tabla de valores, en la
cual se ponen en correspondencia las variables; sin embargo, tiene las limitaciones de la
continuidad ya que se pueden incluir un namero finito de valores; en el registro grafico una
funcion lineal se puede representar por medio de diagramas sagitales 0 mejor por medio de una
linea recta (continua o no ) en el plano cartesiano. La estructura de la prueba consiste en cinco

incisos organizados como se presenta a continuacion.
4.3.1 Estructura de la prueba

4.3.1.1 Representacion de funcién en diagrama sagital

Se explora el concepto de funcion por medio de la correspondencia entre dos conjuntos, para
“Utilizar diferentes registros de representacion o sistemas de notacién simbolica para crear,
expresar y representar ideas matematicas; para utilizar y transformar dichas representaciones y,
con ellas, formular y sustentar puntos de vista. Es decir, dominar con fluidez distintos recursos
y registros del lenguaje cotidiano y de los distintos lenguajes matematicos” (MEN, 1998, pag.
51).

Se les presenta a los estudiantes cuatro diagramas sagitales para que los clasificaran en
funcién o relacién. Con este tipo de ejercicios se pretende identificar si los estudiantes logran
identificar las relaciones que se pueden generar entre conjuntos, aquellas que son relaciones
funcionales. La pregunta apunta a determinar si los estudiantes tienen claridad del concepto de
funcién, en donde a cada uno de los elementos del conjunto de partida le corresponde un unico

elemento del conjunto de llegada (llustracion 1).

1. Determine cual de las siguientes correspondencias son funciones y cuales no.
Justifica tu respuesta. Si S ={a,b,c}y T = {1,2,3,4}

30



llustracion 1 - Prueba diagndstica, diagrama sagital.

4.3.1.2 Representacion de funcion en representaciones cartesianas

De igual forma, y siendo coherentes con el tema, el inciso dos consiste en explorar el
concepto de funcion en representaciones cartesianas y aunque este es un ente abstracto posee
diversas representaciones semioticas para facilitar su aprehension, sin embargo “el objeto
representado puede variar segun el contexto o el uso de la representacion: en el caso de un

diagrama cartesiano puede representar una funcion” (Godino, 2003, pag.53).

La intencionalidad con este tipo de ejercicios es determinar si el estudiante
independientemente de la forma en que se le presente el objeto matematico, puede articular la
informacidn que tiene sobre el tema y establecer con claridad cuando una relacion representada
de manera grafica en un sistema cartesiano es una funcion (llustracion 2). En términos de Hitt
(2005) “Un determinado concepto es estable en un individuo si puede articular las diferentes

representaciones del concepto sin contradicciones” (pag.4).

Se espera que en los ejercicios el estudiante utilice la técnica de la linea vertical, esto
para verificar que al realizar un barrido horizontal con esta linea se intercepte la grafica a la vez
solo en un punto, lo cual indica que cada elemento del eje x tiene una sola imagen. Es decir, que
cada elemento del dominio esta relacionado una sola vez con algun elemento del codominio.
Con esto podemos determinar si los estudiantes efectivamente estan articulando adecuadamente
la informacidon sobre el concepto. También se pretende que los estudiantes deduzcan que el

objeto funcion tiene varias representaciones.

2. Identifica cudl de las siguiente graficas corresponden a funciones. Justifica tu
respuesta.

llustracion 2 - Prueba diagnostica, plano cartesiano.
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4.3.1.3 Lenguaje cotidiano, expresion algebraica y representacion grafica

Aqui pretendemos que los estudiantes realicen una interpretacion del lenguaje cotidiano a
una expresion algebraica y realice su representacion grafica. Dada una situacion problema
acorde al tipo de alumnos que tenemos del grado 9. Esperamos que los estudiantes puedan usar

el conocimiento adquirido, para dar solucion de la situacion problema (llustracién 3).

3. Wilson ha pagado $240 000 por la inscripcién y tres meses de un curso de tenis.
Si la inscripcién tuvo un costo de $30 000, escribir la funcion que representa la
situacion y establece si esta es lineal o afin. Luego grafica y determina cuanto le
costaria a Wilson 10 meses de curso incluida la inscripcion.

lustracion 3 - Prueba diagndstica, situacion problema.

4.3.1.4 Representacion grafica de las relaciones entre pardmetros de la expresion algebraica

Aqui buscamos que los estudiantes realicen una interpretacion grafica y establezcan
relaciones entre los términos de una ecuacion de la recta. Para el desarrollo del pensamiento
matematico, en los estudiantes del grado 9, vemos que es fundamental la visualizacion, ya que
de esta manera el estudiante puede expresar de forma analitica la complejidad de la actividad
propuesta. Consideramos que las interacciones con la variacion de los parametros pueden
propiciar en los estudiantes ideas de representaciones dinamicas. La imagen mental del espacio
cartesiano que los alumnos desarrollan, se determina o se forma a partir de reconstruccion de
objetos a nivel simbdlico algunas de ellas evocadas por la memoria otras por el conocimiento
ya interiorizado (ver llustracion 4).
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4. Relaciona las gréaficas con los valores de m y b sefialados para la ecuaciéon  y =
mx+b

lustracion 4 - Prueba diagndstica, parametros

4.3.1.5 Interpretacion de la situacion problema.

Pretendemos que los estudiantes efectlen una interpretacion de la situacién propuesta,
construyan la grafica y realicen estimaciones. Segin Guzman (1998) sefala “que el contenido
de una representacion depende del registro utilizado, que es el que presenta explicitamente al
objeto representado y muestra particularidades del objeto que en otro registro pueden no ser

evidentes.”

Asi mismo, pretendemos que el estudiante realice la conversion de la informacion presentada
inicialmente en forma tabular a otro tipo de representacion como lo son el grafico y el algebraico

los cuales seguiran describiendo el mismo fenémeno de estudio.

5. La tabla siguiente da el namero de suscriptores de television satelital en Estados
Unidos (en millones) de 1998 a 2005 (x =0 corresponde a 1998):

x, afio 0 1 2 3 4 5 6 7

y,nimero 85 11.1 150 170 189 215 248 274

a) Trace el namero de suscriptores de televisidn satelital en Estados Unidos (y)
contra el afio (x).
b) Trace la linea L que pasa por los puntos (0, 8.5) y (7, 27.4).
c) Encuentre la ecuacion de la linea L.
d) Suponga que esta tendencia continGa, estime el nimero de suscriptores de
television satelital en Estados Unidos en 2006.
llustracion 5 - Prueba diagnéstica, situacion problema.

4.4 Aplicacion

La prueba se realiz6 de manera independiente en ambas instituciones, esta se aplico de
forma general a todos los estudiantes del grado noveno, pero finalmente nuestra intencién fue
realizar un analisis comparativo entre las dos instituciones que nos ayudaran a resolver nuestros
interrogantes. El horario de trabajo dependid de la disponibilidad de tiempo de cada grupo e
institucion educativa.
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El desarrollo de las dos actividades fue en un orden secuencial. La metodologia de
trabajo durante la aplicacion del instrumento consistié en: Actividades guiadas por el profesor,
trabajo individual de los estudiantes, equipos de trabajo, socializacion grupal, entre otras. En los
parrafos siguientes describimos en detalle cada una de las sesiones trabajadas referentes a las

dos guias.

El dia 23 de octubre de 2017, se realizd la primera sesion y trabajamos con 10 estudiantes
de ambas instituciones el primer modulo de la propuesta. Para ubicarnos en el contexto y para
motivar a los estudiantes hicimos una breve introduccién general sobre las actividades que
realizariamos y la forma de trabajo de la actividad uno. La aplicacion tuvo una duracion de dos
horas. Este taller se fundamenta en el concepto de funcién lineal con el uso del dispositivo
movil.

La implementacidn de las dos actividades, dependiendo de la institucion, esto con el fin
de que podamos determinar un comparativo, no solo en los procesos académicos sino en el

desarrollo tecnoldgico més practico para los estudiantes.

4.5  Andlisis y resultados

Se recoge la informacion, se digitaliza y se organiza para el posterior analisis de la
informacién a la luz de los aspectos a observar. Luego se realiza una interpretacion general sobre

el desarrollo de las actividades.
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5. Resultados del analisis

"Mide lo que sea medible y has medible lo que no lo sea"

Galileo Galilei

En este capitulo se mostrara el analisis detallado de las respuestas obtenidas en la prueba
aplicada cuya finalidad era establecer cuales nociones conceptuales poseen los estudiantes del
grado noveno tanto del Colegio Colombo Britanico, asi como, de la Institucién Educativa
Monsefior Alfonso Uribe Jaramillo. Particularmente hacemos énfasis en la exploracion del
concepto de la funcion lineal. La experiencia se analiz6 con 10 estudiantes, cinco por cada
institucidn educativa. Los aspectos a observar son representaciones, parametros e interpretacion

y solucién de situaciones problema clésicas.

Los datos analizados se tomaran de los anexos, donde se ha sintetizado el desarrollo de
cada una de las actividades de los estudiantes. Como evidencias de este analisis recurriremos a

imagenes originales tomadas de las hojas de trabajo de los estudiantes de las dos instituciones.

5.1 La prueba diagnostica

Teniendo como punto de partida el trabajo realizado con antelacion por parte de los
docentes sobre el estudio de funciones del curriculo escolar. La propuesta de intervencion
pedagdgica que se presenta a continuacion nos permite determinar de cierto modo la claridad
en el concepto de funcién que presentan los estudiantes del grado noveno de las instituciones
educativas participantes. Dicha claridad la podemos evidenciar por las diferentes formas de
expresiones orales, representaciones y conversiones entre los registros que los estudiantes

realizan con cada inciso de la prueba diagnostica (Duval, 1993).

De acuerdo a la informacién sobre las dos instituciones involucradas, en los parrafos

siguientes ahondamos en los aspectos a observar antes mencionados.
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5.2 Pictorica

Con respecto a las representaciones pictoricas de la funcidén, ya sea diagrama sagital o
plano cartesiano, se evidencia confusion de los estudiantes en la aplicacion de las condiciones
para que se cumpla que una relacion sea funcion. Observamos una variedad de respuestas con
sus respectivas justificaciones que nos sugieren la existencia de poca claridad del concepto de

funcién.

5.2.1 Representacion de la funcion en el diagrama sagital

Respecto al diagrama sagital algunos estudiantes identifican una relacion indiferente al
conjunto tomado de partida (Anexo 1) como se muestra en la llustracion 6, el Estudiante 2,
presenta dificultad en la comprension del concepto de funcidén en donde no establece con
claridad la relacion de correspondencia entre dos conjuntos de manera que a cada elemento o
valor del primer conjunto le corresponda un Unico elemento o valor del segundo conjunto y

esto es indiferente al tipo de representacion bien sea sagital o plano cartesiano.
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1. Determine cudl de las siguientes correspondencias son funciones y cudles no.
Justifica tu respuesta. Si S ={a,b,c}y T = {1,2,3,4}
llustracion 6 - Respuesta del Estudiante 2. Colegio Colombo Britanico.

-

En términos de Dreyfus y Eisenberg (1982) esta dificultada puede ser producto de la
relacién del concepto de funcion con otros conceptos matematicos, en este caso en particular
con conceptos de dominio y rango y su correspondencia para que exista una funcién. En el caso
de los estudiantes de la Institucion Educativa Monsefior Alfonso Uribe Jaramillo desarrollaron

el primer punto sin dificultad (llustracion 7).
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1. Determine cual de las siguientes correspondencias son funciones y cudles no. Justifica tu
respuesta.Si S ={a,b,c}y T = {1,2,3,4}
llustracion 7 - Respuesta del Estudiante 5. Institucion Educativa Monsefior Alfonso Uribe Jaramillo

Notamos una creencia generalizada en las respuestas de los estudiantes del Colegio
Colombo Britanico, segun ellos solo basta con que todos los elementos del conjunto de partida

deben estar relacionados con los elementos del conjunto de llegada.

5.2.2 Representacion de la funcion en el plano cartesiano

Aqui cambia el comportamiento de las respuestas de los estudiantes Institucion
Educativa Monsefior Alfonso Uribe Jaramillo. Se nota desconexion conceptual entre la
representacion sagital y las representaciones en el plano cartesiano como se muestra en la

respuesta del Estudiante 5 frente al segundo inciso de la prueba (llustracién 8).

B

5 1'

|
1

x —_———
{ ! ’

*% *_*:"‘.“x ‘ND

2. lIdentifica cudl de las siguiente graficas
corresponden a funciones. Justifica tu respuesta.

llustracion 8 -Respuesta de Estudiante 5. plano cartesiano

Podriamos concluir que los estudiantes no tienen una idea clara de funcion, por lo tanto, se

les dificulta relacionar las representaciones sagitales con las representaciones en el plano
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cartesiano.

Tal vez, se podria pensar que el desarrollo acertado del primer punto de la prueba diagnostica
podria tratarse de una coincidencia y no de la comprension del concepto de funcion por parte de
los estudiantes. Entre tanto, las respuestas de los estudiantes del Colegio Colombo Britanico
evidencian una extension de las dificultades en la identificacion de funcion cuando se
representan en el plano cartesiano. Por ejemplo, el Estudiante 3 de dicha institucién marca tres
opciones de las cuales la opcién a no es funcion, ademas no justifica sus respuestas. (llustracion
9).

2. lIdentifica cuadl de las siguiente graficas
corresponden a funciones. Justifica tu respuesta.

lustracion 9 -Respuesta de Estudiante 3. Colegio Colombo Britanico

5.2.3 Interpretacion grafica de una situacion problema

En la llustracién 10, el trabajo realizado por el Estudiante 3, se puede percibir varias
dificultades. Para iniciar se nota un obstaculo en el paso del lenguaje comdn al algebraico. Dicha
dificultad puede ser provocada segun Filloy y Rojano (1985) por la experiencia del estudiante
predomina la aritmética que puede dificultar el aprendizaje del algebra. En ese sentido, el
Estudiante 3 al parecer, aun percibe las operaciones aritméticas y la simbologia de la misma
forma. Por lo tanto, el Estudiante 3 le da un tratamiento meramente aritmético desconociendo

el uso algebraico que se requiere.

Consideramos que, en el enfoque tradicional de ensefianza, se privilegia el estudio de la

aritmética sin orientacion a la construccion de nociones basicas del algebra, es decir, que se
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prepara a los estudiantes para que resuelvan algoritmos sin pasar a la generalizacion. Aqui
vemos las consecuencias de las escasas experiencias de los estudiantes a temprana edad sobre
el tratamiento numérico de situaciones problema que puedan orientar a los estudiantes a ideas

algebraicas como la generalidad, la expresion de una generalizacion o la idea de variacion y
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Wilson ha pagado $240 000 por la inscripcion y tres meses de un curso de tenis. Si la inscripcion
tuvo un costo de $30 000, escribir la funcién que representa la situacion y establece si esta es lineal
o afin. Luego grafica y determina cuanto le costaria a Wilson 10 meses de curso incluida la
inscripcion.

lustracion 10 - Respuesta Estudiante 3. Institucion Educativa Monsefior Alfonso Uribe Jaramillo

Otra dificulta, que consideramos no aislada, es la representacion grafica de la situacion
problema propuesta. El estudiante opté por un diagrama de barras como la representacion mas
adecuada. Si observamos el tratamiento aritmético del Estudiante 3, es de esperarse que el
diagrama de barra se ajustara a la representacion gréfica de la situacion, segun él. Podriamos
inferir que la interpretacion gréfica del estudiante atafie a una interpretacion discreta de los
datos. Es decir, que el Estudiante 3 no percibe la variacion implicita alli, por lo tanto, no logra

visualizar, generalizar ni representar un proceso continuo expreso en una funcién.

En la llustracion 11, se muestra una situacion similar a la anterior. Consideramos que el
estudio del simbolismo sin significado y descontextualizado para el estudiante limita al mismo
en la consecucion de conexiones no visualiza. En este sentido se pone en evidencia las
dificultades que tienen los estudiantes en cuanto al pensamiento variacional lo cual va en
contravia con lo expresado por el (MEN, 2004) frente a este tema. Por esto se ratifica lo

expresado por Hitt (2003) en donde los estudiantes perciben, pero no visualiza la situacion
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planteada. Ellos no logran visualizar por tanto que no muestra la habilidad para representar,

transformar, generar, comunicar, documentar y reflejar la informacion visual (Duval, 1999).

3. Wilson ha pagado $240 000por la
2 (joct\g)* inscripcion y tres meses de un curso - 2
__3:)_:‘"‘7*7" de tenis. Si la inscripcién tuvo un 247
2120 costo de $30 000, escribir la funcién
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Wilson ha pagado $240 000 por la inscripcién y tres meses de un curso de tenis. Si la
inscripcion tuvo un costo de $30 000, escribir la funcion que representa la situacion y
establece si esta es lineal o afin. Luego gréfica y determina cuanto le costaria a Wilson
10 meses de curso incluida la inscripcion.

llustracion 11 - Respuesta de Estudiante 5. Colegio Colombo Britanico

Parece ser que estamos frente a una problemaética generalizada, ya que estudiantes en
diferentes espacios sociales y econdmicos diferentes, coinciden en la misma representacion

erronea de la misma situacion problema.

5.2.4 Parametros y graficas con valoresde my b

La intencionalidad de este ejercicio es que los estudiantes interpretar geométricamente la
gréafica en correspondencia con la variacion de sus parametros. En la llustracion 12, el Estudiante
1, manifiesta dificultades para identificar la ecuacion con la grafica determinada por sus
elementos m y b como pendiente y ordenada al origen respectivamente. Consideramos que
dichas dificultades en la determinacion de pendientes e intercepto estan relacionadas al concepto
de pensamiento variacional y algebraico, cuando se afirma que lo variacional posibilita que el

estudiante pueda dar sentido a las familias de funciones.
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4. Relaciona las gréaficas con los valores de m y b sefialados para la ecuacion y = mx + b

lustracion 12 -Respuesta de Estudiante 1. Institucion Educativa Monsefior Alfonso Uribe Jaramillo

Por su parte, el Estudiante 2, del Colegio Colombo Britanico Identifica correctamente las
opciones b, e, d. Identifica pendientes de cero, pero no el valor del intercepto; al igual que las
pendientes positivas, pero no de los intercepto. De aqui podemos concluir que el estudiante tiene
dificultades para determinar el intercepto en la funcién lineal de acuerdo con los signos

estipulados, cuél puede ser la inclinacion de la recta y en donde puede encontrarse la interseccién
conel ejey.

Ty
S il

RN e
mrnb=6l -
R T S ]
LmE=hE=l gy
Comeh <0 @'
.m=Gbh=0

m=U:b{ﬁF¢

nindefinida

o T

lustracion 13 - Respuesta del Estudiante 2. Colegio Colombo Briténico.

En las anteriores llustraciones se obstaculizaron los procesos de generalizacion ya que

los estudiantes no relacionan los efectos de b y m en y=mx+b. Es decir, que no existe un
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reconocimiento de la generalidad que conduce en la deduccion de un patron que influye en el

comportamiento de la gréfica.

5.2.5 Solucion de la situacion problema

Dos de los alumnos no presentan dificultad para encontrar la solucion a la situacion
problema, uno de ellos no la realiza y los restantes la hacen incompleta, segin Leinhardt,
Zaslavsky & Stein (1990) por interpretacion nos referimos a la accion por la cual el estudiante
obtiene el sentido o el significado de una grafica, de una ecuacion funcional o de una situacion.
Por tal motivo podemos afirmar que aquellos que no la hacen o la hacen incompleta tienen
problemas para resolver dicha situacion y especialmente les cuesta construir una gréafica a partir
de una tabla de datos suministrada, siendo alli una deficiencia entre la variacion y la ilustracion.

Finalmente, todas estas dificultades visualizadas en la prueba diagndstica ratifican los
pensamientos de Dreyfus y Eisenberg (1982) en cuanto a las causas de las dificultades en el

aprendizaje del concepto de funcion en donde evidenciamos:
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Situacidn problema a partir de una tabla de valores, problema de suscriptores de tv

a) Estudiante 1. Instituciéon Educativa | b) Estudiante 4. Colegio Colombo Britanico
Monsefior Alfonso Uribe Jaramillo
llustracion 14 - Respuesta de estudiantes. Prueba diagnostica, pregunta 4.

v' La relacién que posee el concepto de funcién con otros campos de la matematica como el
algebra y la geometria y la estadistica. Aqui se not6 como los estudiantes relacionaron el
concepto de funcién con conceptos y técnicas estadisticas llevandolos al fracaso en la
solucion de la situacion planteada.

Otra dificultad que sefialan estos autores y se evidencio fue:
v La existencia de una amplia gama de lenguajes de representacion del concepto de funcidn:

descripcion verbal, tabla de valores, graficas, expresiones y diagramas.

42



Con respecto a esta situacion notamos que los estudiantes no comprenden las diferentes

representaciones semidticas del concepto de funcion lineal.
5.3 Comparaciones Yy puntos de encuentro

Al inicio de estudio se tenia pocas expectativas sobre realizar un estudio comparativo
por las particularidades de los contextos de las instituciones implicadas. EI Colegio Colombo
Britanico de carécter privado del municipio de Medellin, con un entorno socio-econémico
prominente, sus estudiantes cuentan con conectividad a internet, diversos recursos didacticos y
tecnoldgicos, asi como apoyo extra en matematicas si es requerida. Entre tanto, la Institucion
Educativa Monsefior Alfonso Uribe Jaramillo, de caracter publico del municipio de la Ceja-
Antioquia con un entorno socio-econémico promedio del pais. Los estudiantes tienen
conectividad, recursos didacticos y tecnolégicos limitados.

Ademas, como bien sabemos los procesos de investigacion en matematica educativa
dependen de los contextos, es decir, que al aplicar el mismo instrumento se esperan resultados
diferentes por las especificidades de sus poblaciones en estudio.

Sin perder de vista los argumentos anteriores, de los datos emergen dos aspectos
conceptuales que coinciden en las dos instituciones. Esto nos muestra que se gesta una especie
de generalizacion de las dificultades de los estudiantes frente a un concepto de la matematica

escolar.

5.3.1 Concepto vs tipificacion

Se notan coincidencias en las respuestas de los estudiantes de las dos instituciones. Se
observa en las respuestas de los estudiantes la necesidad de tipificar las funciones, por encina
de justificar si se tratase de una funcion. Parece ser que las dificultades referentes a los conceptos
de dominio y rango se trasladan a otros tipos de representacién como muestra en la Figura 3.
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2. ldentifica cuél de las siguiente graficas corresponden a funciones. Justifica tu respuesta.
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a) Estudiante 2. Institucion Educativa | b) Estudiante 1. Colegio Colombo Britanico
Monsefior Alfonso Uribe Jaramillo

lustracion 16 - Respuesta de Estudiantes 1y 2.

La existencia de una amplia gama de lenguajes de representacion del concepto de funcion
como descripcion verbal, tabla de valores, graficas, expresiones y diagramas, podria dificultar
el aprendizaje del concepto de funciéon (Dreyfus y Eisenberg, 1982). Sin embargo, dicha
diversidad también nos permite evidenciar el nivel de compresion y usos del concepto de

funcién.

5.3.2 Interpretacion grafica de situacion problema

Ya se ha tenido el primer indicio de una problematica generalizada, al observar que los
estudiantes de diferentes instituciones explican su respuesta con el mismo argumento, Como en
el caso de tratar de tipificar las funciones. En la llustracién 17 se evidencia otro evento referente
a la pregunta nimero tres y de manera aislada tratan de representar la situacion problema de la
misma manera en la que utilizaron representaciones de diagramas de barras para tratar de ilustrar
la informacion. La funcion lineal y afin es un concepto matematico que presenta una gran
riqueza de contenidos visuales, representables geométricamente en donde dicha representacion

gréfica resulta ser muy provechosa para la comprensién del concepto. (De Guzman, 1996, p.15).
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2. Wilson ha pagado $240 000 por la inscripcion y tres meses de un curso de tenis. Si la
inscripcion tuvo un costo de $30 000, escribir la funcion que representa la situacion y
establece si esta es lineal o afin. Luego gréafica y determina cuanto le costaria a Wilson 10
meses de curso incluida la inscripcidn.

a) Estudiante 3. Institucion Educativa | b) Estudiante 5. Colegio Colombo Britanico

Monsefior Alfonso Uribe Jaramillo

llustracion 16 - Respuesta de Estudiantes 3y 5.
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Si bien resaltamos la importancia de crear imagenes mentales apropiadas para la
formacion de conceptos matematicos, no podemos desconocer que esto dependera de la
capacidad intelectual de cada estudiante, por tal razén, retomamos lo expuesto por Hitt (1998)
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que destaca la importancia de la visualizacion en el quehacer matematico para la creacion de

conceptos.

Consideramos que el trabajo de las relaciones entre las variables al cambiar los
parametros de una expresion algebraica puede generar en los estudiantes ideas de
representaciones dindmicas y en su defecto ideas de variacion. Aclaramos que estos procesos
dinamicos son limitados en la clase. Por ejemplo, para estudiar funciones, tanto profesores como
estudiantes usan regularmente tablas y formulas, lo que conlleva a dificultades de interpretacion
de situaciones que no permiten ver los aspectos que desean verse con relacion a la “variacion”.
Al respecto, Carabus (2002) menciona que, si el estudiante concibe a la funcion solamente como

una correspondencia, no pone en juego su pensamiento y lenguaje variacional.
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6. Conclusiones

“El mundo tal como lo hemos creado es un proceso de
nuestro pensamiento. No se puede cambiar sin cambiar
nuestra forma de pensar”

A. Einstein-L. Infield

El trabajo de investigacion a nivel de la Maestria en Educacion Matematica, cobra
relevancia si es realizado de manera estructurada y permiten plasmar estrategias de aplicacion
en proyectos de aula. Buscando mejorar las practicas en el aula respecto a la ensefianza y
aprendizaje de la matematica escolar. Particularmente, con este proyecto se pretende contribuir
con un punto de partida para entender y explicar las realidades de los estudiantes frente al estudio
de un objeto matematico, en este caso la funcion. En este sentido, referente a la pregunta de
investigacion ¢Qué nociones conceptuales de funcion poseen los estudiantes del noveno grado
de la Institucién Educativa Monsefior Alfonso Uribe Jaramillo y del Colegio Colombo
Britanico? Una respuesta inferida del analisis apunta a la poca claridad que los estudiantes
tienen frente al concepto de funcion, asi como limitaciones de los usos de dicho concepto para
identificar relaciones funciones. De tal forma que dichas dificultades se extienden a la confusa
asociacion de representaciones con el objeto, desencadenando asi, una ausencia de articulacion

entre distintos registros de representacion del mismo objeto.

Las nociones conceptuales de funcién que expresan los estudiantes del noveno grado de la
Institucion Educativa Monsefior Alfonso Uribe Jaramillo y del Colegio Colombo Britanico,
atafien a una nocion reducida de funcion, a la ausencia de asociacion en las diferentes
representaciones del objeto, a la desconexion entre lenguaje natural y algebraico y a un

tratamiento de las funciones predominantemente aritmético.

De esta ultima, podriamos inferir que se ha gestado una dificultad generalizada, evidenciada
en la comparacién de las respuestas de los estudiantes de dos instituciones diferentes. Desde
nuestro punto de vista consideramos que dicha dificultad generalizada puede atribuirse al
tratamiento de la situacion problema con reglas algoritmicas dejando de lado sus significados
alrededor de las expresiones algebraicas y su correspondencia con el plano cartesiano (Duval,
1992).
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6.1 Perspectivas futuras de investigacion

Desde este trabajo se puede potencializar trabajos futuros sobre el estudio de las
funciones en Bésica y Media. Consideramos que se podria abordar desde la incorporacion de
las tecnologias digitales y en particular dispositivos moviles que podrian generan grandes retos
para los profesores sobre el uso de estas herramientas en clases de matemaéticas para el

tratamiento de ideas de funcion.

Con la mediacion de dispositivos moviles, llamese tableta o0 Smartphone, se les ofrece a
los estudiantes una aproximacion visualmente por medio de representaciones dindmicas a dichos
objetos abstractos. Ademads, él puede interactuar y establecer relaciones entre las
representaciones dinamicas para inferir la solucién de una situaciéon problema o para afinar la

comprension de un concepto.
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PRUEBA DIAGNOSTICA INSTITUCION EDUCATIVA MONSENOR ALFONSO URIBE JARAMILLO

pregunta Estudiante 1. Estudiante 2. Estudiante 3. Estudiante 4. Estudiante 5.
Determine Responde correcta mente Responde correctamente y Responde correctamente y usa Responde acertadamente y Responde correctamente
c.ual.de las esta pregunta y justifica argumenta sus respuestas sus propios argumentos para trata de argumentar sus tres incisos, pero no
siguientes cada una de las relaciones justificar la respuesta respuestas, aunque se queda | justifica sus respuestas
gorrespondenc : corto en dichos argumentos
ias son b
funciones y e o
cuéles no. | o Yoo 1
Justifica tu (I
respuesta. Si 1 R 2
§= {a,b, C} k3 2. ldeniffica cuales de ia

& graficas corresponden a funciones.
T = {1,2’3,4} ;n oy Cen Justifica tu respuesta

d

Identifica cudl
de las siguiente
graficas
corresponden a
funciones.
Justifica tu

respuesta.

Responde acertadamente

No responde correctamente a

Icr que se le estd preguntando

—

n*
2 ¥
.
<

>Mes

Aunque sus respuestas son

correctas sus argumentos no son

suficientes para justificar lo que

| se le pregunta

Los incisos a, b, d, los
responde correctamente, pero

los demas son err6neos

Su respuesta es erronea

en casi todos los incisos
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Situacion
problema
(funcién
lineal).

Wilson ha
pagado $240
000 por la
inscripcion y
tres meses de
un curso de
tenis. Si la
inscripcion
tuvo un costo
de $30 000,
escribir la
funcion que
representa la
situacion y
establece si
esta es lineal o
afin. Luego
graficay
determina
cuanto le
costaria a
Wilson 10
meses de curso
incluida la
inscripcion.

Establece de manera errénea
la expresion algebraica que
representa la  situacion
planteada, pero si da una
idea correcta de que esta es
funcioén

una afin vy

finalmente no realiza la

grafica

Intenta graficar la situacion

planteada pero no logra
establecer el papel que
cumplen  las  variables
dependientes e

independientes por lo tanto el
grafico y su respuesta son

erréneos

Realiza algoritmos légicos que le
permiten llegar a la respuesta,
pero no asocia la situacion con el
concepto de funcion lineal y afin
y trata de graficar la situacion

utilizando un diagrama de barras

No logra ilustrar
correctamente mediante la
gréfica la situacion y tampoco
se aprecia respuesta a la

pregunta planteada}

No se registra respuesta
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Relaciona las | Tiene dificultades para | No responde Responde adecuadamente los | No responde En ningln lugar de la
gréficas con | determinar la forma de la incisos: a, e, f y todos los demas hoja se observa la
los valores de | grafica de una funcion lineal | =1 Mo &C de manera incorrecta. é ”Q Se,. 1 respuesta a este
m y b | dados sus parametros Y - : interrogante
seflalados para R Q - : Mx—%
L, ST, o e + = o X \\3
laecuaciony = | 1- m=0ib=0 Y. i )
2 m=Ob<0—F & et
mx +b 3. me< b > 0—p Te=enX ¥ o
4. mi<hb<0-PC e —coxoh
S. m=hb=0+9 ' =4 =0O-b
6 m=0nb<0—F J:- o \D
7. mindefinida —&
Situacion Cree que la pregunta es de | No se aprecia respuesta en | Cree que la pregunta es de | No se registra respuesta

problema a
partir de una
tabla de
valores,

problema de
suscriptores de

tv

No responde de manera
analitica, ni gréfica, solo
trata de hacer un sistema de
ejes con una escala poco
acorde a lo planteado. Esto
ratifica una gran dificultad
en el proceso de solucion de
situaciones problemas que
implican un modelo de
funcién.

&)

-t tatle

PR T T B B B

|
|
IR et

respuestas  con  opcién

maltiple y marca (b) sin

darse cuenta que esta

pregunta se divide en incisos

NI

¥ Trace la linea L que pasa por los
puntos (0, 8.5) y (7, 27.4).

ningun espacio de la prueba

respuestas  con opcion
multiple y marca (a) sin darse
cuenta que esta pregunta se

divide en incisos

) Trace el nimero de suscriptores de
television satelital en Estados Unidos
(y) contra el affo (x).

para esta pregunta

Tabla 1 - Prueba Diagnostica I.E. M.A.U.J.
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PRUEBA DIAGNOSTICA COLEGIO COLOMBO BRITANICO

pregunta

Estudiante 1.
5.

Estudiante 2.

Estudiante 3.

Estudiante 4.

Estudiante

Determine cudl
de las siguientes
correspondencia
s son funciones
y cudles no.
Justifica tu
respuesta. Si

S ={a,b,c}
T ={1,2,3,4}.

El estudiante afirma que el
primer diagrama sagital es el
incorrecto, respuesta
equivocada, pero su
justificacion dice que:
“porque no todos que inician
tienen una pareja” para ¢l no
es importante el hecho de que
un valor del conjunto de
partida tenga dos iméagenes,
para €l lo importante es que
todos los elementos deben de
tener una pareja y que no
deben sobrar elementos en el
conjunto de partida.

=N

o) fargu®
EISV=CLI o
i@

ferre T

El estudiante responde de
manera incorrecta la
respuesta b, y dice que la
opcidn a es funcion,
mostrando una pequefia
deficiencia en el concepto
de funcion. Justifica por qué
hablando de una relacion.

M

0 16 comroh Paeive Bl
el AT e

L (e
Lk § 4

El estudiante responde de
manera equivocada dado
que afirma que la Unica
que es funcioén es la
opcidn b, siendo la Unica
que no es funcion.

No justifica un porqué.

Afirma que todas son
funciones menos la opcion
a, nuevamente una falencia
frente a la definicion de
funcion.

No justifica un porqué.

Afirma que todas son
funciones menos la opcion
a, Nuevamente una
falencia frente a la
definicion de funcion.

No justifica un porqué.

Identifica cudl
de las siguiente
graficas
corresponden a
funciones.
Justifica tu

respuesta.

Marca todas las graficas como
funciones y de manera muy
particular le da nombre a cada
grafica, justificando de esta
manera por qué son funciones,
ademas marca una linea recta
paralela al eje de la x como
una parabola.

Muestra deficiencias en el
concepto de funcion, tanto

Para este estudiante todas
son funciones y no justifica
el porqué, mostrando un
gran error en la
interpretacion grafica de una
funcion.

En este caso, todas son
funciones menos una, la
opcidn c. No justifica por
qué son funciones, sino
que le da un nombre a
cada una de ellas.

Solo dos son funciones, las
demas no lo son. No
justifica el porqué; asi
mismo una de las que el
alumno marca, la opcion a
no es funcién. Se concluye
que para €l existe una gran
dificultad en el concepto de
funcion por medio de una
grafica.

Es el més acertado de
todos los estudiantes
evaluados, marca tres de
las cuatro opciones en las
cuales se representaba una
funcion de manera grafica.
Pero no justifica el porqué
de su eleccion, a lo que se
puede decir que, asi como
€s un acierto puede ser
casualidad.
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tedrica como de manera
analitica

a

5/# PR
b L

|

n s s

ER I B=)
s,f{mdﬂ"h c

. £ p . ‘ |

d. # ;

inriit

5‘?75;.?:!:1'

Situacion
problema
(funcion lineal).

Wilson ha
pagado $240
000 por la
inscripcion y
tres meses de
un curso de
tenis. Si la
inscripcion tuvo
un costo de $30
000, escribir la
funcion que
representa la
situacion y
establece si esta
es lineal o afin.
Luego graficay
determina
cuanto le
costaria a
Wilson 10
meses de curso
incluida la
inscripcion.

No responde de manera
analitica, ni gréfica, solo trata
de hacer un sistema de ejes
con una escala poco acorde a
lo planteado. Esto ratifica una
gran dificultad en el proceso
de solucidn de situaciones
problemas que implican un
modelo de funcion.

Interpreta la informacion del
problema, saca valores
representativos tanto de la
mensualidad como de la
inscripcion, al momento de
graficar comete el error de
no realizar un modelo
matematico que se acomode
a la situacion problema,
tiene un valor inicial en el
mes y no en los costos,
ademas no concuerda con lo
que vale el primer mes.
Encuentra un valor para la
pregunta de los 10 meses,
pero no es representado
correctamente en la gréfica.

20000 -30.000 - 210 -000 talen 2meke]
10 X 2= 30-000 Ndie cadu mey

'}fﬂ"m‘mm{a 30 000
10 freges

vauer

Fuhodh ol

Tt a4 sih k4w
Mage)

No realiza el punto 3.

No plantea ningln tipo de
solucién analitica, no se
sabe si el modelo de la
funcion es lineal o no, no
determina ni el intercepto, ni
la pendiente.

Gréficamente
tiene una idea més clara de lo
que pasa, puesto que sabe
determinar el valor inicial, es
decir el intercepto con el eje
Y, pero no resuelve la
pregunta del costo de los 10
meses del curso.

BRI 2 R R g -
?E@;QQ_Q 20.00
* = 40000 x 10

Es alin mas critica la
solucion a la situacion
problema planteado por el
estudiante 2, no se sabe
qué modelo de funcion es,
solo da un valor aleatorio
para la pregunta de los 10
meses, pero no se sabe de
dénde sale dicho valor. En
la interpretacion grafica el
alumno realiza un
histograma de frecuencias
o grafico de barras,
realmente no se sabe el
por qué o el cdmo lo hace.
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Relaciona las
graficas con los
valoresdemyb

seflalados para

No realiza el punto 4

Identifica correctamente las
opciones b, e, d. ldentifica
pendientes de cero, pero no
el valor del intercepto; al
igual que las pendientes
positivas, pero no de los

Responde de manera
correcta las opciones b, c,
d, fy g. Confunde o troca
las opciones a y e, dicho
error se puede basar tanto
en el valor de la pendiente

Igual al alumno anterior, es
afirmativa su respuesta en las
opciones b, ¢, d, f y g.
Confunde o troca las
opciones ay e, dicho error se
puede basar tanto en el valor

No realiza el punto 4

la ecuacion y = interceptos. y el intercepto dado que | de la pendiente y el
. discrepa uno del otro. intercepto dado que discrepa
mx + b Se puede concluir que el ) P uno deFotro g P
estudiante tiene dificultades '
para determinar el intercepto
en la funcidn lineal.
b A
Lom=lb
7. mindefrda
Situacion No realiza el punto 5 Identifica correctamente los | Identifica correctamente | Realiza un gréfico a partir de | Identifica correctamente el
problema a ejes y los traza, realiza la | los ejesy los traza, la tabla de valores dada, pero | como encontrar el valor de
. ecuacion de la recta, | realiza la ecuacion de la no realiza un proceso | la pendiente, igualmente
partir de una encontrando la pendiente y | recta, encontrando la analitico, ni resuelve la | aplica la ecuacion lineal de
tabla de valores, la formula de punto | pendientey la formulade | situacion problema | punto pendiente y
pendiente, realiza | punto pendiente, realiza planteada. encuentra la ecuacion para

problema  de

dicho problema. No realiza
la grafica de dicharecta. Se
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correctamente la prediccion | correctamente la
solicitada. prediccién solicitada.

Hasta el momento se
puede afirmar que los
estudiantes trabajaron
este método de solucion,
mas no de interpretacion.

B ]
B ekl
o

o
p e e
e

824

1.
EES

")

EIR ]

e

5

muestra como el alumno es
capaz de desarrollar un
modelo si le dan una tabla
de datos.

e B BT -a)
I

Ly NS T R,
FIERTCIEL AR
805 eevecnn
Cemei1as e
RS T

Tabla 2 - Prueba Diagnostica |.E. C.B
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