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Основы расчета 
напряженного состояния 

земляного полотна 

юрий щЕВьЕВ
yuri l.Scheviev

андрей СИдРаКОВ
andrey a.SidrakOv

По мнению специалистов, оценка 
полей напряжения в земляном 

подрельсовом полотне совершается 
с помощью расчетных формул, 

носящих преимущественно 
эмпирический характер. Это 

ограничивает возможности раскрыть 
в должной мере суть процессов 

распространения волн давления 
и их взаимодействия с грунтами 

при движении по рельсам грузового 
состава. Статья дает теоретическое 

описание исследуемых зависимостей 
и предлагает уравнения для 
численного решения задач, 

связанных с процессами в полях 
напряжений железнодорожной 

насыпи.
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Существующие сейчас формулы для 
определения поля напряжений, 
возникающих в земляном полотне 

под воздействием подвижной нагрузки, 
носят эмпирический характер. Экспери-
ментальные напряжения в любой точке 
грунтового массива δ

э
 можно приблизи-

тельно оценить по формуле:

э э эо=A Bэδ δ× × ,  (1)

где δ
э-о

 – вертикальное нормальное напря-
жение на основной площадке в подрельсо-
вом сечении; А

э
 и В

э
– функции, учитыва-

ющие изменение напряжений на глубине 
и в горизонтальном направлении.

Решение плоской задачи в теории ли-
нейно деформируемых тел [4] использует 
свою формулу определения сжимающих 
напряжений при моделировании нагрузки 
прямоугольником:

1 1 2 2=P/ ( +1/2  sin2  1/2  sin2 ),δ p b b b b    (2)

в которой – углы между линиями, прове-
денными из концов основной площадки 
к точке, где определяется напряжение, 
и вертикальными линиями из концов 
той же площадки.

Совершенно очевидно, что формулы 
(1,2), а также аналогичные зависимости, 
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предложенные в [1–3], не позволяют рас-
крыть сложные процессы распространения 
волн давления и их взаимодействия с грун-
тами полотна, знание которых помогает ре-
шать проектные задачи. Кроме того, значе-
ния вертикальных напряжений на откосах 
земляного полотна, вычисленные по форму-
ле (2), будут на любой глубине отличны 
от нуля, что противоречит здравому смыслу.

Выберем модель взаимодействия под-
вижного состава с земляным полотном. 
В соответствии с [2, 4] примем, что эпюра 
давления от подвижного состава на основ-
ную площадку имеет форму прямоуголь-
ника (рис. 1).

Далее будем решать задачу для ниспа-
дающей ветви напряжений, создаваемых 
прохождением подвижного состава (рис. 2), 
предполагая, что решение для восходящей 
линии δ(t) будет аналогичным.

Примем, что для любого горизонталь-
ного сечения, удаленного от основной 
площадки на расстояние Z, давление изме-
няется по времени в виде:

t/
maxP(t)=P (1t/ ) e tt× × ,   (3)

где t – время, прошедшее от достижения 
значения δ

max
, до рассматриваемого момен-

та, с;
t – общая продолжительность воздей-

ствия колес от достижения δ
max

 до оконча-
ния воздействия, с;

P (t) и P
max

 – текущее значение давления 
и его максимальная величина, т/м 2.

В более простом виде выражение (3) 
можно записать как [6]:

n
maxP(t)=P (1t/ ) et× × ,  (4)

где n=2.
Выведем уравнение распространения 

волны давления, выделив элемент dr и рас-

смотрев условия его равновесия. На кони-
ческой поверхности ОА напряжения отсут-
ствуют, т. е. V=0  и  =0δ .

Эпюры давлений на глубине z и z+dz 
представляют собой сложные объемы, 
однако их можно схематизировать в виде 
усеченных призм высотой δ  и δ +d δ  (см. 

рис. 1).
С учетом изложенного уравнение дина-

мического равновесия для выделенного 
на рис.1 элемента dr имеет вид:
dp=dY,   (5)

где dp – приращение давления на высоте 
dz;

dY – приращение силы инерции массы 
на этом же участке.

Объем усеченного параллелепипеда 
эпюры напряжений:

2 2
0 0p= /3(b +b +bb )=F .p δ   (6)

Сила, действующая на элемент dr:
p= *Fδ ,  (7)

а ее приращение составляет:
dp= dF+Fd .δ δ   (8)

Выражая напряжения через модуль 
упругости E и скорость переноса волны 
давления, имеем:

=E du/dz dzδ

или
2 2d =E (d u)/(dz ) dz,δ

2 2
0 0F=F   z /(z ),  2 2

0 0dF=2F   z /(z ) dz.   (9)

Подставляя (8) в (6), получаем:
2

2dP=F E(2/z du/dz+(d  u)/(dz  ))dz.⋅ ⋅    (10)

Это приращение давления уравновеши-
вается приращением силы инерции массы 
выделенного элемента dz:

2 2 dY=F dz (d u)/(dt ).ρ⋅ ⋅    (11)

Подставляем (10), (9) в (5) и имеем:

Рис. 1. Схема взаимодействия подвижного состава 
с земляным полотном. 

Рис. 2. График изменения Ϭ (t) по времени.
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2 2

2 2

F E(2/z  du/dz+(d u)/(dz ))dz=

=F dz (d u)/(dt ).ρ

⋅

⋅ ⋅
   (12)

После элементарных преобразований 
получим:

2 2 2 2 21/a (d u)/(dt )=(d u)/(dz )+2/z du/dz,⋅ ⋅  

  (13)
где a= E/ρ  – скорость распространения 

звука в грунте, м/с.
Уравнение (13) решается способом раз-

деления переменных. Для этого представим 
общий интеграл в виде
u= M(z) N(t).⋅    (14)

Дифференцируем по переменным z и t:
u/ z=N ( M/ z)∂ ∂ ⋅ ∂ ∂ ,

2 2 2 2( u)/( z )=N ( M)/( z  )∂ ∂ ∂ ∂ ,   (15)
2 2 2 2( u)/( t )=M ( N)/( t  )∂ ∂ ∂ ∂ .

Подставляем (15) в (14) и получаем:
2 2 2

2 2

M/a ( N)/( t )=

=N ( M)/( z )+ N ( M/ z).  

∂ ∂

∂ ∂ ⋅ ∂ ∂

После преобразований этого уравнения 
находим:

2 2 2

2 2

1/(a N)   ( u)/( t )= 

=1/(M )((  M)/( z )+2/z   M/ z).

∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂

С учетом равенства
2 2 2

2 2

1/(a N)   ( u)/( t )=

= 1/(M )((  M)/( z )+2/z   M/ z).

∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂

получаем следующие дифференциальные 
уравнения:

2 2 2 2(d N)/(dt )+ a L N=0,
2 2 2(d M)/(dt  )+2/z M/ z+L M=0      ∂ ∂    (16)

Решение первого уравнения задается 
в виде

1 2N(t)=C sinLat+C cosLat.    (17)

Для решения второго уравнения прео-
бразуем его к виду

2 2 2z (d M)/(dz )+ M/ z+L zM=0.∂ ∂

Предположим, что
N(z)=zM(z) ,   (18)

тогда предыдущее уравнение можно пред-
ставить так:

2 2 2(d N)/(dz )+L N=0.    (19)

Общий интеграл (19) известен:

3 4Q(z)=C sinLz+C cosLz.    (20)

Общий интеграл уравнения движения 
(13) имеет вид:

u(z,t)=Q(z)/z N(t) ,   (21)

где 1 2N(t)=C sinLat+C cosLat ,   (22)

3 4Q(z)=C sinLz+C cosLz .

Подставляя (22) в (21), получаем:

3 4

1 2

  u(z,t)=1/z (C sinLz+C cosLz)

(C sinLat+C cosLat).





   (23)

Выражая постоянные С
i
 через L 

i iC =S  (L) и подставляя эти функции в (23), 

находим:

3 40

1 2

u(z,t)= 1/z(S (L)sinLz+S (L)cosLz)

 (S  (L)sinLat+S  (L)cosLat)dz.

∞

∫ 



   (24)

Заменим
L= /atα , =Latα ,   (25)

и в этих обозначениях имеем:

i i iS  (L)=1/at S  (L)=S  ( ).α

Тогда:
dL=1/at d .α    (26)

Подставим (26) и (25) в выражение (24) 
и окончательно получим:

30

4

1 2

u(z,t)= 1/atz0(S ( )sin az/at+

+S ( )cos az/at)  

(S  ( )sin +S  ( )cos )dz.

α

α

α α α α

∞

∫




   (27)

Таким образом, распространение воз-
мущения осуществляется и представляется 
сложным выражением, решить которое 
аналитическими методами невозможно. 
Поэтому обратимся к методам численного 
интегрирования.

Из уравнения динамического равнове-
сия (4), соотношения (11) и выражения для 
полного дифференциала (8) получаем 
уравнение движения в виде:

2 2(1/F ) ( p/ y)=( u)/ t ) ,ρ × ∂ ∂ ∂ ∂    (28)

где p=δF; `=( )/g;грρ γ  `
грγ  – объёмный вес 

грунта, принимаемый в расчетах постоян-
ных с изменением глубины.

Второе уравнение движения найдем, 
используя соотношения:

= u/ y,ε ∂ ∂  V= u/ t.∂ ∂    (29)

Далее следует:
/ t= V/ y.ε∂ ∂ ∂ ∂    (30)

Проведем следующие замены:
= /E= /FE,ε δ ρ  / t=1/FE  / t.ε ρ∂ ∂ ∂ ∂

Уравнение (30) примет вид:
1/FE  / y= V/ y.ρ∂ ∂ ∂ ∂
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Введем обозначение:
a= E/ .ρ

Найдем второе уравнение движения:
V/ y=1/ aF  / t.ρ ρ∂ ∂ ∂ ∂    (31)

С учетом 2 2V/ t=( u)/( t )∂ ∂ ∂ ∂  получим 

систему уравнений распространения волны 
возмущения:

V/ t=1/ F  / y,ρ ρ∂ ∂ ∂ ∂
2V/ y=1/( Fa  )  / yρ ρ∂ ∂ ∂ ∂ ,   (32)

которые решаются методом характери-
стик [5].

ВЫВОдЫ
Получено теоретическое описание 

распространения волны возмущения в же-
лезнодорожной насыпи от движения со-
става и предложены уравнения для чи-
сленного решения уравнения движения 
этой волны. Однако в рамках данной 

статьи невозможно представить расчеты 
и алгоритм численного решения поля 
напряжений, создаваемого в железнодо-
рожной насыпи подвижным составом. Это 
своя отдельная тема.
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In some experts’ opinion evaluation of stress fields within 
under rail subgrade is accomplished with the help of 
formulae of mostly empiric character. This approach 
limits possibilities of exploring the processes of pressure 
wave propagation and of their interaction with soils at 

the moment of freight train motion along the rails. The 
article suggests a theoretical description of the studied 
dependencies and equations for numerical solution of 
the problems related to the processes within the stress 
fields of rail subgrade.
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