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Dependence to Calculate Adhesion 
Friction Coefficient  

(текст статьи на англ. яз. – English text of 
the article – p. 40)

В основе заявленной темы – 
потребность в достоверных тяговых 

расчетах, которые предполагают 
учет сил трения между колёсами и 

рельсами, сцепной вес локомотива. 
Для апробации подходов к решению 

этой задачи предлагаются 
универсальная формула для 
определения коэффициента 

сцепления, сравнение расчетных его 
значений со значениями известных 

эмпирических зависимостей для 
рельсового автобуса РА-1.
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При тяговых расчетах необходимо 
знать коэффициент сцепления, 
который задается эмпирическими 

формулами, полученными в ходе обработ-
ки результатов измерений . При этом иско-
мый коэффициент, согласно [1], может 
изменяться в пределах 0,2-1,0 .

Наиболее часто для расчета коэффици-
ента используются: 
формула Куртиуса–Книффлера 

сц

7,5
0,161 ,ä

44 V
Ψ = +

+
 (1)

где Ψ
сц

 – коэффициент сцепления, V – ско-
рость поезда, км/ч, 
и формула

к

4,3
0,3 0,0006 V .ä

50 6V
Ψ = + −

+
 (2)

Как следует из формул (1) и (2), значе-
ние Ψ

сц 
зависит только от скорости, что 

противоречит определению того же коэф-
фициента, приведенному в работе [1]:

д
0 0(1 N )к Рψ φ= ± ,  (3)

где φ – коэффициент трения между коле-
сами и рельсами; д

0N  – разность между 
действительным динамическим нормаль-
ным и статическим давлением: P

0 
– сцеп-
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ной вес локомотива . Причем коэффициент 
φ определяется соотношением двух сил:
φ = F/N

0
,

  
(4)

где F – сила трения, вызываемая силой 
сцепления; N

0 
– сумарная нормальная 

сила давления колес на рельсы .
Поэтому представляется необходимым 

вывести зависимость для определения ко-
эффициента Ψ

сц 
исходя из действующих 

на колесо локомотива сил . Сравнение 
значений Ψ

сц
,

 
полученных с помощью та-

кой зависимости, с рассчитанными по фор-
мулам (1) и (2) позволит говорить о досто-
верности теоретической зависимости .

Рассмотрим колесо весом Q


, которое 
движется со скольжением под действием 

постоянной силы двF


, приложенной 
к его центру тяжести . В начальный мо-
мент времени колесо находилось в по-
кое . Рельс расположен на горизонталь-
ной плоскости . Ось ОХ направлена вдоль 

движения, ось ОY – перпендикулярна 
движению, точка О – координата центра 
масс .

К колесу приложены следующие силы: 

Q


 – вес колеса; трF


 – сила трения сколь-

жения, направленная в сторону, противо-

положную F
дв

; R


 – нормальная реакция 

рельса; двF


– сила тяги .

Согласно теореме о движении центра 
масс запишем:

00 ;ääää  .дв трm x F F m y R P= − = −
 

 (5)

Из условия задачи координата центра 
масс по оси OY не меняет своего положе-

ния, т . е . 0 0y =


 и R = P.

При движении колеса с проскальзыва-
нием сила трения максимальна, что при-
водит к равенству F

тp
 = kR, где k – коэффи-

циент трения скольжения или F
тp

 = kP.

Таблица 1
Расчет коэффициентов сцепления для рельсового автобуса РА‑1

Расстояние 
S,(м)

Время t,(с) Скорость V, 
(м/с)

Скорость 
V,(км/ч)

Ускорение 
a, (м/c2)

Cила тяги 
Fт,(Н)

Приведен-
ный вес 
колеса Р, 
(Н)

Коэффици-
ент трения 
скольжения 
K

0 5 3 0 0,9 17000 39200 0,4

100 20 5 18 0,9 17000 39200 0,34

400 48 8,3 30 0,6 13000 39200 0,26

600 60 10 36 0,6 12700 39200 0,26

800 75 10,6 38,4 0,5 11500 39200 0,24

1000 90 11,1 40 0,4 10100 39200 0,21

1200 100 12 43,2 0,4 9800 39200 0,20

1400 115 12,1 43,8 0,3 9600 39200 0,20

1600 125 12,8 46 0,3 8000 39200 0,16

1800 140 12,8 46,2 0,3 7800 39200 0,16

2000 150 13,3 48 0,3 7200 39200 0,15

2200 155 14,1 51 0,3 6000 39200 0,11

Рис. 1. Тяговая 
характеристика 

рельсового автобуса на 7-й 
позиции контроллера 

машиниста [3].

трения сцепления на слагаемое a/g. Это соответствует общим представлениям о 

характере движения поезда на участках с неравномерным движением, когда 
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Преобразуем первое соотношение 
из равенств (5):

0  дв

P
x F kP

g
= −



 (6)

и найдем зависимость для k:

ääää ää  .двF x
k

P g
= −



 (7)

Из уравнения (7) следует, что коэффи-
циент трения скольжения определяется 
из соотношения динамических и кинема-
тических характеристик движения и веса 
колес .

Для практического использования фор-
мулы (7) надо решить вопрос о том, каким 
образом перейти от расчета коэффициента 
трения скольжения для отдельно взятого 
колеса к расчету этого коэффициента для 
вагонного состава . В статье [2] для расчета 
коэффициента трения используется зави-
симость
K = F

тяги
/P

сост
,  (8)

где F
тяги 

– сила тяги, Н; P
сост 

– вес состава 
вместе с локомотивом .

Уравнение (7) получено для описания 
движения колеса . Поэтому вместо P

сост 

введем приведенный вес колеса, т . е . вес 
вагона (локомотива), приходящийся на од-
но колесо .

Если мы воспользуемся подходом, пред-
ложенным в работе [2], то получим вывод 
о том, что коэффициент трения отличается 
от коэффициента трения сцепления на сла-
гаемое a/g . Это соответствует общим пред-
ставлениям о характере движения поезда 
на участках с неравномерным движением, 
когда ускорение a меняет знаки . Действи-
тельно, при равномерном движении соста-
ва (a = 0) формулы (8) и (7) совпадают . 
Но на этом участке пути отсутствует про-
скальзывание колёс на рельсах . Следова-
тельно, проскальзывание колес либо умень-
шает коэффициент трения K (при a>0), 
либо, наоборот, увеличивает его при тормо-
жении (a<0) .

Из сказанного следует, что коэффициент 
трения скольжения появляется только 
на участках неравномерного движения по-
езда и отличается от коэффициента трения 
на слагаемое a/g .

Для проверки достоверности наших 
выводов обратимся к данным работы [3], 
описывающей тяговые характеристики 
рельсового автобуса РА-1 (см . рис . 1 и 2) .

Исходя из рис . 2, определим ускорение 
рельсового автобуса, а расчетные значения 
поместим в таблицу 1 . Далее с помощью 
рис . 1 найдем силу тяги и поставим эти 

Рис. 3. Зависимость 
коэффициента сцепления 

от скорости движения 
автобуса РА-1.

 
 

Рис. 2. Зависимость пройденного  пути от времени при максимальном 
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Исходя из рис. 2, определим ускорение рельсового автобуса, а расчетные 

значения поместим в таблицу 1. Далее с помощью рис. 1, найдем силу тяги и 

поставим эти значения в формулу (7). Данные представим в графическом виде 

(рис. 3 и 4), на этот же график нанесем зависимости коэффициентов от 

скорости, взятые из работы [1] (рис.5). Как следует из сравнения графиков, 

расчеты по формуле (7) близки к расчетам коэффициентов сцепления по 

формулам (1) и (2). Отметим, что расчеты по формулам (1) и (2) проведены для 

локомотива ВЛ-85, тяговые характеристики которого отличаются от тяговых 

характеристик рельсового автобуса РА-1. Сходимость результатов наблюдается 

для диапазона скоростей 0-30 км/ч, для скоростей более 30 км/ч расчетные 

значения по формулам (4), (1) и (2), значительно расходятся, что объясняется 

разным типом сравниваемых локомотивов, однако близость значений 

коэффициентов сцепления и характера их изменений в зависимости от скорости 

указывает на достоверность предположенного в статье подхода для 

определения коэффициентов сцепления. 

0

1

2

3

4

5

6

7

0 50 100 150 200 250 300 350

S,км 

t,c 
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значения в формулу (7) . Данные представим 
в графическом виде (рис . 3 и 4), на этот же 
график нанесем зависимости коэффициен-
тов от скорости, взятые из работы [1] 
(рис . 5) . Как следует из сравнения графиков, 
расчеты по формуле (7) близки к расчетам 
коэффициентов сцепления по формулам (1) 
и (2) . Отметим, что расчеты по формулам 
(1) и (2) проведены для локомотива ВЛ-85, 
тяговые характеристики которого отлича-
ются от тяговых характеристик рельсового 
автобуса РА-1 . Сходимость результатов на-
блюдается для диапазона скоростей 
0-30 км/ч, для скоростей более 30 км/ч 
расчетные значения по формулам (4), (1) 
и (2) значительно расходятся, что объясня-
ется, естественно, разным типом сравнива-
емых локомотивов, однако близость значе-
ний коэффициентов сцепления и характера 
их изменений в зависимости от скорости 
указывает на достоверность реализуемого 
в статье подхода для определения коэффи-
циентов сцепления .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Полученная в статье формула для расчета 

коэффициента сцепления отличается от эм-
пирических зависимостей тем, что в ней 
соблюдена размерность и отсутствуют эмпи-
рические коэффициенты . Это дает основа-
ние после проверки пригодности для разных 

типов локомотивов считать ее универсаль-
ной, позволяющей находить соотношение 
между весом локомотива и силой тяги с уче-
том различных значений ускорения . Необ-
ходимо при этом иметь в виду, что формула 
справедлива только для случаев движения 
локомотива по горизонтальному пути .
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Рис. 5. Совмещенные графики изменения  коэффициента сцепления, 

рассчитанные по формуле (7) для РА-1 и определенные по формуле Куртиуса-

Книффлера для электровоза ВЛ-85. 
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от силы тяги автобуса 
РА-1.
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Background. In traction calculations it is neces-
sary to know adhesion coefficient, which is defined by 
empirical formulas derived by processing of mea-
sured data. Thus the desired coefficient according to 
[1], may vary within 0,2-1,0.

Most commonly the coefficient is calculated with 
the help of a Curtius-Kniffer formula

ad

7,5
0,161 ,

44 V
Ψ = +

+
 (1)

where Ψ
ad

 is adhesion coefficient, V is train speed, 
km/h, and another formula

c

4,3
0,3 0,0006 V .ä

50 6V
Ψ = + −

+
 (2)

As follows from formulas (1) and (2), the value Ψ
ad 

depends only on speed, which contradicts the defini-
tion of the same coefficient given in [1]:

d
0 0(1 N )с Рψ φ= ± ,  (3)

where Ψ is coefficient of friction between wheels and 

rails; d
0N  is difference between actual dynamic normal 

and static pressure: P
0 

is adjusted weight of the 
locomotive. Moreover, the coefficient φ is determined 
by relation of two forces:
φ = F/N

0
,

  
(4)

where F is friction force, caused by adhesion force; 
N

0 
is total normal pressure force of wheels on rails.

Therefore, it is necessary to find the dependence 
to determine the coefficient Ψ

ad 
based on forces act-

ing on locomotive’s wheel. Comparison of values of 
Ψ

ad
,

 
obtained by such a dependence with calculated 

by formulas (1) and (2), allows to talk about reliability 
of the theoretical dependence.

Objective. The objective of the authors is to study 
dependence to calculate adhesion friction coefficient.

Methods. The authors use general scientific 
methods, comparative analysis, modeling, graph 
construction.

Results. Let’s consider a wheel with weight Q


, 

which moves with sliding under the action of constant 

force movF


, applied to its center of gravity. Initially, the 

wheel is at rest. The rail is located on a horizontal 
plane. Axis ОХ is directed along the motion, axis ОY 
is perpendicular to the motion, point О is coordinate 
of the center of mass.

To the wheel the following forces are applied: Q


 

is weight of the wheel; frF


. is sliding friction force, 

directed in the direction opposite to F
mov

; R


 is a nor-

mal reaction of the rail; movF


is traction force.

According to the theorem of the motion of the 
mass center, we write:

00 mov fr ;ääää  .äm x F F m y R P= − = −
 

 (5)

From the condition of the task coordinate of the 
center of mass of OY axis does not change its position, 

i. e. 0 0y =


 and R = P.

When wheel moves with sliding frictional force is 
maximum that leads to the equation F

fr
 = kR, where k 

is sliding friction coefficient or F = kP.
We transform the first equation from (5):

0 mov ,
P

x F kP
g

= −


 (6)

DEPENDENCE TO CALCULATE ADHESION FRICTION COEFFICIENT

Scheviev, Yuri L., Moscow State University of Railway Engineering (MIIT), Moscow, Russia.
Titarenko, Evgeny A., Moscow State University of Railway Engineering (MIIT), Moscow, Russia. 

Keywords: railway, rails, wheel, locomotive, adhesion coefficient, acting forces, rail bus acceleration, 
choice of options, mechanics. 

ABSTRACT
The studied topic is determined by a need to have 

reliable traction calculations that consider friction 
forces in between wheels and rails as well as traction 
weight of a locomotive. 

To test proposed approaches to the solution of the 
problem the authors put forward a universal formula to 
determine adhesion coefficient and a technique to 
compare calculated values of the coefficient with the 
values of known empiric dependences for rail bus RA-1.

Pic. 1. The traction characteristics of a rail bus for the 7th position of the main controller [3].
 

To validate our findings turn to the data of [3], which describes traction 

characteristics of the rail bus RA-1 (see Pic. 1 and 2). 
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 Pic. 2. Dependence of the distance traveled on the time at maximum 

acceleration of the rail bus (acceleration up to 90 km / h) [3]. 

 

Based on Pic. 2, we determine the acceleration of the rail bus and put estimated 

values in Table 1.  Then, using Pic. 1, we find traction force and put these values into 

the formula (7). We represent data in the graphic form (Pic. 3 and 4), on the same 

graph we put dependences of coefficients on speed, taken from [1] (Pic. 5). 

Conclusion. As follows from comparison of graphs, calculations by the 
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To validate our findings turn to the data of [3], which describes traction 

characteristics of the rail bus RA-1 (see Pic. 1 and 2). 
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and find a dependence for k:

movääää ää  .ä
F x

k
P g

= −



 (7)

From equation (7) it follows that sliding friction 
coefficient is determined from the ratio of dynamic 
and kinematic characteristics of movement and 
weight of wheels.

For practical use of the formula (7) it is necessary 
to resolve the question of how to move from the cal-
culation of sliding friction coefficient for a single wheel 
to the calculation of this coefficient for a train set. In 
article [2] for the calculation of friction coefficient the 
following dependence is used
K = F

traction 
/P

train
,  (8)

where F
traction 

is traction force, N; P
train 

is weight of train 
with locomotive.

The equation (7) is obtained to describe the mo-
tion of the wheel. So, instead of P

train 
we introduce 

adjusted weight of a wheel, i. e. weight of a car (loco-
motive), attributable to a single wheel.

If we use the approach proposed in [2], we get 
the conclusion that the friction coefficient differs 
from adhesion coefficient by a term a/g. This cor-
responds to the general idea of   the nature of the train 
motion in areas with uneven movement when ac-

celeration a changes signs. Indeed, during uniform 
motion of the train (a = 0) formulas (8) and (7) coin-
cide. But in this area there is no wheel sliding on rails. 
Hence, wheel sliding either reduces friction coeffi-
cient K (for a>0), or, on the contrary, increases it 
during braking (a<0).

It follows that sliding friction coefficient occurs 
only in areas of non-uniform motion of the train, and 
is different from the coefficient of friction by the term 
a/g.

To validate our findings turn to the data of [3], 
which describes traction characteristics of the rail bus 
RA-1 (see Pic. 1 and 2).

Based on Pic. 2, we determine the acceleration 
of the rail bus and put estimated values in Table 1. 
Then, using Pic. 1, we find traction force and put these 
values into the formula (7). We represent data in the 
graphic form (Pic. 3 and 4), on the same graph we put 
dependences of coefficients on speed, taken from 
[1] (Pic. 5).

As follows from comparison of graphs, calcula-
tions by the formula (7) are close to calculations of 
adhesion coefficients by the formulas (1) and (2). 
Note that the calculations using formulas (1) and (2) 
were conducted for VL-85 locomotive, traction char-
acteristics of which differ from traction characteristics 

Table 1
Calculation of adhesion coefficients for the rail bus RА‑1

Distance 
S,(m)

Time t,(s) Speed V, 
(m/s)

Speed V, (km/h) Acceleration 
a, (m/s^2)

Traction 
force Ft,(N)

Adjusted 
weight of a 
wheel Р,(N)

Sliding 
friction 
coefficient 
K

0 5 3 0 0,9 17000 39200 0,4

100 20 5 18 0,9 17000 39200 0,34

400 48 8,3 30 0,6 13000 39200 0,26

600 60 10 36 0,6 12700 39200 0,26

800 75 10,6 38,4 0,5 11500 39200 0,24

1000 90 11,1 40 0,4 10100 39200 0,21

1200 100 12 43,2 0,4 9800 39200 0,20

1400 115 12,1 43,8 0,3 9600 39200 0,20

1600 125 12,8 46 0,3 8000 39200 0,16

1800 140 12,8 46,2 0,3 7800 39200 0,16

2000 150 13,3 48 0,3 7200 39200 0,15

2200 155 14,1 51 0,3 6000 39200 0,11

Pic. 2. Dependence of the distance traveled on the time at maximum acceleration of the 
rail bus (acceleration up to 90 km/h) [3].
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Pic. 5. Combined graphs of changes of adhesion coefficient, calculated by 

formula (7) for RA-1 and determined by the formula Curtius-Kniffler for electric 

locomotive VL-85. 
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Pic. 5. Combined graphs of changes of adhesion coefficient, calculated by formula (7) for RA-1 and determined 
by the formula Curtius-Kniffler for electric locomotive VL-85.

Pic. 3. The dependence of adhesion coefficient on 
speed of the bus RA-1.

Pic. 4. The dependence of adhesion coefficient of 
traction force of the bus RA-1.
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Pic. 4. The dependence of adhesion coefficient of traction force of the bus RA-1. 
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Pic. 4. The dependence of adhesion coefficient of traction force of the bus RA-1. 
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