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Рельсовые цепи, как и другие элементы 
железнодорожной автоматики, находятся 

в зоне влияния электроподвижного 
состава и, в частности, тягового тока. 

С точки зрения электромагнитной 
совместимости – ​это зона риска, 

требующая своих средств изучения 
и контроля. Разработано математическое 

описание для расчёта влияния 
гармоник тягового тока, протекающего 

в контактном проводе смежного пути 
двухпутных участков, и его гармонических 

составляющих на рельсовые цепи. 
Показаны схема замещения и система 

дифференциальных уравнений, которые 
призваны решать задачи обеспечения 

эксплуатационной надёжности 
железнодорожной линии.
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Проблема обеспечения электромаг-
нитной совместимости электропод-
вижного состава и устройств желез-

нодорожной автоматики, в  том числе 
рельсовых цепей, стоит достаточно остро 
и в России, и за рубежом [1–7].

При расчёте влияния гармоник тягово-
го тока на работу рельсовой цепи она пред-
ставляется в виде однопроводных взаимо
связанных электрических линий с сопро-
тивлением рельсовых нитей z

1
 и  z

2
. Эти 

линии подвержены индуктивному влия-
нию тяговых токов, протекающих в  кон-
тактном проводе как рассматриваемого, 
так и смежного пути [8].

Величина тягового тока в рельсах любой 
точки участка между тяговой подстанцией 
и электровозом представляет собой сумму 
двух слагаемых, первое из которых не за-
висит от координаты контролируемой 
точки и является индуктированным током. 
Второе слагаемое определяется координа-
той точки и убывает по мере удаления от 
электровоза [9].

Учитывая индуктивное влияние тяговых 
токов, протекающих в контактном прово-
де рассматриваемого и  смежного пути, 
величину тока в  рельсах и  напряжение 
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относительно земли в любой точке между 
электровозом и тяговой подстанцией мож-
но найти решением дифференциальных 
уравнений согласно [10, 11]. При составле-
нии схемы замещения для дифференциаль-
ных уравнений дополнительно учитывает-
ся и  влияние высоковольтной линии 
электропередач [12–14].

В условиях эксплуатации поездная об-
становка на участках между тяговыми 
подстанциями определяется графиком 
движения поездов и регламентом обслужи-
вания устройств персоналом, теми техно-
логическими «окнами», когда движение 
электроподвижного состава по одному из 
путей не производится. В такой ситуации 
может проявиться мешающее влияние 
тягового тока, протекающего в контактном 
проводе смежного пути, выраженное лож-
ной занятостью рельсовой цепи при отсут-
ствии поезда.

Отсюда возникает потребность произ-
вести оценку степени влияния тягового 
тока в контактном проводе смежного пути 
без учёта процессов в контактном проводе 
рассматриваемого пути, на котором поезда 
отсутствуют, в соответствии с рис. 1.

Обозначения в демонстрируемой схеме:
z

1
, z

2
 – ​удельные сопротивления одиноч-

ных рельсов;
z

m
 – ​сопротивление взаимной индуктив-

ности рельсовых нитей;
z

кпр11
, z

кпр12
 – ​сопротивления взаимной 

индуктивности контактного провода и ка-
ждой рельсовой нити;

z
кп1

 – ​удельное сопротивление контакт-
ного провода;

g
1
, g

2
 – ​удельные проводимости заземле-

ния рельсовых нитей;
g

12
 – ​удельная проводимость верхнего 

слоя балласта и шпал;
x – ​расстояние от конца рельсовой ли-

нии, где подключена нагрузка;

1 2,  x xI I   – ​соответственно токи в первой 
и второй рельсовых нитях с положитель-
ным направлением от питающего конца 
к нагрузке;

1 2,  x xU U   – ​напряжения первой и второй 
рельсовых нитей относительно земли с по-
ложительным направлением от рельсов 
к земле;

1кпI  – ​ток, протекающий в контактном 
проводе смежного пути с положительным 
направлением от тяговой подстанции.

Дифференциальные уравнения для 
напряжений и  токов рельсовой линии 
имеют вид:

1
1 1 2 11 1

x
x m x кпр кп

dU
z I z I z I

dx
= + +

�
� � �

; 	  (1)

1
1 12 1 12 2( )x

x x

dI
g g U g U

dx
= + -



  ;	  (2)

2
2 2 m 1 12 1

x
x x кпр кп

dU
z I z I z I

dx
= + +

�
� � � ;	  (3)

2
2 12 2 12 1( )x

x x

dI
g g U g U

dx
= + -



  .	  (4)

Проводимость «контактный провод 
смежного пути – ​земля» принимается рав-

ной нулю, то есть 1 0кпdI

dx
=



.

В результате решения системы диффе-
ренциальных уравнений (1)–(4) получим:

Рис. 1. Схема замещения элемента dx рельсовой линии при учёте влияния тягового тока в контактном 
проводе смежного пути.
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+
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;

x
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m

I A ch x A sh x A ch x

I z z z z
A sh x

z z z

γ γ γ

γ

= + + +

-
+ +

-



	  (7)

2 1 1 2 1

3 2 4 2

1 11 1 12

2
1 2

( )

( )

( )
,

x

кп m кпр кпр

m

I M A ch x A sh x

N A ch x A sh x

I z z z z

z z z

γ γ
γ γ

= + +

+ + -

-
-

-



	  (8)

где

2 12
1

1 2 1 12 2 12

(1 )g g M
P

g g g g g g
γ

+ +
=

+ +
;

2 12
2

1 2 1 12 2 12

(1 )g g N
Q

g g g g g g
γ

+ +
=

+ +
;

2
1 1 1 1 12 12

1 12 2 12

( )m

m m

z g z g z g
M

z g z g z g

γ - + -
=

+ -
;

 
2
2 1 1 1 12 12

1 12 2 12

( )m

m m

z g z g z g
N

z g z g z g

γ - + -
=

+ -
;

γ
1
 – ​коэффициент распространения 

волны земляного тракта двухпроводной 
рельсовой линии:

2
1

1 1

2 4
a a bγ = + - ;	  (9)

γ
2
 – ​коэффициент распространения 

волны фазового тракта двухпроводной 
рельсовой линии:

2
2

1 1

2 4
a a bγ = - - ,	  (10)

где a = z
1
(g

1
+g

12
)+ z

2
(g

1
+g

12
)-2z

m
g

12
;

b = (z
m

2-z
1
z

2
)(g

1
g

2
+g

1
g

12
+g

2
g

12
).

Данные выражения используются для 
математического описания работы рельсо-
вой цепи с учётом влияния тягового тока, 
протекающего в контактном проводе смеж-
ного пути двухпутных участков, и его гар-
монических составляющих.

Для рельсовой линии с  параметрами 
z

1 
= z

2 
= z

p
 решение системы дифференци-

альных уравнений (1)–(4) будет иметь вид:

1 1 1 2 1
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( )
;

x
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I z z z z
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z z

γ γ γ

γ

= + + +

-
+ +

-
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2 1 1 2 1 3 2

1 11 12
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)  .

x
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I M A ch x A sh x N A ch x

I z z z z
A sh x

z z

γ γ γ

γ

= + + +

-
+ -

-



	(14)

При хорошей изоляции рельсовых ни-
тей проводимость одного рельса по отно-
шению к  земле g

1
 и  проводимость между 

рельсами g
12

 равны нулю. Проводимость 
другой рельсовой нити g

оп
 определяется 

проводимостью опор контактной сети. 
Такая ситуация характерна для зимнего 
времени года. В  связи с  тем, что опоры 
контактной сети должны быть подключены 
к рельсовой нити на равных расстояниях 
друг от друга, проводимость этих опор 
можно считать распределённой, т. е. g

2 
= g

оп
.

С учётом z
1 

= z
2 

= z
p
 уравнения (1)–(4) 

примут вид:

1
1 2 11 1

x
р x m x кпр кп

dU
z I z I z I

dx
= + +



   ;	  (15)

1 0xdI

dx
=



;	  (16)

2
2 m 1 12 1

x
р x x кпр кп

dU
z I z I z I

dx
= + +



   ;	  (17)

 

2
2

x
оп x

dI
g U

dx
=



 .	  (18)

Решение уравнений (15)–(18):

( )

2
12

1 1 1 11

2 3 4

( ) ( )

;

p p кпр
x m кп кпр

m m

m
оп оп

оп

z z z
U x A z I z

z z

z
A sh x A ch x Aγ γ

γ

 
= − − − + 

  

+ + +

�
 	(19)

2 2 3( )оп
x оп оп

оп

U A sh x A ch х
g

γ
γ γ= +� ;	  (20)

1 1 12
1

p кп кпр
x

m

z A I z
I

z

− −
=� ;	  (21)

2 1 2 3x оп опI A A ch x A sh xγ γ= + +� ,	  (22)
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где γ
оп

 – ​коэффициент распространения 
волны двухпроводной рельсовой линии 
при хорошей изоляции рельсовых нитей,

оп оп  .рg zγ =

Из уравнений (16), (21) очевидно, что при 
g

1
=g

12
=0 ток, протекающий в первом рельсе, 

является неизменным. И  этот результат 
вполне отвечает заданным условиям задачи. 
Подтверждается действенность предло-
женного математического аппарата для 
расчёта влияния гармоник тягового тока на 
рельсовые цепи.
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Background. The problem of electromagnetic 
compatibility of electric rolling stock and railway 
automation devices including track circuits is quite 
acute in Russia and abroad [1–7].

When calculating the influence of traction current 
harmonics on operation of the track circuit, it is usually 
represented as a single-wire power interconnected 
lines with resistance track lines z

1
 and z

2
. These lines 

are subject to induction influence of traction currents 
flowing in the contact wire both of considered and 
adjacent tracks [8].

The value of traction current in rails at any point 
of the section between traction substation and electric 
locomotive is the sum of two components, the first of 
which does not depend on coordinates of the 
controlled point and is the induced current. The 
second term is determined by the coordinate point 
and decreases as the distance from the electric 
locomotive grows [9].

Given the inductive influence of traction currents, 
flowing in the contact wire of considered and adjacent 
track, the amount of current in rails and voltage to 
ground at any point between the electric locomotive 
and the traction substation can be found via solution 
of differential equations according to [10, 11]. In 
drawing up the equivalent circuit for differential 
equations the impact of high-voltage power line is 
further considered [12–14].

In operation conditions train situation in the 
sections between traction substations is determined 

by the schedule of mov ement of trains, by 
regulat ions on equipment maintenance by 
personnel, and by those technological «windows» 
(time intervals) when the motion of electric rolling 
stock on one track is not performed. In such a 
situation disturbing influence of traction current, 
flowing in the contact wire of an adjacent track, may 
appear which is expressed as a false occupation of 
track circuit when there is no train.

Objective. The objective of the authors is to 
consider a method of calculation of traction current 
harmonics’ influence on track circuit.

Methods. The authors use general scientific 
methods, engineering and algebraic calculations, 
tools of electrical engineering.

Results. Hence there is a need to assess the 
degree of general influence of traction current in 
the contact wire of an adjacent track without taking 
into account processes in the contact wire of a 
considered track with no trains on it (as shown in 
Pic. 1).

Designations demonstrated in the circuit:
z

1
, z

2
 are specific resistances of single rails;

z
m

 is resistance of mutual inductance of rails;
z

cwr11
, z

cwr12
 are resistances of mutual inductance 

of contact wire and each rail;
z

cw1
 is specific resistance of contact wire;

g
1
, g

2
 are specific earthing conductivities of rails;

g
12

 is specific conductivity of the upper layer of 
ballast and sleepers;

Contact wire of adjacent 
track

First rail

Ground

Second rail

cw
cw

cwr

cwr

Pic. 1. Equivalent circuit of element dx of a rail line, taking into account the influence of traction current in the 
contact wire of an adjacent track.
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ABSTRACT
Track circuits, as well as other elements of railway 

automation, are in the zone of influence of electric 
rolling stock and, in particular, of traction current. In 
terms of electromagnetic compatibility this is an area 
of risk that requires specific tools of study and 
control. Mathematical description has been 

developed to calculate the influence of harmonics of 
traction current, flowing in the contact wire of 
adjacent track of double-track sections, and of its 
harmonic components, on track circuits. Equivalent 
circuit and system of differential equations are 
shown, which are designed to solve problems to 
ensure operational reliability of a railway line.
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x is a distance from the end of the rail line, where 
the load is connected;

1 2,  x xI I  are respectively currents in the first and 

second rail lines with the positive direction from the 
supply end to the load;

1 2,  x xU U   are voltages of first and second rail lines 

with respect to ground with positive direction from 
rails to the ground;

1cwI  is current flowing in the contact wire of an 

adjacent track with positive direction from traction 
substation.

Differential equations for voltages and currents 
of the rail line have a form:

1
1 1 2 11 1

x
x m x cwr cw

dU
z I z I z I

dx
= + +



   ; 	  (1)

1
1 12 1 12 2( )x

x x

dI
g g U g U

dx
= + -



  ;	  (2)

2
2 2 m 1 12 1

x
x x cwr cw

dU
z I z I z I

dx
= + +



   ;	  (3)

2
2 12 2 12 1( )x

x x

dI
g g U g U

dx
= + -



  .	  (4)

Conductivity “contact wire of an adjacent track–

ground” is taken equal to zero, i. e., 1 0cwdI

dx
=



.

As a result of solving a system of differential 
equations (1)–(4) we get:

1 1 1 2 1 3 2 4 2( ) ( )xU P A sh x A ch x Q A sh x A ch xγ γ γ γ= + + + ;	 (5)

1 12
2 1 1 2 1

2 12

2 12
3 2 4 2

2 12

( )

( );

x

M Pg
U A sh x A ch x

g g

N Qg
A sh x A ch x

g g

γ γ γ

γ γ γ

+
= + +

+

+
+ +

+



	  (6)

1 1 1 2 1 3 2

1 2 11 12
4 2 2

1 2

( )
;

x

cw cwr m cwr

m

I A ch x A sh x A ch x

I z z z z
A sh x

z z z

γ γ γ

γ

= + + +

-
+ +

-



	  (7)

2 1 1 2 1 3 2

1 11 1 12
4 2 2

1 2

( ) (

( )
) ,

x

cw m cwr cwr

m

I M A ch x A sh x N A ch x

I z z z z
A sh x

z z z

γ γ γ

γ

= + + +

-
+ -

-



	  (8)

where

2 12
1

1 2 1 12 2 12

(1 )g g M
P

g g g g g g
γ + +

=
+ +

; 2 12
2

1 2 1 12 2 12

(1 )g g N
Q

g g g g g g
γ + +

=
+ +

;

2
1 1 1 1 12 12

1 12 2 12

( )m

m m

z g z g z g
M

z g z g z g

γ - + -
=

+ -
;

2
2 1 1 1 12 12

1 12 2 12

( )m

m m

z g z g z g
N

z g z g z g

γ - + -
=

+ -
;

γ
1
 is coefficient of propagation of earth wave path in 

two-wire rail line:

2
1

1 1

2 4
a a bγ = + - ;	  (9)

γ
2
 is coefficient of propagation of phase wave path in 

two-wire rail line:

2
2

1 1

2 4
a a bγ = - - ;	  (10)

where a = z
1
(g

1
+g

12
)+ z

2
(g

1
+g

12
)-2z

m
g

12
;

b = (z
m

2-z
1
z

2
)(g

1
g

2
+g

1
g

12
+g

2
g

12
).

These expressions are used for mathematical 
description of track circuit operation, taking into 
account the influence of traction current flowing in the 
contact wire of the adjacent track of double-track 
sections, and its harmonic components.

For rail lines with parameters z
1 

= z
2 

= z
p
 solution 

of differential equations (1)–(4) will look like:

1 1 1 2 1 3 2 4 2( ) ( )xU P A sh x A ch x Q A sh x A ch xγ γ γ γ= + + + ;	 (11)

1 12
2 1 1 2 1

2 12

2 12
3 2 4 2

2 12

( )

( );

x

M Pg
U A sh x A ch x

g g

N Qg
A sh x A ch x

g g

γ γ γ

γ γ γ

+
= + +

+

+
+ +

+



	  (12)

1 1 1 2 1 3 2

1 11 12
4 2 2 2

( )
;

x

cw р cwr m cwr

m p

I A ch x A sh x A ch x

I z z z z
A sh x

z z

γ γ γ

γ

= + + +

−
+ +

−

�
	  (13)
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2 1 1 2 1 3 2

1 11 12
4 2 2 2

( ) (

( )
)  .

x

cw m cwr p cwr

m p

I M A ch x A sh x N A ch x

I z z z z
A sh x

z z

γ γ γ

γ

= + + +

-
+ -

-



	  (14)

In case of good insulation of rail lines conductivity 
of one rail relative to ground g

1
 and conductivity 

between rails g
12 

are equal to zero. The conductivity 
of another rail line g

оп
 is determined by conductivity 

of contact network supports. This situation is typical 
for the winter season. Due to the fact that contact 
network supports must be connected to rail line at 
equal distances from each other, the conductivity 
of these supports can be regarded as distributed, 
i. e. g

2 
= g

оп
.

Given z
1 
= z

2 
= z

p
 equations (1)–(4) will take a form:

1
1 2 11 1

x
р x m x cwr cw

dU
z I z I z I

dx
= + +



   ;	  (15)

1 0xdI

dx
=



; 	  (16)

2
2 m 1 12 1

x
р x x cwr cw

dU
z I z I z I

dx
= + +



   ;	  (17)

2
2

x
оп x

dI
g U

dx
=



 .	  (18)

Solution of equations (15)–(18) is:

( )

2
12

1 1 1 11

2 3 4

( ) ( )

;

p p cwr
x m cw cwr

m m

m
оп оп

оп

z z z
U x A z I z

z z

z
A sh x A ch x Aγ γ

γ

 
= - - - + 

  

+ + +



	  (19)

2 2 3( )on
x on on

on

U A sh x A ch x
g

γ γ γ= + ;	  (20)

1 1 12
1

p cw cwr
x

m

z A I z
I

z

- -
= ;	  (21)

2 1 2 3x on onI A A ch x A sh xγ γ= + + ,	  (22)

where γ
оп

 is coefficient of propagation of wave of two-

wire rail line with good insulation of rails, оп оп  .рg zγ =

Conclusion. From equations (16), (21) it is 
obvious that if g

1 
= g

12 
= 0, then the current flowing in 

the first rail is constant. This result fully meets the 
given conditions of the task. It confirms the validity of 
the proposed mathematical apparatus for calculation 
of traction current harmonics influence on track 
circuits.
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