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teoria del hormigon armado fomando

en consideracion el esfuerzo corfanfe

JOSE ANTONIO LOPEZ JAMAR y JOSE JOAQUI!

Doctores Ingenieros da_..C'umim!_ L

Los autores de este trabajo han finalizado su puesta a punto, lo cual representa un impor-
tante avance en el conocimiento del hormigén armado. Dado el interés que sin duda ten-
drd para muchos de nuestros lectores, hemos creido conveniente incluir en este nimero
el resumen que sigue a continuacién, avance de la monografia que se publicard en breve.

sinopsis  Est articulo es un resumen, anticipo de la teoria oﬂ.ginll de los seinma Lépez Jamar y Tirado

Cruz, sobre flexidn eumpmta de piezas de hormigin el esfuerzo
cortante.
La pieza se asimila a una en celosia; la cabeza superior, constituida por la faja sin fisurar,

trabaja a compresién excéntrica con esfuerzo cortante, lo mismo que las diagonales de hunnigén
entre fisuras. La cabeza inferior, constituida por Ia armadura long-ii.udlna! y la otra serie de
dizgonales o montantes (que pnﬂden no existir), trabajan pra a pura.

Partiendo de una ley parabélica de tensiones mormales longitudinales, se obtienen rigurosamente
las de tensiones tangenciales y normales verticales de la faja no fisurada. Asimismo, partiendo
de una ley parabdlica de las tensiones de los esiribos, se hallan las leyes de tensiones seficaces»
del hormigén de la zona fisurada a lo largo de la seccién transversal recta.

Estas leyes de tensiones permiten estudiar las resistencias parciales de las fajas fisuradas y sin
ﬁsnm. esta ulﬁma meﬂiante la resistencia intrinseca. Resulta asi que el esfuerzo cortante es
de la defor ién unitaria horizontal relativa de la fibra o nivel que al-

cam:m las flsuras.

Del estudio se ded cuatro ibles formas de agotamiento: transversal simultineo del hormi-

gén y estribos, armadura longitudinal, fibra mds comprimida y agotamiento superior de la pieza.

El complicado sistema de ecuaciones resullante se resuelve electrénicamente, obieniéndose listados

numéricos y griaficos para los diferentes casos y armaduras posibles, habiéndose efectuado una pri-
450-8 mera comprobacién mediante ensayos.

Intfroduccidn

El estudio comienza por un rdpido repaso critico de las teorfas y normas conocidas hasta la
fecha, senalando los defectos generales de aquéllas y destacando la gran diversidad de criterios
y resultados a que se llega con ellas. En la figura 1 se incluye un grafico, muy expresivo por
cierto, en el que se observan diferencias de hasta el 100 por 100 entre los resultados de algunas
teorias.

En el estudio se consideran a continuacion los ires estados posibles de una pieza prismética de
hormigén solicitada a flexion compuesta y esfuerzo cortante (fig. 2): I, sin fisurar; II, fisurada
en las zonas de flexion dominante; III, fisurada en la zona de inflexidn.

La pieza se asimila a una viga en celosia con una cabeza de hormigdn no fisurado sometida
a compresion excéntrica con esfuerzo cortante; una cabeza extendida (armadura longitudinal);
una serie de diagonales de traccién, o estribos ‘que eventualmente pueden no existir); Y. final-
mente, unas diagonales o bielas de hormigon entre {isuras, sometidas también a compresién ex-
céntrica con esfuerzo cortante.

En la zona de inflexion el hormigén comienza su fsuracién por dos puntos, situados algo al inte-
rior de las armaduras longitudinales y hacia las fajas extendidas, quedando en el centro una faja
mds o menos comprimida que constituye el enlace entre las fajas no fisuradas de las zonas
de flexion dominante.
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Buses de lao feoria

Se admite. la hipétesis de deformacion plana y se consideran, por el momento, leyes de tensio-
nes-deformaciones parabdlicas en el hormigén, de segundo y cuarto grado para compresiones

y tracciones, respectivamente (fig. 3).

El estudio se concreta al caso de esfuerzo cortante constante (mas desfavorable para cargas
sobre la viga). Por ello se admite, para las zonas de flexion dominante, que las magnitudes si-
guientes tengan variacion lenta con la abscisa: el esfuerzo axil; la cuantia, tension e inclinacion
de las armaduras transversales; y la posicion en profundidad de las diferentes resultantes par-

ciales de las tensiones internas.
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Tensiones infernus

Las fisuras pueden quedar
por bajo de, o sobrepasar, la
fibra neutra (ver fig. 3). Para
la apertura de las mismas se
justifica un trazado practico,
a 45° en las fajas extendidas
o por bajo de la fibra neutra,
y con prolongacion paraboli-
ca si pasara de dicha fibra
(ver fig. 2).

Para ley de tensiones en los
estribos se toma, por el mo-
mento, una ley parabdlica de
segundo grado (fig. 4) entre
la tension maxima de su ex-
tremo inferior (que puede al-
canzar el limite eldstico) y el
valor que corresponda en la
fibra que denominaremos «li-
mite de fisuracion». Por en-
cima de dicha fibra, las ten-
siones serdn las correspon-
dientes a las del hormigén
en la direccion de los estri-
bos.

El papel que viene desempeiiando en las diversas teorias la fibra neutra queda sustituido en la
presente por el de la «fibra limite de fisuracién», que es la que corresponde al nivel que alcanzan
las fisuras. A dicho nivel, el acero de las armaduras transversales tomar4 la tension que le permita
el hormigén en su comienzo de fisuracién, resultando para una deformacion del hormigén de
1/3.000 (ver fig. 4):

B <90°
e B=90°
\
G,
Farpy —— — — ko — T ——
%
F.n. . a5°
3 45°
|
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0a10 = 700 - cos 2 (w, + B)
kg/cm? siendo w, y B los 4n-
gulos que forman con el eje
de la pieza la tangente a la
fisura y la direccion de los
estribos. A su vez, el dngu-
lo w, viene definido por la
expresion:

2-1',,)

moz—%--arc tg(q
xo

El valor de la tensién tan-
gencial en esa fibra limite de
fisuracién tiene por expre-
sion:

2
To=———0C08 B+ Gq¢ * Oyr0

bz

siendo ¢,, la cuantia geo-
métrica de ]a armadura trans-
versal por unidad de super-
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ficie horizontal. Esta expre- &
sién sustituye a la cldsica de T N T+dT
la tensién tangencial en la fi-

bra neutra ( A= %) pdx

Tensiones internas en
la faja no fisurada

Partiendo de las leyes admi-
tidas para las tensiones-defor-
maciones normales horizon-
tales x, se plantea el equili-
brio del prisma elemental de
longitud dx (fig. 5), corres-
pondiente a la faja sin fisu-
rar, teniendo en cuenta las
interacciones con las diago-
nales entre fisuras y los es-
tribos. De esta forma resul-
tan leyes d:l: tensiones inter-

nas r y o,, de expresién com- \

plicada, que presentan un I baat Tgtodx
aspecto como el de la figu- bOyedx 1,

ra B, validas aproximadamen- 1'|'|°f-'3
te para los dos casos de fisu-

ras largas o cortas.

Fast+dF;

Tensiones eficaces o medias en la faja fisurada

Aunque se puede perfectamente plantear el equilibrio por una seccién mixta que pase por una
fisura, hemos preferido plantearlo por una seccién recta. A este fin, en la faja fisurada se de-
finen y calculan las que llamaremos «tensiones medias o eficaces, de modo que se equilibren
con las tracciones de las armaduras y con las interacciones de la faja no fisurada. Las expre-
siones de dichas tensiones efi-

caces son sencillas y se indi-

can a continuacion: f=

OCym=35€0 B g, 0, i

S §j
Tx:pm:b_z"_'coss *Gat " Tat

Tyxm — Oypm * COt @

lp<s0°)
a
cot w, oS s

Trm — Tx),m .

siendo o,, la tensidn en los
estribos, y cot w la inclinacién
de la fisura; ambas a la altu-
ra de la fibra de que se trata.
En la figura 7 se representa =
el aspecto de estas tensiones Flf___
medias o eficaces. Ox,
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Resistencio de las diversus zonas de la pieza

La resistencia del hormigén de la faja no fisurada se planiea partiendo de la resistencia intrin-
seca del mismo, teniendo en cuenta también las tensiones normales verticales ¢, que equilibran
las tracciones de los estribos (efecto de zunchado). La expresién resultante es:

Sedm [r (l—sen B-Qu - %:L -}-(2_#,.),] . [r(l—v)z—l-sen B~ O, 28t ] 3
T - I'.P‘

correspondiente a la faja comprimida, siendo:
r =, /o, =relacion entre las tensiones de agotamiento a traccion y a compresion.

8 : " oa ik X :
y— - “*~ — indice de deformacidon unitaria horizontal de la fibra en cuestidn.
b

o,; = tension de los estribos a esa altura.

o”, = tensién de agotamiento del acero de los estribos.

y : o”
Q,: = cuantia mecénica transversal =gq,, - —%
T

Para la pequefia faja extendida, la expresién de r,, serd parecida.

Esta ley de tensiones tangenciales admisibles r,, deberd envolver a la de las tensiones » més arri-
ba citadas y representadas en la figura 6. Pero, dada la dificultad de plantear matemiticamente
esta condicion se ha adoptado el criterio prictico de compararlas en la fibra media, o sea, a
mitad de la altura de la faja no fisurada (ver fig. 8), criterio simple y suficientemente aproximado.
De esta condicion se deduce la resistencia a esfuerzo cortante de la faja de hormigon no fisu-
rado, de expresion matemética bastante complicada. Y la resistencia de esta faja a las tensiones
normales serd la resultante o integral de las tensiones o,.
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Las resistencias de la faja
fisurada al esfuerzo cor-
tante y a las tensiones nor-
males se componen cada
una de dos sumandos:
uno el debido a las com-
ponentes respectivas de
las tracciones de las ar-
maduras que atraviesan la
seccion; el otro, a las re-
sultantes o integrales de
las tensiones eficaces
Tyxms Tem (TESPECtivamen-
te), citadas anteriormente
y representadas en la fi-
gura 8.

En la zona inmediata al
punto de inflexién se justi-
fica que las secciones tie-
nen resistencia superior, a
igualdad de cuantia trans-
versal, lo que esti, ade-
mas, de acuerdo con la
experiencia.

Condiciones gjue sirven para plantfear el eguilibrio
de lua seccion

Ecuaciones del equilibrio estdtico

Se deducen de igualar las solicitaciones exteriores N, T, M, sobre la seccion, a las sumas de las

- . - - - F -
resultantes parciales o integrales de las tensiones internas, obteniéndose de esta forma tres in-
ecuaciones, que podran ser ecuaciones en el caso de agotamiento.

Condicion de fisuracién en la fibra limite

A la altura de los extremos superiores de las fisuras (fibra limite de fisuracién), la tensién tan-
gencial debe ser igual a la admisible. Asi resulta una ecuacién que liga al esfuerzo cortante con
las demds variables del problema. En valores adimensionales o mecdnicos:

=

:C[COS B Qat aro T L”—'"]

bhﬂ'b gy

i— —1—, brazo de palanca por unidad de altura.

Q,; = cuantia mecdnica transversal, ya citada.

T, sams S€ Obtiene de hacer v—=v, =3§,,/A, en la expresién general de 7, ,,.
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Condicién de compatibilidad de las deformaciones

Teniendo en cuenta la hipétesis de deformacidn plana, el valor del indice de deformacién de la
armadura longitudinal (ver fig. 3) tiene por expresion:

siendo:

— (I1—o—a)pA,
A’

e

@ = la profundidad relativa de la fibra neutra.

o — el recubrimiento relativo.

A, y &', =las deformaciones limites del hormigén y acero.

g = 1=c¢el indice de deformacién de la fibra de hormigdn mds comprimida.

u = 1=¢el indice de deformacion de la armadura longitudinal.

Sisfemua general de ecuaciones gqque resuelve el problema

Asi resulta un sistema de cinco ecuaciones, de expresion bastante complicada, que resuelve el
problema general. Este sistema puede expresarse como sigue:

Ecuaciones del equilibrio estdtico:

t—nq- fl(go: P Vo Qat) IlI
7{:]‘2(‘?, P Vos P Q” Qat) [2]
m —+ (0a5—‘°‘)n:f3(CP, P Vos Qat) [3]

Condicién de fisuracidn en la fibra limite:

t:f4(cp’ P Vo> Qat) [4]

Condicién de compatibilidad de las deformaciones:

siendo:

t,n,m
Q> Qas
p=1
n=1
n=1

v, < p

p=fs(®, p) (5]

solicitaciones mecdnicas o adimensionales.

cuantias mecénicas longitudinal y tranversal.

indices de deformacion horizontal de la fibra superior 0 mds comprimida de hor-
migdn, y de la armadura longitudinal.

indice de agotamiento transversal.

indice de deformacién horizontal en la fibra limite de fisuracion.

Estados posibles de agotamiento

1) Agotamiento transversal simultineo del hormigén de la faja no fisurada y de las armaduras
transversales (incluida la resistencia de las diagonales de hormigén entre fisuras). Dados un
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grupo de valores de m, n, ¢, Q, y haciendo igual a la unidad el indice 4 en la ecuacién [1],
se obtienen del sistema losde @, p=1, p =1, v, <p, Q, (ver fig. 9).

2) Agotamiento de la armadura longitudinal. Se hace igual a la unidad el indice , en las ecua-
ciones [2] y [3] y se obtienen los valoresde @, y =1, p =1, v, < p, Q,, (ver fig. 9).

3) Agotamiento de la fibra superior o mds comprimida. Se hace igual a la unidad el indice p
y se obtienen los valoresde ¢, 7 =1, p=1, v, <p Q,, (ver fig. 9).

'r)=1 n<i

(] pes gut uat
|

(1) Ogy; = O} M<i lu=1 {
a e {Z)ﬂ Pa:

n<i

4) Agotamiento superior de la seccién. Del estudio de la expresién de la condicién de fisura-
cion en la fibra limite, se deduce que al aumentar el valor de v,, o sea, al prolongarse las fisuras,
va aumentando el valor del esfuerzo cortante mecanico ¢ hasta alcanzar un maximo. Este valor
corresponde al concepto de limite superior de la resistencia de la pieza, tal como se ha venido
prescribiendo hasta ahora en las instrucciones o normas; la tinica diferencia es que este limite
depende algo de las cuantias de las armaduras, en especial de la transversal.

Para este limite deben ser #, p, u = 1.

Resolucidn del sisfemo

Dada la complejidad de las ecuaciones y de la interdependencia de algunos de los parédmetros,
es necesario recurrir al cdlculo electrénico para la resolucién del sistema. Por tanto, se ha pre-
parado un programa en lenguaje Fortran, con ordenador IBM 1620, obteniéndose los resulta-
dos numérica y grificamente (mediante un «plotter»). En la figura 10 se puede ver, como mues-
tra, un grafico correspondiente a flexién simple con cuantia longitudinal mecénica de 0,350 y
diversas cuantias transversales de estribos a 45°. En este grifico se distinguen perfectamente las
diferentes ramas de curva 1, 2, 8 y 4, que resultan para diferentes cuantias transversales y que
corresponden a los respectivos estados de agotamiento anteriormente descritos.
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En realidad, las ramas 1) deben terminar hacia la izquierda con valores de t crecientes, ya que
las expresiones obtenidas corresponden a flexién dominante; al tratarse de secciones proximas al
punto de inflexién, las resistencias al esfuerzo cortante, muy dificiles de obtener tecricamente,
son superiores, como ya se ha indicado anteriormente.

Expresiones prdacticas para comprobacidn
o dimensionaomiento

De los resultados obtenidos con el célculo electrénico, para aceros de 2.400 y 4.200 kg/cm? de
limite eldstico y con valores de & = 0,075 y r =o', /o, = 0,08, se han deducido las siguientes ex-
presiones practicas:

1) Limite de agotamiento transversal.

45° 16Q,,
2400 kg/cm? t=0,033+0,08 . Q' -

90° 080Q,,

45° 16 Q,,
4,200 kg/cm? £=0,030+ 0,06 . Q'+

90° 080Q,,
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2) Limite de agotamiento de la armadura longitudinal.

450 — 0,25t + (0,58 — 0,800, ,
2.400 kg/cm? E m =0,030-+ 0,64 ¢’ PR
— 0,40t
45° — 025+ (0,54 —0,80)0,,
4.200 kg/cm? l m = 0,080+ 0,64 ¢’ A0
— 0,40t

8) Limite de agotamiento de la fibra superior (sin armadura longitudinal de compresion).

2.400 kg/cm?: m = 0,310
4200 kg/cm?: m = 0,280

4) Limite de agotamiento superior de la pieza.

45°: t=0,118 + 020Q,, — 0,040’
2.400 kg/cm?
90°:

t=0,118 + 0,24Q,, — 0,040’
l 45°: t=0,122 4 0,12Q,, — 0,040’

4.200 kg/cm?
90°: ¢+=10,124 -+ 0,16Q,, — 00,40’

Comprobucién experimenfal de la feoria

La comprobacién experimental es sabido presenta algunas dificultades inherentes a las notables
dispersiones en el ensayo de materiales, pequena escala de las probetas, diferentes definiciones
de la rotura, etc. Por ello es necesario realizar amplios programas de ensayos, a ser posible a
escala natural.

Nosotros hemos efectuado algunos ensayos con cargo a una beca de la Fundaciénd]uan March,
y hemos estudiado algunos resultados de otros ensayos de varios autores, limitindolos a vigas
de esbeltez igual o mayor que 6 (curvaturas de 3 6 mds). De ellos se deduce que la teoria con-
cuerda sensiblemente con la realidad para una amplia gama de tipos y cuantias de las ar-
maduras.

Conclusidn

Como consecuencia de todo lo anteriormente expuesto, puede decirse que se trata de un estudio
planteado sobre bases rigurosamente teéricas, que aclara gran parte de las incertidumbres so-
bre el comportamiento del hormigén armado a flexion compuesta y esfuerzo cortante.

No obstante, los autores se proponen continuar su estudio completindolo con las investigacio-
nes que sean necesarias. Por ello, y dado el interés general de esta cuestién, esperan y agrade-
cerdn cuantas aportaciones puedan contribuir al progreso de la misma.
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Theorie du béron armeé, compfe fenu de 'effort franchant
José Antonio Lépez Jamar et José Joaquin Tirado Cruz, Docteurs Ingénieurs des Ponts et Chaussées.

Cet article est un résumé, anticipé de la théorie originale de MM. Lépez Jamar et Tirado Cruz, sur la flexion composée
d’éléments de béton armé, compte tenu de l'effort tranchant.

L'élément s'assimile 4 une poutre en treillis; la téte supérieure, formée par la bande non fissurée, travaille & compression excen-
trique avec effort tranchant, de méme que les diagonales de bélon entire fissures. La téte inférieure formée par 1'armature lon-
gitudinale et 1'autre série de diagonales ou montants (qui peuvent ne pas exister), travaillent pratiquement & traction pure.

Partant d'une loi parabolique de coniraintes normales longitudinales, on obtient rigoureusement celles de contraintes tangentielles
et normales verticales de la bande non fissurée. Egalement, partant d’une loi parabolique des contraintes des étriers, on obtient
les lois de contraintes wefficacess du béton de la zone fissurée tout au long de la section itransversale droite.

Ces lois de mntramtes permettent d'étud.ler les résistances partlcllns des bandes fissurée et non fissurée, cette dermére au moyen
de la résist Il en Ite que 1'effort tranchant est prineip t de la déformation unitaire relative

de Ia fibre pu niveau atteinte par les fissures.

Il en résulte quatre formes possibles d'épuisement: transversal simultané du béton et des étriers, armature longitudinale, fibre
plus comprimée et épuisement supérieur de l'élément. Le systéme compliqué d’équations qui en résulte est résolu électronique-
ment et des résultats numériques et graphiques sont obtenus pour les différenis cas et armatures possibles, zprés une verification

prialable par essai.

Theory of reinforced concrefe, ftaking account of shear
José Antonio Lépez Jamar & José Joaquin Tirado Cruz, Dr. Civil Engineers.

This article is an advanced summary of the original theory ellaborated by Messrs. Lopez Jamar and Tirado Cruz, on compound
bending in reinforced concrete parts, taking sccount of shear effects.

The nutkors the struct: to be similar to an open web girder. The top chord is the uncracked zone, and is assumed
to witl ic P i and shcar. m the same way as the uncracked diagonal portions of concrete, between cracks.
The bott ists of dinal r t and the complementary series of diagonal uncracked concrete por-

tions (which may no actually e:ust) These are mhject to almost pure tensile loads.

A parabolic distribution ol’ Iongltudinal stresses is supposed initially, and from this the normal and tangential forces on the
non ked zone is Also ing a parabolic stress distribution for the stirrups, the efficient stress dis-

tribution laws in the'moked zone of the concrete are obtained.
These stress laws make it possible to study the l:rart!al st‘l'angtll of the cracked and uncracked zones: the latter, because of its

intrinsic strength. Thus, the shear is mainly deg n the ive strain of the cracked zone.

There are therefore four possible ways of reaching ultimate failure: simult t 1 fail of crete and stirrups;
longitudinal reinforcement failure; compression failure and total failure of the struct The lex resulting sgstem of equa-
tions can be sol of ters, Graphical and tabulated results are obtained for the ‘various cases and systems of

by
reinforcement, A first check of the i.henry has been made by means of a tesi.

Theorie vom Stahibeton unfer Beriicksichtigung
der Scherkroff

Dr. José Antonio Loipez Jamar und Dr. José Joaquin Tirado Cruz, Strassenbauingenieure.

Dieser ﬁrtﬂml ist eine vorgreifende Zusammenfassung der Theorie von Lipez Jamar und 'I‘I.ratlu Cruz iiber zusammengeseizie
Biegung in Spannbetonteilen unter Beriicksichiigung der Scherkraft.

Man vergleicht das Stahlbetonteil mit einem Fachwerktriiger; der obere Giirtel ohne Risse wird als widerstandstihig gegen excen
trischen Druck und Scherkraft angenommen, ebenso wie die Stahlbetondiagonalen zwischen den Rissen. Der untere Giirtel, der
aus dc;rr!i:ingzsbcweh:ung und der anderen Gruppe Diagonalen (die nicht zu existieren brauchen) besteht, arbeitet pn\ktlsch nur
unter er Zuglraf

Nimmt man eine parabolische Verteil der mg an erhiilt man xwmgsliuﬂg die '!‘mgemhl- und Normalspannung
des nicht risshaltigen Giirtels. Desglemhen erhﬁlt man die wirksa im risshaltigen Teil entlang des geraden Quer-
schnitts.

Diese S ben es, die Teillwiderstiinde der risshaltigen und nicht risshaltigen Giirtel zu berechnen, die des letz-

teren mit Hilfe des w:hrm Widerstandes. Daraus ergibt sich, dass die Scherkraft hauptsichlich eine Funktion der Einheitsde-
formation abhingig von der Faser oder dem Niveau der Risse ist.

Daraus ergeben sich 4 hied E i} de des Betons und der Querbewehrung, Erschipfung der Lingsbewehrung,
Erschipfung der ganzen Strukiur durch Druck. Das komplizierte Gleichungssystem wird elektronisch gelist, wobei man numeri-
sche und graphische Resultate fiir die verschiedenen Fille und miglichen Bewehrungen crhalt, nachdem man mittels Versuchen
einen ersten Nachweis durchgefiihrt hat.
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