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Un estudio histérico del problema de las piezas prismaticas
rectas sometidas a compresion. Parte Il

A historical study of the problem of straight prismatic
elements subjected to compression. Part I/

Miguel A. Ortega’, José L. Romero”, Emilio de la Rosa™

RESUMEN

Se complementa la primera parte de este trabajo
con un breve repaso histérico de algunos de los
modelos tedricos y métodos numéricos emplea-
dos en la resolucion de los problemas planteados
en el articulo anterior, cuando no ha sido posible
su descripcién analitica.

En un primer apartado se mencionan algunos de
los métodos que se han utilizado para abordar las
ecuaciones que rigen los modelos: analiticos con
soluciones cerradas, aproximados, matriciales,
elementos finitos y splines generalizados. En un
segundo apartado se enumeran distintas técnicas
numéricas empleadas para la determinacién de los
aspectos que describen los problemas en relacion
con las vigas-columna: deformadas, esfuerzos,
trayectorias, puntos limite y criticos, etc.

400-41

Palabras clave: elementos finitos, métodos numéri-
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SUMMARY

The first part of this article is complemented with a
short historical revision of some of the theoretical
models and numerical methods employed in
the resolution of the outlined problems when its
analytical description has not been possible.

Some of the positions that they have been used to
approach the equations that govern the models are
mentioned in a first paragraph: analytical methods
with closed solutions, approximate methods, matrix
methods, finite elements and generalized splines.
A second paragraph lists different numerical
techniques employed for the determination of the
deformed, section forces, paths, limit and critical
points.

Keywords: beam-colums, buckling, finite elements,
generalized splines, numerical methods.
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1. MODELOS DE ANALISIS

En la primera parte de este articulo se han
recogido distintos fenémenos basicos que a
lo largo del tiempo han permitido conocer
el comportamiento de los pilares. Su andlisis
ha supuesto un esfuerzo mediante el que se
han establecido los elementos tedricos para
su estudio. Ademas ha sido posible extender
el analisis de los pilares considerando nuevos
fenémenos y situaciones: comportamiento
plastico, grandes desplazamientos, problemas
tridimensionales, dafo, fractura, etc.

Por otra parte, junto al estudio de la pieza
aislada aparece la necesidad de incorporar
estos modelos en el cdlculo general de
estructuras. El resultado final ha sido la for-
mulacién de una gran variedad de problemas
que requieren de forma paralela el desarrollo
de métodos para su resolucion.

En este articulo se mencionan algunos de
los métodos, técnicas y estrategias que se
han propuesto para resolver las ecuaciones
o sistemas que representan a los distintos
modelos y los métodos numéricos de
calculo.

1.1. Cargas criticas de pandeo

En el caso de problemas lineales, junto a los
métodos clasicos de autovalores para la deter-
minacion de cargas criticas de pandeo apare-
cieron los métodos de Soutwell y Timoshenko
que buscan puntos de bifurcacién o limites
de estabilidad para un tipo de deformacién
dado, el método de Engesser-Vianello para la
determinacién de deformadas post-pandeo,
el método de Kayser (1918) para la deter-
minacién de cargas de pandeo incluso para
pilares de seccién no uniforme. Por otra parte
son conocidos los métodos para los proble-
mas lineales basados en desarrollos en serie
(Timoshenko) o los métodos energéticos de
Rayleigh-Ritz y Stodola-Vianello.

Para el caso de pilares con materiales con
comportamiento no lineal, Von Karman
(1910) (22) propuso un método general para
determinar la carga de pandeo de pilares con
carga excéntrica. Dicho método se basa en la
integracion numérica de las pendientes de la
deformada a lo largo de la pieza con ajuste
iterativo de las condiciones de contorno utili-
zando las relaciones tensién-deformacion del
material y la hipétesis de Bernoulli-Euler. La
validez de la Teoria de Karman fue probada
por Chwalla (11) mediante ensayos con pila-
res metalicos articulados. Ros y Brunner (34)
simplificaron el método de Karman suponien-
do que la deformada era una semionda de la
funcion senoidal. Westergaard y Osgood (43)
propusieron usar como deformada una por-
cioén de la funcién coseno ya que la funcion

seno es inconsistente con las condiciones
de contorno cuando hay momentos en los
extremos pero mantuvieron una rigidez (EI)
constante.

1.2. Calculo plastico de vigas-columna
post-pandeo

En la obra de W. F. Chen y T. Atsuta (9), se
recogen diversos métodos que se comentan
brevemente a continuacion.

1.2.1. Soluciones exactas-cerradas

Jezek (1936) fue el primero en obtener una
solucién analitica y cerrada de una columna
excéntricamente cargada para una seccién
rectangular con tensiones en régimen plasti-
co. Por su parte Horne (1956) fue el primero
en derivar las relacién M-P-x (momento-
axil-curvatura) para secciones rectangulares
de un material elastico-plastico perfecto.
Demostré que la solucién se podia obtener
sin recurrir a métodos numéricos. Para el
caso de Jezek obtuvo soluciones usando
funciones elementales.

Hauck y Lee (1963) obtuvieron relaciones
M-P-y, explicitas para secciones cajén y en
H. Combinando estos resultados con los de
Horne obtuvieron soluciones analiticas de
la deformada de pilares elastoplasticos en
todos los estados de plastificacién.

1.2.2. Métodos aproximados

A partir de la ecuacién de equilibrio de la
pieza [(9), Vol. 1, p. 351-352], teniendo en
cuenta la Figura 1

g (% P) =M (x)- Pu (x) [1]

g(x, P) =relacién constitutiva por la su-
perficie mecanica
u(x) = desplazamiento

se pueden plantear tres métodos para la
resolucion de la ecuacién del problema en
condiciones de no linealidad del material
dependiendo de la variable independiente
que se emplee (u, x, M) (desplazamiento,
curvatura, momento).

1. Método de la columna equivalente

Una viga simplemente apoyada sometida
Gnicamente a una carga axil P sin
excentricidades en los extremos es una
columna equivalente de forma que una
viga-columna con las mismas caracteristicas
resistentes y el mismo axil P y momentos
en los extremos sera una porcién de una
viga-columna equivalente original. A la
deformada de la curva equivalente se la
denomina curva de deformacion de la
columna (Column Deformed Curve, CDC).
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En relacién con esta idea, Von Karman (1910) e W' P)]+Pu"=f 2]
(22) fue el primero en reconocer el hecho de dx

que la deformada de una columna podia ser
representada mediante una porcién de curva
deformada de otra (CDC). Sobre la base de
la CDC, los resultados correspondientes a
varias columnas para diferentes condicio-
nes de carga y formas de la seccion fueron
representadas por Chwalla (1928, 1934)
facilitando la resolucion gréfica.

Curvas de deformacion de la columna

Como sefiala Chen (9), otros autores que han
ampliado la utilizacién del método CDC
han sido: Horne 1956, Ellis 1958, Ojalvo
1960, Nel y Mansell 1963, Luy Kamalvand
1968, Ellis, Jury y Kirk 1964 (soluciones
tridimensionales para columnas cargadas
biaxialmente y columnas con secciones en
cajon de pared delgada).

De forma andloga a Chwalla, para una mis-
ma relacién y = g'(M, P) y carga axil P, se
puede representar una familia de columnas
equivalentes o CDC que permiten resolver
distintos tipos de problemas graficamente
como hace Ojalvo (1960) y Ojalvo y Fuku-
moto (1962).

Método CDC modificado

Es una ampliacién del método CDC cuando
existen cargas perpendiculares a la directriz
que fue presentado por Lu y Kamalvand
(1968). Igual que antes se pueden construir
nomogramas con los que resolver gréfica-
mente distintos tipos de problemas.

2. Método de la curvatura (9)

En este caso se emplea como variable inde-
pendiente la curvatura:

Esta ecuacién se puede integrar numérica-
mente o en el caso de que se empleen unas
relaciones momento curvatura simplificadas
es posible integrar la ecuacion diferencial en
términos de la curvatura (9).

El objetivo del método es establecer distin-
tas relaciones entre la carga critica y otras
variables del problema, consiguiéndose una
simplificacion y reduccion de los cdlculos.

3. Método del momento

En este caso se emplea el momento como
variable independiente.

M
dx?

+Pu=f 3]

Utilizando este método, Cheing Siat Moy (8)
determina la distribucién de momentos en
las zonas plasticas.

1.3. Estructuras, entramados y porticos

1. Andlisis eldstico en segundo orden (15)

En el caso de andlisis de segundo orden cuan-
do las cargas se refieren a la posicién defor-
mada se suele utilizar el método P-8. Ademas
este método puede recoger la consideracion
de la verdadera curvatura considerando el
efecto pieza.

Cuando ademds se recoge la translacionali-
dad de la estructura se dice que el analisis P-&
recoge el efecto pértico. Como es conocido,
el método requiere un proceso iterativo.

Figura 1. Métodos aproximados.

Figura 2. Viga-columna simple-
mente apoyada en los extremos.
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2. Analisis elasto-pldstico de primer orden.

a13) 7)

Célculo incremental de cargas que trata de
seguir la historia de formacién de rétulas
mediante un andlisis de primer orden te-
niendo en cuenta la deformabilidad de los
elementos frente a los métodos de formacion
de mecanismos con rétulas plasticas. En este
proceso se pueden tener en cuenta los efectos
de segundo orden dando lugar a un calculo
no lineal (10).

1.4. Calculo matricial

El caracter intrinseco de los modelos de pie-
zas comprimidas tiene su aplicacién en el
calculo matricial de estructuras que surge por
el tratamiento algebraico y matricial de los
sistemas de ecuaciones lineales que aparecen
en los problemas de resistencia de materiales
y estructuras. Por otra parte, los trabajos de
Gabriel Kron (1939) sobre “analisis tensorial
de redes” en los que relacionaba algebrai-
camente distintos componentes individuales
fue utilizado posteriormente en el célculo de
estructuras.

Durante los afios cincuenta del siglo pasado
en el campo de la industria aerondutica se
usaron “métodos matriciales” ensamblando
elementos barra para proporcionar rigidez
a elementos estructurales de las aeronaves.
El principal impulsor de esta metodologia
fue Levy (1953) que introdujo el método de
rigidez directa.

Con el desarrollo de las técnicas matriciales
para el cdlculo de estructuras a lo largo del
siglo XX es posible ampliar los estudios del
pandeo a estructuras mas generales como
los entramados planos, pérticos y celosias.
Con esta técnica se determinan las matrices
de rigidez de piezas prismaticas sometidas a
compresién (James (1935), Goldberg (1954)
y Livesley y Chandler (1956)) (5):

M,| EIls sc|8, (4]
M, S |se s 0,
con

B k(senk—kcosl)
2—-2cosA —Aseni

_ A-—sen)
senA —A COSA

A= il:ﬁ L
EI P,

EI = rigidez de la seccién
[ = longitud de la pieza
P, = carga de pandeo de Euler

La matriz de flexibilidad inversa de la an-
terior fue introducida por Mises y Ratzers-
dorfer (1926).

0. L]v, —o M, 51
eb E[ _¢L‘ \Vs Mb
con
i r
Vo= ltangnn &

1(1 1
b _X(x_senhkj

que son las denominadas funciones de
estabilidad. Por su parte, las funciones de
estabilidad para columnas con deformacién
por cortante son deducidas por Absi (1967),
Bazant y Cristensen (1972).

A (sen A- A2 B cos L)
2—-2cosh-APsenh

AP-sen )

A liochitddich 6
¢ sen - AP cos A (6]
—1.-L2
13_I'GA,,

G = médulo de rigidez transversal
A,= area de la seccion

1.5. Elementos Finitos

Siguiendo la linea de trabajo paralela al
calculo matricial se suele fijar la fecha de na-
cimiento de los Elementos Finitos como tal,
en la publicaciéon de Turner, Clugh, Martin
y Topp (1956) en la que se llevaron a cabo
aproximaciones locales para la resolucion
de ciertos problemas estructurales eldsti-
cos. Posteriormente Clough (1960) mejora
las anteriores aportaciones denominando
a la nueva técnica como “Método de los
Elementos Finitos”.

A mediados de los afios sesenta a partir de
los trabajos de Melos (1963) sobre criterios
de convergencia en los que utiliza principios
variacionales tiene lugar la generalizacion
y formalizacién del método que permite su
fundamentacién matemdtica. Sus posibili-
dades y la gran aceptacion del método se
deben a que confluyen una serie de ideas
claves de caracter metodoldgico:

- La discretizacién del dominio y la aproxi-
macién de la solucién en cada subdominio
de la discretizacién, idea inspirada en las
técnicas de Hernikoff (1941).

- El hecho de que la aproximacion se lleva
a cabo mediante una combinacién lineal
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de una base de funciones siguiendo la
metodologia de Rayleigh-Ritz-Galerkin o
Courant (1941).

-Y, finalmente, la utilizacion de métodos
variacionales o en su lugar el método de
los trabajos virtuales a partir de una formu-
lacién integral extendida a todo el dominio
en la linea de los métodos directos rehabi-
litados por Hilbert (1900) y completados
con los trabajos de Ritz (1909), Lebesgue
(1910), Courant (1912), Friedrich (1927),
Rellich (1930) que han permitido elaborar
un cuerpo de doctrina en el que se susten-
tan los métodos actuales de célculo bien
organizado para los problemas lineales
e incompleto, en la actualidad, para los
problemas no lineales.

Una de las propiedades del método es la
utilizacién de funciones aproximantes de
tipo polinémico que interpolan en cada
nodo de la discretizacién ciertas variables
del problema consideradas como incégnitas.
Para el caso de la viga columna regida por
la ecuacion [2], tomando como incégnitas
del problema los desplazamientos y giros
en los extremos y una base de interpolacién
de Hermite en el elemento, para problemas
lineales se obtiene como matriz de rigidez
para el elemento i:

12 -6 -12 6 6/51  —1/10 -6/5/ -1/10
_EI| -6 4 6 2 -1/10 21/15 1/100 —1/30
TP-12 6 12 6 -6/51 1/10  6/51 1/10
6 2 6 4 -1/10 —1/30 1/10/  21/15

K. K,

La primera matriz K,, es la matriz de rigidez
estdtica y K, es la denominada matriz de
rigidez geométrica. La matriz de rigidez del
elemento permite plantear la ecuacién de
equilibrio del elemento:

u, = vector de desplazamientos nodales del
elemento

F,= fuerzas nodales equivalentes

0,= fuerzas nodales de equilibrio.

El ensamblado de las matrices de los ele-
mentos y la imposicién de las condiciones
de contorno lleva a establecer la ecuacién
de equilibrio global del problema:

F=Ku=(K,-PK)u

Que para F =0 da lugar a un problema
de autovalores que permite determinar las
cargas criticas de pandeo.
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Como se indica en (2): en los dltimos afos
se han producido numerosos esfuerzos para
mejorar la exactitud de los elementos finitos
basados en el método de los desplazamientos
para el andlisis de vigas-columna cuando se
considera la no linealidad geométrica y del
material. Estos desarrollos se han centrado
predominantemente en dos aproximaciones:
implementacion de los elementos finitos in-
corporando matrices de rigidez geométrica o
tratando de obtener funciones de estabilidad
mediante la resolucién de la ecuacién dife-
rencial del equilibrio.

La primera aproximacion utiliza la formu-
lacion en desplazamientos, en la cual se
emplean funciones polinémicas cubicas y
lineales para los desplazamientos transver-
sales de flexion y longitudinales debidos a
los esfuerzos axiles, respectivamente. Estos
campos de desplazamientos conducen a
la limitacion de que los elementos sélo
son capaces de representar curvaturas con
variacién lineal o campos de deformacion
axial constante. En particular, la variacion
de la curvatura a lo largo de la longitud de la
pieza no se modeliza con exactitud. En este
sentido se emplean frecuentemente polino-
mios de mayor grado asociados a grados de
libertad internos al elemento para resolver
estos problemas.

En el segundo tipo de aproximacion, la
derivacion de las funciones de estabilidad
y su implementacion en los programas de
estructuras existentes presentan varios in-
convenientes: las funciones de estabilidad
son exponenciales por lo que se requieren
distintos tipos de funciones de acuerdo con
el signo del esfuerzo axil, ademas, la deriva-
cion de las formas incrementales en el caso
de materiales con relaciones constitutivas no
lineales requieren un tratamiento especial.

Este tipo de aproximaciones ha demostrado
un elevado grado de aproximacion incluso
utilizando un solo elemento. En paralelo a
los desarrollos anteriores, como se recoge
en (2), distintos estudios han demostrado la
obtencion de buenos resultados utilizando
soluciones basadas en los métodos de flexi-
bilidad o mixtos con elementos finitos.

El método de flexibilidad se basa en la inter-
polacién de las fuerzas internas dentro del
elemento, de forma que el equilibrio se con-
sigue estrictamente a lo largo del elemento
para problemas geométricamente lineales,
en contraste con el método de los desplaza-
mientos en los que el equilibrio se satisface
solamente en un sentido integral ponderado
mediante pesos.

El método mixto es una extensién del método
de flexibilidad en el que las fuerzas internas
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y los desplazamientos se interpolan de forma
separada. Ambas formulaciones superan la
limitacién fundamental de los elementos en
desplazamientos convencionales: la imposi-
bilidad de recoger la distribucién no lineal
de curvaturas a lo largo de la longitud del
elemento.

Otras aportaciones recogidas en (2) hacen
referencia a los trabajos de distintos autores.
Spacone et al. (1996), Petrangeli y Ciampi
(1997) han desarrollado varios elementos
finitos geométricamente lineales para vigas-
columna basados en la hipétesis de campos
de desplazamientos. Neuenhofer y Filippou
(1997) han propuesto un elemento geomé-
tricamente lineal basado en funciones de
flexibilidad en el cual el campo de fuerzas
es utilizado como variables primarias de es-
tado. Para tener en cuenta los efectos de no
linealidad geométrica, Neuenhofer y Filippou
(1998) adoptan unas funciones de interpola-
cién de desplazamientos para satisfacer el
equilibrio en la configuracién deformada en
el caso de grandes desplazamientos.

Nukala (1997) y Nukala y White (2004) han
presentado un elemento viga-columna tridi-
mensional no lineal basado en una formula-
cion mixta en la cual se interpolan los campos
de esfuerzos axiales, momentos, torsores y
bimomentos. Asimismo Alemdar (2001) ha
desarrollado varios elementos mixtos para el
analisis de la estabilidad de pérticos planos
y tridimensionales.

Finalmente en (5) se hace referencia a la
modelizacion de los fenémenos de fractura y
dano mediante la teoria de la plasticidad, que
ha supuesto la adaptacion del método dando
lugar a distintas lineas de trabajo: tamano de
los elementos y mallado para la localizacién
del dano, la utilizaciéon de modelos de dafo
que ocupan una zona de tamafo caracteris-
tico (modelos de banda fisurada propuesto
por Bazanty Planas en 1998, utilizacion del
concepto de continuo no local introducido
por Eringen en 1965, modelo de dafo no
local aparecido en 1987, etc.).

La extension del método de los elementos
finitos ha dado lugar a nuevas lineas de
trabajo, dos de las cuales se comentan a
continuacion.

1.6. Aproximaciones mediante elementos
linea

Jennings (20), propuso en su modelo de
entramados planos para tener en cuenta no
linealidades geométricas, modificar la rigidez
del elemento frente a cargas axiales.

En la aproximacion directa mediante elemen-
tos linea (1) (denominados por algunos auto-

res en castellano como elementos capa) se
discretiza la estructura y sus componentes en
numerosos elementos viga a axil-flexion. La
propiedad de cada elemento es usualmente
uniforme y dependiente de una seccién
elegida en el elemento que es modelizada
dividiéndola en capas que contemplan los
distintos materiales. De forma que la rigidez
del elemento linea se forma directamente de
las propiedades de las capas de unas pocas
secciones en el elemento (39) (23).

Un enfoque diferente con elementos deno-
minado segmentados fue usado por Wong,
Yeo y Warner en 1988 (45). Las propiedades
de los segmentos son utilizadas para formar
la matriz de rigidez del elemento permitien-
do una reduccién de la memoria y tiempo
de uso. Sin embargo, aunque este método
mejora la eficiencia de célculo empeora la
exactitud de la modelizacién geométrica.

Ambos elementos linea de Aas-Jakobsen et
al. (1) y Wong et al. (45), fallan al intentar
modelizar las no linealidades geométricas
obligando a utilizar un ndmero grande de
elementos.

Finalmente, en el cuadro 1 debido a (44) se
recoge un resumen de los distintos métodos
aplicados por diversos investigadores a dife-
rentes tipos de problemas.

1.7. Splines generalizados

Una forma alternativa de abordar problemas
elasticos no lineales debido al comporta-
miento no lineal de la relacién constitutiva
de los materiales se puede conseguir me-
diante la utilizacién del concepto de pilar
lineal equivalente (véase el esquema de la
figura 3) que modeliza piezas no lineales de-
bido al material mediante una discretizacion
de elementos prismaticos lineales por lo que
el problema general se resuelve en base a
una serie de problemas lineales (31).

La aplicacién de esta metodologia conlleva
los siguiente pasos:

- Linealizacion del problema. Como se ha
indicado el problema eléstico no lineal
se resuelve mediante problemas lineales
a través de la utilizacién del concepto de
pilar lineal equivalente.

- La discretizacion de la relacién (M,y) en
tramos de recta lo cual supone una discre-
tizacion del pilar lineal equivalente.

- El problema linealizado se complementa
con la utilizacién de la teoria de splines
generalizados.

Para este tipo de problemas lineales a través
de los cuales se resuelve el problema no
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Cuadro 1

AUTOR

FECHA DE
PUBLICACION

NO LINEALIDAD

PROCEDIMIENTO DE
SOLUCION

TIPO DE
ELEMENTO

Aas-Jakobson y

Geométrica y

Control de carga y

1974 . desplazamiento Elemento linea
Grenacher material
(deformada)
Carga combinada y
Crisfiel 1983 Geometr.lca y control Qe Elemento finito
material desplazamiento
(arco-longitud)
B.azar?t, Pan y 1987 Material Control de Elemento finito
Pijaudier-Cabot desplazamiento
Wong, Yeo y Geométrica y Control f:le Elemento linea
1988 . desplazamiento
Warner material segmentada
(curvatura)
Carga combinada y
Sun, B_radford y 1992,1994 Geométrica y control (.Jle Elemento finito
Gilbert material desplazamiento
(arco-longitud)
Kawano y 1995 Geometr.lca y Control de cargay Elemento finito
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lineal, los Splines Generalizados (37) permi-
ten obtener soluciones nodalmente exactas
para cada uno de los problemas lineales.
De forma que si la ley momentos curvaturas
es poligonal, la solucién obtenida por el
método podria ser la exacta en los nodos y
aproximada en el interior de los tramos. Si
existen acciones repartidas en los mismos
y se utiliza el concepto de accién repartida
equivalente (36) y (35), se puede obtener una
aproximacion éptima en cada tramo. En el
caso de que no existieran cargas repartidas
en los distintos tramos estariamos en el caso
de un problema de splines generalizados es-
trictamente hablando por lo que la solucién
seria exacta en el conjunto del pilar.

La idea de pilar lineal equivalente ha permi-
tido crear dos técnicas para la resolucion
de piezas lineales sometidas a compresion:
el primer método se denomina algebraico
que es de utilidad para casos sencillos de
geometria y carga, y un segundo método
para condiciones generales de geometria y
carga (31).

El método algebraico resulta ser una generali-
zacion de lo que ya se habia hecho en andlisis
estructural en relacién con la deduccién de
la ecuacién de los tres momentos por Bertot
en 1855 y Clapeyron en 1857. Aqui en de-
finitiva lo que se plantea es un problema no
lineal al ser las incégnitas las longitudes de
los subintervalos, mientras que en los proble-
mas lineales de splines generalizados dichas
longitudes son datos y las incégnitas son,
precisamente, las curvaturas. Por otra parte,
el método general puede considerarse una
variante del Método de los Elementos Finitos
que se basa en la asignacién de rigideces a
los elementos de la discretizacion a través de
un proceso de homotopia.

2. METODOS NUMERICOS

En el apartado anterior se han indicado diver-
sos métodos con los que resolver los distintos
problemas que se plantean en el estudio de
pilares. En general, las soluciones analiticas
cerradas se reducen a casos particulares
predominando los resultados numéricos
y, por tanto, el caracter aproximado de las
soluciones.

Entre la variedad de métodos numéricos
habria que distinguir entre aquéllos que se
aplican de forma particular a un determinado
tipo de problemas como puede ser el método
de la columna equivalente, de aquellos otros,
de propésito general, caracterizados por una
estrategia Ginica que permite abordar una gran
variedad de problemas como es el caso de los
elementos finitos o elementos de contorno

En general, en el estudio de problemas no
lineales se puede hablar de la existencia
de dos lineas de trabajo: una ,en el area de
la matematica, en la que se han aplicado
métodos que tienen una cierta tradicion
como son los métodos de continuacién o de
homotopia. Y otra, en el campo de la técnica
y, en especial, en el campo de los medios
continuos y de las estructuras, en la que de
una forma natural se empezaron estudiando
problemas con una formulacién lineal que
dieron lugar a una serie de técnicas y formas
de resoluciéon: métodos matriciales, métodos
de desplazamientos, compatibilidad, etc.

Su extension a problemas no lineales ya
venia de alguna manera marcada por los
métodos utilizados en los problemas linea-
les. De esta forma los primeros métodos en
el campo no lineal fueron los incrementales
-utilizando el concepto de matriz de rigidez
tangente- que fueron evolucionando por la
linea de los métodos de Newton-Raphson,
los cuales se vieron complementados por
distintas técnicas de control para evitar situa-
ciones de no convergencia o acumulacion
de errores.

Con la consideraciéon de los métodos de
continuacion en el campo de la técnica
quizds se pueda hablar finalmente de un
acercamiento de métodos a la hora de tratar
de resolver problemas no lineales.

En la literatura matematica el concepto
de continuacién u homotopia se puede
encontrar en los afios treinta. El uso de los
métodos de continuacion desde un enfoque
numérico se atribuye a Davidenco (12) se-
gln Felippa (14).

Por su parte los métodos de continuacién
basados en el concepto de longitud de
arco son atribuidos a Haselgovre (18) y
Klopfenstein (24), aunque estas aportaciones
permanecen olvidadas hasta finales de los
anos setenta.

También en la década citada el interés se
dirige hacia algoritmos para el calculo de
“ramas-trayectorias generales”. Los primeros
trabajos sobre puntos limite se deben a
Sharifi y Popov (40) y Sabir y Lock (38).

Al aplicar los métodos de continuacién
aparecen dificultades cuando se trata de
encontrar los puntos criticos, asimismo
las necesidades de analizar situaciones de
post-pandeo y post-colapso han dado lugar
a nuevos perfeccionamientos como la uti-
lizacién de procedimientos con control de
desplazamientos o cargas, en particular se
aplican las técnicas de “longitud de arco”
que introducen Riks (32) (33) y Wempner
(42).
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A diferencia de los matemadticos, los inge-
nieros, guiados por necesidades practicas
desarrollaron una serie de metodologias
numéricas tratando de obtener resultados
fiables dando lugar al desarrollo de diversas
técnicas que, en el campo de las estructuras
y de los medios continuos, se recoge en las
Iineas siguientes.

Los primeros trabajos sobre no linealidad
geométrica aparecen en los afios sesenta del
siglo XX con las aportaciones de Holand y
Moan (19), Kapur y Hart (21), Gallager et
al. (17) (16). Los métodos incrementales
fueron utilizados inicialmente por Turner
etal. (41) y Argyris (3) (4). Estos métodos se
extendieron al estudio de problemas con no
linealidad del material (26) (46).

El uso de los métodos incrementales puso
de relieve que se producia una acumulacién
de errores inadmisible por lo que se pasé a
utilizar el método de Newton-Raphson tal y
como hicieron Mallet y Marcal (25) y Oden
(29). Sin embargo, el método de Newton-
Raphson en su versién pura tiene un costo
alto en cada iteracién por lo que se utiliza
el método de Newton Raphson modificado,
cuasi-Newton y gradiente conjugado. El
uso del método de Newton-Raphson mo-
dificado fue aconsejado por Oden (30) y
Zienckiewicz (46).

Los métodos basados en la técnica cuasi-
Newton se relacionan como ponen de
relieve Nayak y Zienckiewicz (28) con los
procedimientos de aceleracién. Asimismo
la utilizacion de métodos incrementales
(predictor) e iterativos (corrector) se debe a
Brebbia y Connor (6) mientras que Murray
y Wilson (27) por su parte introducen los
métodos de continuacién en el campo de la
ingenieria con el propdsito de describir las
trayectorias de estados de equilibrio.

3. CONCLUSIONES

A lo largo del tiempo se han propuesto dis-
tintos modelos y procedimientos numéricos
con los que se trata de cuantificar algunos
aspectos como la deformada, leyes de
esfuerzos, trayectorias carga-deformacion,
determinacion de puntos limite o criticos,
etc. para resolver los problemas recogidos
en la primera parte del presente trabajo. En
el caso de problemas de caracter lineal se
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