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RESUMEN 

Este trabajo analiza el problema del equi-
librio de una membrana y propone una 
comparación entre el conocido Méto-
do de la Densidad de Fuerzas, discreto 
y unidimensional (1-D), que aproxima 
la superficie de la membrana mediante 
una red espacial de cables, y el método 
continuo y bidimensional (2-D) sobre la 
propia superficie. Aunque el Método de 
la Densidad de Fuerzas representa una 
estrategia práctica y útil en el diseño de 
estructuras de membrana, se compro-
bará que el análisis continuo bidimen-
sional no solo es más preciso y general 
sino que es más fiable, especialmente en 
aquellos casos en los que la membrana 
es el mismo tablero de una estructura 
portante (por ejemplo, una pasarela). En 
particular, una vez resumido el Método 
de la Densidad de Fuerzas, se planteará 
el problema continuo del equilibrio de 
membrana. A continuación se definirá 
un proceso de comparación entre am-
bos métodos, analizándolo por medio de 
ejemplos concretos. Finalmente, se seña-
larán algunas conclusiones.
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SUMMARY

This paper deals with the equilibrium 
problem of a membrane, presenting a 
comparison between the well-known 
1-D discrete Force Density Method, us-
ing spatial cable networks as membrane 
surface approximations, and the 2-D 
continuous analysis of such a surface. 
Although Force Density is a practical 
and powerful method in structural mem-
brane design, it will be checked that the 
2-D continuous analysis is not only more 
accurate and general but necessary for 
new structural membrane applications 
such as footbridges. In this way, once 
summarized the discrete Density Force 
Method, the continuous approach is 
presented. Then, a comparison process 
between both methods is proposed, be-
ing developed for specific membrane 
examples. Finally, some conclusions are 
pointed out.
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NOTACIONES

– Si f(x,y) es una función de dos variables, 
utilizaremos la siguiente convención:

– Si t :=ταβ (α = 1,2 y β = 1,2) es un tensor 
del segundo orden, utilizaremos la siguien-
te convención:

– div(t ·∇f ) es la divergencia del vector t ·∇f 

y se define como

– Si M es una matriz, M T indica su traspuesta

1.  INTRODUCCIÓN

La idea de usar estructuras de membrana en 
aplicaciones portantes como las pasarelas 
(1) justifica el empleo de métodos de diseño 
y cálculo ajustados, mediante el análisis de 
la membrana tomándola como superficie y 
no con otra aproximación; esto es, un análi-
sis continuo bidimensional (2-D). En efecto, 
con relación a otras, tales aplicaciones no 
solo suponen mayor responsabilidad es-
tructural de uso y mayores esfuerzos (cargas 
de uso, alto pretensado y formas rebajadas 
de la membrana) sino que también requie-
ren de la precisa definición previa de los 
esfuerzos de pretensado, asociados a la 
adecuada rigidez estructural en la fase de 
servicio.

Por otro lado, el Método de la Densidad de 
Fuerzas ha representado y representa un 
procedimento muy práctico y útil para el 
diseño y el cálculo de estructuras de mem-
brana. Es un método discreto, unidimen-
sional (1-D), basado en aproximar la mem-
brana por una red de cables y considerar 
su equilibrio (2) (3). Entonces, actuando 
de modo estratégico, al suponer conocida 
a priori la relación entre la tracción y la 
longitud de cada cable, el planteamiento 
del equilibrio conduce a un sistema lineal 
que proporciona la posición de los puntos 
(nodos de la red) que definen la membrana.

En lo referente al análisis continuo 2-D, en 
el contexto ya citado, recordando que solo 
hay tracciones, la membrana se identifica a 
una superficie de curvatura gaussiana ne-

gativa y sus esfuerzos a un tensor positivo 
de segundo orden. El equilibrio se expresa 
directamente por medio de ecuaciones en 
derivadas parciales, una de las cuales invo-
lucra a productos entre variables asociadas 
a la forma de la membrana y al tensor de 
esfuerzos ((4) para los  detalles). Así, para 
un tensor de esfuerzos dado, la forma de la 
membrana representa la incógnita del pro-
blema; y viceversa.

Con relación al análisis 2-D, el Método 
de la Densidad de Fuerzas, además de lo 
que supone la propia aproximación 1-D en 
sí, tiene una limitación: no se pueden de-
finir y controlar a priori las tracciones de 
los cables que modelan los esfuerzos de 
la membrana. Este aspecto es relevante en 
aplicaciones como las pasarelas, donde im-
porta la definición previa y precisa de los 
esfuerzos de pretensado de la membrana.

En la literatura, el análisis de las membra-
nas se ha centrado bastante en lo referente 
al problema de la búsqueda de forma de la 
membrana, con el empleo de diversos mé-
todos 1-D y 2-D basados en técnicas está-
ticas o dinámicas para su resolución (ver, 
por ejemplo, (5) (6) (7) y (8) para análisis 
1-D y (9) (10) para 2-D). En general, estos 
métodos pasan por un proceso de minimi-
zación de energía que lleva, a través de 
la resolución de un sistema en términos 
de desplazamientos nodales, a una cierta 
configuración de equilibrio de la membra-
na, que proporciona justamente su forma 
final. Así, está claro que la membrana se 
deforma. 

Sin embargo la forma de la membrana 
puede obtenerse de un modo más directo, 
empleando únicamente las ecuaciones de 
equilibrio. En particular, como se ha visto, 
los procedimientos presentados al prin-
cipio, uno 2-D y el otro 1-D, se basan en 
el análisis del equilibrio de la membrana; 
esto es, solo en términos de sus ecuaciones 
de equilibrio, sin introducir ningún tipo de 
deformación. Por tanto, parece coherente 
establecer un paralelismo entre estos dos 
métodos de análisis.

Por otro lado, mientras el método 1-D se 
usa para obtener la forma de la membrana, 
el análisis continuo 2-D es general, con una 
casuística (4) ajena a estas páginas.

Así, el objetivo principal de este trabajo es 
la comparación de ambos y, por tanto, su 
punto de partida es el problema del equili-
brio de una membrana con el fin de cono-
cer su forma. En la comparación, como se 
verá, se intenta extraer al límite, aunque de 
modo consistente, la información que pro-
porcionan los resultados 1-D.
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2. ECUACIONES DE EQUILIBRIO 
EN LA MEMBRANA

En esta sección trataremos las ecuaciones 
de equilibrio de una membrana. Se empe-
zará por resumir y analizar el método dis-
creto de la Densidad de Fuerzas (1-D) y, a 
continuación, se presentará y estudiará el 
correspondiente problema continuo (2-D).

2.1. Solución discreta 1-D

El Método de la Densidad de Fuerzas se 
basa en considerar la membrana como una 
red de cables. Propuesto por Linkwitz y 
Scheck en el 1971 (2) (11), el método uti-
liza una simple estrategia matemática que 
transforma las ecuaciones de equilibrio de 
los nodos en un conjunto de ecuaciones 
lineales de fácil resolución, que permiten 
conocer la posición de los nodos, esto es, 
la forma de la membrana.

Resumamos el método. Una vez elegido un 
cierto grafo, red o malla espacial que per-
mite solo conocer las conexiones entre los 
nodos que definen la membrana, se inclu-
yen las condiciones de contorno, fijando 
algunos de los nodos del grafo, y se impone 
el equilibrio en todos los nodos. La Figura 1 
muestra un ejemplo concreto en el cual las 
posiciones de los nodos 1, 2, 3, 4 han sido 
previamente establecidas; la incógnita del 
problema es la posición final del nodo 5, en 
el que se supone actúa una fuerza externa 
f5 = ( f5x , f5y , f5x ).

Si ti5 indica la tracción a lo largo del cable 
i5(i = 1, 2, 3, 4), las ecuaciones de equi-
librio a lo largo de la dirección x para el 
nodo i son [1]

siendo [2]

Las longitudes lij que aparecen en el deno-
minador dependen de las posiciones noda-

les, que son las incógnitas; esto hace que 
el sistema definido anteriormente sea no 
lineal. Es posible linealizar estas ecuacio-
nes introduciendo para cada elemento las 
densidades de fuerzas [3]

cuyos valores, que han de conocerse, se fi-
jan a priori.

Para una estructura general de n nodos y b 
elementos (cables, barras, etc.), se conside-
ra la matriz de incidencia C compuesta por 
b filas y n columnas. Esta matriz describe la 
conectividad de la estructura y queda defi-
nida de la siguiente manera: si un elemento 
une los nodos i y j, entonces la correspon-
diente fila tiene +1 en la columna i y −1 
en la columna j. Tras esto, las ecuaciones 
de equilibrio a lo largo de la dirección x se 
escriben, entonces, como [4]

siendo Q la matriz diagonal b×b que con-
tiene las densidades de fuerza, x es el vec-
tor columna que recoge las coordenadas  
xi, y fx es el vector columna que recoge las 
componentes en la dirección x de las fuer-
zas nodales.

De la misma forma, pueden escribirse 
ecuaciones similares en términos de las 
coordenadas y y z.

Si, además, se fijan las coordenadas de k (0 
< k < n) nodos, C puede representarse como 
C = [Cu Cf ], donde el subíndice u indica la 
matriz correspondiente a los nodos desco-
nocidos y f se refiere a la matriz de los fija-
dos. En esta última expresión Cu (o bien Cf ) 
es una matriz b×(n-k) (o bien b×k) obtenida 
escogiendo b filas y n-k (o bien k) columnas 
de C; a partir de ello, la ecuación [4] puede 
escribirse como [5] 

donde Cu y Cf , y xu y xf representan las ma-
trices de incidencia y los vectores columna 
relativos a los nodos incógnitos y conoci-
dos, respectivamente. 

1. Ejemplo de red de cables (gra-
fo) para el Método de la Densi-
dad de Fuerzas.
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La solución de la ecuación [5] para la di-
rección x, junto con las correspondientes 
ecuaciones en las direcciones y y z, propor-
cionan el conjunto de todas las coordena-
das nodales del grafo, es decir la forma final 
de la membrana.

Como se justificará en la sección 2.2., al 
plantear este problema de equilibrio para 
conocer la forma de la membrana en la fase 
de pretensado, las cargas externas se toman 
nulas; esto implica que el sistema anterior 
se simplifica en el siguiente [6]

En una estructura formada por cables a trac-
ción todas las densidades de fuerzas son 
positivas, esto es qij>0. Así, T

u uC QC   represen-
ta una matriz definida positiva, y por tanto, 
invertible; por consiguiente, el problema 
[4] siempre proporciona solución única. 

2.2. Solución continua 2-D

Siguiendo la misma línea del trabajo (4), 
identifiquemos la membrana con una su-
perficie S de curvatura gaussiana negativa, 
gráfica de una función de dos variables 
z=z(x,y) definida en un dominio Ω ⊂  R2 
(véase la Figura 2, que representa un ele-
mento diferencial dS de superficie y su pro-
yección dΩ). La Figura 3 muestra el plano 
tangente (aproximación local del elemento 
dS) y el tensor de esfuerzos, ambos proyec-
tados en el plano xOy.

De nuevo, se trata de obtener la forma de la 
membrana en la fase de pretensado. El peso 
de la membrana es muy bajo y así, para ten-
siones de pretensado muy altas como aquí 
se supone, es relativamente insignificante y 
puede ser despreciado. De esta forma, tal 
y como se hizo en la sección 2.1., no se 
considerará ninguna carga externa. 

Si Nαβ (α, β = 1,2) indica el tensor de es-
fuerzos de membrana proyectados (esto es, 
fuerza por unidad de longitud), las ecuacio-
nes de equilibrio en el plano horizontal se 
resumen en el sistema [7]:

Como se muestra en la Figura 4, las expre-
siones de las componentes verticales de los 
esfuerzos de membrana Ñαβ pueden calcu-
larse en términos de Nαβ y de las pendientes 
de la superficie S. Entonces, el equilibrio 
vertical se expresa como [8]:

esto es [9]

Usando el sistema [7], la ecuación [9] se 
simplifican de modo que el equilibrio en 
términos de Nαβ se escribe como [10] (4):

Siempre en el trabajo (4), las mismas ecua-
ciones de equilibrio se obtienen también 
a partir directamente de los esfuerzos de 
membrana Ñαβ (asimismo, fuerza por uni-
dad de longitud); en efecto,  usando la rela-
ción entre los esfuerzos Nαβ y los esfuerzos 
de membrana Ñαβ, es decir [11]:

(ver Figuras 2 y 4), se obtiene el mismo sis-
tema [10].

Tras ello, fijado el tensor (positivo) de es-
fuerzos queda por determinar la forma de 
la membrana.

Formulación del problema continuo

Sea σ: = Nαβ un tensor de esfuerzos positivo 
y simétrico definido en un dominio Ω ⊂ R2, 
tal que [12]:

α = 1,2

C QC x C QC x .T T
u u u u f f= −[6]

3. Tensor de esfuerzos proyecta-
dos.
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4. Proyecciones verticales del 
tensor de esfuerzos Ñαβ.
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Sea, además, g la función definida sobre 
el borde Γ=∂Ω de Ω cuyos valores fijan la 
forma del borde espacial de la membrana: 
hallar la superficie z = z(x,y) definida en Ω, 
de manera tal que [13]:

Se puede demostrar que este problema tie-
ne una única solución, estable con respecto 
a eventuales perturbaciones de los datos de 
contorno. De hecho el sistema [10] es un 
problema elíptico con condiciones de Diri-
chlet, cuya solución está caracterizada por 
ser la función que minimiza un cierto fun-
cional energético (ver los detalles en (4)). 

En general, no es posible minimizar por me-
dio de expresiones analíticas dicho funcio-
nal; por lo cual es preciso recurrir a méto-
dos numéricos, discretizando el continuo, 
que proporcionan soluciones aproximadas.

En particular, utilizando el Método de los 
Elementos Finitos (ver por ejemplo (12) y 
(13)), una vez establecida una malla para 
Ω, indiquemos con nt el número de nodos 
total en Ω y nb el número de nodos del bor-
de Γ. Utilizando las aproximaciones [14].

(Nj representan las funciones de forma li-
neales definidas en Ω y Γ, respectivamen-
te), la solución del sistema [10] es [15].

siendo G la matriz simétrica obtenida invir-
tiendo 

En las expresiones anteriores, z = (z1, z2,...,zn) 
y g = (g1, g2, ..., gn) indican los valores no-
dales de z y g, K la matriz simétrica (nt × nt) 
de rigidez cuyos elementos se calculan por 
medio de las expresiones Kij=∫∇Ni∙σ∙∇Nj dΩ, 
A la matriz (nb × nt) de los multiplicadores de 
Lagrange, que almacena los datos relativos 
a las condiciones de contorno (ver (12)), y 
0 la matriz (nb × nb) nula.

2.3. Algunas observaciones sobre los 
métodos continuo y discreto 

Es útil remarcar que el problema continuo 
2-D determina la forma continua de la 
membrana, proporcionando la expresión 
de la superficie por medio de la fórmula 
[15], siempre y cuando se conozcan previa-
mente la distribución de esfuerzos de mem-
brana en cada punto así como su frontera 
espacial (condición de contorno). Como se 
ha comentado, la forma de la membrana es 
estable con los datos; más exactamente, a 

una pequeña variación de los datos de fron-
tera (forma espacial del borde) corresponde 
una pequeña variación de la solución (for-
ma general de la membrana).

Por lo contrario, el Método de la Densidad 
de Fuerzas determina la forma discreta de 
la membrana, proporcionando la posición 
espacial de todos sus nodos (fórmula [6]), 
siempre y cuando se conozcan las densi-
dades de fuerzas relativas a cada cable que 
identifica la membrana así como los pun-
tos fijos que definen el borde espacial de la 
misma (condición de contorno). Contraria-
mente a lo que ocurre en el enfoque bidi-
mensional, se puede comprobar (ver (14)) 
que, en general, la solución es sensible con 
respecto a la variación de los datos de bor-
de y que depende del tipo de grafo utiliza-
do (triangular, cuadrangular, etc).

La Tabla 1 resume los dos enfoques, reco-
giendo para cada método los pasos corres-
pondientes para su resolución. En particu-
lar, puede apreciarse que el método 2-D 
proporciona una relación directa entre es-
fuerzo y forma, al contrario de lo que ocu-
rre para el método 1-D. En efecto, el enfo-
que discreto no permite definir a priori las 
tracciones de los cables, sino que pueden 
conocerse solo usando la fórmula [3], es 
decir, al finalizar el proceso.

3. COMPARACIÓN ENTRE EL ANÁLISIS 
DEL EQUILIBRIO 1-D Y 2-D

En esta sección se propone un proceso de 
comparación entre los dos tipos de análisis 
de equilibrio, discreto y continuo, previa-
mente estudiados.

3.1. Proceso de comparación

Partiendo de la solución 1-D del Método de 
la Densidad de Fuerzas, se pretende extra-
polarla de forma coherente en lo posible a 
una solución 2-D, con el objetivo de com-
parar la anterior con la que resulta directa-
mente del método continuo 2-D. 

Para ello, se seguirá el siguiente esquema:

I. Resolución de un problema de equili-
brio de membrana a través de la apro-

[13]

sobre  z g
2 = div( ) 0        z N z N z N z  en ,Ω+ + ⋅∇σ  , , ,

=    .

= xx xx xy xy yy yy


Γ

1

tn

j j
j

z Nz
=

≈∑
1

bn

j j
j

g Ng
=

≈∑y

z = Gg ,[15]

Tabla 1. Esquema resumen para los métodos continuo y discreto.

Método Método discreto 1-D Método continuo 2-D

Datos

Grafo para Ω
(grafo proyectado)

Densidades qij
Valores de borde gi

Malla para Ω
Tensor Nαβ

Función de borde g 

Solución Vectores de posición de los nodos
x, y y z dados por el sistema [6]

Función continua z dada 
por el sistema [15]

Post proceso Tracciones de los cables [3]:
lij → tij =  qij  lij

[14]
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ximación 1-D, en el caso de un grafo 
cuadrangular y considerando todas las 
densidades de fuerzas constantes, esto 
es, (solución del sistema [6]).

II. Definición punto a punto, en los nodos, 
de los esfuerzos proyectados, y, toman-
do en cuenta los valores de las traccio-
nes obtenidos tras el apartado I (post 
proceso).

III. Aproximación continua en todos los 
puntos del dominio de los esfuerzos y, a 
partir de los valores puntuales definidos 
en el apartado II y de manera que veri-
fiquen todas las propiedades del tensor 
continuo 2-D.

IV. Resolución del problema de equilibrio 
de membrana mediante el análisis con-
tinuo 2-D, tomando como tensor el de-
finido en el apartado III y como condi-
ciones de contorno las establecidas en 
el apartado I (solución del sistema [15]).

Sin duda alguna, la clave de este proceso 
es definir adecuadamente los esfuerzos Nαβ 
punto a punto en términos de las tracciones 
tij (apartado II), calculadas por resolución 
del problema 1-D (apartado I).

Observemos las Figuras 5 y 6, que identi-
fican el equilibro 3-D del nodo i para las 
tracciones de los cables A, B, C y D (co-
lor negro) que aproximan la membrana, 
y el mismo equilibrio para las tracciones 
proyectadas a=(ax,ay), b=(bx,by), c=(cx,cy) y 
d=(dx,dy), en color azul.

Vamos a considerar, por ejemplo, el esfuer-
zo Nxx. Teniendo siempre en cuenta la rela-
ción tij= lij y siendo el esfuerzo longitudinal  
Nxx la fuerza en la dirección x dividida por 
la longitud del lado en el cual esta actúa, es 
natural la siguiente definición: [16]

Razonando de la misma forma para los de-
más esfuerzos Nyy, Nxy y Nyx, es natural definir 
el tensor de esfuerzos puntuales Nαβ en tér-
minos de las tracciones proyectadas de los 
cables por medio de estas expresiones: [17]

En general, los valores Nxy y Nyx obtenidos 
en [17] difieren entre sí. Para obtener la si-
metría necesaria, se tomará el valor medio 
(Nxy + Nyx) /2 para Nxy y Nyx.

Con el objetivo de proporcionar una distri-
bución continua coherente de los esfuerzos 
Nαβ, se consideran polinomios que aproxi-
men los valores nodales previamente defi-
nidos. Por supuesto, como estos polinomios 
pueden no verificar todas las propiedades 
del tensor Nαβ (apartado III), se operará fijan-
do una aproximación para Nxx y hallando las 
expresiones de los esfuerzos restantes me-
diante la integración de las relaciones: [18]

Tras todo ello, se puede resolver el proble-
ma continuo por medio del paso IV.

3.2.  Algunos ejemplos del proceso 
de comparación

Vamos a desarrollar el proceso definido en 
la sección 3.1. por medio de algunos ejem-
plos. Tal y como se ha analizado en detalle 
en el artículo (4), el problema continuo de-
finido por las ecuaciones [12] y [13] está 
bien planteado; en particular el método nu-
mérico empleado en el mismo trabajo pro-
porciona una aproximación muy coherente 
con respeto a la solución exacta, también 
en los casos en que la malla utilizada no 
sea excesivamente fina. Debido a todo ello, 
tomaremos como solución de referencia la 
obtenida por el método 2-D, y la denota-
remos con zcon. De esta forma, es posible 
definir el error relativo e como: [19]

siendo zdis la solución correspondiente al 
problema discreto (ecuación [6]). 
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5. Red de cables (membrana) y 
tracciones (de los cables) proyec-
tadas para el nodo i.

6. Fuerza en el nodo i y defini-
ción del tensor de esfuerzos.
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(α = 1,2).[18]
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Para entender mejor la comparación pro-
puesta y poder obtener resultados en parte 
realistas, se analizarán dos ejemplos, defi-
nidos respectivamente en un dominio rec-
tangular y otro no rectangular. El segundo 
ejemplo, con bordes laterales cóncavos, 
más propio de las pasarelas de membrana 
con cables laterales de borde, se asemeja, 
en particular, al del prototipo real descrito 
y analizado en la referencia (1).

Conviene subrayar que, en dichos ejem-
plos, las dimensiones de tij, Nαβ y las va-
riables de longitud, no reflejadas en los 
resultados, deben ser coherentes; por ejem-
plo, kN, kN/m y m. Además, con el fin de 
simplificar el análisis, nos centraremos en 
el comportamiento del error en el origen O 
de los ejes.
 
En los ejemplos que siguen, tomaremos 
particiones del dominio plano definiendo 
en cada dirección una distribución de pun-
tos del tipo (2k+1)×(2k+1), con k = 1, 2, 3, 
4, 5…; dicha partición, tal y como se ana-
liza en la tesis (14), garantiza una conver-
gencia rápida del método de la Densidad 
de Fuerzas.

Ejemplo 1

Dominio rectangular: R=[-5,5]×[-2,2] (Fi-
guras 7, 8 y 9).

A. Forma de la membrana en el borde:
parabólica y constante (qij=1) 

Sea z(± 5, y) = 0,5y2 y z(x, ± 2) = 2 

Tomando para R una partición del gra-
fo del tipo (2k+1)×(2k+1), los esfuerzos 
obtenidos utilizando las expresiones del 
sistema [17] no dependen de la densi-
dad de la malla (esto es, del valor ele-
gido por k) y se mantienen constantes 
nodo por nodo para cualquier partición. 
En particular, los valores son Nxx = 2,5; 
Nxy = Nyx= 0 y Ny= 0,4 en todos los puntos; 
por consiguiente la aproximación poli-
nomial del apartado III no es necesaria.

En estas condiciones, utilizando la par-
tición correspondiente a k=8, el valor 
numérico en el origen O = (0,0) para la 
solución discreta zdis vale 1,1789. Por 
otro lado, resolviendo el problema bi-
dimensional (2-D) utilizando los valores 

7. Ejemplo 1-A: resultado gráfi-
co de la solución. 
a. Gráfica de la solución discreta. 
b. Gráfica de la solución continua.

8. Ejemplo 1-B: resultado gráfico 
de la solución. 
a. Gráfica de la solución discreta. 
b. Gráfica de la solución continua.

8. Ejemplo 1-C: resultado gráfi-
co de la solución. 
a. Gráfica de la solución discreta. 
b. Gráfica de la solución continua.

7a

8a

9a

7b

8b

9b
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 calculados para los esfuerzos y las mis-
mas condiciones de contorno, el valor en 
el origen de la solución zcon vale 1,1826. 
De esta manera, el error relativo resulta 
ser e=|zcon-zdis|/|zcon|= 8,6∙10-3. La Figu-
ra  7 muestra el resultado gráfico de la 
solución calculada por los dos métodos.

B. Forma de la membrana en el borde: para-
bólica y con curvaturas opuestas (qij=1)

Sea z(±5, y) = 0,5y2 y z(x, ±2) = -0,004x2+3

Operando de la misma forma que antes 
los valores de los esfuerzos obtenidos re-
sultan ser Nxx=2,5; Nxy= Nyx=0 y Ny=0,4. 
Equivalentemente, en el origen O, zdis 
vale 1,5875 y zcon 1,5897, siendo el error 
relativo e=|zcon-zdis|/|zcon|= 1,4∙10-3. La Fi-
gura 8 muestra el resultado gráfico de las 
soluciones.

C. Forma de la membrana en el borde: pa-
rabólica y con curvaturas iguales (qij=1)

Sea z(±5, y) = 0,5y2 y z(x, ±2) = -0,004x2+1

Operando de la misma forma que antes 
los valores de los esfuerzos obtenidos re-
sultan ser Nxx=2,5; Nxy= Nyx=0 y Ny=0,4. 
Equivalentemente, en el origen O, zdis   
vale 0,7626 y zcon 0,7755, siendo el error 
relativo e=|zcon-zdis|/|zcon|= 1,6∙10-2. La Fi-
gura 9 muestra el resultado gráfico de las 
soluciones.

Con relación al caso C, mostrado en la Figu-
ra 9, conviene insistir en que la membrana 
mantiene su curvatura de Gauss negativa; a 
pesar de que, por la forma del contorno, pa-
rezca inducirse lo contrario en ciertas zonas.

Ejemplo 2

Dominio no rectangular: Ω={-5≤ x ≤5 ∧ 
-y(x)≤ y ≤ y(x)}, siendo y(x)=1+0,004x2 (Fi-
guras 10 y 11).

Forma de la membrana en el borde: 
parabólica y con curvaturas opuestas 
(qij=1) 

Sea z(±5, y) = 0,5y2 y z(x, ±y(x)) = 
-0,004x2 + 3.

Al contrario de lo que ocurre en un do-
minio rectangular, tomando para Ω una 
partición del grafo del tipo (2k+1)×(2k+1) 
los esfuerzos obtenidos por el sistema 
[17] no solo varían punto a punto sino 
que dependen de la compacidad de la 
malla. De esta forma, fijada la malla de 
elementos finitos de la Figura 10 para Ω, 
correspondiente una vez más en el grafo 
al valor k=8, se calcula por aproxima-
ción una distribución continua de los 
valores de Nαβ. En este caso particular, el 
ajuste polinomial (de cuarto grado) que 
se utiliza proporciona estas expresiones 
aproximadas para los esfuerzos:

que, como puede comprobarse, han sido 
justamente definidos de manera que cum-
plan todas las condiciones de equilibrio [20]  

Finalmente los valores de la solución 
zdis y zcon en el origen O=(0,0) valen 
1,5875 y 1,4246, respectivamente. El 
correspondiente error relativo, esta vez 
sensiblemente superior a los casos ante-
riores (algo más del 11%), vale e=|zcon-
zdis|/|zcon|= 0,114. La Figura 11 muestra 
los resultados gráficos de las soluciones.

3.3. Análisis de los resultados obtenidos

Los ejemplos analizados muestran que el 
proceso de comparación propuesto de-
vuelve errores significativos en problemas 
definidos sobre dominios generales (no 
rectangulares). Asociar  estos errores úni-
camente a la compacidad de la malla y a 
la  aproximación matemática usada para 
definir la distribución continua de los es-
fuerzos, que no puede ajustarse a los valo-
res exactos de los mismos, es incorrecto.

10. Malla cuadrangular de 289 
nodos para un dominio no rec-
tangular; caso k=8

N x y y

N N x y y xy= = − + +

= + − − + +0,009 0,435 0,212 0,214 2,87 3,932,N x y x y x y4 4 2 2 2 2

3 3
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
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β =

=∑

11. Ejemplo 2: resultado gráfico 
de la solución. 
a. Gráfica de la solución discreta. 
b. Gráfica de la solución continua.
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Existe una argumentación más profunda, 
íntimamente relacionada a la esencia del 
problema.

En efecto, debido a la geometría curvilínea 
del dominio, los valores de los esfuerzos 
(sistema [17]) cambian en términos de la 
refinación de la malla, de manera que no 
hay posibilidad de asociarle al problema 
un determinado tensor de esfuerzos; por 
consiguiente no queda definida una única 
estructura.

Por otro lado, el error entre las soluciones 
discretas y continuas es prácticamente nulo 
si se consideran dominios rectangulares, y  
esto es coherente con el proceso de com-
paración arriba planteado; profundicemos 
este comportamiento.

La Figura 12 identifica un rectángulo con 
una partición de tipo (2k+1)×(2k+1). Es fácil 
comprobar que esta partición conserva las 
proporciones entre los lados que definen 
cada uno de los rectángulos que forman la 
malla. En efecto, a partir de las tracciones 
de los cables, el sistema [17] devuelve un 
tensor de esfuerzos diagonal Nαβ, con coe-
ficientes constantes, que verifica todas las 
propiedades del tensor continuo 2-D: [21]
(ver Figura 13).

En consecuencia, el proceso de compara-
ción proporciona una correspondencia bien 
precisa entre las tracciones de los cables 
propios del método 1-D y los esfuerzos de 
membrana del método 2-D, de modo que es 
posible asociar al problema un determinado 
tensor de esfuerzo; por consiguiente queda 
definida una única estructura.

4. ANOTACIONES Y CONCLUSIONES

Este trabajo propone un procedimiento 
comparativo entre el Método de la Den-

sidad de Fuerzas (análisis discreto 1-D) y 
el análisis continuo (2-D), ambos  inhe-
rentes al problema de  equilibrio de una 
membrana a tracción. Al referirse sendos 
problemas al cálculo y al diseño de es-
tructuras de membrana exclusivamente a 
través de las correspondientes ecuaciones 
de equilibrio, la comparación se establece 
en términos de la forma de la membrana y 
de sus esfuerzos.

En primer lugar, es importante remarcar 
que una limitación fundamental del Mé-
todo de la Densidad de Fuerzas reside 
en que su utilización no permite fijar los 
esfuerzos a priori, sino que los mismos, 
dependiendo de la forma final de la mem-
brana, solo pueden calcularse cuando el 
proceso de resolución haya terminado. De 
esta manera, no es posible establecer una 
correspondencia directa entre los esfuer-
zos deseables para la membrana (previos 
al análisis) y la forma de esta.

Por el contrario, el análisis continuo 2-D 
implica un problema diferencial de contor-
no para un cierto tensor de esfuerzos dado, 
cuya solución representa la forma de la 
membrana, esta vez íntimamente relacio-
nada con el tensor previamente fijado.

Por otra parte, el proceso de comparación 
parece reforzar la idea de que en gene-
ral no es posible estudiar con precisión el 
equilibrio de un continuo bidimensional, 
como es una membrana, a través de una 
red de cables. En efecto, la forma hallada 
por el Método de la Densidad de Fuerzas 
depende de la malla empleada; si bien la 
comparación demuestra que este mismo 
método se ajusta perfectamente al relativo 
problema bidimensional en casos singula-
res definidos sobre dominios rectangulares 
(nada habituales, por otra parte, en estruc-
turas de membrana y menos aún en aplica-
ciones como pasarelas).

En resumen, para el diseño y el cálculo de 
muchas estructuras de membrana el Méto-
do de la Densidad de Fuerzas sigue siendo 
indudablemente muy práctico y oportuno. 
Sin embargo, el método de análisis con-
tinuo 2-D aquí mostrado no solo ofrece 
una alternativa más general y precisa que 
la discreta, sino que también es la opción 
recomendable para el diseño y el cálculo 
de estructuras de membrana en las que es 
preciso controlar previamente los esfuerzos 
en todo punto. Todo ello concurre en apli-
caciones portantes como las pasarelas, con 
gran responsabilidad estructural de uso, im-
portantes esfuerzos y necesidad de definir 
de manera previa y ajustada los esfuerzos 
de pretensado.

12. Partición del tipo (2k+1)×(2k+1) 
para un dominio rectangular.
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13. Dominio rectangular: las di-
recciones principales coinciden 
con los ejes. 
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