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Régimes thermiques dans les écoulements plastiques de polymères fondu..---------------, 

Le but de ce travail est la modélisation numérique du régime thermique dans les écoulements plastiques de 
polymères fondus.À l'aide d'une méthode numérique itérative aux différences finies, on détermine la vitesse axiale 
et la température pour chaque section et à chaque instant. Les résultats obtenus, dans cette étude, peuvent 
contribuer à une meilleure élaboration de ce type d'écoulement. 
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The purpose ofthis work is the numerical modelisation ofthe thermal rules in fondus plastic flows 
molten polymers 

An iterative difference method is used to solve the system of Stokes and energy equations, we determine the axial 
velocities and the temperature for an sections and at every time. The obtained results can contribuate to elaborate 
more accurate studies on the thermal rules. 
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INTRODUCTION 

Lors de l'écoulement du polymère fondu dans 
l'outillage de mise en forme, les phénomènes 
thermiques sont rendus très spécifiques par 
conjonction: 
- d'une faible conductivité thermique qui nuit au 
transfert de chaleur de l'outillage vers le 
polymère, 

- d'une forte thermodépendance de la viscosité qui 
rend sensible la répartition du débit à toute 
hétérogénéité thermique, 

- d'une dégradation du polymère à une température 
souvent peu supérieure à la température de mise 
en œuvre. 

Certains auteurs (Sudaram & Nath, 1979), 
résolvent séparément les équations de Stokes et du 
bilan thermique en cherchant la solution de bilan 
thermique sous la forme d'une série de fonctions. 
D'autres (Agur & Vlachopoulos, 1977 ; Agassantet 
al., 1984), résolvent le système couplé des deux 
équations précédentes en appliquant la méthode 
des différences finies. 

Dans cette application, on considère l'écoulement 
non permanent d'un fluide de Casson généralisé en 
conduite cylindrique pleine de rayon Ho (en 
négligeant le poids), modélisant ainsi l'écoulement 
du polymère fondu. 

METHODES 

Modèle théorique 
1. Mise en équations 

Le phénomène étudié est régi par les équations 
suivantes: 

1.1. Équation de conservation de quantité de 
mouvement 

Du fait de la nature et de la géométrie de la conduite 
(conduite cylindrique rigide et imperméable), le 
champ des vitesses est choisi de la forme; 

V(O,O,w(r,t)) et donc l'équation d'écoulement 

s'écrit: 

[1] 

À cette équation, on ajoute les conditions aux 
limites suivantes: 

dW(r=O) 
dr 

W (r =Ro) [2] 
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1.2. Équation de bilan thermique 

Le bilan thermique s'écrit sous la forme suivante: 

dT dT d2T KI dT 
pc-+pcw- = K --+--

dt dz 1 dr2 r dr 

d
2

T (dW)2 [3] 
+K -2 +l1(T) -

1 dz dr 

où: pc est la capacité calorifique volumique, I\ la 
conductivité thermique et l1(T) la viscosité du 
polymère fondu. 

Afin de rendre compte de la nature plastique de 
l'écoulement du polymère fondu, on adopte la loi de 
Casson généralisée pour sa modélisation 
(Hadjsadoketal., 1993; Gueraoui, 1995; Gueraoui 
et al., 1996). Or la dépendance de la viscosité avec 
la température peut être négligée en première 
approximation (Agur & Vlachopoulos, 1977; 
Agassant et al., 1984), ce qui conduit à: 

dw dw dw IdWln-1 
11- = -'TO + 11a - + K- - pour 'T<'T 

dr dr dr dr 

dw =0 
dr 

pour'T [4] 

À l'équation [3], on ajoute les conditions aux limites 
ci-après: 
T(r=R z)=T 

0' p 

dT 
~(r = O,z = 0) 

où T est la température de la paroi. 
p 

Méthode de résolution 

[5] 

On adopte, pour la résolution des équations [1] et 
[2], une méthode numérique aux différences finies 
(Annexel). 

1. Profil initial 

On adopte, comme profil initial, l'écoulement 
permanent d'un fluide newtonien en conduite 
cylindrique rigide en équilibre thermique. 

* Détermination de la vitesse axiale 

Dans ces conditions, l'équation [1] devient: 

dP 11 d ( dw î 
dz =-;:-dr ra;:j [6] 
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où dP est constant. 
dz 

En intégrant l'équation [6] par rapport à la variable 
radiale r et en utilisant la condition à la limite 

traduisant l'axisymétrie de l'écoulement: dw = 0, 
dr 

on obtient l'expression suivante: 

dw r dP 
dr 211 dz 

[7] 

Une deuxième intégration par rapport à r permet 
d'obtenir le profil des vitesses axiales w, 
moyennant la condition d'adhérence à la paroi, 
w(Ro)=O: 

w(r) = --- 1- - [8] R~ dP[ (r J2] 
411 dz RO 

* Détermination de la température 
2 

En équilibre thermique, dT = 0 et d T
2 

= 0, et par 
dz dz 

conséquent l'équation [3] devient: 

KI d
2
T + KI dT +C( dPî

2 
= 0 [9] 

dr 2 r dr 411 dz) 

Une première intégration de l'équation [9] 
donne: 

dT r
4 (dP)2 rK l - = -- -- +cte 

dr 1611 dz 

or: dT(r = 0) = 0 donc ete =0 
dr 

[10] 

Une deuxième intégration de l'équation [9], en 
tenant compte de la condition à la limite T(r=~) = 
Tp , conduit à : 

R6 (dP)2[ r
4] T(r)=Tp + - 1--
4 64Kl11 dz R o 

[11] 

1.1. Test de convergence 

Le critère de convergence de la solution porte sur la 
vitesse axiale. Si m est le nombre de cycles de calcul 
et el un petit paramètre fixé à l'avance, on impose: 

1.2. sup [lwm(r,t)-wm+l(r,t)ll (El [12] 
wm+l(r, t) 

1.3.Processus de résolution 

Les calculs sont amorcés avec la valeur de dw 1 1 
dx x= 

issue du profil initial. La résolution de l'équation de 
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conservation de la quantité de mouvement et du 
bilan thermique permettent d'avoir en toute 
section et à chaque instant la vitesse axiale et la 
température. 

La grandeur dw 1 -1 est ensuite réestimée, sa 
dx x-

valeur corrigée permet de réitérer et ce jusqu'à 
convergence de la solution. 

RESULTATS 

La figure de référence est à chaque fois obtenue 
pour un indice de comportement n=0.5, une 
consistance K=2500 Poise, une viscosité 
newtonienne 110: =650 Poise, une capacité 
calorifique pc= 2 106 J/m3 oC, une conductivité 
thermique KI = 0.2 WI m oC, et un rayon de la 
conduite ~= 5 10-3 m. Cette analyse est faite en la 
section z=Ll2 et à t=T/2. 

On constate sur les figures 1 et 2, qu'une 
augmentation de l'indice de comportement ,n, qui 
entraîne une augmentation de la viscosité 
apparente et donc une augmentation des 
frottements entre les différentes couches coaxiales, 
se traduit par une diminution des valeurs de la 
vitesse axiale et de la température. 

Vitesse axiale (mis) 
0,6 -D-I:::t-Il--o-........ _ 

0,5 ~>-<i"""'<> __ _ 

0,4-

0,3-

0,2-

0,1-

o ~------~------r-------r---~~ rnR 
o 0,25 0,5 0,75 1 

Figure 1. Évolution de la vitesse axiale à t=T/2 pour 
2 valeurs de l'indice de comportement, n 
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Figure 2. Évolution de la température à t=T/2 pour 
2 valeurs de l'indice de comportement, n 
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Les figures 3 et 4 illustrent l'évolution des vitesses 
axiales et des températures pour deux valeurs de la 
contrainte seuil '"Co=2500 Poise et'"Co=O. On constate 
qu'une diminution de '"Co, qui se traduit par une 
pseudoplasticité plus marquée, s'accompagne 
d'une diminution de la viscosité apparente et 
entraîne une augmentation des valeurs de la 
vitesse axiale et de la température. 

0,6 

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

° 

Vitesse axiale (mis) 

--0- t = 2500 
--A-t=O 

° 0,25 0,5 
r/R 

0,75 1 

Figure 3. Évolution de la vitesse axiale à t=T/2 pour 
2 valeurs de la contrainte seuil,to 

-<r- tO = 2500 
~to=o 

° 0,25 0,5 0,75 

Figure 4. Évolution de la température à t=T/2 pour 
2 valeurs de la contrainte seuil, to 

On remarque sur les figures 5 et 6 qu'une 
augmentation de la viscosité newtonienne lla 
entraîne une augmentation de la vitesse axiale et 
de la température. Ces résultats sont 
qualitativement pareils à ceux obtenus par 
Gueraoui et al. (1997). 

0,7 Vitesse axiale (mis) 

0,6 ~l-D-D-o-..: ........ _ 

0,5 
0,4 
0,3 
0,2 

--0- 11CX = 650 
-o-l1cx = ° 

0,1 
O+---.......,r-----r-----.----~ 

° 0,25 0,5 0,75 1 
r/R 

Figure 5. Évolution de la vitesse axiale à t=T/2 pour 
2 valeurs de la viscosité newtonienne,l1a 
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Figure 6. Évolution de la température à t=T/2 pour 
2 valeurs de la viscosité newtonienne,l1o: 

CONCLUSION 

Cette étude, dont les équations sont le siège de non 
linéarité due au modèle rhéologique de fluide 
adopté, a été abordée sous un aspect assez général 
et nous a permis d'analyser l'influence et 
l'évolution des phénomènes liés à l'indice de 
comportement, n, à la contrainte seuil, '"Co, et à la 
viscosité newtonienne, lla. Ces résultats montrent 
l'importance de la nature de fluide et devraient 
contribuer à une meilleure connaissance des 
processus intervenant dans les écoulements de 
polymères fondus et, par conséquent, à des 
applications industrielles. 
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Annexel: Méthode de résolution 

1. Détermination de la vitesse axiale 

La discrétisation de l'équation [1] conduit à l'équation algébrique suivante: 
A w(i-1, k+1l+B wei, k+1l+C w(i+1, k+1)= D [Al] 
où: 

A=~[~(.)(lla +Kf(i,k+1))-~(lla +nKf(i,k+1))] 
pl'lr 2r l l'lr 

B = 1+ 21'l~ (lla +n Kf(i, k+ 1)) 
pM 

C=- l'lt [~(.)(lla +Kf(i,k+1))+~(lla + nKf(i,k + 1))] 
pM 2r l l'lr 

D=W(i,k)_l'lt[dP + '"C~] 
P dz r(l) 

/ /

n-l 
f(i,k+1)= dw 

dr i k+l , 
L'équation [Al] est résolue à l'aide de la méthode de double balayage de Choleski (Nougier, 1989). 

2. Détermination de la température 

On discrétise l'équation [3] à l'aide d'une méthode aux différence finies de type directions alternées, on 
aura alors: 
pour le premier demi pas de temps 
- pour r 0 

A21T. . 1 + B21T. 1 + C21T. . 1 = H 21 [A2] 
1-l,J,k+- 1,J,k+- l+l,J,k+-
222 

où: 

A 21 = l'ltKl [_1 __ ~] 
2pcM 2r(i) M 

B 21 = 1+ l'ltK 1 

pcM2 

C21 = - l'ltK 1 [_1 __ ~] 
2pcM2 2r(i) l'lr 

H 21 =T(i,j,k)+ l'lt [Kl(d
2
;J' -PCWi,k(dTj +N(i,k)] 

2pc dz. . k dz i j k 
l,J, ' , 

N(i,k)=(dwj [-'"CO+lla(dWj + Kfi ,k+l(dwj ] dr . k dr . k dr . k l, 1, 1, 
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pour r=O 

T(l,j,k+~Î= !tk l 2) 1- __ 1 

k I[ d
2

;](l,j,k) + 2ki ( T( 3,j, k + ~ i - 2T( 2,j,k + ~ iJ' 
T(l,j,k) + ~t dZ M ~ l 2) l 2) 

2pc (dTÎ 
pcM2 -PCW(l,k\ az/1,j,k) 

L'équation [A2] est résolue à l'aide de la méthode de double balayage de Choleski (Nougier, 1989), 

2.2. Pour le deuxième demi pas de temps 
* pour r 0 
A3Ti,j-l, k+l+BlTij,k+l+ClTij+l,k+l=Hl [A4] 
où: 

~tw(i,k+ 1) ~tK1 
A1=- --~7 

4~z 2pc~z2 

B -1 MK1 1- +--
pc~z2 

Cl = _ ~tw(i,k + 1) _ ~tK1 
4~z 2pc~z2 

- l" ~j ~l [d 2T] ~ldTj (M(i,k)+M(i,k+1)J] H1-Tl,j,k+ + KI 2 + (,) 1+ 
2 2pc dr" 1 r l dr i J' k +_ 2 

l J k+- " 2 
" 2 

M(i,k) = (dW Î [-'t'Q + llJ dW Î + Kfi,J dW Î 1 
l~)'k l~)'k l~)'k l, 1, 1, 

* pour r = 0 
A3T1j_-1, k+l+B3Tlci,k+l+C3Tlj+l,k+l=H3 [A5] 
où: 

Mw(l,k + 1) ~tK1 
A3=- ---~7 

4~z 2pc~z2 

B -1 ~tK1 
3 - + 2 

pc~z 

~tw(1,k+1) ~tK1 
C3=- ---~~ 

4~z 2pc~z2 

l ' 1j ~t ( é)2T] H3 =T 1,j,k+- +-Kll-2 
2 2pc \. dr l' k 1 

,J, +2 

[A3] 

Les équations [A4] et [A5] sont résolues à l'aide de la méthode de double balayage de Choleski (Nougier, 
1989), Aux équations [A2l, [A3l, [A4] et [A5l, on ajoute la condition d'entrée: 
T(i,1,k+1)=To [A6] 
et la condition à la paroi: 
T(imax j,k+1)=Tp [A7] 
où To est la température initiale et Tpla température de la paroi, 


