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Resumo: Dentro da temdtica do tempo de tunelamento, utilizando o método da fase esta-
ciondria, examinamos o tempo de transito de um pacote de ondas na regiago de uma barreira
de potencial retangular. O pacote de ondas incidente é construido a partir de uma dis-
tribuicao gaussiana de momentos. O tempo de transito obtido € livre das contribuicies
devidas as perturbagoes causadas pelas interferéncias na regidgo imediatamente anterior a
barreira de potencial. Mede o tempo de propagacdo do pacote de ondas através da regido
do potencial a partir da sua emergéncia no inicio da barreira até a sua chegada ao final da
mesma, dentro dos procedimentos do método da fase estaciondria.

Palavras-chave: tunelamento, fase estaciondria, tempo de transito, pacotes de ondas

Abstract: The method of stationary phase is used to discuss the tunneling time of a
wavepacket through a rectangular barrier. The incident wavepacket is built from a mo-
mentum Gaussian distribution. The obtained tunneling time is free from the perturbations
due to the interference nearby the front of the barrier. This tunneling time represents how
long it takes the wavepacket since it emerges from the beginning of the barrier until it reaches
the other extremity.
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1 Introducao

Utilizando o método da fase estacionaria [1],[2], desenvolvemos um estudo do
tempo de tunelamento de uma particula com energia cinética inicial £ < Vj, repre-
sentada por um pacote de ondas gaussiano incidindo sobre uma barreira de potencial
retangular de altura Vg definido em 0 < z < a,

0, x<0
V)= W, 0<z<a (1)
0, z=z>a

E necessario salientar que existe uma vasta bibliografia tratando do assunto ‘tempo
de tunelamento’, com varias propostas sobre como calcular o tempo supostamente
gasto por uma particula durante o processo de tunelamento através de uma regiao
de potencial. Citamos, por exemplo, os trabalhos [3]-[7] onde o leitor interessado
pode encontrar referéncias adicionais.

Como um pacote de ondas tem componentes de velocidades acima e abaixo da
velocidade do pico, que, no caso do pacote gaussiano, coincide com o seu valor médio,
obviamente as componentes mais rapidas atingem primeiro a barreira de potencial,
sendo que uma parte é transmitida e outra parte é refletida. As ondas refletidas
iniciam o processo de interferéncia com as proximas componentes que chegam em
direcao a barreira, e assim por diante, descaracterizando o pacote de ondas incidente,
que se decompode, como resultado das interferéncias, em varios maximos e minimos,
formando tipicos padroes de interferéncia.

Como as ondas rapidas tém coeficientes de transmissao maior do que os das on-
das mais lentas, e obviamente atingem a regiao do potencial antes, pode ocorrer de o
pico do pacote de ondas transmitidas, formadas a partir dessas ondas mais rapidas,
surgir antes que o pico do pacote de ondas incidente atinja a barreira (supondo que,
de alguma maneira, as ondas refletidas possam ser suprimidas, para que a integri-
dade do pacote incidente possa ser mantida). O nosso tempo de transmissao, Atr,
definido em [1]-[2], incorpora esse adiantamento na formacao do pico do pacote de
ondas transmitido, caracterizado pelos seus valores negativos para determinadas ve-
locidades de grupo do pacote incidente. E necessdrio muita cautela na interpretacao
desses resultados, pois, obviamente um tempo de transmissao negativo sugere um
processo de quebra de causalidade. Processo semelhante é conhecido no caso eletro-
magnético, quando a velocidade de grupo de pacotes de ondas através de um meio
dispersivo pode adquirir um valor superluminal, o que tem causado muitas con-
trovérsias em relacdo a violagdo ou nao dos principios da Relatividade Restrita [8].

Neste trabalho, vamos definir um tempo de transito do pacote de ondas na regiao
do potencial, 0 < x < a, a partir do intervalo de tempo entre a emergéncia do pico
do pacote em = = 0 e a sua chegada em = = a, quando simultaneamente ocorre
a emergéncia do pico do pacote de ondas transmitido. Esse procedimento tem a
vantagem de considerar apenas a parte do pacote de ondas incidente que penetra
na regiao do potencial. Vamos nos basear na andlise da fase estaciondria [9] para
identificar a posicao do pico do pacote de ondas.
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2 O pacote de ondas

Sejam as auto fungoes de energia ug(z) para o potencial V(x) determinado pela
equagao (1.1)

up(z) = Ae*® + Ale=ke = 2 <0
up(z) =4 u2(z) =Be PP+ De’® | 0<z<a (2)
uz(z) = Ce*® | z>a

onde

[2mE [2mV, [72 1o
k= ?, :l{?(): ?06 p = k%*kg (3)

A partir das condicoes de continuidade da funcdo de onda e sua derivada nos
pontos de descontinuidade do potencial, obtém-se, apds alguma algebra,
A (PR -
 (p+ k)2 — (p —ik)2e2e

2ik(p — ik)e?P®
(p+ik)? — (p — ik)?e2e
4p2epae—ika
(p+ ik)? — (p — ik)2e?r

2ik(p + ik)
(p+ik)? — (p —ik)?e?e

Colocando-se os numeros complexos na sua forma polar

2=z +iy= /22 4+ yzeiarctan(y/m)

e tomando A = 1, obtemos para os coeficientes em (2.1)

= xlm

Sl

—2pa __ 1 .
e
A/ — ( . )e—za (4)
para as ondas refletidas,
2cosf .o _. 2cos0 _., .
B=— 61,0671,04 e D= 672pa 671,0671,04 (5>
T r
para as ondas na regiao do potencial e
C = e P 2sin 20 efikaefiaefiw/2 (6)
T

para as ondas transmitidas, onde

r= \/(1 + e~4ra — 2e2p% cos 40) (7)
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e as varidveis angulares sao definidas por

cosf = s , sinf = £ , tan o = coth(pa) tan 20 (8)
ko ko

O coeficiente de transmissdo fica

2sin? 20
T=ICP=
€] cosh 2pa — cos 460 )
e o coeficiente de reflexdo
h(2 -1
R |A’|2— cosh(2pa) (10)

~ cosh 2pa — cos 46

A figura 1 mostra o comportamento, em fungdo do momento incidente &, do
coeficiente de transmissao, T, em linha continua, e do coeficiente de reflexdo R, em
linha tracejada, para a altura e largura da barreira do potencial relacionadas por
koa = 1. Esses coeficientes, que satisfazem a relagao

R+T=1 (11)

sao muito sensiveis ao aumento na altura ou na largura da barreira do potencial.
Por exemplo, a figura 2 mostra os mesmos coeficientes de transmissao e de reflexao
da figura 1, agora para kopa = 2, revelando, neste caso, um aumento considerdvel na
probabilidade de reflexao.

R/T

og -+
04+
02+

0o

00 02 0,4 0p 08 10

k/ko

Figura 1: Comportamento dos coeficientes de transmissao, T, em linha continua, e
de reflexao, R, em linha tracejada, em fungao de k/kg, para koa = 1.
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Figura 2: Comportamento dos coeficientes de transmissao, T, em linha continua, e
de reflexdo, R, em linha tracejada, em funcao de k/ko, para koa = 2.

Como estamos nos restringindo a solugoes de energia E < Vj, temos

O<k<ko=ko>p>0=7/2>0>0 (12)

Utilizando-se o principio da superposigao, podemos escrever ¢ (z,t) na forma

k .
la,t) = \/% [ ottty a) a (13)
com as u(x) dadas pelas expressoes (2.1),
hk?
wk) =5~ (14)
e onde escolhemos ¢(k) da forma
o) = ol =) ' = —12)—1/4 it (B fac} (15)
2moy;

A funcao de onda (z,t), assim definida, descreve um pacote de ondas que se
desloca, a partir de ¢ = 0, com a velocidade de grupo

ﬁoz@, E<I€0 (16)
m

da regiao * = —oo em diregao a regiao do potencial, em x = 0, centrado inicialmente
em z = —(. Queremos observar que, embora as uy(x) apresentem as componentes
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refletida, transmitida, e na regido do potencial, em ¢t = 0 (para detalhes ver [1]-[2]),
somente a componente incidente contribui para v (z,t), de forma que

1 \Y* = 2 /9,2
w(l,’()) _ < > ezk(w-‘rf)e—(w-f—f) /202 (17)

2no2
representa uma distribuicao de probabilidade gaussiana de encontrar-se a particula
centrada em x = —/. Devemos ressaltar ainda que, estando a integracao em k
restrita a regido 0 < k < ko, a distribuicao espacial ¥ (x,0) serd aproximadamente
da forma gaussiana. Esta forma gaussiana é tao mais precisa quanto menor for a
largura a,% da distribuicdo de momentos, e quanto mais distante k estiver dos seus
extremos k = 0 e k = kg, tal que possamos assegurar que

ko —- . 0o .
/ gk — ) M gp ~ / gk —T) etk g (18)
0 —00

assim como
ko — 2 o8} — 12 —
<k>:/ klg(k ) | dk:/ klg(k —F) [ dk =T (19)
0 0

Assumindo como satisfeitas as condigoes (18) e (19), temos os pacotes nas trés
regioes,

Py (z,t) = (x, t) + Yr(x,t) , <0
Y(x,t) = Po(x,t) , 0<z<a (20)
P3(x,t) = Yr(z,t) , z>a

onde ,(x,t) é o pacote de ondas incidente

h(x,t) = \/%_W /Oko & (k) Gihkat) gr. (21)

com distribuicao de momentos

A1) = otk =) = sy (22
e fase
filkyz,t) =k(x+0) —w(k) t (23)

e Yr(x,t) é o pacote de ondas refletido

ko )
wR(xyt) _ %/0 ¢R(k) esz(k,w,t) dk (24)

com distribuicao de momentos

sinh pa
/2 cosh pa — 2 cos 46

or(k) = —2g(k — k) (25)
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e fase
frk,z,t)=—k(x—0)—wk)t—« (26)

Na regiao x > a, temos o pacote de ondas transmitido

1 ko .
1) = — k) efrkzt) g 27
vr(at) = o= ["or(h) e (27)
com distribuicao de momentos
— __.2sin20
or(k) = gk —F) e 2 (28)
e fase
frk,z,t)=k(z+{—a) —wk) t—a—mx/2 (29)
A condicao de fase estaciondria [9]
afk)|  _
=" (30)

com f(k) tomada como a fase das ondas incidente, refletida ou transmitida, deter-
mina a equagao da trajetéria T(t) dos picos dos pacotes de ondas.

Utilizando-se a expressao para a fase da onda incidente em (30), obtém-se a
equacao para a posicao do pico incidente

Zy(t) = —L+Vo(t — to) (31)
onde _
Tg = % (32)

A trajetoria do pico do pacote de ondas refletido é
Tr(t) = gt +{ —ar = —0g(t — t1) (33)

valida na regidao —¢ < x < 0, nos instantes de tempo t > t;, e para o pacote de
ondas transmitido, a trajetoria do pico fica

ET(t) :ETt—K—i—GT—i—a:@T(t—tg)—i—a (34)

véalida na regiao = > a e nos instantes de tempo t > t3. Em (33) e (34), U e Uy sdo as
velocidades de grupo dos pacotes de ondas refletido e transmitido, respectivamente.
As quantidades agr e ar sao obtidas de

do(k)
dk

a =

(35)

com a derivada calculada nos pontos kg e k7.
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Um analise simples mostra que o pico incidente atinge a barreira de potencial,
em x = 0, no instante

!/ 4
7 % hk (36)
Somente no instante -
P (37)
Ur TR

o pico refletido parte da barreira de potencial, em x = 0, retornando com velocidade
Tr. Da mesma maneira, no instante

l3=——— (38)

o pico do pacote transmitido inicia a sua trajetoria, a partir da barreira de potencial
em x = a, com velocidade v7.
O intervalo de tempo

AtR:tl_t():Ei___—— (39)

ou tempo de reflexao entre a chegada do pico incidente e a saida do pico refletido é
sempre positivo, i.e. Atg > 0, uma vez que ag > 0 e Tg < Ty, caracterizando um
retardo entre os mesmos. Esse retardo é conseqiiéncia de o pacote de ondas refletido
ser formado preferencialmente pelas componentes mais lentas do pacote de ondas
incidente.

O tempo de transmissao, definido por

Aty =ty —tg=— 20 L (40)

T vT Vo

mede o intervalo de tempo entre a chegada do pico do pacote de ondas incidente
em r = 0 e a emergéncia do pico do pacote de ondas transmitido em z = a. Como
ar > 0evr >, o tempo de transmissao pode assumir valores negativos conforme
a velocidade inicial da particula incidente, aqui representada pelo momento médio
k. Isso significa que o pico transmitido pode emergir em x = a antes da chegada do
pico incidente em x = 0, sendo isso possivel porque o pacote de ondas transmitido
é formado preferencialmente pelas componentes mais rapidas do pacote de ondas
incidente.

Se interpretarmos os picos dos pacotes de ondas como as posigoes classicas das
particulas, teremos dificuldades com os valores negativos de Atr, que pode sugerir
a emergéncia de uma particula ao final da barreira de potencial antes de a mesma
ter atingido e penetrado nesta barreira. Resultados semelhantes sao conhecidos na
propagacao e transmissao de pulsos de luz através de meios dispersivos, dando origem
a muitas controvérsias [10], [11], tendo como foco a possibilidade de velocidades
superluminais dos pulsos transmitidos através desses meios e a consequente violacao
dos principios da Relatividade Restrita.
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Sem pretender entrar nessa polémica, vamos analisar, na secao seguinte, o com-
portamento do pacote de ondas penetrado na barreira de potencial, do ponto de
vista da sua fase estaciondria. Esse enfoque tem a vantagem de eliminar os fatores
devidos as interferéncias das ondas incidentes e refletidas, que tendem a descarac-
terizar os picos tanto do pacote incidente como do refletido na regiao imediatamente
préxima. a barreira do potencial.

3 Regiao do potencial

Na regiao do potencial, em 0 < x < a, o pacote de ondas pode ser escrito na
forma

1 ko .
Yo(x,t) = Nord) Po(k, ) 2kl g (41)

onde definimos a distribuicdo de momentos por

balh,2) = gl - T = (12)
e a fase
fo(k,z,t) = —y(k,z) + kl —w(k) t — « (43)

respectivamente. A dependéncia explicita em x na distribuigao de momentos ¢2(k, x)
aparece através da quantidade 7 definida pela expressao

TPt = \/2 cosh (2p(z — a)) — 2 cos 260 (44)

assim como uma dependéncia nao trivial em z na fase fa(k,z,t) através da funcao
v(k, x) definida pelas equagoes

(e—2pae—i06px . ei9€—pw) _ Fe—i'y(k,w) (45)

tan~y = coth[p (x — a)] tan @ (46)

Nas figuras 3, 4 e 5, a probabilidade de se encontrar a particula é represen-
tada pela densidade de pontos. A figura 3, obtida pela técnica de Monte Carlo
[12]-[13], ilustra a evolugdo temporal do sistema tragando a trajetéria probabilistica
da particula contendo os ramos incidente, refletido e transmitido, a partir da dis-
tribuicdo de probabilidades [ (z, t)|?.

Uma representacao desse tipo, apesar de nao fornecer uma precisdo em termos
numéricos, permite uma visualizagao global do sistema, de onde pode-se extrair uma
razoavel compreensdo qualitativa do mesmo. O pico do pacote de ondas incidente é
localizado inicialmente na posicao x = —¢, propagando-se a direita com velocidade de
grupo vy, atingindo a regiao do potencial, = 0, no instante ¢t = ¢9. A coordenada
espacial (eixo z), para —¢ < = < { + a, corresponde a horizontal e a coordenada
temporal (eixo t) corresponde & vertical, no intervalo 0 < t < (2¢ + 1) /7y, onde a é
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a largura da regidao do potencial, tomada como unidade de comprimento. A regiao
do potencial é marcada por dois tracos nas partes superior e inferior da figura,
delimitando a regiao 0 < x < a, o efeito da interferéncia aparecendo imediatamente
antes desta regiao. Este caso corresponde a uma distribuicdo gaussiana centrada
inicialmente em x = —¢, ¢ = 100, velocidade incidente To/vg = k/ko = 0.5, largura
inicial do pacote de ondas definida por 40,% = 0.01 e largura da regiao de potencial,
a =

Figura 3: Densidade de pontos da trajetoria probabilistica correspondente a um pacote de
ondas gaussiano representando uma particula incidente sobre uma barreira de potencial,
para a = 1,£ = 100,k = 0,5kg ¢ 402 = 0,01 k2, na regidgo —¢ < x < £ + a. As duas
marcas centrais superiores e inferiores delimitam a regiao do potencial.

A figura 4 faz uma tomada do mesmo sistema na regiao —¢/2 < x < ¢/2 + a,
0 que ja torna possivel visualizar melhor o processo de interferéncia entre as ondas
incidentes e as refletidas.

i ,'|!|"\I' "_‘ i

Figura 4: Densidade de pontos da trajetéria probabilistica correspondente a um pacote de
ondas gaussiano representando uma particula incidente sobre uma barreira de potencial,
para a = 1,/ = 100,k = 0,5kp e 40,% = 0,01k, na regidgo —0/2 < x < £/2 + a. As

duas marcas centrais superiores e inferiores delimitam a regido do potencial.
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A figura 5 corresponde a regiao —¢/10 < x < ¢/10 + a. Estas trés figuras sao
lteis para uma visualizacao do comportamento do sistema no tempo.

I' .'n'u 'E: -I ML . i I . - ,I .-I " .-I,'-I i ..- I' B, - . _I ':'\Illl.'ll
5 .II : -\.'- |Q-"|' R LTI .:',. o B peght U et e o
}'Iﬁtgb\t T:Pi

'uJHr -.:. |_ .J -' I%},: I‘,‘:E'I":"l"‘\":ll'l'll:.' I'I A ':II .l..':'l '“:..: "I II'- 1 ' 'Il:l'" .': ".F..".' :

Figura 5: Densidade de pontos correspondentes a um pacote de ondas gaussiano represen-
tando uma particula incidente sobre uma barreira de potencial, para a = 1,£ = 100,
k=0,5kye 40,% = 0,01 k3, na regidio —¢/10 < x < £/10 + a. As duas marcas centrais
superiores e inferiores delimitam a regiao do potencial.

Ha dois fatos relevantes a se considerar:

1. As componentes rapidas do pacote de ondas incidente chegam a regiao do po-
tencial, em x = 0, obviamente antes das demais componentes mais lentas. As ondas
rapidas sdo preferencialmente transmitidas, de modo que pode ocorrer a formacao
do pico do pacote de ondas transmitido antes que o pico do pacote de ondas inci-
dente, supondo que nao seja destruido pelas interferéncias, atinja a posigao x = 0
no instante tg.

2. Ao chegarem a barreira de potencial, uma fracdo das ondas mais rdpidas é
refletida, produzindo interferéncia com as ondas que ainda chegam, num processo
em cadeia que acaba destruindo a identidade do pacote de ondas incidente, com a
formagao de varios picos, num padrao tipico de ondas estaciondrias. A rigor, esses
dois fatos invalidam qualquer noc¢ao de chegada do pico do pacote de ondas incidente
a regiao do potencial.

E interessante notar que

lim y(k,z) = =

T—a 2

(47)

de modo que, na interface x = a, as fases dos pacotes de ondas ¥o(z,t) e ¥p(z,t)
sao iguais,
fo(k,z =a,t) = frk,o=a,t) =kl —wt—a—m/2 (48)

Devido as condicoes de contorno nesta interface, essa igualdade das fases implica
também a igualdade das distribuicoes de momentos

ba(k,a) = (k) = gl — F) 23220 —pa (49)

r
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onde se usou a igualdade 7 = 2e¢7”*sinf em x = a, como pode-se ver a partir de
(44). Uma conseqiiéncia importante é que

Ao contrario das outras regides, a distribuicdo de momentos da regido de poten-
cial tem uma dependéncia explicita em z contida no fator multiplicativo 7e”® definido
na Eq. (44), cujo comportamento é mostrado na figura 6 para trés valores do mo-
mento, em unidades de kg, a saber, k/ky = 0.3 (linha tracejada superior), k/kg = 0.5
(linha continua) e k/ky = 0.7 (linha alternada), no intervalo x < z/a < 1.

30

05+

oo + } - : ' ! ; | ;
oo 0z 04 0g 05 1.0

x/a

Figura 6: Grafico do fator 7e”* = Y () na figura, que define o comportamento em
z da distribuigdo de momentos ¢2(k, x), para trés valores do momento: k = 0, 3 kg
(linha tracejada); k = 0,5 ko (linha continua); e, k = 0,7 ko (linha pontilhada).

Esta dependéncia em z acarreta um pequeno desvio do pico, para cada ponto
z, da distribuicdo de momentos ¢2(k, ) em relagdo ao pico da distribui¢do inicial
g(k — k). A figura 7 traz uma sucessio de graficos da distribuicio de momentos
¢2(k, x) para varios valores de x , em unidades de a, entre z = 0 e x = a, a saber:
x/a =0; 0,25; 0,50; 0,75; 1, para k/kg = 0, 3. Para efeito de comparacao, incluimos
a distribuicdo de momentos inicial g(k — k), em linha tracejada.
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3+
2
2.5t
21

1.5

Figura 7: Distribuigao de momentos ¢2(k, x), com 40]% =0,01 k%, para x/a = 0 (pico
mais alto); 0,25; 0,50; 0,75; 1,0 (pico mais baixo). Para efeito de comparacio, incluimos
em linha tracejada a distribuigdo de momentos inicial g(k — E), definida em Eq. (2.14). No
eixo dos x, mostra-se a quantidade k/kg.

20

@

15
10

05

0.6 k/k0 0.8

Figura 8: Distribui¢io de momentos ¢2(k, x), com 407 = 0.01k, k2 = 0,3 ko, para
kpa = 16 calculado nas posigdes = 0 (linha continua) e = @ (linha tracejada), onde se
nota a dependéncia em x do pico da distribuicdo. A figura em linha tracejada estd ampliada
por um fator 2x106.

Pode-se ver que a distribui¢ao ¢2(k,x) é uma fungao bem localizada, com um
pico bem definido, levemente deslocado em relacao ao pico da distribuicao inicial
g(k — k) tal que kg > k, sendo decrescente em z, devido ao fator 7(z). A posicao do
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pico, ky, também é z- dependente, embora o deslocamento seja quase imperceptivel
na escala dessa figura, onde ky ~ 0,312k (E = 0,3kp) para todo z. Em z = aq,
vale a igualdade ¢2(k,a) = ¢ (k), conseqiiéncia da continuidade da fungao de onda
associada & igualdade das fases, e implica que nesta interface, ko = k7 ~ 0, 313.

A figura 8 foi produzida para ilustrar essa dependéncia, embora muito pequena,
de k9 em funcéo de z, compreendido entre k < ky < k. Sdo dois gréficos superpostos
da distribuicio de momentos ¢2(k,z) para k = 0,3 ko, 407 = 0.01k% e koa = 16
calculados nas posigdes = 0 (linha cheia) = = a (linha tracejada). No entanto, é
preciso ressalvar que essa dependéncia somente se torna sensivel para relagoes entre
altura e largura da barreira dadas por kga ~ 16, que representa uma barreira muito
larga (ou alta), de modo que a probabilidade de transmissao por tunelamento é muito
pequena; no caso, ¢o(k,z = 0)/¢p2(k,x = a) ~ 10°. Este é o fator multiplicativo
usado nessa figura para a distribuigdo em = = a (linha tracejada) ficar numa escala
compativel com a distribuicao em x = 0.

A distribuicao de momentos ¢(k,x), fortemente concentrada em torno de um
valor de pico ks e simétrica em relacdo ao mesmo, permite o uso formal do método
da fase estaciondria. O pico da distribuigao ¢2(k,x) decresce a medida que penetra
na regiao de potencial, até se igualar a distribuicao de momentos do pacote de ondas
transmitido, em x = a. A tabela 1 relaciona kz(x) com o momento incidente k para
diversos valores de x/a no intervalo 0 < z/a < 1. Vemos que praticamente toda a
variacdo do momento ocorre na interface x = 0, sendo praticamente constante no
interior da regiao do potencial.

k\x 0 0,25 | 0,50 1 k\x 0 0,25 | 0,50 1

0,30 | 0,312 | 0.313 | 0.313 { 0.313 | | 0,56 | 0,564 | 0,565 | 0,565 | 0,565
0,32 | 0,331 | 0,332 | 0,332 | 0,332 | [ 0,58 | 0,584 | 0,584 | 0,584 | 0,585
0,34 | 0,351 | 0,351 | 0,351 | 0,351 | | 0,60 | 0,604 | 0,604 | 0,604 | 0,604
0,36 | 0,370 | 0,370 | 0,370 | 0,370 | [ 0,62 | 0,623 | 0,624 | 0,624 | 0,624
0,38 | 0,389 | 0,389 | 0,380 | 0,389 | [ 0,64 | 0,643 | 0,643 | 0,644 | 0,644
0,40 | 0,408 | 0,408 | 0,400 | 0,409 | [ 0,66 | 0,663 | 0,663 | 0,663 | 0,663
0,42 | 0,428 | 0,428 | 0,428 [ 0,428 | [ 0,68 | 0,683 | 0,683 | 0,683 | 0,683
0,44 | 0,447 | 0,447 | 0,447 | 0,447 | [0,70 | 0,702 | 0,703 | 0,703 | 0,703
0,46 | 0,466 | 0,467 | 0,467 | 0,467 | [0,72 ]| 0,722 | 0,723 | 0,723 | 0,723
0,48 | 0,436 | 0,486 | 0,486 | 0,486 | [ 0,74 | 0,742 | 0,742 | 0,743 | 0,743
0,50 | 0,505 | 0,506 | 0,506 | 0,506 | | 0,76 | 0,762 | 0,762 | 0,763 | 0,763
0,52 | 0,525 | 0,525 | 0,525 | 0,525 | | 0,78 | 0,782 | 0,782 | 0,782 | 0,782
0,54 | 0,545 | 0,545 | 0,545 | 0,545

Tabela 1: Tabela de variacdo do momento ko (x) em fungdo do momento incidente k,
para o intervalo 0 < x/a < 1.

A figura 9 mostra a dependéncia de ko(z) em fungao do momento incidente k
extraida da tabela 1, para x/a = 1, onde também ka(z = a) = k7. Vemos uma
funcao aparentemente linear que pode ser ajustada para
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EQ =A+ Bk
para os parametros A=0.0170540.01705 e B=0.97962+0.00126.

K,/k,

08 |

06

14 b

02

0.0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 |

43

Figura 9: Relacio, aparentemente linear, entre os momentos ka(a) = kr e os

momentos incidentes k.

Da condicao de fase estaciondria

dfa (k)
dk

resulta

T dk m' K Lh(@:o
levando a equagao
t—vy(z) t —aa(x) —7o(z) =0
onde
hky(z) _ da(k)
va(x) = , g =
2( ) m 2 dk k:ﬁg(m)
) dy k. 2
YR, X
Yo(x) = _
? dk =T (x)
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femos 1 (2sinh 2pa — kasin 46)
_ _ [1(2sinh2pa — kasin
az(w) = {p (cosh 2pa — cos 46) }k_g2(x) (56)
e
_ _ 1 fsinh2p(a — z)] — k(a — x)sin 29}
72(w) = p { cosh[2p(a — x)] — cos 260 ks () (57)

onde vemos que apenas 7, () carrega uma dependéncia explicita em z, embora todos
tenham uma dependéncia implicita através de ko(x).
Podemos ver que, em x = 0,

_ 1 (sinh (2pa) — kasin 20}
0) == 58
72(0) P { cosh (2pa) — cos20 J,_z, (58)
eem x = a,
Yo(a) =0 (59)
A equagao da trajetéria, (53), em x = 0 e x = a fica, respectivamente
0 — ’Ugt({E = 0) — Qg — 72(0) =0 (60)
e
{—uvyt(x=a) —aa =0 (61)

Vemos, portanto, que o pico do pacote de ondas surge em x = 0 no instante

. @0) 7,(0)

t2(0) = — 62
2O =50 w0 w0 (02
e chega a x = a no instante
[ EQ(a)
t — —
0@ " w@ %)
definindo o intervalo de tempo
Atz = t2 (a) - t2 (0) (64)

que representa o tempo de transito do pico do pacote de ondas entre x =0 e x = a.
Esse tempo também carrega dependéncia em ¢, a localizagao inicial do pacote de
ondas incidente,

4 az(a) | @2(0)  7,(0)

¢
A= "m0 m@ T 50) T w0 (65)

J& vimos que, em = = a, ko(x) assume o valor

Eg(a) = ET = 1)2(0,) = vr (66)

e portanto
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resultando ¢ _
ar
t = —— — = t
2(a) o o 1 (68)

onde t3 define o tempo de emergéncia do pacote de ondas transmitido, e portanto

14 14 ar | a2(0)  7,(0)

Ay =" =) or 69
v v2(0)  wvr  wa(0)  w2(0) (69)
Visto que a variacao interna do momento é muito pequena, de modo que
U = Da(a) ~ V2(0), assim com @2(0) ~ @r, podemos recorrer & aproximagao
Atoy ~ M _ isinh(z,oa) — kasen20 7o)

v2(0) T kp cosh(2pa) —cos20 [z,

cujo comportamento em fungdo do momento incidente k é mostrado na figura 10,
a partir do ajuste linear entre os momentos incidente e transmitido. Nessa aproxi-
magao, o tempo de transito nao carrega mais a dependéncia na posicao inicial,
definida por ¢, do pacote de ondas incidente.

16 4+

12 4+

10 4+

0.0 0,2 04 0,6 08 1,0

k/k

Figura 10: Tempo de transito do pico do pacote de ondas entre xt = 0 e x = a,
Eq. (3.30).

4 Conclusoes

No célculo do tempo de transmissao Atp, assumimos que o pico do pacote de
ondas incidente chega em = = 0 no instante to = [ /T, obtido a partir da extrapolagao
da trajetoria
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T(t) = Tot — ¢ (71)

para o intervalo —¢ < x < 0, trajetéria esta definida pelo pico do pacote de ondas
incidente. No entanto, as interferéncias entre as ondas incidentes e refletidas des-
troem a identidade do pacote de ondas incidente antes de atingir a posicao x = 0,
e além do mais, o pacote de ondas transmitido é constituido a partir das ondas
mais rdapidas do pacote incidente, pelo fato de as mesmas serem preferencialmente
transmitidas em comparagdo com as componentes mais lentas, que sao preferen-
cialmente refletidas. Desse modo, o pico do pacote transmitido pode surgir num
tempo anterior a suposta chegada do pico incidente no instante . E como se a
particula, quando transmitida, sofresse uma aceleracao e um conseqiiente aumento
de velocidade imediatamente antes de atingir a barreira de potencial, acontecendo
exatamente o oposto se a mesma for refletida.

Se compararmos o tempo de transmissdo, calculado anteriormente,

Aty =ty —tg— — —L_0r (72)
vrT v (%

com o nosso tempo de transito, podemos verificar que
Aty = At — Aty (73)

com

Atx = —

= t2(0) — to (74)

Essa expressao mostra que o intervalo de tempo Atx é justamente a diferenca de
tempo entre a suposta chegada do pico do pacote de ondas incidente e a emergéncia
do pico do pacote de ondas na regiao do potencial, em x = 0.

A figura 11 traz os gréficos comparativos dos tempos Aty (linha tracejada),
Atx (tragos longos) e Aty (linha continua). Ela mostra que o tempo de transito
Aty é positivo definido, enquanto que o tempo de transmissao Atp pode assumir
valores negativos que ocorre quando o pico transmitido surge num tempo anterior
a tg. A dependéncia em /¢, parametro que define a posicio inicial do pacote de
ondas incidente, é praticamente eliminada. Em todo caso, qual desses tempos é
mais relevante do ponto de vista do tunelamento s6 pode ser decidido a partir do
conhecimento do que realmente é medido ou mensuravel no laboratério.
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Figura 11: Comparagio entre os tempos Ata, Eq. (3.30) (linha continua), Atp, Eq. (4.2)

(linha tracejada), e Atx, Eq.(4.4) (tragos longos). No eixo dos x, k estd expresso em
unidades de k.
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