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Kurzfassung 

Lorentz-Transformationen können in der vierdimensionalen Raumzeit als hyperbolische Rotatio-

nen modelliert werden. Diese wiederum lassen sich als Hintereinanderausführung hyperbolischer 

Reflexionen deuten. 

Da Reflexionen in der Geometrischen Algebra und insbesondere hyperbolische Reflexionen in der 

Raumzeit-Algebra nach Hestenes durch Sandwich-Produkte beschrieben werden, lassen sich auf 

dieser Grundlage Lorentz-Transformationen didaktisch elegant und mathematisch sehr einfach 

durch simple Multiplikationen von Vektoren darstellen. 

Diese Multiplikationen können entweder von Hand oder aber mit Computerhilfe durchgeführt 

werden. Im Beitrag wird gezeigt, wie Lorentz-Transformationen auf mathematisch unterschiedli-

chen Niveaustufen mit Hilfe des Programm-Tools „Geometric Algebra Algorithms Optimizer” 

(GAALOP) verstanden und berechnet werden können. Dabei kommt GAALOP die Rolle eines 

speziell-relativistischen Taschenrechner-Ersatzes zu. 

1. Was wäre, wenn …

Was wäre passiert, wenn Einstein in eine Mensch-

heit hineingeboren worden wäre, die die Algebra 

nicht erfunden hätte? Hätte die Spezielle Relativi-

tätstheorie formuliert werden können, wenn das 

Aufstellen algebraischer Gleichungen und die Ver-

wendung von Variablen uns Menschen nicht be-

kannt gewesen wäre? 

Die Antwort auf diese Frage lautet mit Sicherheit 

doppelt: Ja! Zum einen: Ja, Einstein hätte auch ohne 

algebraische Kenntnisse die Spezielle Relativitäts-

theorie physikalisch korrekt formulieren und fach-

sprachlich vollständig beschreiben können. 

Und ein zweites Ja lautet sicherlich: Hätte ein Ein-

stein in einer solchen algebra-freien Welt die Relati-

vitätstheorie nicht formuliert, wären seine Kollegin-

nen und Kollegen irgendwann ganz automatisch per 

Experiment und durch die Kraft der Erfahrung auf 

Allgemeine und Spezielle Relativitätstheorie gesto-

ßen. 

Dabei müssen wir uns vor Augen halten, dass es ein 

sehr und wirklich sehr, sehr großer historischer Zu-

fall war, ein singuläres Ereignis geradezu überwälti-

gender Dimension, dass ein Diophantus und seine 

Kolleginnen und Kollegen um die Zeitenwende des 

Jahres Null herum (nicht einmal das genaue Jahr-

hundert ist bekannt, in dem Diophantus lebte [1, S. 

31, S. 34] ) die Nutzung von Variablen und das Auf-

stellen abstrakter Gleichungen in die Mathematik 

einführten. 

Die Babylonier, die Ägypter, die Inder, die Chine-

sen, die südamerikanischen und viele weitere Kultu-

ren dieses Erdballs betrieben schon vor Jahrtausen-

den eine sehr anspruchsvolle, eine sehr wirkungs-

mächtige und eine sehr effektive Mathematik [2], 

[3], die – siehe Gauß-Algorithmus [4], [5] – auch 

inhaltlich äußerst modern  strukturiert war. 

Dennoch gilt auch, was Derbyshire schreibt: „We 

started in 1800 BC with the Babylonians solving 

quadratic equations written as word problems, and 

now here we are 2  600 years later with al-Khwarizmi 

… solving quadratic equations written as word prob-

lems. 

It is, I agree, all a bit depressing. Yet it is also inspir-

ing, in a way. The extreme slowness in putting to-

gether a symbolic algebra testifies to the very high 

level at which the subject dwells. The wonder, to 

borrow a trope from Dr. Johnson, is not that it took 

us so long to learn how to do this stuff; the wonder 

is that we can do it at all” [1, S. 51]. 

Dieses Wunder hätte auch ausbleiben können – bei-

spielsweise dadurch, dass die Römer das ihnen eige-

ne gewisse mathematische Desinteresse vielleicht 

stärker als politische Maxime durchgesetzt hätten. 

Die Römer sind, wie viele andere technisch hoch 

entwickelten Kulturen der letzten Jahrtausende auch, 

in der Tat ein typisches Beispiel dafür, dass auch 

ohne algebraisch-abstrakte Mathematisierungen 

großartige kulturelle und technische Leistungen (wie 

Aquädukte und die technische Infrastruktur der 

Wasserbeförderung, Hochbauten aus Beton, Brü-

ckenkonstruktionen, Hochseeschifffahrt, Metallver-

arbeitung, etc.) gelingen können. 

Es  ist  also  durchaus  vorstellbar,  dass  in  einer  Welt 

21

brought to you by COREView metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

provided by PhyDid - Physik und Didaktik in Schule und Hochschule (E-Journal, FU Berlin)

https://core.ac.uk/display/230004402?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1


Horn 

ohne Diophantus ein rein anwendungsbezogener, 

ingenieurmäßiger Gebrauch der Mathematik ohne 

Algebra sich bis heute hätte halten können. 

In einer solchen Welt hätten Tüftler und Experimen-

tatoren dann auch das Prinzip des Rückstoßes (Rake-

ten), das Prinzip der leitungslosen Signalübertragung 

(Telegraphie) und das Prinzip der kosmischen 

Fluchtgeschwindigkeiten (Satellitenbahnen) ohne 

tiefer gehende mathematische Fundierung allein 

durch Ausprobieren und strukturiertes Experimentie-

ren aufgefunden. 

Und wenn dann ein erster GPS-Satellit die Erde 

umkreist, wäre wohl aufgefallen, dass Raum und 

Zeit experimentell-messbar von bisherigen Erwar-

tungen abweichen [6, S. 80/82], [7, S. 46]. Spätes-

tens dann steht in einer solchen algebra-freien, tech-

nisch aber entwickelten Welt ein Einstein vor der 

Aufgabe, das Gemessene algebra-frei darzustellen 

und bei weiteren Anwendungen zu berücksichtigen. 

Die eingangs gestellte Frage kann aber auch unter 

einem zweiten, zeitlich ebenso fiktiven Rahmen dis-

kutiert werden: Was wäre, wenn Einstein tatsächlich 

zu Zeiten der Spät-Babylonier geboren worden wä-

re? Wie hätte Einstein in dieser damaligen Welt 

ohne Algebra die Relativitätstheorie formulieren und 

darstellen können? 

Zur Beantwortung dieser Frage lohnt ein Blick in 

diese spät-babylonische Zeit, in der anspruchsvolle 

mathematische Konzepte ohne eine Nutzung der 

Algebra, die erst später erfunden werden sollte, 

entwickelt und genutzt wurden. 

Ein mathematischer Meilenstein dieser Epoche war 

insbesondere die Entwicklung einer Vorstufe der 

Integration [8]. 

Diese babylonische Art der Integration knüpft eben-

so wie im modernen Fall an die Flächenberechnung 

real existierender Objekte an. Über Jahrtausende 

hinweg wurde dabei immer auf Flächen tatsächlich 

flächenhafter Größen (also im Wesentlichen Grund-

stücke) Bezug genommen. 

In der Spätphase der babylonischen Mathematik 

– der Berliner Wissenschaftshistoriker Ossendrijver

untersuchte mathematisch-astronomische Keil-

schrifttexte, die zwischen 350 v.Chr. und 50 v.Chr. 

entstanden sein dürften [9] und damit zeitlich paral-

lel zu Aristoteles [48, S. 52/53] liegen – begannen 

einzelne babylonische Mathematiker und Astrono-

men, physikalische Größen wie beispielsweise die 

variierende Geschwindigkeit Jupiters zeitlich aufzu-

tragen und die zurückgelegte Strecke als Fläche 

unter der gewonnenen Kurve und somit als Integral 

zu bestimmen. 

Den zentralen Erkenntnisfortschritt fasst Ossen-

drijver dabei so zusammen: „Trapezberechnungen 

konnten sie (die Babylonier) zwar schon um 1.800 v. 

Chr. vornehmen, allerdings an realen Objekten wie 

zum Beispiel Gärten oder Feldern. (…) In diesem 

Fall haben sie die Methode in einem abstrakten 

Raum angewandt, indem sie Geschwindigkeit und 

Zeit eines Objektes auftragen. Das ist ein großer 

Fortschritt“ [10]. 

Wenn das Konzept eines abstrakten mathematischen 

Raums, in dem Größen graphisch gegeneinander 

aufgetragen werden können, einem zwei Jahrtausen-

de zu früh geborenen, spät-babylonischen Einstein 

bekannt gewesen wäre, dann hätte er damit auch die 

spezielle Relativitätstheorie und insbesondere die 

Lorentz-Transformationen als deren zentralem ma-

thematischen Kern mathematisch vollständig und 

korrekt beschreiben können – und zwar algebra-frei 

mit rein geometrisch-graphischen Werkzeugen, wie 

im folgenden Abschnitt beispielhaft gezeigt werden 

soll. 

Notwendig dazu wären die gedankliche Kraft und 

Imaginationsschärfe Einsteins. Und diese unglaubli-

che Erkenntnistiefe Einsteins ist im Jahre 1905 

gleichermaßen unterwartet wie sie auch zwei Jahr-

tausende zuvor unerwartet zu Tage getreten wäre, 

wie aus einem mittlerweile berühmt geworden Zitat 

Plancks abzuleiten ist, der prä-faktisch 1909 die be-

reits erfundene Spezielle Relativitätstheorie über die 

noch nicht erfundene Allgemeine Relativitätstheorie 

stellt: „…diese neue Auffassung des Zeitbegriffs 

stellt an die Abstraktionsfähigkeit des Physikers die 

allerhöchsten Anforderungen; sie übertrifft an 

Kühnheit wohl alles, was bisher in der spekulativen 

Naturforschung … geleistet wurde; die nicht-

euklidische Geometrie ist Kinderspiel dagegen“ [11, 

S. 120], deutsche Fassung des Zitats in [12, S. 78].  

In der Schweiz des Jahres 1905 ist sie es somit kaum 

weniger kühn als im Babylon 2000 Jahre zuvor, eine 

Relativitätstheorie zu entwickeln. 

Und folgt man Pauli, dann wäre es für einen babylo-

nischen und somit vor-kantianischen Einstein sogar 

weit einfacher, eine Relativitätstheorie zu erfinden, 

als es für den modernen europäischen Einstein ge-

wesen sein muss, denn Pauli merkte in einem Brief 

an Fierz einst an: „Bekanntlich hat es dann einer 

ganz außerordentlichen Anstrengung bedurft, um 

Raum und Zeit (… die Newton quasi zur rechten 

Hand Gottes gesetzt hat …) aus diesem Olymp wie-

der herunterzuholen. Diese Arbeit wurde noch 

künstlich erschwert durch Kants philosophischen 

Versuch, den Zugang zu diesem Olymp für die 

menschliche Vernunft zu sperren. Deshalb ist für 

mich die Zeit besonders interessant, wo Raum und 

Zeit noch nicht dort oben waren“ [13, S. 219]. 

In der Schweiz des Jahres 1905 mag es somit mög-

licherweise ungleich kühner gewesen sein als im 

Babylon 2000 Jahre zuvor, eine Relativitätstheorie 

zu entwickeln – zumal Bondi zufolge Einstein beim 

Verfassen seiner „Elektrodynamik bewegter Körper“ 

1905 [14] „überhaupt noch nichts von Michelson 

und Morleys Experiment gewusst“ habe [15, S. 27]. 

Die Spezielle Relativität ist deshalb in den Anfängen 

kaum experimentell und nahezu ausschließlich ver-

standesmäßig durch Gedankenexperimente fundiert. 
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2. Eine modifizierte Abituraufgabe

Da die Babylonier keine algebraischen Formeln no-

tieren konnten, „machten sie ein Beispiel nach dem 

anderen“ [16, S. 70]. Von dieser Vorgehensweise 

zieht Feynman eine direkte Linie zur Physikdidaktik, 

wenn er schreibt: „Heute besitzen wir nicht die Fä-

higkeit, einem Studenten zu zeigen, wie er Physik 

physikalisch verstehen kann! Wir können die Geset-

ze aufschreiben, aber wir können immer noch nicht 

sagen, wie man sie physikalisch versteht. Mangels 

einer Ausdrucksmöglichkeit ist der einzige Weg, 

Physik physikalisch zu verstehen, auch heute noch 

der langweilige, Babylonische Weg, viele Beispiele 

zu machen, bis man es verstanden hat“ [16, S. 70]. 

Diese physikdidaktische Schlussfolgerung, die Feyn-

man hier formuliert, zieht er auch deshalb, weil er 

die Physik selbst in grundlegender Weise fachphysi-

kalisch (und nicht lediglich fachdidaktisch) als baby-

lonisch-beispielhaft und nicht griechisch-axioma-

tisch zugänglich erachtet: „In physics we need the 

Babylonian method, and not the Euclidean or Greek 

method“ [17, S. 47]. 

Der Grund ist die derzeitige Unvollständigkeit der 

Physik: Weil wir noch nicht alle physikalischen 

Gesetze kennen, können wir diese nicht axiomatisch 

fassen. Und erst, wenn eines Tages die Gesamtheit 

aller physikalischen Gesetze bekannt sein sollte, 

kann in der Fachphysik von der babylonisch-bei-

spielhaften auf die griechisch-axiomatische Sicht-

weise übergegangen werden [17, S. 50]. 

Ein babylonischer Einstein würde also vollkommen 

legitim und physikalisch einwandfrei agieren, wenn 

er nicht formelhaft, sondern beispielhaft agiert und 

argumentiert. 

Im Folgenden wird deshalb auf ein Beispiel Bezug 

genommen, das die Lorentz-Transformation in typi-

scher Weise darstellt und das geringfügig modifi-

ziert aus [18] übernommen wurde. 

Dabei handelt es sich dabei um  die Teil-Aufgabe 

2.2d [18, S. 12] der schriftlichen Abiturprüfung 

2009 des Leistungskurses Physik der Otto-Hahn-Ge-

samtschule Berlin/Neukölln (siehe Abb. 1), die noch 

vor Einführung des Zentralabiturs gestellt werden 

konnte. Diese Aufgabe baut auf einer Unterrichtsrei-

he zur Speziellen Relativitätstheorie auf, in der die 

Raumzeit-Algebra [19, Kap. 9], [20], [21, Kap. 5] 

als didaktische Umformung der Dirac-Algebra [22] 

zur Mathematisierung speziell-relativistischer Ge-

setze genutzt wurde [23], [24], [25]. 

In der ursprünglichen Fassung dieser Aufgabe wurde 

die spätere Position der Rakete von Dr. Pau mit 

r2 = 12 Lj t + 3 Lj x anstelle der hier in Abb. 1 ge-

wählten Position r2 = 4 Lj t + 1 Lj x angegeben
1
. Die

modifizierte  Position  führt  auf  eine  identische  Rela- 

1 Die neu gewählten Werte bieten die Möglichkeit einer allgemei-

neren Diskussion, da sich die Supernova aus Sicht von Dr. Wolf 

nun nicht mehr zum vorgegebenen Zeitpunkt von r2 ereignet. 

Abb.1: Abitur-Teilaufgabe 2.2d zur Lorentz-Transforma-

tion aus [18]. 

tivgeschwindigkeit von ebenfalls v = 0,25 c und da-

mit auf eine vollkommen identische Lösung dieser 

Abituraufgabe. 

Eine typische Lösung der Abituraufgabe besteht da-

rin, nach Ermittlung der Geschwindigkeit von Dr. 

Pau im Inertialsystem von Dr. Wolf (Teil-Aufgabe 

2.2a, siehe Abb. 2) alle nun bekannten Größen in die 

zuvor im Unterricht hergeleiteten [24, AB 25, S. 33] 

und ausführlich diskutierten Formeln der Lorentz-

Transformation [24, AB 26, S. 34] für zeitliche (sie-

he Abb. 3) und räumliche (siehe Abb. 4) Koordina-

tenwerte einzusetzen. 

Aus Schülersicht wird diese Art der Aufgabenlösung 

als die wohl einfachste erscheinen, da sie zum einen 

im Unterricht ausführlich eingeübt wurde. 

Zum anderen kommt diese Art der Aufgabenlösung 

einem üblichen, naiv ergebnisorientierten Schüler-

handeln  entgegen,  das  oft  sehr  konsequent  lediglich 

Abb.2: Beispiellösung zur Geschwindigkeitsberechnung 

der Rakete von Dr. Pau aus Sicht von Dr. Wolf. 

Dr. Pau führt eine längere wissenschaftliche Ex- 
pedition durch. Dr. Wolf beobachtet ihn dabei. 
Dr. Pau startet seine Rakete im Ursprung des 
Inertialsystems von Dr. Wolf. Die Beschleuni- 
gungsphase ist dabei so kurz, dass sie vernach- 
lässigt werden kann, da die Rakete von Dr. Pau 
innerhalb kürzester Zeit ihre konstante Endge- 
schwindigkeit erreicht. 
Einige Zeit später befindet sich die Rakete von 
Dr. Pau im Inertialsystem von Dr. Wolf an der 
Position 

r2 = 4 Lj t + 1 Lj x

Im Koordinatensystem von Dr. Pau findet eine 
Supernova-Explosion an der Position 

r3‘ = 10 Lj t‘ + 5 Lj x‘ 
statt. Berechnen Sie die Koordinaten dieser Ex- 
plosion im Inertialsystem von Dr. Wolf. 

= 

= c
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darin besteht, zu vorgegebenen Größen eine der 

Oberflächenstruktur nach offenkundig passende For-

mel aus einem im Laufe der Schuljahre angefüllten 

Korb unterschiedlichster Gleichungen und Formeln 

herauszusuchen und dann gegebene Größen mehr 

oder auch weniger reflektiert einzusetzen. 

Sofern bei der Aufgabenlösung kein Transfer erwar-

tet wird, ist diese Lösungsstrategie in vielen Fällen 

sowohl zeitlich effektiv wie auch inhaltlich erfolg-

reich. Dies zeigt auch die Schülerlösung dieser Auf-

gabe, die am Ende zu einem korrekten Ergebnis von 

r3 = (45 Lj t + 30 Lj x) / 15  ≈ 11,62 Lj t + 7,75 Lj x

(siehe letzte Zeile von Abb. 4) führt. 

Dr. Wolf misst also die Supernova in seinem Ko-

ordinatensystem 11,62 Jahre nach Start der Rakete 

von Dr. Pau in einer räumlichen Entfernung von 

7,75 Lichtjahren. 

3. Der speziell-relativistische Satz des Pythagoras

Physikalisch betrachtet beschreiben Lorentz-Trans-

formationen nicht den physikalischen Kern der Spe-

ziellen Relativität. Lorentz-Transformationen sind in 

erster Linie mathematische Transformationen und 

keine physikalischen. 

Physikalisch relevant sind dagegen Messungen, die 

aus unterschiedlichen Perspektiven erfolgen – und 

zwar in der Speziellen Relativität üblicherweise 

Messungen, die in zwei sich zueinander mit konstan-

ter Relativgeschwindigkeit bewegenden Koordina-

tensystemen vorgenommen werden. 

Lorentz-Transformationen beschreiben auch nicht 

den mathematischen Kern der Speziellen Relativität. 

Der mathematische Kern besteht stattdessen in einer 

raumzeitlichen Umformulierung bzw. Erweiterung 

des Satzes des Pythagoras. 

Während der klassische Satz des Pythagoras die Be-

rechnung des Längenquadrats eines rein räumlichen 

Vektors in einem Euklidischen Koordinatensystem 

beschreibt 

r
2
 = (x x + y y)

2
 = x

2
 + y

2
{1} 

beschreibt der relativistische Pythagoras die Berech-

nung des Längenquadrats eines raumzeitlichen Vek-

tors in einem pseudo-Euklidischen Koordinatensys-

tem: 

r
2
 = (ct t + x x)

2
 = (ct) 

2
 – x

2
{2} 

Der räumliche, auf der Geometrischen Algebra des 

dreidimensionalen Raums (Pauli-Algebra) aufbau-

ende Fall [24, AB 1 – 7] wurde deshalb im Rahmen 

der damaligen Unterrichtsreihe vor Erörterung der 

Raumzeit-Algebra (Dirac-Algebra) ausführlich im 

Unterricht behandelt und mit den Schülern disku-

tiert. 

Den Babylonischen Mathematikerinnen und Ma-

thematikern war der klassische Satz des Pythagoras 

nicht nur wohlbekannt [2, S. 33-35], [3, S. 134-139], 

sondern  er  war  ein  zentraler  geometrischer  Eckpfei- 

Abb.3: Beispiellösung zur Bestimmung des zeitlichen 

Koordinatenwertes der Supernova auf der ct-Achse im 

Inertialsystem von Dr. Wolf. 

Abb.4: Beispiellösung zur Bestimmung des räumlichen 

Koordinatenwertes der Supernova auf der x-Achse im 

Inertialsystem von Dr. Wolf. Ganz unten wurde vom 

Schüler der vollständige Dirac-Vektor angegeben. 
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ler ihrer Mathematik:  „Auffällig ist das häufige Vor-

kommen der Berechnung der Diagonale von Recht-

ecken mittels des pythagoreischen Lehrsatzes – viele 

Jahrhunderte vor Pythagoras!“ [27, S. 17] 

Es ist somit durchaus denkbar, dass ein weitsichtiger 

alt-babylonischer Einstein eine raumzeitliche Erwei-

terung des Satzes des Pythagoras kognitiv fassen 

konnte, denn eine solche Erweiterung ist ja in der 

rechnerischen Umsetzung nicht allzu schwierig. 

Schwierig ist einzig und allein die kognitive Fundie-

rung. 

 

 

 

 

Mit Hilfe des Konzepts abstrakter mathematischer 

Räume, in denen Größen graphisch gegeneinander 

aufgetragen werden können, kann ein zwei Jahrtau-

sende zu früh geborener, spät-babylonischen Ein-

stein dann Ergebnisse dieser und ähnlicher Aufga-

ben auf Grundlage des relativistischen, raumzeitli-

chen Pythagoras und einer einfachen Dreisatz-

Rechnung (bzw. eleganter als Anwendung eines 

naiven raumzeitlichen Strahlensatzes) gänzlich ohne 

Formelnutzung bestimmen und so die gesuchten 

Koordinatenwerte graphisch fundiert ermitteln. 

Parallele zur c t -Achse 

 von Dr. Wolf 

Parallele zur 

x -Achse von 

 Dr. Wolf 

Abb.5: Graphische Ermittlung der Lösungswerte x = 7,75 Lj und c t = 11,75 Lj der Abitur-Teilaufgabe 2.2d. 

1 cm 

 1 Lj

3 cm  3 Lj

*
Supernova

5 cm  5 Lj

10 cm  10 Lj

12 cm 

  12 Lj

4 cm 

    4 Lj

 Weltlinie 

von Licht 

Weltlinie von Licht 

 cm = 4,12 cm 

   Lj = 3,87 Lj

 cm = 12,40 cm 

   Lj = 11,62 Lj

c t‘
c t

x‘

x

 cm = 8,25 cm 

   Lj = 7,75 Lj
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4. Durchführung von Lorentz-Transformationen

ohne Formel-Nutzung

Algebra-freie Durchführungen von Lorentz-Trans-

formationen ohne Nutzung der Lorentz-Transfor-

mationsformeln (… und ohne überhaupt etwas trans-

formiert zu haben…) werden in den Diagrammen 

von Abb. 5, Abb. 6 und Abb. 7 gezeigt. 

Es wird einzig und allein die Kenntnis des relativis-

tischen Pythagoras benötigt, der einem babyloni-

schen Einstein – ebenso wie der klassische Pythago-

ras – dann algebra-frei zur Verfügung gestanden ha-

ben sollte. 

Auch in moderner Zeit wird dies immer wieder er-

folgreich praktiziert, wobei moderne Bücher (wie 

z.B. [26]  ) nicht konsequent auf Formeln verzichten,

sondern die graphische Deutung meist als motivie-

rendes Element für einen Vergleich mit formelbezo-

genen Ansätzen nutzen. 

Folgende Schritte sind dann durchzuführen: 

a) Zeichnung der in Abb. 5 blau eingefärbten, ge-

strichenen Achsen des Koordinatensystems von

Dr. Pau.

b) Einzeichnen der Position von Dr. Wolf, der sich

in negativer Richtung von Dr. Pau entfernt und

nach ct‘ = 4 Lj (4 cm) genau x‘ = – 1 Lj (1 cm)

entfernt ist.

c) Zeichnung der Weltlinie von Dr. Wolf in Form

einer Geraden durch den Ursprung des gestriche-

nen Koordinatensystems und des in b) aufgefun-

denen Punktes als ungestrichene, in Abb. 5

schwarz eingefärbte zeitliche ct-Achse des Ko-

ordinatensystems von Dr. Wolf.

d) Zeichnung einer Senkrechten zur ct-Achse

des ungestrichenen Koordinatensystems durch

den Ursprung und einen an der Weltlinie von

Licht gespiegelten Punkt ct‘ = – 1 Lj (1 cm) und

x‘ = 4 Lj (4 cm, siehe hellblaue Linien in Abb. 5)

als ungestrichene, schwarz eingefärbte räumliche

x-Achse des Koordinatensystems von Dr. Wolf.

e) Einzeichnen der gegebenen Position der Super-

nova im gestrichenen Koordinatensystem von

Dr. Pau mit ct‘ = 10 Lj (10 cm) und x‘ = 5 Lj

(5 cm, siehe rote Linien in Abb. 5).

f) Zeichnung von Parallelen zur ungestrichenen ct-

Achse und zur ungestrichenen x-Achse durch die

Position der Supernova. Die Entfernung der

Schnittpunkte dieser Parallelen mit den Achsen

des ungestrichenen Koordinatensystems von Dr.

Wolf zum Ursprung gegen die gesuchten, lor-

entz-transformierten Koordinatenwerte an, die

nun lediglich abgemessen werden müssen.

g) Messung der Entfernung der in b) eingezeichne-

ten Position von Dr. Wolf vom Ursprung.

Ergebnis:  c tb  4,12 cm.

h) Anwendung des relativistischen Pythagoras: Die

in g) abgemessene Strecke entspricht einer zeitli-

chen Distanz von 22 14   Lj = 15  Lj = 3,87 Lj, 

so dass aus 4,12 cm  3,87 Lj der Maßstab für 

Entfernungen im Koordinatensystem von Dr. 

Wolf zu 1 cm  0,94 Lj folgt. 

i) Messung der Entfernung des in f) aufgefundenen

Schnittpunkts der Parallelen mit der ungestriche-

nen ct-Achse von Dr. Wolf vom Ursprung.

Ergebnis:  c t  12,40 cm.

j) Umrechnung des Ergebnisses von i) mit Hilfe

des in h) ermittelten Maßstabs.

Ergebnis:  c t = 12,40 cm · 0,94 Lj/cm = 11,62 Lj

Dieser Wert gibt den gesuchten Zeitpunkt an, an

dem aus Sicht von Dr. Wolf die Supernova statt-

findet.

k) Messung der Entfernung des in f) aufgefundenen

Schnittpunkts der zweiten Parallelen mit der un-

gestrichenen x-Achse von Dr. Wolf vom Ur-

sprung.

Ergebnis:  x  8,25 cm.

l) Umrechnung des Ergebnisses von k) mit Hilfe

des in h) ermittelten Maßstabs.

Ergebnis:  c t = 8,25 cm · 0,94 Lj/cm = 7,75 Lj

Dieser Wert gibt die gesuchte räumliche Entfer-

nung an, in der aus Sicht von Dr. Wolf die Su-

pernova stattfindet.

Zur Ermittlung der Lösungswerte war die Nutzung 

des relativistischen Pythagoras unumgänglich. Eine 

formelhafte Nutzung der Lorentz-Transformation 

war dagegen nicht notwendig. 

5. Lorentz-Reflexionen

In moderner Sichtweise überführt eine Lorentz-

Transformation ein raumzeitliches Koordinatensys-

tem in ein anderes raumzeitliches Koordinatensys-

tem. Bezogen auf die hier diskutierte Aufgabe müss-

te somit die ungestrichene Zeitachse von Dr. Wolf 

so transformiert werden, dass sie auf der ursprüngli-

chen, gestrichenen Zeitachse von Dr. Pau zu liegen 

kommt. 

Und die ungestrichene räumliche x-Achse von Dr. 

Wolf müsste so transformiert werden, dass sie auf 

der gestrichenen räumlichen x‘-Achse von Dr. Pau 

zu liegen kommt. 

Eine solche Transformation transformiert selbstre-

dend jeden Punkt der Raumzeit und damit auch den 

raumzeitlichen Ort und Zeitpunkt der Supernova
2
.  

Die gerade beschriebene Überführung der beiden 

Koordinatenachsen soll im Folgenden aufgeteilt 

werden: In einem ersten Schritt werden die zeitli-

chen Koordinatenachsen ineinander überführt. 

2 Es handelt sich somit ausdrücklich nicht um eine sogenannte 

passive Transformation (bei der die Koordinatenachsen ihre Lage 

ändern und das Ereignis unverändert am gleichen Raumzeit-Punkt 

verbleibt) und nicht um eine sogenannte aktive Transformation 

(bei der die Koordinatenachsen unverändert ihre Lage beibehal-

ten, während das Ereignis einem neuen Raumzeit-Punkt zugewie-

sen wird). Sowohl die Koordinatenachsen wie auch das Ereignis 

ändern ihre Lage. 
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Und erst in einem zweiten Schritt werden die räum-

lichen Achsen in geeigneter Weise transformiert. 

Die Überführung der beiden zeitlichen Koordinaten-

achsen gelingt sehr einfach durch eine Reflexion an 

der Winkelhalbierenden der beiden Zeitachsen. 

Diese Reflexion kann algebraisch durchgeführt wer-

den, was später mit Hilfe der Raumzeit-Algebra 

(Dirac-Algebra) und mit Hilfe von GAALOP ge-

schehen soll. Zur didaktischen Fundierung soll in 

diesem Abschnitt jedoch wieder von einem fiktiven 

Einstein  oder  einem  fiktiven  Minkowski  spät-baby- 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

lonischer Prägung ausgegangen werden, der diese 

Reflexion algebra-frei und rein geometrisch am 

vorliegenden Beispiel (siehe Abb. 6) durchführt. 

Folgende Schritte sind dann durchzuführen: 

a) Geometrische Ermittlung der Lage der zeitlichen

Winkelhalbierenden, indem beispielsweise dem

Vektor der Länge von 4,12 cm in ct-Richtung ein

Vektor der Länge von 3,87 cm in ct‘-Richtung

angefügt wird. Oder beide Vektoren werden

normiert, so dass ein zeitlicher Einheitsvektor

der Länge von 1,06 cm in ct-Richtung dem zeit-

Abb.6: Graphische Darstellung der Reflexion an der zeitlichen Winkelhalbierenden zur alternativen Ermittlung der 

Lösungswerte x = 7,75 Lj und c t = 11,75 Lj der Abitur-Teilaufgabe 2.2d. 

zeitlicher 

Einheitsvektor: 

1 cm  1 Lj

 

*

11,62 cm 

 11,62 Lj

Licht 

zeitlicher Einheitsvektor: 

4,12 cm / 3,87 = 1,06 cm  1 Lj

c tref = c t‘
c t‘ref = c t

x‘ref

7,75 cm  7,75 Lj

Parallelen zur räumlichen 

Winkelhalbierenden 

*

räumliche Win- 

kelhalbierende 

xref

zeitliche 

Winkel- 

halbierende 

X
 

X

Licht 

cm = 4,09 cm 

   Lj = 4,03 Lj

 

Supernova 

Supernova 

cm = 6,42 cm 

  Lj = 6,32 Lj

X
X

27



Horn 

lichen Einheitsvektor der Länge von 1 cm in ct’-

Richtung angefügt wird. Für diesen Zeichen-

schritt ist die Kenntnis des relativistischen Py-

thagoras notwendig, da beide Vektoren die glei-

che raumzeitliche Länge aufweisen müssen. 

b) Da beide Vektoren aus a) gleich lang sind, ver-

läuft die zeitliche Winkelhalbierende durch den

Endpunkt der aufaddierten Vektoren. Sie kann

nun eingezeichnet werden, indem eine Linie

durch diesen Punkt und den Ursprung gezogen

wird.

c) Geometrische Ermittlung der Lage der räumli-

chen Winkelhalbierenden, indem analog zu a)

und b) räumliche Einheitsvektoren aufaddiert

werden. Oder aber die räumlichen und zeitlichen

Koordinaten eines beliebigen Punktes auf der

zeitlichen Winkelhalbierenden werden ver-

tauscht, so dass ein Punkt auf der räumlichen

Winkelhalbierenden gebildet wird.

d) Da nun ein Punkt auf der räumlichen Winkelhal-

bierenden bekannt ist, kann diese eingezeichnet

werden, indem eine Linie durch diesen Punkt

und den Ursprung gezogen wird.

e) Durch einen beliebigen Punkt auf der ct-Achse

(z.B. den grünen Punkt in Abb. 6 oben) wird eine

Parallele zur räumlichen Winkelhalbierenden ge-

zogen, da die räumliche Winkelhalbierende die

Senkrechte der zeitlichen Winkelhalbierenden

ist.

f) Die Entfernung des in e) gewählten Punktes zum

Schnittpunkt dieser Parallelen mit der zeitlichen

Winkelhalbierenden wird gemessen.

g) Die Entfernung wird auf der anderen Seite der

Winkelhalbierenden in Fortsetzung der Paralle-

len abgetragen, so dass der Bildpunkt des in e)

gewählten Punktes (in Abb. 6 ebenfalls grün

markiert) eingezeichnet werden kann.

h) Die an der zeitlichen Winkelhalbierenden reflek-

tierte ctref-Achse kann eingezeichnet werden, in-

dem der in g) aufgefundene Bildpunkt mit dem

Ursprung verbunden wird. Wie erwartet, ent-

spricht die reflektierte ctref-Achse der ursprüngli-

chen ct‘-Achse.

i) Da der in g) aufgefundene Bildpunkt auf der ct‘-

Achse liegt, folgt automatisch, dass auch die re-

flektierte ct’ref-Achse der ursprünglichen ct-Ach-

se entsprechen muss.

j) Durch einen beliebigen Punkt auf der x-Achse

(z.B. den violetten Punkt in Abb. 6 unten) wird

eine Parallele zur räumlichen Winkelhalbieren-

den gezogen, da die räumliche Winkelhalbieren-

de die Senkrechte der zeitlichen Winkelhalbie-

renden darstellt.

k) Die Entfernung des in j) gewählten Punktes zum

Schnittpunkt dieser Parallelen mit der zeitlichen

Winkelhalbierenden wird gemessen. Im Beispiel

von Abb. 6 sind dies 4,09 cm.

l) Die Entfernung von 4,09 cm wird auf der ande-

ren Seite der zeitlichen Winkelhalbierenden in

Fortsetzung der Parallelen abgetragen, so dass

der Bildpunkt des in j) gewählten Punktes (in

Abb. 6 ebenfalls violett markiert) eingezeichnet

werden kann.

m) Die an der zeitlichen Winkelhalbierenden reflek-

tierte xref-Achse kann eingezeichnet werden, in-

dem der in l) aufgefundene Bildpunkt mit dem

Ursprung verbunden wird. Die reflektierte xref-

Achse liegt ebenfalls auf der ursprünglichen x‘-

Achse, ist jedoch entgegengesetzt orientiert.

n) Da der in l) aufgefundene Bildpunkt auf der x‘-

Achse liegt, folgt automatisch, dass auch die re-

flektierte x’ref-Achse auf der ursprünglichen x-

Achse liegen muss. Und sie muss ihr ebenfalls

entgegengesetzt orientiert sein.

o) Nun wird der Bildpunkt der in Abb. 6 hellrot

markierten Supernova konstruiert, indem durch

die Position der Supernova eine Parallele zur

räumlichen Winkelhalbierenden (die wie bekannt

die Senkrechte der zeitlichen Winkelhalbieren-

den ist) gezogen wird.

p) Die Entfernung der Supernova zum Schnittpunkt

dieser Parallelen mit der zeitlichen Winkelhal-

bierenden wird gemessen. Im Beispiel von Abb.

6 sind dies 6,42 cm.

q) Die Entfernung von 6,42 cm wird auf der ande-

ren Seite der zeitlichen Winkelhalbierenden in

Fortsetzung der Parallelen abgetragen, so dass

der Bildpunkt der Supernova (in Abb. 6 dunkel-

rot markiert) eingezeichnet werden kann.

r) Durch den Bildpunkt der Supernova werden die

beiden Parallelen zur ctref-Achse und zur xref-

Achse eingezeichnet. Nun können die lorentz-

transformierten Koordinatenwerte direkt als

Streckenlängen in Abb. 6 gemessen werden.

s) Die Messung der Entfernung der Supernova von

der ctref-Achse gibt die räumliche Entfernung an.

Ergebnis:  xref  7,75 cm.

t) Die Messung der Entfernung der Supernova von

der xref-Achse gibt die zeitliche Entfernung an.

Ergebnis:  ctref  11,62 cm.

u) Da die senkrecht zueinander stehenden reflek-

tierten räumlichen und zeitlichen Achsen auch

auf dem Papier senkrecht zueinander stehend mit

einem Winkel von 90° eingezeichnet werden

konnten, ist der Umrechnungsfaktor 1. Die ge-

messenen Längen entsprechen somit direkt

räumlichen und zeitlichen Distanzen.

Endergebnisse:  xref = 7,75 Lj  und  c tref = 12,62 Lj

Die Supernova findet aus Sicht von Dr. Wolf

somit 12,62 Jahre nach Start der Rakete von Dr.

Pau in einer räumlichen Entfernung zur Erde von

7,75 Lj statt.

Das also ist der zentrale und wichtigste Beweg-

grund, wieso die Menschheit Lorentz-Transforma-
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tionen nutzt: Es ist in Punkt u) keine Umrechnung 

mehr nötig. Eingezeichnete Längen können direkt 

als Koordinatenwerte gemessen und interpretiert 

werden. 

Die Umrechnung bzw. Normierung zu Einheitsvek-

toren fand ja bereits in den Schritten a) und c) statt. 

Und es ist auch keine Lorentz-Rotation notwendig, 

eine Lorentz-Reflexion reicht zur korrekten Ermitt-

lung der transformierten Koordinatenwerte voll-

kommen aus. 

Es wird dann lediglich in einem linkshändigen Ko-

ordinatensystem gemessen, was aber schlicht Ge-

wöhnungssache ist und an der Korrektheit der Er-

gebnisse nichts ändert. 

6. Lorentz-Rotationen

Die Nutzung von hyperbolischen Rotationen im 

Sinne einer Lorentz-Transformation bei der Bearbei-

tung speziell-relativistischen Aufgabenstellungen ist 

somit logisch überflüssig. 

Dennoch soll sie – da wir Menschen offenkundig 

durch eine Jahrhunderte alte Bildungstradition auf 

rechtshändige Koordinatensysteme eingeprägt sind – 

im Folgenden dargestellt und diskutiert werden. 

Dieser letzte Schritt, der dazu führen soll, dass die 

ungestrichene räumliche x-Achse von Dr. Wolf so 

transformiert wird, dass sie auf der ursprünglichen, 

gestrichenen räumlichen x‘-Achse von Dr. Pau zu 

liegen  kommt,  kann  leicht  durch  eine  zweite  Refle- 

 

Abb.7: Graphische Darstellung einer Lorentz-Transformation als Rotation zur Ermittlung der Lösungswerte  

x = 7,75 Lj und c t = 11,75 Lj der Abitur-Teilaufgabe 2.2d. 
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xion modelliert werden. Abb. 6 zeigt deutlich, dass 

lediglich eine Richtungsumkehr der xref-Achse not-

wendig ist, damit diese dann identisch mit der ur-

sprünglichen x’-Achse wird. 

Diese Richtungsumkehr gelingt durch eine Reflexi-

on an der ctref-Achse, die alle zeitlichen Koordina-

tenwerte unverändert lässt, die räumlichen jedoch 

einer Vorzeichenumkehr unterzieht. 

Abb. 7 zeigt das Ergebnis dieser zweiten Reflexion. 

Alle die Reflexion konstituierenden Entfernungen 

können aufgrund der zeichnerisch senkrechten Aus-

richtung räumlicher und zeitlicher Strecken direkt 

abgelesen und eingetragen werden. Der Umrech-

nungsfaktor zwischen Zeichnung und physikalisch 

relevanten raumzeitlichen Distanzen ist somit wie in 

Unterpunkt u) wieder genau 1. 

Die räumliche Entfernung der Supernova zur Erde 

von xref = 7,75 Lj (dunkelrote Strecke links in 

Abb. 7) bleibt durch die zweite Reflexion mit nun 

xrot = 7,75 Lj (hellrote Strecke rechts in Abb. 7) 

ebenso unverändert wie die zeitliche Distanz aus 

Erdsicht von ctref = ctrot = 12,62 Lj. 

Dis bestätigt die bereits bekannte mathematische 

Beziehung, dass jede Rotation (und mithin auch jede 

hyperbolische Rotation) als Hintereinanderausfüh-

rung zweier Reflexionen (mithin also zweier hyper-

bolischer Reflexionen) beschrieben werden kann. 

Dabei ist die Aufspaltung von Rotationen in zwei 

Reflexionen nicht eindeutig. Der hier gewählten 

Variante einer Reflexion an der zeitlichen Winkel-

halbierenden, die von einer Reflexion an der ur-

sprünglichen gestrichenen Zeitachse gefolgt wird, 

könnte beispielsweise eine zweite Variante, bei der 

eine Reflexionen an der ersten und dritten zeitlichen 

Winkel-Viertelnden aufeinander folgen, zur Seite 

gestellt werden. Oder aber es werden aufeinander 

folgende Reflexionen an den räumlichen Winkelhal-

bierenden oder Winkel-Viertelnden gewählt. 

7. Minkowskis Entscheidung

Bei der Entwicklung einer mathematisch soliden 

Fundierung der von Einstein 1905 [14] vorgelegten 

Speziellen Relativitätstheorie musste Hermann Min-

kowski eine Entscheidung treffen, die er in einer 

Fußnote [28, S. 28] so umschreibt: „Man könnte 

auch daran denken, statt des Cayleyschen Matrizen-

kalküls den Hamiltonschen Quaternionenkalkül 

heranzuziehen, doch erscheint mir der letztere für 

unsere Zwecke als zu eng und schwerfällig.“ 

Wie allseits bekannt, hat sich Minkowski für die 

Darstellung durch Matrizen entschieden und ist 

verstorben. 

Was wäre passiert, wenn die damalige Entscheidung 

so nicht getroffen worden wäre? Wie sähe die Ma-

thematisierung der Relativitätstheorie aus, wenn 

nicht nur einzelne Physiker (Silberstein [29], Lanc-

zos [30]) und Mathematiker (Klein & Sommerfeld 

[31, S. 939-943]) den Hamiltonschen Weg gegangen 

wären und die quaternionische Mathematisierung 

der Speziellen Relativitätstheorie fortgeführt [32], 

[33] hätten? 

Letztendlich sind die Mathematik der Quaternionen 

und die auf Grassmann aufbauende Geometrische 

Algebra in ihrem zentralen mathematischen Ideen-

kern wesensgleich. Der einzige relevante Unter-

schied liegt darin, dass die Geometrische Algebra 

von Grassmann und Hestenes weit allgemeiner ist 

als die Quaternionenalgebra von Hamilton. 

Hamiltons Quaternionen bilden lediglich eine gerad-

zahlige Unteralgebra der Pauli-Algebra, da die qua-

ternionischen Basiseinheiten i, j, k als Produkte 

zweier Pauli-Basiseinheiten
3
 dargestellt werden 

können [21, S. 34], [34, eq. 53], [33, eq. 16]: 

i = yz    j = – zx  k = xy   {3} 

Hestenes schreibt dazu: „The ironic thing about the 

vector-quaternion controversy is that there was noth-

ing substantial to dispute“ [19, S. 61]. Die qua-

ternionischen Basiseinheiten {3} repräsentieren Ein-

heits-Flächenstücke und damit Einheits-Bivektoren, 

während die Pauli-Basiseinheiten Einheitsvektoren 

repräsentieren. 

Und die Pauli-Algebra, die die Geometrische Algeb-

ra des dreidimensionalen, Euklidischen Raumes 

darstellt, bildet wiederum eine Unteralgebra der 

Dirac-Algebra, da die Pauli-Basiseinheiten als Pro-

dukte zweier Dirac-Basiseinheiten
3
 dargestellt wer-

den können [20, eq. 43], [22, S. 1193], [33, eq. 17]: 

x = x t   y = y t   z = z t   {4} 

Da als zweiter Faktor in {4} die zeitliche Basisein-

heit t anmultipliziert wird, wird hierdurch die vier-

dimensionale Raumzeit in einen dreidimensionalen, 

rein räumlichen (und somit zeitabsoluten) Raum re-

duziert. 

Sind die algebraischen Grundbeziehungen der Dirac-

Basiseinheiten geometrisch durch ihre Orthogonali-

tät bzw. algebraisch durch ihre anti-kommutative 

Vertauschung 

xy = –yx    yz = –zy    zx = –xz 

xt = –tx     yt = –ty     zt = –tz {5} 

sowie geometrisch durch ihre Einheitslänge bzw. 

algebraisch durch ihre raum- oder zeitartige Normie-

rung 

t
2
 = 1 x

2
 = y

2
 = z

2
 = – 1 {6} 

bekannt, so folgen automatisch die entsprechenden 

Beziehungen für die Pauli-Basiseinheiten {4} und 

die quaternionischen Basiseinheiten {3}. 

Es ist deshalb davon auszugehen, dass der Weg von 

den –  wie  Minkowski  sagt  – „engen  und  schwerfäl- 

3 Die Basiseinheiten der Pauli-Algebra können als (2 x 2)-Matri-

zen dargestellt werden, müssen es jedoch nicht. Ebenso können 

die Basiseinheiten der Dirac-Algebra als (4 x 4)-Matrizen darge-

stellt werden, müssen es jedoch nicht. In beiden Fällen kann auch 

ohne explizite Repräsentation durch Matrizen gearbeitet werden. 
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ligen“ Quaternionen zu den im Kontrast dazu wei-

ten, also allgemeineren und leichtfälligen, also ein-

fach zu handhabenden diracschen Basiseinheiten 

sehr viel früher und noch vor Entwicklung der 

Quantenmechanik gegangen worden wäre, hätte sich 

Minkowski für die zweite Alternative einer qua-

ternionischen Mathematisierung der Speziellen Re-

lativität entschieden. 

Einen ähnlichen Standpunkt unter der Perspektive 

einer verpassten Chance („Missed Opportunities“ 

[35]) der Mathematik- und Physikentwicklung be-

schreibt Dyson in seiner Josiah Willard Gibbs-

Vorlesung 1972: „When Grassmann's work finally 

became known, mathematicians (…) were spending 

more energy in polemical arguments for and against 

quaternions than in trying to understand how Grass-

mann and Hamilton might be fitted together into a 

larger scheme of things“ [35, S. 644]. 

Hätten sie die richtigen Fragen gestellt und darüber 

nachgedacht, warum „two quite different and in-

compatible algebraic structures“ [35, S. 644] gleich-

ermaßen perfekt zur mathematischen Beschreibung 

unserer Welt herangezogen werden können, wäre ein 

vollständiges Verständnis der Beziehungen zwi-

schen Quaternionen und Vektoren sowie die Theorie 

der Spinoren weit früher (und zwar „by approxi-

mately 40 years“ [35, S. 644]) erlangt worden. 

Aus zweierlei Gründen ist die damalige Entschei-

dung von Minkowski zwar bedauerlich, aber auch 

nachvollziehbar. Zum einen ist es eine physikalisch 

geprägte Entscheidung zur Beschreibung eines phy-

sikalischen Sachverhalts, die deshalb auch mit einem 

der Physik eigenen mathematischen Opportunismus 

getroffen wurde. 

Klein und Sommerfeld schreiben dazu: „Die Grass-

mann'sche Theorie geht bei der Aufzählung der 

Raumgrößen systematisch, die physikalische Vek-

torrechnung opportunistisch vor“ [31, S. 938]. 

Zum anderen lag damals zwar die mathematische 

Beschreibung von Rotationen durch die Hamilton-

schen Vorarbeiten relativ sachklar und gefestigt vor. 

Eine ähnlich gut erarbeitete mathematische Be-

schreibung von Reflexionen, wie sie bei Verfolgung 

des in den vorigen Abschnitten 5 und 6 dargestellten 

geometrischen Ansatzes notwendig ist, war Min-

kowski wohl allerdings nicht bekannt. 

Diese auf Grassmann aufbauende Mathematik der 

Reflexionen soll jedoch im folgenden Abschnitt zur 

algebraisch einfachen Darstellung der Speziellen 

Relativität genutzt werden. 

8. Sandwich-Produkte zur Beschreibung raum-

zeitlicher Reflexionen und Rotationen

Wie in Abschnitt 2 bereits ausgeführt, basiert die 

hier gewählte mathematische Fassung der Abitur-

Teilaufgabe auf einer didaktischen Umformung der 

Dirac-Algebra. Dabei werden raumzeitliche Vekto-

ren  r  als  Linearkombinationen  der  Dirac-Matrizen, 

die im schulischen Unterricht ohne ein Eingehen auf 

einen möglichen Matrizencharakter als Dirac-Vek-

toren bezeichnet werden, beschrieben: 

r = c t t + x x + y y + z z {7} 

Reflexionen an einer Achse, die in Richtung eines 

Vektors n 

n = nt t + nx x + ny y + nz z {8} 

weist, werden durch Sandwich-Produkte [36, S. 

258], [37] beschrieben. Dabei wird der raumzeitliche 

Vektor r rechts- und linksseitig in Sandwich-Form 

mit dem Reflexionsvektor n multipliziert. 

Liegt der Reflexionsvektor bereits als zeitartiger 

Einheitsvektor nein mit 

nein
2
 = 1     bzw.     nein = nein

–
 
1

{9} 

vor, so wird die Reflexion durch ein perfektes 

Sandwich-Produkt 

rref = nein r nein {10} 

dargestellt. Im allgemeinen Fall eines Reflexions-

vektors, der nicht zeitartig ist oder keine Einheits-

länge aufweist, muss ein normiertes Sandwich-

Produkt 

rref = n r n 

–
 
1
 = n 

–
 
1
 r n =

2

  

n

nrn
{11} 

gebildet werden. Da das Vektorquadrat n
2
 ein Skalar 

ist, muss bei der Normierung mit Hilfe einer Divisi-

on durch n
2
 auch nicht auf die Rechen-Reihenfolge 

geachtet werden. 

Das ist ein erstaunlich einfacher Sachverhalt! Die 

Nutzung von oft recht unübersichtlichen und un-

handlichen Reflexionsmatrizen kann entfallen. Es 

werden lediglich Multiplikationen des in der Mitte 

stehenden zu reflektierenden Vektors r mit dem 

rechts- und linksseitig anmultiplizierten Reflexions-

vektor benötigt. 

Falls gewünscht kann diese mathematische Be-

schreibung raumzeitlicher Reflexionen mit Hilfe der 

Beziehungen {3} und {4}auch in die Quaternionen-

darstellung übertragen werden. 

Im Gegensatz zu Minkowskis Einschätzung „eng 

und schwerfällig“ beschreiben Anwender aus der 

Praxis die Beziehung zwischen Matrizen und Qua-

ternionen durchgängig genau umgekehrt, beispiels-

weise als: „We point out with some joy and just a bit 

of satisfaction that the quaternion approach does 

seem to be easier and more efficient than the matrix 

approach“ [38, S. 152]. 

Und die im folgenden Abschnitt vorzunehmende 

Übersetzung der in den vorigen Abschnitten disku-

tierten Abitur-Teilaufgabe in die Mathematik der 

Raumzeit-Algebra resp. Dirac-Algebra zeigt ebenso 

deutlich, dass diese geometrisch-algebraische Dar-

stellung der Dirac-Algebra noch einfacher und noch 

effizienter sein wird. 

Zuvor sollte aber noch kurz erwähnt werden, dass 

zur Darstellung der Lorentz-Transformationen nun 
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lediglich zwei Lorentz-Reflexionen hintereinander 

ausgeführt werden müssen. 

Es wird somit eine zweite Reflexionsachse benötigt, 

die durch einen Vektor m, der in ihre Richtung zeigt, 

m = mt t + mx x + my y + mz z {12} 

repräsentiert wird. Handelt es sich wieder um einen 

zeitartigen Einheitsvektor mein mit 

mein
2
 = 1     bzw.     mein = mein

–
 
1

{13} 

so wird die Rotation als zweifache Reflexion durch 

das perfekte doppelte Sandwich-Produkt 

rref = mein nein r nein mein {14} 

dargestellt. 

Im allgemeinen Fall beliebig langer Reflexionsvek-

toren oder Reflexionsvektoren, die raumartig sind, 

muss das doppelte Sandwich-Produkt 

rLorentz = rrot = m n r n 

–
 
1
 m 

–
 
1
 = m 

–
 
1
 n 

–
 
1
 r n m

  = 
22

    

m n

mnrnm
{15} 

normiert werden. Da durch die Skalare n
2
 und m

2
 

dividiert wird, muss bei dieser Normierung auch 

nicht auf die Divisions-Reihenfolge geachtet wer-

den. 

Das ist das Geheimnis der Quaternionen. Quaternio-

nen Q beschreiben Rotationen deshalb in einer so 

überraschend effektiven Art und Weise, weil sie 

schichtweg das Produkt zweier Vektoren 

Q = m n = m  n + m  n {16} 

sind. Das gilt im Euklidischen, dreidimensionalen 

Fall auf Grundlage der Gleichung {3} genauso wie 

in beliebig höher-dimensionalen Fällen mit einer 

entsprechend höheren Anzahl an quaternionischen 

Basiseinheiten. Und es gilt im Fall räumlicher Rota-

tionen genauso wie im Fall raumzeitlicher Lorentz-

Rotationen. 

Quaternionen und verallgemeinerte Quaternionen 

sind also nichts anderes als Linearkombinationen 

aus einem skalaren Wert m  n und einem bivektori-

ell Anteil m  n der rechten Seite von Gl. {16}. 

Oder mit geometrischen Worten: Die Summe einer 

dimensionslosen Zahl und zweidimensionaler Flä-

chenstücke ist ein Quaternion. 

9. Geometrisch-algebraische Lösungsvarianten

der modifizierten Abitur-Teilaufgabe

Auf Grundlage von Gl. {15} kann die oben vorge-

stellte Abituraufgabe nun auf verschiedenen mathe-

matischen Schwierigkeitsstufen bearbeitet werden. 

Im ersten Unterabschnitt werden lediglich eine 

Normierung mit Hilfe des relativistischen Pythago-

ras und die Grundlagen vektorieller Multiplikation 

(siehe die Gleichungen {5}) benötigt. 

Im zweiten Unterabschnitt wird auf hyperbolische 

Winkelbeziehungen zurückgegriffen, was wohl nur 

für Schülerinnen und Schüler in Frage kommt, die 

die entsprechenden Sachverhalte in einem Mathema-

tik-Leistungskurs zuvor erarbeitet haben. 

Während die ersten beiden Ansätze der Unterab-

schnitte 9.1 und 9.2 eine Reflexion an einer Achse in 

Richtung der zeitlichen Winkelhalbierenden, gefolgt 

von einer zweiten Reflexion an der ursprünglichen 

Zeitachse beschreiben, zeigt Unterabschnitt 9.3 zwei 

aufeinander folgende Reflexionen an den zeitlichen 

Winkel-Viertelnden. 

Selbstredend werden durch alle Ansätze identische 

Ergebnisse ermittelt. 

9.1.  Beispielrechnung mit Normierung des Re-

flexionsvektors 

Wie in Abschnitt 2 bereits vorgestellt, findet die 

Supernova aus Sicht von Dr. Pau an der Position  

r3
‘
 = 10 Lj t + 5 Lj x {17} 

statt. Dieser Positionsvektor ist in das Inertialsystem 

von Dr. Wolf zu transformieren. Wie in Abb. 5 ge-

zeigt, verläuft die zeitliche Koordinatenachse von 

Dr. Wolf aus Sicht von Dr. Pau in Richtung des 

raumzeitlichen Ortsvektors 

r2
‘
 = 4 Lj t – 1 Lj x {18} 

Dieser Ortsvektor hat eine Länge von 

 r2
‘ =

2

2 )( 'r  = 15  Lj {19} 

Um die in Abb. 6 gezeigte erste Reflexion an der 

Winkelhalbierenden zwischen der Weltlinie von Dr. 

Wolf {13} und der zeitlichen Koordinatenachse von 

Dr. Pau in Richtung von t zu konstruieren, muss ein 

ebenso langer Vektor 15 Lj t  in Richtung dieser 

Koordinatenachse zum raumzeitlichen Ortsvektor 

{18} addiert werden. 

Der folgende Punkt 

n1 = (4 + 15 ) Lj t – 1 Lj x {20} 

liegt somit auf der gesuchten Winkelhalbierenden 

und kann als erster Reflexionsvektor verwendet 

werden. 

Um die Normierung durchzuführen, wird das Län-

genquadrat dieses Reflexionsvektors von 

n1
2
 = 30 + 8 15 {21} 

benötigt. Nun kann die in Abb. 6 gezeigte graphi-

sche Reflexion an der zeitlichen Winkelhalbierenden 

algebraisch gefasst werden: 

r2ref = 
2

1

131  ' 

n

nrn

 = 3 15  Lj t – 2 15  Lj x {22}

 ≈ 11,62 Lj t – 7,75 Lj x 

Wie erwartet ergibt sich das bereits graphisch aufge-

fundene Ergebnis der Lorentz-Reflexion von Ab-

schnitt 5. 

Eine weitere Reflexion an der zeitlichen Koordina-

tenachse, die durch den zeitartigen Einheitsvektor 

m1 = t {23} 
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repräsentiert werden kann, führt auf das Endergebnis 

der Lorentz-Rotation 

r2 = 
2

1

1ref21   

m

mrm
 = m1 r2ref m1 

 = 3 15  Lj t + 2 15  Lj x {24}

 ≈ 11,62 Lj t + 7,75 Lj x 

von Abschnitt 6. Damit ist die Lorentz-Transforma-

tion der Abitur-Teilaufgabe 2.2d algebraisch auf 

Grundlage der Raumzeit-Algebra (Dirac-Algebra) 

vollständig durchgeführt. 

9.2.  Nutzung hyperbolischer Funktionen 

In diesem etwas anspruchsvolleren Lösungsansatz 

wird der Winkel /2, der zwischen Reflexionsachse 

und Koordinatenachse liegt, mit Hilfe einer Halbie-

rung des Winkels  zwischen den beiden Weltlinien 

von Dr. Pau und Dr. Wolf bestimmt. 

Da die Koordinaten eines Punktes der Weltlinie von 

Dr. Pau in der Aufgabenstellung (Abb. 1) gegeben 

sind,  kann dieser Winkel unkompliziert über 

 tanh  = 
Lj 4

Lj 1
 = 0,25 {25} 

  = arc tanh 0,25 = 0,2554 {26} 

2


 = 0,1277 {27} 

bestimmt werden. Die zeitliche Winkelhalbierende 

wird somit durch den Reflexionsvektor 

n2 = cosh (/2) t – sinh (/2) x 

     = 1,0081 t – 0,1281 x {28} 

repräsentiert. Da es sich mit 

n2
2
 = cosh

2
 (/2) – sinh

2
 (/2) 

= 1,0081
2
 – 0,1281

2
 = 1 {29}

nun um einen zeitartigen Einheitsvektor handelt, 

kann eine Normierung entfallen und direkt Gl. {10} 

r2ref = n2 r3
‘
 n2

 = 11,6190 Lj t – 7,7460 Lj x {30} 

      ≈ 11,62 Lj t – 7,75 Lj x 

genutzt werden, was auf ein zu {22} identisches 

Ergebnis führt. Die zweite Reflexion ist dementspre-

chend ebenfalls zu Gl. {23} und {24} identisch und 

ergibt mit 

r2 = m2 r2ref m2 = t r2ref t 

 = 11,6190 Lj t + 7,7460 Lj x {31} 

    ≈ 11,62 Lj t + 7,75 Lj x 

das erwartete Ergebnis. 

9.3.  Reflexion an den Winkel-Viertelnden 

Aus Gl. {26} folgt unkompliziert 

4


 = 0,0639 {32} 

4

 3 
 = 0,1916 {33} 

so dass die beiden Reflexionsvektoren 

n3 = cosh (3 /4) t – sinh (3 /4) x 

  = 1,0184 t – 0,1927 x {34} 

und 

m3 = cosh (/4) t – sinh (/4) x 

     = 1,0020 t – 0,0639 x {35} 

lauten werden. Wiederum handelt es sich aufgrund 

n3
2
 = m3

2
 = 1 {36}

um zeitartige Einheitsvektoren, so dass die Reflexi-

onen als einfache Sandwich-Produkte ohne Normie-

rung berechnet werden können: 

r2neu = n3 r3
‘
 n3 {37}

      = 12,7052 Lj t – 9,2963 Lj x 

Eine kurze Probe durch 

12,7052
2
 – (– 9,2963)

2
 = 10

2
 – 5

2
 = 75 {38}

zeigt, dass dieses Zwischenergebnis korrekt ist. Die 

zweite raumzeitliche Reflexion lautet dann: 

r2 = m3 r2neu m3 

 = 11,6190 Lj t + 7,7460 Lj x {39} 

    ≈ 11,62 Lj t + 7,75 Lj x 

Auch hier kann ein kurze Probe mit 

(3 15 )
2
 – (2 15 )

2
 = 135 – 60 {40} 

= 10
2
 – 5

2
 = 75

bestätigen, dass das Ergebnis sinnvoll und korrekt 

ist. 

10. GAALOP

Die in den drei Unterabschnitten von Abschnitt 9 

benötigten algebraischen Schritte können bei einge-

übter und gefestigter Rechenroutine durch die Ler-

nenden Schritt für Schritt von Hand selbst vorge-

nommen oder recht einfach nachvollzogen wer-  

den. 

Im Wesentlichen handelt es sich bei allen Lösungs-

varianten um eine Berechnung unterschiedlicher 

Multiplikationen raumzeitlicher Größen, die unter 

Beachtung der Vertauschungs- {5} und Normie-

rungsregeln {6} bei entsprechend vorhandenen zeit-

lichen Ressourcen auch problemlos durch Lernende 

selbst vorgenommen werden können. 

Allerdings können äußere Umstände wie beispiels-

weise zeitliche Einschränkungen oder lernstrategi-

sche Hemmnisse wie beispielsweise eine rechneri-

sche Ungeübtheit aufgrund der bei zahlreichen 

Schülerinnen und Schülern oder Studierenden vor-

handenen Fixierung auf eine Taschenrechner-

Nutzung die Berechnung der notwendigen raumzeit-

lichen Multiplikationen stören, stark behindern oder 

bei starken Rechendefiziten eventuell sogar gänzlich 

unmöglich machen. 

Deshalb ist es sinnvoll, didaktische Alternativen 

bzw. den Einsatz von Hilfsmitteln in Betracht zu 

ziehen. Da derzeit allerdings keine schulischen Ta-
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schenrechner auf dem Markt sind, die Rechnungen 

zur Raumzeit-Algebra (Dirac-Algebra) zulassen, 

müsste hier ein entsprechender Taschenrechner-

Ersatz zur Anwendung kommen. 

Als ein solcher Taschenrechner-Ersatz kann das Pro-

gramm-Tools „Geometric Algebra Algorithms Op-

timizer” (GAALOP) genutzt werden. Jedoch ist da-

bei auch zu beachten, dass diese Nutzung von 

GAALOP als geometrisch-algebraischer Taschen-

rechner-Ersatz [39] – [42] in gewisser Weise einen 

didaktisch motivierten ‚Missbrauch‘ dieses Pro-

gramm-Tools darstellt. 

Ursprünglich war GAALOP [43] – [47] von seinen 

Entwicklern als ein Werkzeug gedacht, mit dessen 

Hilfe Rechenschritte der Geometrischen Algebra in 

Programme integriert werden können, die in Stan-

dard-Programmiersprachen verfasst sind und keine 

Rechnungen zur Geometrischen Algebra zulassen. 

Das im Compiler-Feld angezeigte Resultat der Pro-

grammoptimierung enthält deshalb immer auch 

Syntax-Anteile, die eine solche Einbindung ermögli-

chen und die bei einer Nutzung als Taschenrechner-

Ersatz zu ignorieren sind. 

Da die Programm-Syntax von GAALOP recht ein-

fach und die Anwendung nahezu selbsterklärend ist 

und in der Regel nach kurzer Erläuterung von den 

Studierenden verstanden werden, ergeben sich bei 

einem Gebrauch als Taschenrechner-Ersatz kaum 

größere Schwierigkeiten. 

Darüber hinaus steht GAALOP kostenfrei zur Ver-

fügung und kann im Internet unter der Adresse 

www.gaalop.de/download [43] problemlos herunter-

geladen und installiert (siehe Abb. 8) werden. 

Abb.8: Download des Programm-Tools GAALOP. 

Zur Notation muss lediglich gesagt werden, dass die 

als Basisvektoren gedeuteten Dirac-Matrizen durch-

nummeriert und als Einheitsvektoren nun mit latei-

nischen Buchstaben darzustellen sind: 

t  e1 

x  e2 

y  e3 

z  e4 

Die drei unterschiedlichen Multiplikationsformen 

{16} werden ebenso intuitiv einsichtig übertragen 

als  {42} 

Geometrische Multiplikation:    m n   m*n 

Innere Multiplikation:  m  n   m . n 

Äußere Multiplikation:   m  n  m^n

Damit ergeben sich auch die logischen Darstellun-

gen der Basis-Bivektoren 

 x t  e2 * e1    und    x y  e2 * e3 

 y t   e3 * e1    und    y z   e3 * e4 {43} 

 z t  e4 * e1    und    z x   e4 * e2 

Und das Berechnungsziel wird angegeben, indem 

die gesuchte Größe durch Angabe eines vorgesetzten 

Fragezeichens gekennzeichnet wird. 

Für die in Abschnitt 11 gezeigten Musterlösungen 

wurden die folgenden Einstellungen gewählt: 

 Algebra to use: st4d – space-time 

 Visual Code Inserter: Visual Code Inserter

 Optimization: Table-Based Approach 

 Code Generator: TEX LaTeX 

Nach einer einführenden Einübung der Grundlagen 

von GAALOP (beispielsweise durch einfache Flä-

chenberechnungen oder rein räumliche Rotationen 

[42]) können dann Lorentz-Transformationen als 

raumzeitliche Rotationen mit GAALOP rechnerisch 

gelöst werden. 

11. Lorentz-Rotationen mit GAALOP

In diesem Abschnitt werden nun die bereits in 9.1 

bis 9.3 vorgestellten Lösungsstrategien in GAA-

LOP-Programme übertragen. Dazu müssen lediglich 

die vorgegebenen Größen in GAALOP angegeben 

und die Lorentz-Rotationsformel {15} korrekt um-

gesetzt werden 

11.1. GAALOP-Beispiel mit Normierung des 

Reflexionsvektors 

In Abb. 9 wird das GAALOP-Programm zur ersten 

Lösungsstrategie gezeigt. Angegeben werden die 

Position der Supernova aus Sicht von Dr. Pau {17} 

sowie die beiden Reflexionsvektoren {20} und {23}. 

Da GAALOP keine Wurzelberechnungen vornimmt, 

muss der zur Normierung notwendige Wert von 

15  = 3,87298335 gesondert angegeben werden. 

Damit entfallen vier der fünf Zeilen des Programms 

auf die Angabe der gegebenen Größen. Die Angabe 

der eigentlichen raumzeitlichen Rotation benötigt 

nur eine einzige Programmzeile. 

Die mathematische Eleganz dieses Grassmannschen 

Ansatzes spiegelt sich hier auch in der Kürze des 

GAALOP-Programms wider. 

Nach Aktivierung des Optimize-Buttons werden die 

Rechenschritte vom Programm ausgeführt. 

Das Ergebnis wird in einem sich öffnenden Compi-

ler-Feld ausgegeben, wobei die zeitliche Koordinate 

des Positionsvektors der Supernova aus Sicht von 

{41} 
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Dr. Wolf hier im Beispiel mit  rSuperWOLF_{1} ge-

kennzeichnet wird, während die räumliche Koordi-

nate der x-Richtung  rSuperWOLF_{2}  entspre-

chend der Zuordnungen {41} mit dem Indexwert 

zwei versehen ist. 

Das Ergebnis zeigt die erwarteten Werte, die ab der 

achten Nachkommastelle Rundungsungenauigkeiten 

aufweisen. 

Abb.9: GAALOP-Programm der ersten Lösungs-

strategie mit Normierung des Reflexionsvektors. 

11.2. GAALOP-Beispiel zur Nutzung hyperboli-

scher Funktionen 

Nachdem mit Hilfe der hyperbolischen Funktionen 

die entsprechenden Werte der Winkelhalbierenden 

für cosh /2 und sinh  /2 ermittelt wurden, können 

die gegebenen Größen in den ersten drei Zeilen des 

GAALOP-Programms (siehe Abb. 10) eingegeben 

werden. 

Erneut benötigt die Angabe des eigentlichen Re-

chenschritts nur eine einzige Programmzeile. Und 

erneut weist die Kürze dieses GAALOP-Programms 

deutlich auf die mathematische Eleganz dieses An-

satzes hin. 

Auch aus diesem Grund schreibt Hestenes: „… for 

applications to rotations, quaternions are demonstra-

bly more efficient than the vectorial and matrix 

methods taught in standard physics courses. The 

difference hardly matters in the world of academic 

exercises, but in the aerospace industry, for instance, 

where rotations are bread and butter, engineers opt 

for quaternions“ [34, S. 106]. 

Würden Ingenieure der Luftfahrindustrie Flugzeuge 

für einen Gebrauch in der vierdimensionalen Raum-

zeit konstruieren, würden sie sich folgerichtig für 

eine Mathematisierung mit Hilfe von verallgemei-

nerten Quaternionen auf Grundlage der Dirac-Al-

gebra entscheiden. 

Die Frage von Rundungsungenauigkeiten – hier nun 

ab der sechsten Nachkommastelle – spielt dagegen 

eine technisch untergeordnete Rolle. 

Abb.10: GAALOP-Programm der zweiten Lösungs-

strategie mit Nutzung hyperbolischer Funktionen. 

11.3. GAALOP-Beispiel zur Reflexion an den 

Winkel-Viertelnden 

Erneut sind lediglich drei Programmzeilen zur Ein-

gabe der raumzeitlichen Position der Supernova aus 

Sicht von Dr. Pau und der raumzeitlichen Lage der 

Winkel-Viertelnden notwendig. 

Und erneut erfordert die Angabe des eigentlichen 

Rechenschritts nur eine einzige Programmzeile. 

Wie in Unterabschnitt 9.3 gezeigt, kann die räumli-

che Lage der Winkel-Viertelnden mit Hilfe trigono-

metrischer Hyperbelfunktionen ermittelt werden. 

Alternativ ist es jedoch auch möglich, die Lage der 

Winkel-Viertelnden durch die Addition eines Ein-

heitsvektors in Richtung der Winkelhalbierenden 

und eines Einheitsvektors in Richtung der zeitlichen 

ct-Achse von Dr. Wolf bzw. von Dr. Pau zu be-

stimmen. 

Da diese Summe in unterschiedliche Richtungen 

weisenden Einheitsvektoren selbst kein Einheits-

vektor  sein  wird,  ist  hier  dann  wieder  eine  Normie- 
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Abb.11: GAALOP-Programm der dritten Lösungs-

strategie mit Reflexion an den Winkel-Viertelnden. 

rung mit Hilfe des relativistischen und damit raum-

zeitlichen Satzes von Pythagoras notwendig. 

Die konkrete Umsetzung dieser vierten Strategie mit 

GAALOP, die ohne eine Nutzung hyperbolischer 

Zusammenhänge zur Lösung führt, ist im beigefüg-

ten Poster der GDCP-Jahrestagung 2017 in Regens-

burg [52, Strategie IV] zu finden. 

12. Schlussfolgerung

Mit Hilfe des Programm-Tools GAALOP können 

Berechnungen zur Speziellen Relativität zeitsparend 

und effektiv durchgeführt werden. GAALOP erfüllt 

damit die Funktion eines einfach zu handhabenden 

und intuitiv zugänglichen Taschenrechner-Ersatzes. 

Kenntnisse von Hyperbel-Funktionen sind keine 

notwendige Voraussetzung. Lernende sollten ledig-

lich ein Grundverständnis für die Multiplikationsre-

geln der Geometrischen Algebra und Raumzeit-

Algebra (Dirac-Algebra) mitbringen. 

Dies dürfte bei einer ausführlichen Erörterung des 

raumzeitlichen Satzes von Pythagoras auch schu-

lisch gut umsetzbar sein. 

13. Ausblick: Achsenvertauschungen

Bis heute heute haben wir die Spezielle Relativitäts-

theorie noch nicht vollständig verstanden. 

Letztendlich wird in diesem Beitrag die Lorentz-

Transformation als eine mathematische Operation 

aufgefasst, bei der die Lage der zeitlichen und räum-

lichen Achsen eines ersten Koordinatensystems (also 

in Abb. 5 die ct-Achse und die x-Achse des auf der 

Erde zurückbleibenden Beobachters Dr. Wolf)  in  die 

Abb.12: GAALOP-Programm der alternativen Lö-

sungsstrategie zur Achsenvertauschung. 

ursprüngliche Lage der zeitlichen und räumlichen 

Achsen eines zweiten Koordinatensystems (also in 

Abb. 5 die ct‘-Achse und x‘-Achse des sich in der 

Rakete befindlichen Dr. Pau) überführt werden. 

Dadurch können die Koordinaten eines Ereignisses 

(also in Abb. 5 die Koordinaten der Supernova), 

dessen Lage im zweiten Koordinatensystem bekannt 

ist, für das erste Koordinatensystem ermittelt wer-

den. 

Diese Bestimmung der Koordinaten kann rechne-

risch erfolgen oder zeichnerisch, indem Strecken-

längen gemessen und über den relativistischen Py-

thagoras in raumzeitliche Distanzen umgerechnet 

werden. 

Diese Umrechnung ist natürlich dann besonders 

einfach, wenn raumzeitlich senkrecht stehende Stre-

cken auch auf dem von Natur aus euklidischen Pa-

pier senkrecht eingezeichnet werden können. Das ist 

der konzeptuelle Kern der Abbildungen 6 und 7: Der 

Umrechnungsfaktor der abgelesenen Streckenlängen 

von Dr. Wolf beträgt genau 1, so dass ein Zentimeter 

genau einem Lichtjahr entspricht. 

Diese Überführung der Achsen eines Koordinaten-

systems in ein zweites wird im Rahmen konventio-

neller Beschreibungen der Lorentz-Transformatio-

nen immer als raumzeitliche Rotation verstanden 

und durchgeführt. 

Im zweidimensionalen Fall gibt es jedoch noch eine 

sehr einfache Alternative, die die Interpretation der 

zweidimensionalen Lorentz-Transformation unter ei- 
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nem weiteren Blickwinkel erscheinen lässt: An Stel-

le einer raumzeitlichen Rotation kann eine raum-

zeitliche Achsenvertauschung vorgenommen wer-

den [49], [50]. 

Dabei wird an Stelle eines reinen Sandwich-Pro-

duktes {10} und {11}, bei dem identische Größen 

rechts- und linksseitig anmultipliziert werden, ein 

gemischtes Sandwich-Produkt gebildet, indem un-

terschiedliche Größen rechts- und linksseitig an die 

zu transformierende Größe anmultipliziert werden. 

Wird der raumzeitliche Ortsvektor {7} 

ralt = c t t-alt + x x-alt + y y-alt + z z-alt {44} 

beispielsweise rechtsseitig mit dem Basisvektor t-alt 

in Richtung der ursprünglichen Zeitachse und links-

seitig mit einem neuen Basisvektor t-neu in Richtung 

einer neuen Zeitachse multipliziert, so werden die 

beiden Zeitachsen vertauscht. 

Die ursprüngliche Zeitachse wird durch die neue 

Zeitachse ersetzt: 

rfast neu = t-neu ralt t-alt {45} 

 = c t t-neu + x t-neu x-alt t-alt 

 + y t-neu y-alt t-alt + z t-neu z-alt t-alt 

Allerdings treten hierbei zwei Nebenwirkungen 

auf. 

Zum ersten wird durch diese Achsenvertauschung 

die Orientierung des Koordinatensystems geändert. 

Aus einem ursprünglich rechtshändigen raumzeit-

lichen Koordinatensystem wird ein linkshändi-    

ges. 

Dieser Nebeneffekt kann jedoch leicht korrigiert 

werden, indem nach der oben beschriebenen Ach-

senvertauschung eine Reflexion an der alten Zeit-

achse, die durch den Basisvektor t-alt repräsentiert 

wird, vorgenommen wird. 

Der neue raumzeitliche Ortsvektor lautet dann: 

rneu = t-alt t-neu ralt {46} 

  = c t t-alt t-neu t-alt + x t-alt t-neu x-alt 

 + y t-alt t-neu y-alt + z t-alt t-neu z-alt 

Die zweite Nebenwirkung ist jedoch gravierender. 

Es werden die rein vektoriellen Komponenten des 

alten Ortsvektors in Komponenten überführt, die 

nicht nur vektorielle und somit streckenartige, son-

dern auch trivektorielle und somit volumenartige 

Anteile aufweisen. 

Eindimensionale Längen transformieren sich teil-

weise in dreidimensionale Rauminhalte. Die physi-

kalische Deutung dieser zusätzlichen Volumina ist 

noch nicht vollständig geklärt. Es ist jedoch sinnvoll, 

diese als zusätzlich generierte Felder [49] zu inter-

pretieren. 

Im zweidimensionalen Fall der hier diskutierten mo-

difizierten Abituraufgabe können jedoch keine zu-

sätzlich generierten trivektoriellen Felder entstehen, 

da ein zweidimensionaler Raum oder eine zwei-

dimensionale Raumzeit schlicht keinen Platz für 

dreidimensionale Größen hat. 

Aus diesem Grund muss die zweidimensionale Ach-

senvertauschung zur zweidimensionalen Rotation 

identisch sein. 

Daraus kann auch gefolgert werden, dass nur senk-

recht zur Vertauschungsebene stehende Vektorkom-

ponenten in trivektorielle Anteile überführt werden. 

Auch aus diesem Grund müssen im Zweidimensio-

nalen Achsenvertauschung und Rotation vollständig 

identisch sein. 

Der raumzeitliche Ortsvektor der Supernova aus 

Sicht von Dr. Pau r3
‘
 {17} wird somit gemäß {46}

mit den beiden zeitlichen Basisvektoren 

t-alt = t {47} 

sowie auf Grundlage von {18} und {19} 

t-neu = 
  'r

'r

2

2
 = 

15

1
 (4 Lj t – 1 Lj x) {48} 

linksseitig multipliziert. Dabei ergibt sich nach Gl. 

{46} mit 

r2 = 

15

1
t (4 Lj t – 1 Lj x) (10 Lj t + 5 Lj x)

 

 = 

15

1
(40 Lj t + 20 Lj x + 10 Lj x + 5 Lj t)

 

 = 3 15  Lj t + 2 15  Lj x 

 ≈ 11,62 Lj t + 7,75 Lj x {49} 

das tatsächlich erwartete Ergebnis. 

Dieses Ergebnis können Schülerinnen und Schüler, 

denen eine Berechnung von 

1 · 4 · 10 = 40      bzw.    1 · 4 · 5 = 20 {50} 

und unter Beachtung zusätzlicher Minuszeichen 

aufgrund der Normierungs- und Vertauschungsre-

geln 
 (– 1) · 10 · (– 1) = 10 

bzw.  (– 1) · 5 · (– 1) = 5 {51} 

ohne einen relativistischen Taschenrechner nicht 

zugemutet werden möchte, auch mit Hilfe von 

GAALOP (siehe Abb. 12) erzielen. 

Dieses Beispiel zeigt, dass die Nutzung von Ach-

senvertauschungen an Stelle von Rotationen bei 

zweidimensionalen Situationen tatsächlich nicht nur 

praktikabel, sondern auch sinnvoll und sehr effektiv 

ist. 

Und sie funktioniert so einfach [50], [51] und so 

überzeugend, dass eine solche mathematische Mo-

dellierung auch im schulischen Rahmen – auf jeden 

Fall mit Leistungskursschülern sowie mit Unterstüt-

zung durch GAAOP auch mit Grundkursschülern – 

durchgeführt und mit Schülerinnen und Schülern 

sachangemessen diskutiert werden kann.  
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