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1. まえがき

回路シミュレーションにおける直流動作点解析の非収束

問題を理論面・実用面の両方から解決する方法として，ホ

モトピー法に関する研究が行われている [1], [2]．

直流動作点解析におけるホモトピー法にはいくつかの種

類があり，欧米では主として可変利得ホモトピー（VGH）

法に関する研究が行われている [1]～ [4]．一方，文献 [5]

では効率的なホモトピー法の一つとして可変利得ニュー

トンホモトピー（VGNH）法が提案されている．

このようなホモトピー法を回路シミュレータ上に実装

しようとする場合，専門的知識と複雑なプログラミング

が必要となる．そこで「式を回路で記述して SPICEで解

く」という逆転的発想に基づく方法論である SPICE指向

型解析法に関する研究が行われている [2]．その結果，高

度なホモトピー法を容易に実装することが可能となった．

しかし，VGH法と VGNH法は SPICE指向型解析法を

用いて実装を行った場合，必ずしも他のホモトピー法よ

り効率的でないことが数値実験において判明した．

本論文では 2 つの手法について提案する．まず VGH

法の計算効率を改善する簡単な手法を提案する．次に

SPICE指向型解析法を用いて実装を行った場合に有効で

あるニュートン不動点ホモトピー（NFPH）法について

提案する．また NFPH法の補助関数の与え方で解曲線の

挙動を緩和させる手法についても示す．

2. ホモトピー法

回路を記述する修正節点方程式を

f(x) = 0 (1)

とする．ただし f はRnからRnへの非線形写像，x ∈ Rn

は変数ベクトルである. ホモトピー法では式 (1)を解くの

に，まず初期値 x0 ∈ Rnを選び，x0を解とする別の方程

式（補助方程式と呼ばれる）

f0(x) = 0, f0 : Rn → Rn (2)

を考える．次にパラメータ λ ∈ [0, 1] を導入し，関数

h : Rn+1 → Rn （ホモトピー関数あるいはホモトピーと

呼ばれる）を

h(x, λ) = λf(x) + (1− λ)f0(x) (3)

で定義する．ここで (x, λ) を変数とする方程式

h(x, λ) = 0 (4)

を考えると，式 (4)を満たす (x, λ)の集合は一般に Rn+1

における曲線となる．ホモトピー法は，このような解曲

線（パスともいう）を (x0, 0)から始めて追跡し，λ = 1

に達した時点で式 (1)の解 x∗ を得る方法である．

3. 可変利得ホモトピー法

VGH法では式 (1)を解くのに，ホモトピー関数として

h(x, λ) = f(x, λα) + (1− λ)A(x− a) (5)

を用いる．ただし，Aは n×nの対角行列，a ∈ Rnはラ

ンダムに選んだ定数ベクトルである．また αはトランジ

スタの電流利得 αf , αr からなるベクトルである．この方

法では回路の内部パラメータである利得 αに λが掛けら

れるため，回路は利得ゼロの状態から利得 αの状態へと

連続的に変化していく．この “可変利得”という優れたア

イデアにより，ホモトピー法の連続変形が非常にスムー

ズになる．

ここで，式 (5)における対角行列Aを次のように表す

ことにする．

A =


 G · IN 0

0 R · IM


 (6)

ただし，IN , IMはそれぞれN×N , M×Mの単位行列，G

とRは定数である．従来のVGH法では，G = R = 10−3

位の値が用いられていた [1], [4]．しかし，R > 0とする

従来の VGH法はしばしば収束しないことが指摘されて

いた．これに対し文献 [3]では，R < 0とすることにより

VGH法は必ず解に収束することが指摘され，さらに，そ

の大域的収束性の証明が与えられている．
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図 1 レギュレータ回路

4. 提案手法 I

VGH法のホモトピー関数は次のように表される．

hg(x, λ) = Dgg(DT
g v) + DEi + J

+ (1− λ)Dgg̃(DT
g v)

+ (1− λ)G(v − ag) (7a)

hE(x, λ) = DT
Ev −E + (1− λ)R(i− aE) (7b)

本論文で提案する手法は，式 (7b) で R = 0 とおく

ものである [6]．これにより VGH 法の解曲線は常に

DT
Ev − E = 0 を満たすので，解曲線を追跡する空間

の次元は実質的に N + M + 1から N + 1へと減少され

る．したがって解曲線が短くなり，計算効率が改善される

ことが期待できる．また，式 (5)の各方程式のオーダー合

わせの観点からランダムベクトル aの範囲を ag = [0, 1]，

aE = [0, 0.001]と設定することを推奨する．

5. 数 値 例 I

R = −1000とする従来法と R = 0とする提案手法を

文献 [2]の SPICE指向型解析法を用いて SPICE3f5上に

実装した．図 1, 図 2に示すレギュレータ回路と Folded

Cascode オペアンプ回路に適用したときの解曲線をそれ

ぞれ図 3, 図 4に示す．これら図で，縦軸はあるトランジ

スタのベース・エミッタ電圧及びゲート・ソース間電圧，

横軸は λを表す．提案手法の解曲線の方がより短くスムー

ズであることがわかる．また，提案手法と従来法を 8個

の回路に適用した結果を表 1に示す．ただし，J はニュー

トン法の総反復回数，Sはステップ数，T は計算時間を表

す．この計算結果からすべての例題回路に対して計算効

率が改善していることがわかる．
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図 2 Folded Cascode オペアンプ回路
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図 3 レギュレータ回路に対する解曲線
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図 4 Folded Cascode オペアンプ回路に対する解曲線

表 1 VGH 法の計算効率の比較

従来法 (R = −1000) 提案手法 (R = 0)

回路 J S T (秒) J S T (秒)

2sOA 440 135 0.075 363 114 0.058

HVRef 426 138 0.067 387 127 0.059

OscCkt 906 228 0.093 617 182 0.066

RegCkt 2100 691 1.002 1318 431 0.623

Diff 596 855 0.084 420 140 0.062

Bandgap 2677 193 0.604 821 201 0.179

FCOP 1360 454 0.494 890 296 0.331

MOSOP 6301 2096 2.283 2549 861 0.980

6. 提案手法 II

6. 1 ニュートン不動点ホモトピー法

NFPH法では，ホモトピー関数として



h(x, λ) = f(x)−(1−λ)f(x0)+(1−λ)A(x−x0) (8)

を用いる．ここで Aは，n× n行列とし次式とする．

A =


 DgGFP DT

g 0

0 −RFP 1M


 (9)

ただし，GFP ∈ RK×K は対角項の要素には正の値が入

り，その他は 0とする対角行列とする．RFP はスカラー

の正値とし，1M はM ×M 単位行列とする．このとき，

行列Aの要素をある程度大きくとることにより，初期値

を forward active領域から選んでもホモトピー法の収束

性が保証されることが証明されている [7]．すなわち “良

い”初期値を選ぶことができるため，解曲線が短くなる可

能性が高くなり，多くの場合計算効率は改善される．

6. 2 NFPH法の SPICE上への実装方法

NFPH法では式 (8)で定義される h(x, λ) = 0の解曲

線を追跡する．そのような解曲線は微分代数方程式

f(x) + (1− λ)Ax− (1− λ)
(
f(x0) + Ax0

)
= 0

(10a)
m∑

i=1

(
dvbei

ds

)2

+
(

dλ

ds

)2

= 1 (10b)

を (x0, 0)から始めて数値積分することにより追跡でき

る．ただし sは (x0, 0)を始点としたときの解曲線の弧長

で，解曲線上の点 (x, λ)は sの関数 (x(s), λ(s))である

と考える．また mは回路に含まれるトランジスタの数，

vbeiは i番目のトランジスタのベース・エミッタ間電圧を

表す．また式 (10a)は便宜上式 (8)を少し変形したものと

なっている．

SPICE指向型解析法の基本的アイデアは，式 (10)によ

り記述される回路を考え，それを SPICEで過渡解析する

ことにより，式 (10)に数値積分が適用され，SPICE上で

NFPH法が実現されるというものである．

まずもとの回路のすべてのトランジスタのベース・エ

ミッタ間とベース・コレクタ間に図 5のような独立電圧

源とコンダクタンスを接続した初期回路を考える．この

回路の解 x0 では vq = (V 0
be, V

0
bc)

T が成立しているので，

NFPH法の初期値 x0として使用することができる．また

独立電圧源 V 0
be,V

0
bc に流れる電流（図 5の I1, I2に相当す

る）は f(x0) + Ax0 となることが容易に確認できる [2]．

したがって式 (10a)を記述する回路は，もとの回路のすべ
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図 5 初期値と定数項を求めるための初期回路
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図 6 式 (10a) を記述する回路
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図 7 式 (10b) を記述する回路

てのトランジスタに図 6に示すような従属電流源を接続

したホモトピー回路となる．また，式 (10b)は図 7のよ

うなパス追跡回路で記述することができる．したがって，

図 5～図 7で与えられる回路を SPICEで過渡解析するこ

とにより，式 (8)の解曲線が追跡され，NFPH法が実現

される．このとき文献 [8]では，VGNH法の実装に

 Jbe

Jbc


 =


 0 αr

αf 0





 me(exp(nevbe)− 1)

mc(exp(ncvbc)− 1)




(11)

で表される従属電流源 Jbe, Jbc を付加する．そのため

NFPH法では Jbe, Jbc を付加しないので，計算式が短く

なり計算効率が上がると予想される．また，本研究では

同様にMOSトランジスタ回路に対しても NFPH法の実

装を行った．

6. 3 解曲線の挙動を緩和させる方法

ここでは，NFPH法における補助関数の与え方を変化

させることで解曲線の挙動を緩和させる方法について提案



表 2 レギュレータ回路に対する各ホモトピー法の比較
NH 法 VGH 法 VGNH 法 NFPH 法

J 230 275 142 186

プログラム S 103 150 72 86

T (秒) 6.500 6.317 3.383 4.683

J 2887 1316 1538 1200

SPICE S 1101 431 499 369

T (秒) 0.749 0.671 0.593 0.277

する．式 (8)の右辺第 2項，第 3項では補助関数に (1−λ)

が掛けられている．ここでは λ = 0, λ = 1近傍での回路

の急激な変化を抑えるために，λ = 0近傍ではゆっくりと

元の補助関数から変化していき，λ = 1近傍ではゆっくり

と補助関数が 0になり元の回路があらわれるような関数を

考える．具体的には次のように NFPH法を書き換えた．

h(x, λ) = f(x)− (1− λ3)
5
f(x0)+(1− λ3)

5
A(x−x0)

(12)

これにより start-game，end-gameが起こりにくくなる

と予想される．

7. 数値例 II

まずニュートンホモトピー（NH）法，VGH法，VGNH

法，NFPH法の 4つの手法の比較を行う．図 1に示す回

路に対して C言語を用いたプログラミングによる実装 [5]

と SPICE指向型解析法を用いて SPICE3f5上に実装を

行った場合の各ホモトピー法の計算結果の比較を表 2に

示す．この計算結果からプログラムで実装を行った場合

VGNH法が一番効率が良く，SPICE指向型解析法を用い

た場合は NFPH法が一番効率が良いことがわかる．

また NFPH法を SPICE指向型解析法を用いて 8個の

回路に適用した結果を表 3に示す．この計算結果から従

来効率的とされていた VGNH法より NFPH法の方がす

べての例題回路に対して計算効率が良いことがわかる．

最後に式 (12)のホモトピー関数を提案手法とし，NFPH

法との比較を行う．図 1に示すレギュレータ回路に適用し

たときの解曲線を図 8に示す．提案手法の解曲線の方が

start-game，end-gameが緩和されているのがわかる．

8. む す び

本論文では，効率的なVGH法を提案した．また SPICE

指向型解析法を用いて実装を行った場合に有効である

NFPH法を提案し，さらに，補助関数の与え方で解曲線

の挙動を緩和させる手法について示した．

表 3 計算効率の比較

VGNH 法 NFPH 法
回路 J S T (秒) J S T (秒)

2sOA 322 108 0.047 220 109 0.020

HVRef 366 121 0.047 343 114 0.026

OscCkt 451 140 0.037 263 121 0.016

RegCkt 1538 499 0.593 1200 396 0.277

Diff 327 109 0.063 221 109 0.010

Bandgap 433 129 0.094 364 116 0.021

FCOP 380 118 0.125 275 121 0.027

MOSOP 999 262 0.297 538 230 0.062
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図 8 レギュレータ回路に対する解曲線
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