
修士論文要旨 (2013年度)

可変利得ホモトピー法を用いた非線形回路の直流動作点解析
DC Operating Point Analysis of Nonlinear Circuits

Using the Variable-Gain Homotopy Method

電気電子情報通信工学専攻 宮本 卓也

Takuya MIYAMOTO

1. まえがき

回路シミュレーションにおける直流動作点解析の「非収

束問題」を理論面・実用面の両方から解決する方法とし

て，ホモトピー法に関する研究が行われている [1]～[12]．

その結果，最も解析が困難とされるバイポーラアナログ

回路に対して，その最大級である 2万素子クラスのアナ

ログ LSIを世界で初めて収束の保証付きで解くことに成

功するなど，ホモトピー法は産業界においても多大な実

績を残している [7],[8]．

直流動作点解析におけるホモトピー法にはいくつかの

種類があるが，欧米では主として可変利得ホモトピー

法（VGH法）に関する研究が活発に行われている [2]～

[6],[9]～[12]．VGH法は bifurcation freeと呼ばれる優れ

た性質をもち，回路シミュレータ Sframeなどにインプリ

メントされている [3],[6]．初期の頃のVGH法には「初期

値を自由に設定できない」，「インプリメントが容易ではな

い」などの欠点があったが，これらの欠点の大半は文献

[10]で解決され，同文献の数値実験でも，VGH法は可変

利得ニュートンホモトピー法と並んで最も効率的なホモ

トピー法の一つであることが示されている．

本論文では，VGH法の計算効率を飛躍的に改善する簡

単な手法を提案する．また，この方法が大域的収束性を

もつことを証明する．更に，この方法は任意の初期値か

ら安定解（Γ+ 解）に収束することを示す．

本論文は，有名な篠田の問題 [13]を欧米レベルで解決

したものとなっている [18]．

2. 可変利得ホモトピー法

回路を記述する修正節点方程式は一般に次のような形

で表すことができる [8]．

fg(v, i)
4
= Dgg(DT

g v) + DEi + J = 0 (1a)

fE(v, i)
4
= DT

Ev −E = 0 (1b)

ただし，v ∈ RN は節点電圧を表す変数ベクトル，

i ∈ RM は独立電圧源を流れる電流を表す変数ベクト

ル，g : RK → RK は抵抗素子の電圧電流特性を表す連

続関数，Dg とDE は回路の構造を表す N × K 並びに

N ×M の既約接続行列，J ∈ RN と E ∈ RM は独立電

流源および独立電圧源によって定まる定数ベクトルであ

る．以下，式 (1a),(1b)をまとめて

f(x) = 0 (2)

で表すことにする．ただし，f = (fg,fE)T : Rn → Rn，

x = (v, i)T ∈ Rn, n = N + M である．ここで VGH法

では式 (2)を解くのに，以下のホモトピー方程式を用いる．

h(x, λ) = f(x, λα) + (1− λ)A(x− a) = 0 (3)

ただし，Aは n × nの対角行列，a ∈ Rn はランダムに

選んだ定数ベクトルである．また αはトランジスタの電

流利得 αf，αr からなるベクトルである．この方法では回

路の内部パラメータである利得αに λが掛けられるため，

回路は利得ゼロの状態から利得 αの状態へと連続的に変

化していく．この “可変利得”という優れたアイデアによ

り，ホモトピー法の連続変形が非常にスムーズになる．

VGH法は二つの段階からなる．まず第一段階では初期

方程式 h(x, 0) = 0を解くことによりホモトピー法の初期

値 x0 を計算する．次に第二段階では (x0, 0)を出発点と

して式 (3)の解曲線を追跡する．この解曲線が λ = 1に

到達した時点で，式 (2)の解 x∗ が得られる．

ここで，式 (3)における対角行列Aを次の様に表すこ

とにする．

A =


 G · IN 0

0 R · IM


 (4)
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ただしIN，IMはそれぞれN×N，M×Mの単位行列，G

とRは定数である．従来のVGH法では，G = R = 10−3

位の値が用いられていた [9],[12]．しかし，R > 0とする

従来のVGH法はしばしば収束しないことが指摘されてい

た．これに対し文献 [11]では，R < 0とすることにより

VGH法は必ず解に収束することが指摘され，その大域的

収束性の証明が与えられている．また文献 [14]では，式

(1a),(1b)で fg(v, i)は電流，fE(v, i)は電圧を表すこと

から，式 (3)の各方程式の「オーダー合わせ」をするため

に Gの値は 10−3 位に，Rの値は −103 位に設定すると

効率的であることが示されている．

3. 提案手法

VGH法のホモトピー関数は次の様に表される．

hg(x, λ) = Dgg(DT
g v) + DEi + J

+ (1− λ)Dgg̃(DT
g v)

+ (1− λ)G(v − ag) (5a)

hE(x, λ) = DT
Ev −E + (1− λ)R(i− aE) (5b)

本論文で提案する手法は，式 (5)で R = 0とおくもので

あり，次式で表される．

hg(x, λ) = Dgg(DT
g v) + DEi + J

+ (1− λ)Dgg̃(DT
g v)

+ (1− λ)G(v − ag) (6a)

hE(v) = DT
Ev −E (6b)

これにより VGH 法の解曲線は常に DT
Ev − E = 0 を

満たすので，解曲線を追跡する空間の次元は実質的に

N + M + 1からN + 1へと減少される．したがって解曲

線が短くなり，計算効率が改善されることが期待できる．

なお，DT
Ev−E = 0を満たす初期値 x0は文献 [10]の初

期回路を解くことにより容易に求めることができる．

4. 提案手法の大域的収束性

VGH法の大域的収束性は，R < 0の場合に対してしか

証明されていない [11]．そこで本章では，R = 0とおく

VGH法の大域的収束性について述べる．

ホモトピー法は次の二つの条件が成立するときに大域

的収束性が保証される．

条件 1: 初期値 x0 は h(x, 0) = 0の一意解である．

条件 2: hは boundary freeである．

バイポーラトランジスタ回路に対して，提案手法の初期

回路はダイオードを唯一の非線形素子としてもち，線形

素子やダイオードは一様受動性を満たすので，その回路

は一意かつ安定である．ゆえに条件 1が成立する．更に，

本研究では提案手法の条件 2を証明した．紙面の都合上，

証明は割愛する．以上より，次の定理で表される大域的収

束性が成立する．

［定理 1］　式 (6)で定義されるホモトピー関数において，

gと g̃はリプシッツ連続かつある点において一様受動であ

るとする．このとき，(x0, 0)を出発点とする h(x, λ) = 0

の解曲線は λ = 1に到達する． ¤
なお，VGH法はこれまで主としてバイポーラトランジ

スタ回路に対して適用され，MOSトランジスタ回路に適

用する研究はあまり行われていなかったが，本研究では

VGH法をMOSトランジスタ回路に対して拡張する研究

も行った．詳細については割愛する [18]．

5. 提案手法により得られる解の安定性

本論文では，安定性についてGreen-Willsonの定義 [15]

を用いる．ここで安定性に関する関数 Γ(x)を式 (7)のよ

うに定義する．，

Γ(x) = (−1)MdetDf(x) (7)

ここで f(x)の n× nのヤコビ行列をDf(x)で表し，回

路中に含まれている独立電圧源と従属電圧源の個数をM

とする．このとき，以下の定理が導かれてる [15]．

［定理 2］

Γ(x∗) < 0 (8)

が成立するとき，動作点 x∗ は不安定である． ¤

提案手法では，λ = 0のときホモトピー方程式は一意

解（安定解）をもつ回路の修正節点方程式となる。従っ

て，定理 2の対偶より (−1)MdetDf0(x0) > 0が成立す

る．またGarcia-Zangwillの定理より，ある一本の解曲線

が初期解 (x0, 0)と収束解 (x∗, 1)を結んでいる場合，

sgn[detDf0(x0)] = sgn[detDf(x∗)] (9)

となる．従って提案手法により求められる解 x∗ に対して

は，(−1)MdetDf(x∗) > 0が成立する．以上より，次の
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図 1 提案手法による Γ+ 解と Γ− 解の探索順
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図 2 レギュレータ回路に対する解曲線
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図 3 MOS オペアンプ回路に対する解曲線

定理が成立する．

［定理 3］　任意の初期値に対し，提案手法により求めら

れる解は Γ+ 解となる． ¤
なお，Γ(x∗) > 0を満たす解を Γ+解，Γ(x∗) < 0を満

たす解を Γ− 解と呼ぶことにすると，図 1に示すように，

1本の解曲線を 0 <= λ < +∞の範囲で追跡することによ
り，Γ+ 解と Γ− 解が交互に得られる．

6. 数 値 例

6. 1 大域的収束性と計算効率

提案手法を文献 [10] の SPICE 指向型解析法を用いて

表 1 計算効率の比較

従来法 提案手法
回路 n S J T S J T

Diff 24 79 328 100% 21 77 23%

Bandgap 34 543 2209 100% 42 187 8%

14MOS 36 311 1081 100% 72 262 26%

20MOS 46 341 1091 100% 85 278 27%

FCOP 50 2915 9139 100% 37 141 1%

MOSOP 50 3570 17479 100% 94 384 2%

TSCOP 53 3164 10063 100% 72 273 2%
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図 4 多安定トランジスタ回路

SPICE3f5上に実装した．提案手法と従来法をレギュレー

タ回路 [11]とMOSオペアンプ回路 [18]に適用したとき

の解曲線をそれぞれ図 2，図 3に示す．これら図で，縦軸

はあるトランジスタのベース・エミッタ電圧及びゲート・

ソース間電圧，横軸は λを表す．提案手法の解曲線の方

がより短くスムーズであることが分かる．また，提案手法

と従来法を様々な回路に適用した結果を表 1に示す．た

だし，S はステップ数，J はニュートン法の総反復回数，

T はシミュレーション時間の比率を表す．この計算結果か

らすべての例題回路に対して計算効率が大幅に改善して

いることがわかる．

6. 2 安 定 性

5章で述べた安定性の理論を検証するため，図 4のよう

な回路を考える．この回路は 9つの解をもち，そのうち

5つの解が Γ+，4つの解が Γ− であることがわかってい

る [8]．提案手法を用いて様々な初期値から解曲線の追跡

を行ったところ，すべて Γ+解に収束した．その結果を表

2に示す．また，図 1に示すように 1本の解曲線を追跡す

ることにより複数の解を得たところ，表 3に示すように

Γ+ 解と Γ− 解を交互に求めることができた．



表 2 初期値と解 x∗ と Γ(x∗) の値

初期値 (v0
be, v0

bc) 解 x∗ Γ(x∗)

(0.7, 0), (0.7, 0), (0.7, 0), (0.7, 0)

(12.0000, 2.1131, 0.5322, 10.4836, 1.2785,−7.8829,

2.1171,−0.8892, 1.1108, 1.2785, 2.1131, 0.5322,

10.7189, 12.0000,−0.0029,−0.0028,−0.0007, 0.0003)

7.45× 10−52

(0.7, 0), (0.3, 0), (0.7, 0), (0.9, 0)

(12.0000, 2.1063, 0.5305, 10.2774, 1.2620,−7.9039,

2.0961,−2.6423,−0.6423, 1.3489, 9.7586, 2.1730,

2.2230, 12.0000,−0.0029,−0.0030,−0.0005, 0.0001)

3.82× 10−51

(0.95, 0), (0.95, 0), (0.7, 0), (0.7, 0)

(12.0000, 9.5214, 2.1670, 2.2337, 1.3453,−7.9017,

2.0983,−2.5905,−0.5905, 1.2638, 2.1068, 0.5306,

10.5188, 12.0000,−0.0031,−0.0028,−0.0005, 0.0004)

8.37× 10−52

(0.4, 0), (0.95, 0), (0.7, 0), (0.95, 0)

(12.0000, 10.8034, 2.0219, 1.9957, 1.1919,−8.1643,

1.8357,−4.4918,−2.4918, 1.2159, 10.8200, 2.0466,

2.0384, 12.0000,−0.0028,−0.0028,−0.0004, 0.0002)

2.45× 10−50

表 3 Γ+ 解と Γ− 解が交互に求まる様子

解 x∗ Γ(x∗)

1

(12.00, 2.11, 0.53, 10.28, 1.26,−7.90,

2.10,−2.64,−0.64, 1.35, 9.76, 2.17,

2.22, 12.00,−0.00,−0.00,−0.00, 0.00)

3.82× 10−51

2

(12.00, 2.11, 0.53, 10.29, 1.26,−7.90,

2.10,−2.57,−0.57, 1.33, 9.44, 2.17,

2.55, 12.00,−0.00,−0.00,−0.00, 0.00)

−4.01× 10−52

3

(12.00, 2.11, 0.53, 10.48, 1.28,−7.88,

2.12,−0.89, 1.11, 1.28, 2.11, 0.53,

10.72, 12.00,−0.00,−0.00,−0.00, 0.00)

7.45× 10−52

7. む す び

本論文では，非常に効率的なVGH法を提案するととも

に，その大域的収束性を証明した．また，提案手法が高い

確率で安定解に収束することを示し，有名な篠田の問題

に対して欧米レベルでの解決を与えた．
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