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MARTIN MÖHLE

Nachkommen und Vorfahren im Blickpunkt der
Mathematischen Populationsgenetik

Einführung
Mathematische Populationsgenetik ist ein Teilgebiet der Mathematik mit interdiszipli-
närem Bezug zu den Lebenswissenschaften, insbesondere im Bereich der Biologie und der
Informatik. Ein wesentliches Ziel der Mathematischen Populationsgenetik ist die Entwick-
lung mathematischer Modelle zur Beschreibung und Analyse der zeitlichen Entwicklung
von Populationen. Aus der Mathematik tragen insbesondere die Analysis, die Kombina-
torik und die Stochastik zur Entwicklung dieses Gebietes bei. Auf der Seite der Biologie
sind vor allem Evolution und Genetik die treibenden Teilbereiche. In der Informatik sind
es die Bereiche Datenbanken und Algorithmen, die das Gebiet prägen.

Typische einfache Beispiele für Modelle der Mathematischen Populationsgenetik sind
das exponentielle Wachstum einer Population (beschrieben durch eine deterministische
Differentialgleichung der Form N′(t) = cN(t)) oder das Hardy-Weinberg-Gesetz für die
Stabilisierung von Genotyp-Frequenzen, aber auch einfache stochastische Gesetze, etwa
die Mendelschen Vererbungsregeln. Einen guten Einblick in die Mathematische Popula-
tionsgenetik gibt das Buch von Ewens.1 Es schlägt in beeindruckender Weise die Brücke
zwischen Biologie und Mathematik.

Ein wichtiges Teilgebiet der Mathematischen Populationsgenetik beschäftigt sich mit
der Beschreibung und Analyse von Populationen hinsichtlich ihrer Nachkommens- und
Vorfahrensstruktur. Von grundlegender Bedeutung ist in diesem Zusammenhang das
Wright-Fisher-Modell, auf das nun näher eingegangen wird.

Das Wright-Fisher-Modell
Das nach den Genetikern Ronald Aylmer Fisher2 und Sewall Wright3 benannte Wright-
Fisher-Modell ist eines der klassischen Populationsmodelle der Mathematischen Populati-
onsgenetik. Es wird oft als Referenzmodell (Nullmodell, Vergleichsmodell) verwendet und
modelliert die zufällige Reproduktion ohne Mutation und Selektion einer eingeschlechtli-
chen (haploiden) endlichen Population von N ∈N := {1,2, . . .} Individuen. Es wird davon
ausgegangen, dass sich die Population in diskreten Generationen fortpflanzt. Die Indivi-
duen einer jeden Generation werden zufällig von 1 bis N nummeriert. Jedes Individuum

1 Vgl. Ewens (2004).
2 Vgl. Wright (1969).
3 Vgl. Fisher (1958).
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k ∈ {1, . . . ,N}, das in der r-ten Generation lebt, bekommt eine zufällige Anzahl ν(r)
k

von
Nachkommen. Die Gesamtheit all dieser Nachkommen bildet die nächste (r+1)-te Gene-
ration. Man spricht daher auch von einem Modell mit nicht-überlappenden Generationen.
Da die Populationsgröße als konstant (= N) vorausgesetzt wird, muss also in jeder Genera-
tion r die Bedingung ν(r)

1
+ · · ·+ν(r)

N
= N erfüllt sein. Eine typische Verteilung, die dieser

Randbedingung genügt, ist die symmetrische Multinomialverteilung, gegeben durch

P(ν(r)
1

= j1, . . . ,ν
(r)
N

= jN) =
N!N−N

j1! · · · jN!

für j1, . . . , jN ∈ N0 := {0,1,2, . . .} mit j1 + · · ·+ jN = N. Im Wright-Fisher-Modell wird
davon ausgegangen, dass die Kindervariablen ν(r)

1
, . . . ,ν(r)

N
in jeder Generation r genau

dieser Verteilung folgen. Setzt man zusätzlich noch die Unabhängigkeit dieser Zufallsva-
riablen von Generation zu Generation voraus, so ist dadurch das Modell präzise beschrie-
ben.

Das Wright-Fisher-Modell lässt sich noch einfacher rückwärts in der Zeit formulieren.
Es stellt sich nämlich heraus, dass die symmetrische Multinomialverteilung rückwärts in
der Zeit gerade der Strategie entspricht, dass sich jedes Kind zufällig einen Elter wählt.
Dies klingt zunächst etwas unrealistisch (Kinder wählen sich doch keine Eltern), aber die-
ses Modell stellt eine Art zufällige Abstammung sicher, das heißt, kein Individuum nimmt
bevorzugt an der Reproduktion teil, was einer gewissen Homogenität der Population ent-
spricht. Jedes Individuum hat gleichberechtigt die Chance, Nachkommen zu zeugen. Es
wird kein Individuum besonders bevorzugt. Man spricht auch von einem neutralen bezie-
hungsweise selektionsfreien Modell.

Es gibt viele weitere Verteilungen, die so genannten austauschbaren Verteilungen, die
ebenfalls diese Homogenitätseigenschaft besitzen. Die symmetrische Multinomialvertei-
lung bietet sich jedoch als Referenzverteilung an, vor allem, weil der rechnerische Umgang
mit ihr relativ einfach ist. Ein haploides Populationsmodell mit konstanter Populations-
größe N heißt austauschbar, wenn die Verteilung der Kindervariablen invariant gegenüber
Permutationen der Individuen ist, das heißt, wenn (ν(r)

π1
, . . . ,ν(r)

πN
) dieselbe Verteilung be-

sitzt wie (ν(r)
1

, . . . ,ν(r)
N

) für jede Generation r und für jede Permutation π der Zahlen von
1 bis N. Das neben dem Wright-Fisher-Modell bekannteste austauschbare Populations-
modell ist das Moran-Modell. Bei diesem Modell geht man davon aus, dass ein zufällig
ausgewähltes Individuum zwei Nachkommen zeugt, ein weiteres zufällig ausgewähltes
Individuum gar keine Nachkommen hat und alle N − 2 übrigen Individuen genau einen
Nachkommen haben. Mathematisch lässt sich dieses Modell sehr einfach dadurch definie-
ren, dass in jeder Generation r der Kindervektor (ν(r)

1
, . . . ,ν(r)

N
) eine zufällige Permutation

von (2,1, . . . ,1,0) ist.

Nachkommen
Ein typisches Vorgehen ist, dass man eine feste Anzahl i ∈ {1, . . . ,N} von Individuen aus
der gegenwärtigen Generation 0 auswählt und deren Nachkommen in Generation r, das
heißt r Generationen in der Zukunft, betrachtet. Im einfachsten Fall ist man schlicht an der
Anzahl XN(r) der Nachkommen dieser i Individuen in der r-ten Generation interessiert.
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Mathematisch lässt sich zeigen, dass der Prozess XN := (XN(r))r∈N0
eine Markoffsche

Kette und ein Martingal ist. Falls sich der Prozess zur Zeit r im Zustand i befindet, so
bewegt er sich im nächsten Schritt in den Zustand j mit Übergangswahrscheinlichkeit

P(XN(r +1) = j |XN(r) = i) =

(

N

j

)

( i

N

) j(

1− i

N

)N− j
.

Der Prozess XN wird Nachkommensprozess genannt. In Anwendungen (Biologie, Medi-
zin) werden oft große Populationen, etwa Zellkulturen, betrachtet, das heißt, man ist daran
interessiert, wie der Prozess XN für große Gesamtpopulationsgröße N aussieht. Dazu geht
man wie folgt vor: Da der Prozess XN mit wachsendem N immer größere Werte anneh-
men kann, betrachtet man zunächst relative Anzahlen XN(r)/N von Nachkommen, um
die Anzahlen auf Werte zwischen 0 und 1 zu normieren. Die zweite und wesentlichere
Idee ist, N Generationen in einem Zeitschritt zusammenzufassen; das heißt, man misst die
Zeit in Einheiten von r = [tN] Generationen, wobei [tN] der ganzzahlige Teil der reellen
Zahl tN und t eine beliebige reelle nichtnegative Zahl ist. Mathematisch lässt sich für das
Wright-Fisher-Modell folgendes Konvergenzresultat herleiten. Falls XN(0)/N mit wach-
sender Gesamtpopulationsgröße N in Verteilung gegen eine Grenzvariable X0 konvergiert,
so konvergiert der normierte und zeitskalierte Nachkommensprozess (XN([Nt])/N)t≥0 mit
wachsendem N in Verteilung gegen einen zeitkontinuierlichen Prozess X = (Xt)t≥0, die so
genannte Wright-Fisher-Diffusion.

Konvergenzresultate dieser Art laufen in der Stochastik unter dem Begriff Diffusions-
approximation. Für die Anwendung hat dies die Konsequenz, dass sich die Nachkommen-
schaft hinreichend gut mit Hilfe der Wright-Fisher-Diffusion approximieren lässt, sofern
die Gesamtpopulationsgröße genügend groß ist. Die Wright-Fisher-Diffusion kann funk-
tionalanalytisch durch ihren Generator A f (x) = 1

2 x(1− x) f ′′(x), f ∈ C2([0,1]), beschrie-
ben werden oder durch die stochastische Differentialgleichung dXt =

√

Xt(1−Xt)dBt ,
wobei B = (Bt)t≥0 eine Standard Brownsche Bewegung ist. Das Konvergenzresultat lässt
sich auf austauschbare Populationsmodelle verallgemeinern. Die Zeit ist dann in Einheiten
der effektiven Populationsgröße Ne = [1/cN ] zu skalieren,4 wobei

cN :=
1

N(N −1)

N

∑
k=1

E(ν(r)
k

(ν(r)
k

−1)) =
E(ν(r)

1
(ν(r)

1
−1))

N −1
=

Var(ν(r)
1

)

N −1

die so genannte Verschmelzungswahrscheinlichkeit ist, das heißt die Wahrscheinlichkeit,
dass zwei zufällig aus aus einer Generation ausgewählte Individuen einen gemeinsamen
Vorfahr haben. Im Wright-Fisher-Modell stimmt die effektive Populationsgröße Ne mit
der tatsächlichen Populationsgröße N überein – ein weiterer Grund, weshalb das Wright-
Fisher-Modell oft als Referenzmodell herangezogen wird. Im Moran-Modell ist die ef-
fektive Populationsgröße Ne = [N(N − 1)/2] deutlich größer als die tatsächliche Popula-
tionsgröße. Dies ist auch qualitativ klar, denn pro Generation tut sich aus der Sicht der
Evolution im Moran-Modell relativ wenig im Vergleich zum Wright-Fisher-Modell.

4 Vgl. Möhle (2001).
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Sampling-Verteilungen
In vielen Anwendungen ist eine bestimmte Eigenschaft (Typ) der Individuen von Interesse.
Das Wright-Fisher-Modell wird deshalb oft dadurch erweitert, dass jedes Individuum zu-
sätzlich von einem bestimmten Typ ist und sich der Typ eines jeden Nachkommen vom
Typ des Elter-Individuums mit einer gewissen Mutationswahrscheinlichkeit p unterschei-
det. Im einfachsten Fall wird davon ausgegangen, dass bei Mutation ein neuer Typ entsteht,
der zuvor noch nie in der Population aufgetaucht ist (infinitely-many-alleles-Modell). Be-
trachte nun eine große Population (N → ∞) nach sehr langer Zeit (r → ∞). Wählt man
eine Stichprobe von n Individuen aus, so kann man sich fragen, wie viele Typen in dieser
Stichprobe vorkommen. Man spricht auch von der Typverteilung und von hoher geneti-
scher Variabilität, falls viele Typen (nahe bei n) in der Stichprobe vorhanden sind. Unter
der Annahme, dass die Mutationswahrscheinlichkeit p klein ist, genauer gesagt, unter der
Voraussetzung, dass der Grenzwert θ := limN→∞ 2N p existiert, lässt sich die Verteilung
der Typen genau angeben. Man nennt θ die Mutationsrate. Die Ewens-Sampling-Formel5

besagt, dass die Typ-Verteilung durch

p(a1, . . . ,an) =
n!

θ(θ +1) · · ·(θ +n−1)

n

∏
j=1

θ a j

ja j a j!

gegeben ist. Dabei bezeichnet a j die Anzahl der Typen, die genau j-mal in der Stichprobe
vorkommen, 1 ≤ j ≤ n, so dass also a1 +2a2 + · · ·+nan = n gilt. Eine typische Folgerung
daraus ist, dass die erwartete Anzahl von Typen asymptotisch gleich θ logn ist.

Moderne Beweise der Ewens-Sampling-Formel basieren meist auf dem Kingman-
Coalescent, auf den wir später noch im Detail zu sprechen kommen. Ewens selbst stand
in den 1970er Jahren natürlich die Coalescent-Theorie noch nicht zur Verfügung.

Neuere Forschungen auf diesem Gebiet betrachten allgemeinere Sampling-Verteilungen6

für Coalescent-Prozesse mit simultanen multiplen Verschmelzungen von Vorfahrenslinien.
Bis heute sind, abgesehen vom Kingman-Coalescent und dem so genannten sternförmi-
gen Coalescent, lediglich Rekursionen, das heißt keine expliziten Lösungen für diese
Sampling-Verteilungen bekannt. Solche und ähnliche Rekursionen können zum statisti-
schen Schätzen von Parametern eingesetzt werden.7

Vorfahren
In Analogie zur Betrachtung von Nachkommen vorwärts in der Zeit ist man in der Ma-
thematischen Populationsgenetik in natürlicher Weise auch an einer Betrachtung der Po-
pulation rückwärts in der Zeit interessiert. Beispielsweise wählt man n Individuen der
Gegenwart aus und betrachtet die Anzahl DN(r) der Vorfahren dieser n Individuen r Ge-
nerationen in der Vergangenheit. Zu beachten ist, dass die Generationen nun rückwärts
in der Zeit gezählt werden, das heißt, r = 0 ist die gegenwärtige Generation der Kinder,
r = 1 die Generation der Eltern und so weiter. Auch hier lässt sich für das Wright-Fisher-
Modell eine Grenzaussage über den Vorfahrensprozess (DN(r))r∈N0

herleiten. Der zeit-
skalierte Prozess (DN([Nt]))t≥0 konvergiert mit wachsender Gesamtpopulationsgröße N

5 Vgl. Ewens (1972).
6 Vgl. Möhle (2006).
7 Vgl. Birkner und Blath (2008).
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gegen einen zeitkontinuierlichen Markoffschen Todesprozess (Dt)t≥0 mit Zustandsraum
{1, . . . ,n} und infinitesimalen Raten dk = k(k− 1)/2. Diese Vorfahrensprozesse haben 1
als absorbierenden Zustand, das heißt, nach hinreichend langer Zeit in die Vergangenheit
ist man beim gemeinsamen Vorfahr angelangt – ein Phänomen, das typisch für einge-
schlechtliche Populationen ist.

Auch dieses Konvergenzresultat lässt sich auf allgemeinere austauschbare Populations-
modelle erweitern, wobei dann als Zeitskalierung wieder die effektive Populationsgröße
ins Spiel kommt.8 Dass diese Zeitskalierung identisch mit derjenigen ist, die schon im
Zusammenhang mit den Nachkommen auftauchte, ist kein Zufall. Es besteht ein enger
Zusammenhang zwischen Nachkommen und Vorfahren, auf den nun genauer eingegangen
wird.

Dualität
Das Prinzip der Dualität taucht in vielen Bereichen der Lebenswissenschaften auf und
stellt eine Verallgemeinerung des Begriffes der (zeitlichen) Reversibilität dar. Es wird
unter anderem in der Physik der interagierenden Teilchensysteme9 als Analysewerkzeug
verwendet. Im Allgemeinen stellt die Dualität einen Zusammenhang zwischen zwei Mar-
koffschen Prozessen dar, im Kontext der Mathematischen Populationsgenetik ist dies ein
Zusammenhang zwischen Nachkommen und Vorfahren.10 Für die zuvor betrachteten zeit-
kontinuierlichen Prozesse X = (Xt)t≥0 (Nachkommen) und D = (Dt)t≥0 (Vorfahren) lässt
sich zeigen, dass E(Xn

t |X0 = x) = E(xDt |D0 = n) für beliebige Zeiten t ≥ 0, n ∈ N und
0 ≤ x ≤ 1. Mathematisch stellt dies einen Bezug zwischen den Momenten von Xt und
der erzeugenden Funktion von Dt dar. Die in der Dualitätsgleichung auftretende Funktion
H(x,n) = xn wird Dualitätsfunktion genannt. Ist die (oder eine) Dualitätsfunktion – wie in
dem hier betrachteten Fall – bekannt, so hat dies die Konsequenz, dass die wahrschein-
lichkeitstheoretische Struktur des einen Prozesses durch diejenige des anderen Prozesses
bereits eindeutig bestimmt ist. Nachkommen und Vorfahren stehen also in einem engen
Bezug zueinander, der durch den Begriff der Dualität mathematisch präzisiert wird. Es
gibt wesentlich komplexere Formen der Dualität. So sind etwa die Fleming-Viot-Prozesse
dual zu den Coalescent-Prozessen. Wir werden darauf später genauer eingehen.

Kingman-Coalescent
In vielen Fällen ist man nicht nur an Anzahlen von Vorfahren interessiert, sondern man
möchte vielmehr die Genealogie (Stammbaum) von n Individuen verstehen. Der Kingman-
Coalescent (lateinisch: coalescere = verschmelzen, vereinigen, sich verbinden) ist ein sto-
chastischer Prozess, der diese Verwandtschaftsstruktur in robuster Weise beschreibt. Er ist
zu einem wichtigen Werkzeug der Mathematischen Populationsgenetik geworden. Wie zu-
vor entspricht eine Zeiteinheit im Coalescent-Prozess N Generationen im Wright-Fisher-
Modell. Mathematisch ist der Kingman-Coalescent ein zeitkontinuierlicher Markoffscher
Prozess Π = (Πt)t≥0 mit binären Verschmelzungen von Vorfahrenslinien. Der Zustands-

8 Vgl. Möhle (2001).
9 Vgl. Liggett (1985: 84, Definition 3.1).
10 Vgl. Möhle (1999).
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Abb. 1: Grafische Darstellung von drei Realisationen des Kingman-6-Coalescent

raum ist die Menge P der Partitionen von N. In Anwendungen wird – ausgehend von
einer Stichprobe von n Individuen – meist nur der eingeschränkte Prozess (ρnΠt)t≥0 be-
nötigt, wobei ρn : P → Pn die natürliche Restriktion von P auf die Menge Pn der
Partitionen von {1, . . . ,n} bezeichnet. Die Grundidee ist die, dass (per Definition) je zwei
Individuen i und j der Stichprobe zum selben Block der Partition ρnΠt gehören, wenn sie
einen gemeinsamen Vorfahr zur Zeit t in der Vergangenheit haben. Bei jedem Übergang
verschmelzen genau zwei Blöcke der gerade vorliegenden Partition, und zwar mit Rate 1.

Die ersten fundierten Arbeiten zum Coalescent stammen von Kingman11 aus dem Jahr
1982, jedoch gehen die Ursprünge etwas weiter zurück.12 In den 1990er Jahren wurden
wesentliche Beiträge zur Coalescent-Theorie von Donnelly und Tavaré13 geleistet. Für
weitere Literatur sei auf die Überblicksartikel von Hudson,14 Fu und Li15 und Möhle16

sowie auf die Bücher von Hein, Schierup und Wiuf,17 Bertoin18 und Wakeley19 verwiesen.
Die Bedeutung des Kingman-Coalescent liegt darin begründet, dass er relativ robust

gegenüber Änderungen des zugrunde liegenden Populationsmodelles ist. Nicht nur im
Wright-Fisher-Modell, sondern für eine große Klasse von Populationsmodellen kann
die Genealogie einer Stichprobe von n Individuen approximativ durch den Kingman-
Coalescent beschrieben werden, sofern die Gesamtpopulationsgröße N hinreichend groß
ist.20 Man spricht von der Robustheit21 des Coalescent. Dieses Invarianzprinzip begrün-
det seine fundamentale Bedeutung für die Mathematische Populationsgenetik. Wie die
Normalverteilung im zentralen Grenzwertsatz taucht der Coalescent mit wachsender Ge-

11 Vgl. Kingman (1982a), Kingman (1982b) sowie Kingman (1982c).
12 Vgl. Kingman (2000).
13 Vgl. Donnelly und Tavaré (1995).
14 Vgl. Hudson (1991).
15 Vgl. Fu und Li (1999).
16 Vgl. Möhle (2000).
17 Vgl. Hein et al. (2005).
18 Vgl. Bertoin (2006).
19 Vgl. Wakeley (im Druck).
20 Vgl. Möhle und Sagitov (2001).
21 Vgl. Möhle (1998).
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samtpopulationsgröße in natürlicher Weise als universaler Grenzprozess auf. Darüber hin-
aus wurde und wird die Theorie zum Coalescent kontinuierlich auf komplexere und so-
mit realitätsnähere Populationsmodelle ausgeweitet. Dazu gehören beispielsweise struk-
turierte Populationen,22 Coalescent-Prozesse mit Rekombination23 und Selektion24 sowie
Coalescent-Prozesse für diploide und zweigeschlechtliche Populationsmodelle.25

Coalescent-Prozesse mit simultanen multiplen Kollisionen
Neuere Forschungen auf dem Gebiet der austauschbaren haploiden Populationsmodelle
haben ergeben, dass neben dem Kingman-Coalescent, der nur binäre Verschmelzungen
von Vorfahrenslinien erlaubt, eine ganze Klasse weiterer Coalescent-Prozesse von zentra-
ler Bedeutung ist, die multiple und sogar simultan mehrere multiple Verschmelzungen von
Vorfahrenslinien zulassen. Diese Prozesse treten mit wachsender Gesamtpopulationsgröße
als Grenzprozesse in austauschbaren Populationsmodellen mit großen Familiengrößen auf,
das heißt in Modellen, in denen einzelne Individuen ab und zu sehr viele (in der Größen-
ordnung der Gesamtpopulation) Nachkommen zeugen können. Coalescent-Prozesse mit
multiplen Kollisionen wurden unabhängig von Pitman26 und Sagitov27 eingeführt. Diese
Prozesse können durch ein endliches Maß Λ auf dem Einheitsintervall charakterisiert wer-
den. Sie werden daher auch Λ-Coalescents genannt. Befindet sich der Prozess in einer
Partition mit b Blöcken, so tritt eine Kollision (Verschmelzung) von k Vorfahrenslinien
mit Rate

λb,k =
∫

[0,1]
xk−2(1− x)b−k Λ(dx)

auf. Für Λ = δ0 (Dirac-Maß im Punkt 0) ergibt sich der Kingman-Coalescent. Im Fall Λ =
δ1 (Dirac-Maß im Punkt 1) spricht man vom sternförmigen Coalescent. Ist Λ die Gleich-
verteilung (Lebesgue-Maß) auf dem Einheitsintervall, so spricht man vom Bolthausen-
Sznitman-Coalescent.28

Kurz darauf wurden alle möglichen Coalescent-Prozesse von Möhle und Sagitov29 und
Schweinsberg30 klassifiziert. Diese erlauben zur gleichen Zeit gleich mehrere multiple
Verschmelzungen von Vorfahrenslinien. Die Beschreibung dieser Prozesse erfolgt wieder
mit Hilfe der infinitesimalen Raten, das heißt durch Angabe des Generators (Erzeugers).
Während die Klassifikation nach Möhle und Sagitov mit Hilfe einer konsistenten Folge
endlicher symmetrischer Maße Λ1,Λ2, . . . erfolgt, wobei Λ j ein Maß auf dem endlichen
Simplex ∆ j := {(u1, . . . ,u j) ∈ [0,1] j : u1 + · · ·+ u j ≤ 1} ist, charakterisiert Schweinsberg
diese Prozesse alternativ mit Hilfe eines einzigen Maßes Ξ auf dem unendlichen Sim-
plex ∆ := {(u1,u2, . . .) : u1 ≥ u2 ≥ ·· · ≥ 0,∑i ui ≤ 1}. Man spricht daher auch vom Ξ-

22 Vgl. Wilkinson-Herbots (1998).
23 Vgl. Hudson und Kaplan (1985).
24 Vgl. Krone und Neuhauser (1997) sowie Neuhauser und Krone (1997).
25 Vgl. Möhle und Sagitov (2003).
26 Vgl. Pitman (1999).
27 Vgl. Sagitov (1999).
28 Vgl. Bolthausen und Sznitman (1998).
29 Vgl. Möhle und Sagitov (2001).
30 Vgl. Schweinsberg (2000).
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Coalescent. Die Rate, mit der eine (k1, . . . ,k j)-Kollision auftritt, k1 ≥ k2 ≥ ·· · ≥ k j, ist
gegeben durch

∫

∆

s

∑
l=0

(

s

l

)

(1−|u|)s−l ∑
i1,...,ir+l∈N

alleverschieden

uk1
i1
· · ·ukr

ir
uir+1

· · ·uir+l

Ξ(du)

(u,u)
,

mit stetiger Interpretation für u → 0. Dabei ist s := |{i : ki = 1}| die Anzahl der Single-
tons, r := j − s, |u| := ∑i ui und (u,u) := ∑i u2

i . Allein die Formel für diese Raten zeigt
die Komplexität dieser Prozesse, obwohl sie in natürlicher Weise als Grenzprozesse von
Stammbaumprozessen in austauschbaren Populationsmodellen auftauchen.

Funktionale von Coalescent-Stammbäumen
Ein wichtiger Zweig der Coalescent-Theorie beschäftigt sich mit der Analyse von Funktio-
nalen von Stammbäumen. Aus biologischer Sicht ist beispielsweise die Zeit τn einer Stich-
probe von n Individuen zurück bis zum jüngsten gemeinsamen Vorfahr (englisch: most
recent common ancestor, kurz MRCA) von besonderer Bedeutung. Diese Zeit entspricht
der Länge des Coalescent-Stammbaumes. Weitere wichtige solche Funktionale sind
(a) die Anzahl Xn der Verschmelzungen (Kollisionen), die stattfinden, bis man beim

MRCA angekommen ist,
(b) die totale Länge Ln des Baumes, das heißt die Summe der Längen aller Zweige des

Stammbaumes,
(c) die Länge Zn eines zufällig ausgewählten externen Zweiges.
Für Coalescent-Prozesse mit Mutationen sind weitere Funktionale von besonderem Inter-
esse für die Biologie, etwa
(d) die Anzahl Sn der Mutationen, die im infinitely-many-alleles-Modell mit der Anzahl

der sich unterscheidenden Stellen übereinstimmt, oder
(e) die Anzahl der Typen Kn, die bereits im Abschnitt über Sampling-Verteilungen auf-

tauchte.
Von besonderem Interesse ist dabei das Verhalten dieser Funktionale mit wachsendem
Stichprobenumfang n. Während diese Funktionale im Fall des Kingman-Coalescent in-
zwischen weitgehend untersucht sind, steht die Forschung auf diesem Gebiet für Stamm-
baumprozesse mit simultanen multiplen Kollisionen noch am Anfang. Inzwischen gibt
es diverse Resultate zur Anzahl der Kollisionen.31 Auch diverse Funktionale im Fall des
Bolthausen-Sznitman-Coalescent sind weitgehend verstanden.32 Zurzeit werden vor allem
Funktionale von Beta-Coalescent-Prozessen studiert, das heißt von Λ-Coalescents, wobei
Λ = β (a,b) eine Betaverteilung mit Parametern a,b > 0 ist.

Fleming-Viot-Prozesse
Der klassische Fleming-Viot-Prozess33 F = (Ft)t≥0 kann als Verallgemeinerung der
Wright-Fisher-Diffusion angesehen werden. Die Zufallsvariable Ft beschreibt die Typ-
31 Vgl. Gnedin und Yakubovich (2007).
32 Vgl. Drmota et al. (2007).
33 Vgl. Fleming und Viot (1979).
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verteilung der Population zur Zeit t vorwärts in der Zeit. Der Typraum E darf dabei ein
beliebiger kompakter Raum sein. Der Fleming-Viot-Prozess ist ein maßwertiger Prozess,
das heißt Ft : Ω → M1(E), wobei M1(E) die Menge der Wahrscheinlichkeitsmaße auf
E bezeichnet. Die Dualität zwischen Wright-Fisher-Diffusion X = (Xt)t≥0 und dem im
Abschnitt über Vorfahren eingeführten Todesprozess D = (Dt)t≥0 findet hier ihre entspre-
chende Verallgemeinerung. Es stellt sich nämlich heraus, dass der Fleming-Viot-Prozess
F = (Ft)t≥0 dual zum Kingman-Coalescent Π = (Πt)t≥0 ist.

Allgemeiner lässt sich zu jedem Maß Ξ auf dem unendlichen Simplex ∆ ein maßwertiger
Prozess F = (Ft)t≥0 konstruieren, dessen Generator L für geeignete Testfunktionen G :
M1(E) → R die Gestalt

LG(µ) =
∫

∆

∫

EN

(

G((1−|u|)µ +
∞

∑
i=1

uiδxi
)−G(µ)

)

µN(dx)
Ξ(du)

(u,u)

hat, mit stetiger Interpretation für u → 0. Die Klasse der Testfunktionen ist hinreichend
groß, so dass dadurch eindeutig ein maßwertiger Prozess, der so genannte Ξ-Fleming-Viot-
Prozess, definiert ist. Ist Ξ das Dirac-Maß in 0, so ergibt sich der klassische Fleming-Viot-
Prozess. In Verallgemeinerung zu der zuvor erwähnten Dualität zwischen dem klassischen
Fleming-Viot-Prozess und dem Kingman-Coalescent ist der Ξ-Fleming-Viot-Prozess F =
(Ft)t≥0 dual zum Ξ-Coalescent Π = (Πt)t≥0 mit simultanen multiplen Kollisionen. Ge-
nauer gesagt gilt

E(Hn(Ft ,ξ ) |F0 = µ) = E(Hn(µ,ρnΠt) |ρnΠt = ξ )

für beliebige Zeiten t ≥ 0, für jedes Wahrscheinlichkeitsmaß µ ∈ M1(E), für jedes n ∈ N
und für jede Partition ξ ∈ Pn. Die Dualitätsfunktion Hn : M1(E)×Pn → R ist dabei
gegeben durch

Hn(µ,ξ ) :=
∫

Eb
xb1

1
· · ·xkb

b
µ(dx1) · · ·µ(dxb),

wobei k1, . . . ,kb die Größen der Blöcke der Partition ξ sind. Nicht zuletzt wegen die-
ser Dualitätseigenschaft stehen Fleming-Viot-Prozesse und andere verwandte maßwertige
Prozesse daher im Interesse der aktuellen Forschung.
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