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DAGMAR BRUSS

Verschrankt oder separabel?
Moderne Methoden der Quanteninformationstheorie

Einleitung: Quanteninformation

Die Physik der Quanteninformation ist eine Forschungsrichtung, die seit dem Beginn der
90er Jahre des letzten Jahrhunderts eine rasante Entwicklung erlebt hat. Bereits 1984 hat-
ten C. Bennett und G. Brassard' erkannt, dass die Gesetze der Quantenmechanik die
absolut sichere Erstellung eines gemeinsamen Zufallsschliissels fiir zwei Parteien erlau-
ben: Das erste Quantenkryptographieprotokoll, heute BB84 genannt, war entstanden. Im
Gegensatz zu allen bekannten klassischen Kryptographieverfahren ist die Quantenkryp-
tographie (genauer gesagt, die Verteilung eines geheimen Zufallsschliissels) prinzipiell
vor Lauschangriffen eines Spions geschiitzt: Sobald der Spion Informationen iiber das
gesendete Quantensignal gewinnt, fiihrt er notwendigerweise eine Storung ein und kann
somit entdeckt werden. In fiir die Quanteninformation beispielhafter Weise werden im
BB84-Protokoll Ideen aus der Informationstheorie mit Gesetzen der Quantenmechanik
verkniipft. Aus dieser Symbiose sind bisher etliche grundlegend neue Verfahren zur Infor-
mationsverarbeitung hervorgegangen.?

Zu diesen neuen Verfahren gehort unter anderem die Quantenteleportation, die 1993
von C. Bennett et al.’ vorgeschlagen und 1997 im Experiment von A. Zeilingers Arbeits-
gruppe in Innsbruck sowie 1998 von F. De Martini und Mitarbeitern in Rom verwirklicht
wurde. Hier verwenden zwei Parteien, meist Alice und Bob genannt, einen verschrink-
ten Zustand. Verschrinkung ist eine nicht in der klassischen Physik, sondern nur in der
Quantenmechanik auftretende Eigenschaft von zusammengesetzten Systemen. Das Ziel
der Quantenteleportation ist es, die in einem unbekannten Quantenzustand |¥) enthaltene
Information von Alice zu Bob zu senden. Dies gelingt durch eine Messung von |¥) zusam-
men mit einem Subsystem des verschrinkten Zustands, in einer ebenfalls verschrinkten
Basis, der so genannten Bell-Basis. Uber einen klassischen Informationskanal (z. B. ein
Telefon) teilt Alice Bob das Ergebnis der Messung mit. Dieser rotiert seinen Anteil am
verschrinkten Zustand in Abhéngigkeit von Alice’ Ergebnis — und erhilt so genau |¥).
Wichtig fiir das Verstindnis ist, dass hier keine Materie transportiert wird, sondern nur die
in einem Zustand enthaltene Information.

Ein weiterer informationsverarbeitender Prozess, der klassisch so nicht moglich ist,
ist beispielsweise die superdichte Kodierung. Hier wird Verschrankung genutzt, um zwei
klassische Bits in einem quantenmechanischen Zwei-Niveau-System (so genanntes Qubit)
zu kodieren. Eine nahe liegende Frage ist, ob hoherdimensionale Systeme (also d-Niveau-

' Vgl. Bennett und Brassard (1984).
2 Vagl. Bruf (2003).
3 Vgl. Bennett et al. (1993).
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Systeme) eine noch effizientere Methode zur dichten Kodierung liefern. Diese Frage fiihrt
zum Begriff der Kodierungskapazitit eines gegebenen Quantenzustands. Ist etwa jeder
verschrinkte Zustand fiir die dichte Kodierung geeignet? Dies ist nicht der Fall: Wie ge-
zeigt wurde,* gibt es verschrinkte Zustinde, die zwar niitzlich fiir die Quantenteleportation
sind, nicht jedoch fiir die dichte Kodierung. Eine Klassifizierung von Verschrinkung hingt
also davon ab, welches informationsverarbeitende Protokoll realisiert werden soll.

Ein wichtiger Meilenstein in der Entwicklung der Quanteninformation war der von P.
Shor im Jahr 1994 entwickelte Quantenalgorithmus zur Primzahlzerlegung.’ Shor zeigte,
dass man mit Hilfe von Quantenphysik zur Faktorisierung einer groflen Zahl eine Zeit
benotigt, die nur polynomial mit der Anzahl ihrer Ziffern wichst. Der beste bekannte
klassische Algorithmus dagegen hat exponentielle Komplexitit. Die Moglichkeit dieses
exponentiellen Speed-ups hat grofles und anhaltendes Interesse an Quantenalgorithmen
hervorgerufen. Auch wenn der Shor-Algorithmus bereits mit wenigen Qubits experimen-
tell verwirklicht wurde, ist man jedoch noch weit von einer praktischen kommerziellen
Anwendung entfernt. Dies gilt auch fiir den groBen Traum in der Quanteninformation,
den Quantencomputer. Immerhin kann man heutzutage schon einfache Quantengatter im
Experiment realisieren und verschrinkte Zustidnde von bis zu fiinf Qubits erzeugen. Sehr
erfolgreich sind hier Implementierungen in der Quantenoptik, so z.B. in einer Falle ge-
fangene Ionen oder polarisierte Photonen. Das groe Hindernis fiir den Quantencomputer,
die Dekohirenz der fragilen verschrinkten Zustinde, kann zumindest theoretisch durch
Quantenfehlerkorrektur iiberwunden werden.

Weitere interessante Themen der Quanteninformationstheorie, auf die hier jedoch nicht
im Einzelnen eingegangen werden kann, sind Quantenkommunikationskomplexitit, Pri-
zisionsmessungen als Quantentechnologie, Quantenspiele, weitere Quantenalgorithmen,
approximatives Quantenklonen und Zustandsabschitzung.

Verschriankung versus Separabilitit

Ein zentrales Konzept in der Quanteninformationstheorie ist das der Verschrinkung. Die
meisten informationsverarbeitenden Quantenprotokolle beruhen auf der Nutzung ver-
schriankter Zustidnde. Der Begriff der Verschrinkung wurde schon 1935 von E. Schro-
dinger® eingefiihrt und bezeichnet eine Eigenschaft zusammengesetzter Systeme: In der
Quantenmechanik konnen Korrelationen auftreten, die — in gewisser Weise — stirker als al-
le klassischen Korrelationen sind. Diese Quantenkorrelationen nennt man Verschrinkung.
Diese seltsame Eigenschaft wurde in den friihen Jahren der Quantenmechanik als Mys-
terium gesehen (siehe z. B. das berithmte EPR-Paradoxon) — in der Quanteninformation
betrachtet man sie jedoch als Ressource. Diese neue Sichtweise ist von zentraler Bedeu-
tung.

Wann also ist ein quantenmechanischer Zustand, der durch eine Dichtematrix p be-
schrieben wird, verschriankt? Sei p der Gesamtzustand des aus zwei Teilsystemen zusam-
mengesetzten Gesamtsystems. Wenn p in eine so genannte konvexe Summe aus Tensor-
produkten von Dichtematrizen der Teilsysteme zerlegt werden kann, wenn also

4 Vgl. BruB ez al. (2004).
5 Vgl. Shor (1994).
6 Vgl. Schrodinger (1935).
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(M) p=> piph@pp, pi>0, > pi=1,

dann ist p separabel. Wenn eine solche lokale Zerlegung nicht gefunden werden kann, dann
ist p verschrinkt. Die obige Definition eines separablen Zustands wurde von R. Werner
eingefithrt’ und impliziert, dass er durch lokale Operationen (im jeweiligen Labor von
Alice und Bob) und klassische Kommunikation hergestellt werden kann. Ein verschrinkter
Zustand kann nur durch nicht-lokale Operationen, also Wechselwirkungen zwischen den
Untersystemen, erzeugt werden: Verschrinkung impliziert Nicht-Lokalitét.

Wie sieht man es einem gegebenen Zustand p an — sei es theoretisch oder experimen-
tell —, ob er verschrinkt ist? Vom theoretischen Standpunkt aus scheint dies einfach zu sein:
Wenn man eine Zerlegung der Gestalt (1) angeben kann, ist p separabel. Das Problem ist
jedoch, dass es zwar fiir einen separablen Zustand unendlich viele derartige Zerlegungen
gibt (die jedoch oft nicht einfach zu finden sind), es aber im Allgemeinen sehr schwierig
ist, fiir einen verschrinkten Zustand zu zeigen, dass eine solche lokale Zerlegung nicht
existiert. Nur fiir niedrigdimensionale Systeme ist das Separabilitdtsproblem vollstindig
gelost.®

Tatséchlich gibt es fiir Systeme, die aus zwei Qubits oder aus einem Qubit und einem
Qutrit (Drei-Niveau-System) zusammengesetzt sind, ein einfaches Kriterium fiir die Ent-
scheidung ,,verschrinkt oder separabel, das Kriterium der positiven partiellen Transpo-
nierten oder auch Peres-Horodecki-Kriterium.’ Die partielle Transponierte einer Dichte-
matrix erhilt man, indem man die Transponierte eines der beiden Untersysteme bildet. Ist
ein Zustand separabel, ldsst er sich also wie in Gleichung (1) zerlegen, so ist die partielle
Transponierte in Bezug auf das Untersystem A gegeben durch

P =3 pily| @ .
7
Dies ist wiederum eine ,,ordentliche* Dichtematrix (d. h., sie hat die Spur 1, ist hermitesch,
d.h., pf = p, und positiv semidefinit, d. h., alle Eigenwerte sind nicht-negativ). Ist der Zu-
stand jedoch verschrinkt, so zeigt sich, dass die partielle Transponierte einen negativen
Eigenwert hat. Dies ist unphysikalisch: Die partielle Transponierte eines verschrinkten
Zustands ist keine Dichtematrix. Wie kann die mathematische Vorschrift der partiellen
Transponierten physikalisch interpretiert werden? Die Transposition einer Dichtematrix
ist dquivalent zur Zeitumkehroperation. Die partielle Transportion ist somit dquivalent zur
Zeitumkehr in einem Subsystem — eine unphysikalische Operation. Falls die Subsysteme
quantenmechanisch korreliert sind, stellt die Nicht-Positivitit der partiellen Transponier-
ten eine Signatur fiir diese unphysikalische Operation dar. In hoherdimensionalen Sys-
temen ist die Positivitdt der partiellen Transponierten kein hinreichendes Kriterium fiir
Separabilitit mehr: Schon fiir ein aus zwei Qutrits zusammengesetztes System gibt es
verschriankte Zustinde mit positiver partieller Transponierter. Diese Art der Verschrin-
kung bezeichnet man auch als gebundene Verschrankung. Sie heift ,,gebunden®, weil — im

7 Vgl. Werner (1989).
8 Vgl. Lewenstein et al. (2000), Bruf3 (2002) sowie Bruf} ez al. (2002).
9 Vgl. Peres (1996) sowie Horodecki et al. (1996).
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Gegensatz zur freien Verschrinkung von Zustdnden mit nicht-positiver partieller Transpo-
nierter — die Verschrinkung mehrerer identischer Zustinde nicht durch lokale Operationen
zu hoherer Verschriankung einer geringeren Zahl von Zusténden destilliert werden kann.

Bell-Ungleichungen

Wie weist man experimentell nach, ob ein erzeugter Zustand p auch tatsidchlich ver-
schrinkt ist? Eine Methode ist die Zustandstomographie, bei der man alle Elemente der
Dichtematrix vermisst und dann auf theoretische Separabilititsargumente zuriickgreift.
Fiir hoherdimensionale Systeme ist dies aber ein zu aufwindiges Verfahren, denn im All-
gemeinen ist es nicht notwendig, jeden Eintrag der Dichtematrix zu kennen, um die Fra-
ge ,,verschrinkt oder separabel* beantworten zu kénnen. Ein bekanntes Verfahren ist ein
Test der Bell-Ungleichungen, die 1964 von J. Bell vorgeschlagen wurden.!® Ausgehend
von einer rein klassischen Argumentation wird der unter Annahme einer lokalen Theorie
maximal erreichbare Erwartungswert eines bestimmten Korrelationsoperators angegeben.
Wird bei einer Messung der Korrelation eines verschrinkten Quantenzustands diese Ober-
grenze iiberschritten (d. h., die entsprechende Bell-Ungleichung ist verletzt), so ist damit
nachgewiesen, dass es sich nicht um einen Zustand handelt, der mit Hilfe einer Theorie
mit lokalen verborgenen Parametern erkldrt werden kann. Besonders einfach ldsst sich
die Idee der Bell-Ungleichungen am Beispiel der so genannten CHSH-Ungleichungen, !
benannt nach J. Clauser, M. Horne, A. Shimony und R. Holt, erkldren: Seien A, A’, B
und B’ Variablen, die die Werte a,a’,b,b’ = +1 annehmen konnen. Dann gilt sicher
a(b+b)+a (b—1b") = £2. Mittelt man diese Gleichung iiber mehrere Zuordnungen von
Werten, so erhilt man [(a(b+ ') + a'(b —¥'))| < 2, wobei (ab) den gemittelten Wert
von ab bezeichnet. Dies ist schon die CHSH-Ungleichung:

(2) S =|{ab) + (ab') + (a’b) — (a')| < 2.

Bisher war dies eine rein klassische Argumentation. Seien nun A, A’, B und B’ quan-
tenmechanische Observablen, die etwa PrOJektlonsmessu _gen (wie z. B. im Stern-Gerlach-
Versuch) in bestimmten Spin-Richtungen @, @ ﬁ und $’ beschreiben. Auch hier ist das
Ergebnis jeder einzelnen Messung wieder il

Wenn man die Messung jedoch an einem verschrinkten Zustand durchfiihrt, z. B dem
Singlett [ ~) = 2(\01) [10)), und die Messrichtungen @ und @ fiir Alice, B und

ﬁ/ fiir Bob geschickt wihlt, so findet man S‘\I,ﬂ = 2v/2 > 2, also eine Verletzung der
CHSH-Ungleichung. Es ist also unmdoglich, die Messdaten mit einer klassischen Theorie,
etwa unter Zuhilfenahme zusitzlicher (so genannter verborgener) Parameter zu erklidren.
Somit stellen Bell-Ungleichungen eine Moglichkeit dar, die quantenmechanische Natur
eines gegebenen Zustands nachzuweisen.

Die Methode der Bell-Ungleichungen ist jedoch nur bedingt zum Nachweis von Ver-
schrinkung geeignet: Zum einen gibt es sogar in Systemen, die aus zwei Qubits zusam-
mengesetzt sind, verschrinkte Zustinde, die kompatibel mit der Annahme von lokalen ver-
borgenen Parametern sind, also keine Bell-Ungleichung verletzen. Diese Zusténde — die

10yol. Bell (1964).
1'vel. Clauser et al. (1969).
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so genannten Werner-Zustinde — sind eine Mischung aus einem maximal verschrinkten
Zustand, z. B. dem Singlett, und der Identitit. Zum anderen sind Bell-Ungleichungen nur
schlecht geeignet, um echte Vielteilchenverschrinkung nachzuweisen; mehr dazu in den
folgenden Abschnitten.

Zeugenoperatoren

Eine neue und sehr leistungsfihige Methode zum Nachweis von Verschrinkung ist die
Methode der so genannten Zeugenoperatoren. Sie nutzt die konvexe Struktur der Menge
der Quantenzustinde aus und ist in der Lage, mehr Zustinde als mit Hilfe der Bell-Unglei-
chungen als verschrinkt nachzuweisen.'2 Wie oben schon erwihnt, haben Dichtematrizen
p die Eigenschaft, hermitesch, d. h., pT = p, und positiv semidefinit, d. h., (¥)p|T) > 0,
zu sein. Ferner gilt die Normierung 7'rp = 1. Jede Mischung (oder ,.konvexe Kombina-
tion*) aus zwei Dichtematrizen, d.h., p = pi1p1 + p2p2 mit p1 2 > 0 und p; +p2 = 1,
hat dieselben eben erwéhnten Eigenschaften, ist also ebenfalls eine Dichtematrix. Anders
ausgedriickt: Die Menge aller Dichtematrizen ist konvex. Auch die Menge der separablen
Zustinde, definiert durch Gleichung (1), ist konvex: Mischt man zwei separable Zustinde,
so erhilt man wieder eine Summe von Tensorprodukten, also ebenfalls einen separablen
Zustand. Diese konvexe Struktur ist in Abbildung 1 schematisch angedeutet. Die Frage
,.verschrinkt oder separabel® ist gleichbedeutend mit der Frage, ob ein Quantenzustand
zur Menge der separablen Zustinde (S) gehort oder nicht (die Menge der verschrinkten
Zustinde ist mit E fiir Englisch entanglement abgekiirzt).

Wopt

Abb. 1: Menge der separablen (S) und verschrénkten (E) Zustande. Der verschrankte Zustand ® wird
durch den Zeugen W detektiert. Der Operator W definiert die eingezeichnete gestrichelte
Hyperebene und detektiert alle Zustande im blau schraffierten Bereich. Die rote Hyperebene
ist durch einen optimalen Zeugen W, definiert.

Liegt der Zustand ® in der Menge der verschrinkten Zustéinde, so existiert eine Hyper-
ebene, die ihn von der Menge S trennt. (Dies ist eine Konsequenz des Hahn-Banach-Theo-
rems.) Eine Hyperebene kann durch einen so genannten Zeugenoperator W (engl.: witness
operator), der hermitesch ist, beschrieben werden: Alle Zustinde o mit Tr(Wo) = 0

12 Vel. Hyllus et al. (2005).



160 Dagmar Bruf8

liegen auf der Hyperebene. Alle Zustinde auf einer Seite der Hyperebene fiihren zu einem
negativen Skalarprodukt 7'r(W¢), d.h. zu einem negativen Erwartungswert des Opera-
tors W, alle Zustinde auf der anderen Seite zu einem positiven Erwartungswert. In Abbil-
dung 1 sind diejenigen Zustinde, die durch den Zeugenoperator W detektiert werden, als
blau schraffierter Bereich angegeben. Uber die verbleibenden Zustinde kann dieser Zeu-
ge keine Aussage treffen: Sie sind entweder separabel oder verschréinkt. Zeugenoperatoren
liefern ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir Verschrinktheit: Ein Zustand p
ist genau dann verschrinkt, wenn ein hermitescher Zeugenoperator W existiert, fiir den
Tr(Wp) < 0 ist, wobei fiir alle separablen Zustinde ps.,, gilt, dass Tr(W psep) > 0 ist.
In der Praxis sind Zeugenoperatoren vor allem dann niitzlich, wenn man weil}, wie der
Zustand p ,,ungefiahr aussieht. Dies ist ja die typische Situation in einem Experiment, in
dem man einen gewissen Zustand erzeugen will, der aber durch Imperfektionen der Ap-
paratur oder Wechselwirkung mit der Umgebung leicht verrauscht ist. Wenn man keinerlei
Information tiber den Zustand hat, muss man im Allgemeinen unendlich viele Zeugen
konstruieren, um ihn zu detektieren.

Zeugenoperatoren wurden erstmals in Terhal (2000) vorgeschlagen. Systematische Kon-
struktionsverfahren und die Optimierung von Zeugen wurden in Lewenstein et al. (2000)
diskutiert. Ein optimierter Zeuge W, ist tangential an der Menge der separablen Zustin-
de, und es gibt keinen Zeugen, der zusitzlich zu den von W, detektierten Zustinden
noch weitere Zustinde als verschrinkt nachweist.

Ein einfaches Beispiel fiir einen Zeugenoperator, der den verschrinkten Zustand |¥)
detektiert, ist gegeben durch

(3) Wigy = -1 — [U)(¥],

wobei z gleich dem maximalen quadrierten Uberlapp von |¥) mit einem reinen separablen
Zustand ist. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass Tr(W|U)(¥|) =z —1 < 0
gilt, aber Tr(Wpsep) = & — (U|pgep|P) > 0 ist. Somit ist gezeigt, dass W den Zustand
|W) detektiert, aber auf allen separablen Zustinden positiv ist.

Experimentelle Implementierung der Zeugenoperatoren

Das abstrakte mathematische Konzept der Zeugenoperatoren kann auf einfache Weise im
Experiment eingesetzt werden: Der Erwartungswert der Observablen W im Zustand p
muss gemessen werden. Ist dieser Erwartungswert negativ, so ist dies ein zweifelsfrei-
er Nachweis fiir Verschrinkung. Die Spektralzerlegung von W enthélt zwar einen ver-
schrinkten Zustand, man kann jedoch immer auch eine lokale Zerlegung von W finden
(eine so genannte Pseudomischung, da mindestens ein Koeffizient in der Zerlegung nega-
tiv ist, im Gegensatz zu der lokalen Zerlegung eines positiv semidefiniten Operators wie
in (1)). Eine Pseudomischung ist also von der Gestalt

4 W= Z cilai)(ai] @ |b;)(bi|; ¢ € R; Zc,; = 1, wobei mindestens ein ¢; < 0 ist.
- .

K3

In Giihne et al. (2002) wird beschrieben, wie man Zeugenoperatoren konstruiert und
eine optimale lokale Zerlegung findet. Optimiert wurde hier in Bezug auf die Anzahl der
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benotigten Messrichtungen. So reicht es beispielsweise fiir den Nachweis der Verschrin-
kung eines Werner-Zustands aus, dass Alice und Bob nur drei korrelierte Messrichtungen
verwenden.

Nachweis von Vielteilchenverschrinkung

Kiirzlich wurde das Konzept der Zeugenoperatoren im Experiment von H. Weinfurter
in Miinchen eingesetzt, um erstmalig echte Vielteilchenverschrinkung gewisser Zustin-
de nachzuweisen.'® Bisher wurde in diesem Artikel nur beschrieben, wie man bipartite
Verschrinkung (d.h. Verschrinkung eines in zwei Subsysteme unterteilten Gesamtsys-
tems) nachweist. Zeugenoperatoren kann man aber auch fiir die Klassifizierung und den
Nachweis von multipartiter Verschrinkung (d. h. Vielteilchenverschrinkung) konstruieren
und einsetzen. ,,Echte Vielteilchenverschrinkung liegt vor, wenn alle Subsysteme unter-
einander verschrinkt sind und der Zustand nicht als Mischung biseparabler Zustinde (mit
moglicherweise unterschiedlichen Partitionen) geschrieben werden kann.

} |
A : A A A i A A
© O ™~ /9 cGHz (e Sew
! \ \ / | AN / \
AN A T o ’\\ \ / AN AR
@y WY e ) e D
B c ! B c B c B c ! B c B c
! |
separabel | biseparabel i echte 3—Teilchen—Verschraenkung

Abb. 2: Verschiedene Verschréankungsklassen flr drei Qubits.

In Abbildung 2 ist die Idee der echten Vielteilchenverschriankung fiir drei Qubits symbo-
lisch dargestellt: Ist keines der drei Subsysteme A, B und C mit einem anderen verschrinkt,
so nennt man den Zustand separabel. Sind zwei der drei Subsysteme verschrinkt, nicht je-
doch das dritte, nennt man den Zustand biseparabel. Hier gibt es drei Kombinationsmog-
lichkeiten. Ein gemischter biseparabler Zustand kann aus Summanden mit unterschied-
lichen Partitionen bestehen. SchlieBlich gibt es zwei Klassen von Zustinden mit echter
Drei-Qubit-Verschriankung, die W- und die GHZ-Zustinde. Reine W-Zustdnde haben die
Gestalt

1
V3

und reine GHZ-Zustéinde sind von der Form

) W)= (]1100) + [010) + |001)),

1
NG

W- und GHZ-Zustédnde sind indquivalent, d. h., sie konnen nicht durch lokale Transfor-
mationen ineinander iiberfithrt werden, wie in Diir et al. (2000) gezeigt wurde.

6) |GHZ) = —(|000) + [111)).

13 Vgl. Bourennane et al. (2004).
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Abb. 3: Klassifizierung von gemischten Drei-Qubit-Zustdnden: Menge der separablen (S), bisepara-
blen (B), W- und GHZ-Zustande. Ein optimierter GHZ-Zeuge ist in Blau eingezeichnet, ein
optimierter W-Zeuge in Rot.

Die Klassifizierung von gemischten Drei-Qubit-Zustdnden mittels Zeugenoperatoren
wurde in Acin et al. (2001) beschrieben und ist in Abbildung 3 dargestellt. Es wurde ge-
zeigt, dass es vier ineinander eingebettete konvexe Mengen von Zustinden gibt: separable
(S), biseparable (B), W- und GHZ-Zustidnde. Gemischte W-Zustinde konnen nicht in ei-
ner Zerlegung geschrieben werden, die nur separable und biseparable Zustinde enthilt,
sondern erfordern mindestens einen reinen W-Zustand in der Mischung. Entsprechendes
gilt fiir GHZ-Zust4nde.

Nun kann man, in Erweiterung des oben beschriebenen Konzepts der Zeugenoperatoren
fiir bipartite Systeme, Zeugenoperatoren fiir die verschiedenen verschrinkten Untermen-
gen konstruieren. In Abbildung 3 ist in Blau ein optimierter GHZ-Zeuge eingezeichnet,
der einen negativen Erwartungswert fiir einige GHZ-Zustinde hat, jedoch einen positiven
Erwartungswert fiir die Klassen W, B und S. Ebenso kann ein W-Zeuge (hier in Rot) kon-
struiert werden, der positiv auf B und S ist, jedoch im Allgemeinen nicht zwischen W und
GHZ unterscheiden kann. Ein explizites Beispiel fiir einen W-Zeugen ist

2
(7 Wo = 31— W)W,

der eine dhnliche Gestalt wie in (3) und per Konstruktion die erforderlichen Eigenschaften
hat. Einen multipartiten Zeugenoperator kann man nun wiederum in eine Summe aus
lokalen Operatoren zerlegen und dann im Experiment den Erwartungswert des Zeugen
bestimmen. Ist beispielsweise der Erwartungswert eines GHZ-Zeugen negativ, ist dies
eine eindeutige Signatur fiir echte Drei-Teilchen-Verschrinkung und zeigt insbesondere,
dass der erzeugte Zustand in der GHZ-Klasse liegt. Ein Beispiel fiir die Ergebnisse der
Konzidenzmessungen fiir den Zeugen W,, aus dem Experiment von H. Weinfurter ist in
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Abbildung 4 gezeigt. In diesem Experiment wurden verschriankte Zustdnde polarisierter
Photonen mit Hilfe von parametischer Fluoreszenz erzeugt. Die Messung in verschiedenen
Richtungen erfolgt einfach durch unterschiedliche Orientierung von Polarisatoren vor den
Detektoren.
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Abb. 4: Konzidenzmessungen fiir einen W-Zeugen fiir drei Qubits. Die Reihenfolge der Basiselemente
ist 000, 001, 010 usw. Im linken oberen Kasten erkennt man die Form des W-Zustands wie
in (5). Die Messrichtungen sind durch die Angaben der Pauli-Operatoren o 4, . beschrieben.

Der gemessene Erwartungswert des Zeugen fiir den W-Zustand ist Tr(Wy,p) =
—0.197 £ 0.018, wobei theoretisch T'r (W, p) = —% erwartet wurde. Damit wurde echte
Mehrteilchenverschrinkung zweifelsfrei nachgewiesen. Die Verschiebung des experimen-
tellen gegeniiber dem theoretischen Wert kommt durch Rauschen zustande. Die Messung
einer Bell-Ungleichung fiir Mehrteilchensysteme hatte hier nicht zu einer Verletzung ge-
fiihrt. Dies zeigt deutlich, dass die Methode der Zeugenoperatoren der Methode der Bell-
Ungleichungen iiberlegen ist. Ferner wurde auch die echte Vielteilchenverschrinkung ei-
nes bestimmten Vier-Photonen-Zustands mittels eines Zeugenoperators nachgewiesen. In
diesem Fall ist keine Bell-Ungleichung bekannt, die diese Verifizierung erbringen konnte.
Es soll noch einmal betont werden, dass Zeugenoperatoren eine zuverldssige Methode fiir
den Nachweis von Verschrinkung eines beliebigen Zustands darstellen, wenn man bereits
eine gewisse Information iiber diesen Zustand hat.

Zusammenfassung

Im Rahmen der Quanteninformationstheorie wurde die neue Methode der Zeugenopera-
toren entwickelt, die es erlaubt, Verschrinkung theoretisch zu klassifizieren und experi-
mentell zu detektieren. Mit dem kiirzlich erfolgten Nachweis von echter Mehrteilchen-
verschrinkung gelang der Briickenschlag von einem abstrakten mathematischen Konzept
zu seiner Implementierung im Labor. Wir sind jedoch noch weit von einem vollstindigen
Verstindnis des Phidnomens der Verschrinkung in hoherdimensionalen und multipartiten
Quantensystemen entfernt — es bleiben geniigend Fragen offen.
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