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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　じ・．血・，。d。・・i。ロ．」ポi・．W。i晦。Wn；・蓮毒Ri。m。亘。ia⑪pace　i・ca叫ed，syrnm・・ri・

伍・h・・en・e・f℃・伽C・、r㏄皿・nt恥e・噸碇…P…1・・i・垣Rみ脚一〇，，・・

Rみ崩，i＝rciRhiik　respectively，　where　co㎜a　denotes　Covariaht㎜erentiation　with　res埠t

to．the　metric　tensor　g《∫of　the　space．　and，危is　a．non－zero　vector．111　previous　papers

［1，2］1），we　studied　Riemannian　spaoes　’レZ（n＞3）which　satisfy

　　（0．1）　　　　　　　　　．　．　　，　　．9ξゴ鳶・170　　　　　「∫　　　　　．　　　　　　．　＿．d

叉）r

　　（02）　　　’・・∵σ；、、，1」κic・ら鳶’へ’”「：

．respectively，　where‘ ﾈ，　is　a　hon－zer6　veCtor　landσ嘉iSぜhe　conformal　curvature　tensor，

』that　is，

（・・）　・・…≡R・崩一ht’s（R㌔る・－R…遮δ髪一R・・δ多）

　　　　　　　　　　　　　　　r’＋．（“－fl。±・）（b2［　1・・一・」頴．≡、、　tt－…，

．A　Riemannian　space　defined　by（0．1）　．．has　bCen．　called　conformally　symmetric　．by

M．C．　Chaki　and　B．　Gupta［3］．　We　have　called、　a　Riemann迦space．　de丘ned、by

（0．2）aconformally　recurrent　spqc曾．　EVideヰtly，．　a　symmetric．　space　in　the　sense　of

Cartan　is　a　conformally　symmetric　spacと，　and　a　recuπent　space．　is　a　co両噸ly

r㏄uτrent　space．　For　brevity，　we　denote　by．　CSn－space　or　CK．－space　a　Riemanllian

space　de丘ned　by（0．1）or（0．2）respectively．

　　　In§10f　this　paper，　we　shall　study　conformal　transfornations　of　the　CK鯖spa㏄s，

a亘d．垣§？．w・Sha耳逝・9・ss　i並・it・・im・1・・㎡・皿・1　t・an・f・rmqti・n・埴aCKバSpace・

’ThrOugh6ut　the　paper；we　suppose　that　the　metric　of　the　space　c6nsidered　is　pos－

jtive　de且nite．

　　　th・p・es・・t・Uth6・魎・・t・．P・p・ess垣・9r・t・皿th・・k・t・P・gf：　IT・Ad・ti　f・・hi・

inval皿b1・血・t蝋iの・．a・⑩r・u・Si・h・pP・rtunities・’　　、’

・　1．Conformal　transfOrmatiOns　Of．　CKn－spaces．　Let咋and　Vn』be「Riemal111ian

：spaces．　If　the　metric　tensor　g善of　rV。　’is　given・by　　　　　　　、　　、　　　　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　　「・

　　　1）Numbers血brackets　refer’　tO’th’e’　referelnces’at　the　end　of　the　p卿．　　1．

［19］
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　　（1・1）　　　　　　　　9カーe2ag‘∫，

where　gij　is　the　meuic　tensor　of　V．，　then　M．F　is　said　to　be　a　conformal　transiorma－

tion　of　Vn．　By　the　confbrmal　transfbrmation（1．1），　as　is　weU　known，　we　have

　　（1．2）　　　　　　　　　C！hij’k一σ5∫鳶，

where　the　sy血bol＊denotes「the　quantities、　ofだ．

　　D醗rentiating（1．2）covarialltly　and　making　use　of　the　relation

　　　　　　　　　　　　　㈲＊一θ＋・7句＋房・・匂’・（・・≡・，・…≡・・…），

we　get

　　（1．3）　　．　C＊㌔鳶；ξ＝ぴ‘ゴ却一2ぴ‘5洗σ‘一（C‘街♂十σ崩σ5十ぴ鋤σ5十Cみ‘51σ鳶）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十σσ（δ；（7aiik十9《茎Cゐα∫ゐ十9∫∫Cb《α・十9kiChiia），

where　semi－colon　denotes　covariant　d面e¢entiation　with　resp㏄t　to　g5．

　　Now，　we　assume　that　both　Vn　and時are　CKバspaces，　then

　　（1・4）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　Chiiig　1＝Si（り㌔茄，

　　（1．5）　　　　　　　　C＊みiii；1－rcfC＊カ《∫烏

fbr　nOn－zero　VeCtOrSκ」andκr．

　　Substituting（1．4）and（1．5）in（1．3）and　using（1．2），　we　have

　　（1．6）　　　　　　（rcr一κξ）Chij鳶＝－2Cみ輌∫鳶σξ一（G‘∫乃σカ十Cゐ‡iiσi十（hil鳶σ」十Cみ‘ilσk）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十σ4（δ？Caii・．十9‘IChai轟十91∫C白‘ah十9郁（フ㌧5α）．

Contraction　with　respect　to　h　and　l　in（1．6）gives

　　（1．7）　　　　　　　　　　　　　　　　　（κご一rCa）（］aii為＝（〃－3）σgσ」肋

by　virtue　of

　　　　　　　　　　　　　　　σ4パ＝C”iah＝（㍗言5α＝O　and　　Cみξ5鳶十C㌧A‘十Cゐ鳶汀＝0．

Transv㏄ti江g（1．7）with♂，　we　get

　　（L8）　　　　　　　　（κご一κ。）C％∫．σb－0．

　　On　the　other　ha直d，　trallsv㏄tion（1．6）．withσJ　gives

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（κご一κ白十2σα）σaChijk＝0．

Hence　we　find　either

　　（1．9）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（刀㌧∫島＝O

or

　　（1．10）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（κご一κα）oa＝－20aoa．

　　We　consider　the　case　when（1．10）holds　good．　Transvecting（1．6）with（κ仁κみ）aiチ

we　have
　　　　　　　　　（κr－rCiXrCh“　一　rCh）（）hiiLoi－－2（κ斎一κゐ）σ‘5鳶σ‘の一（κ仁κ為）σみCiiikσi

　　　　　　　　　　　－（κ仁κみ）砺砥σ一（κ蒼一耐C㌧為σ‘σ，一（κ蒼一κ為）Chiitoiok

　　　　　　　　　　　＋（κ斎一rCh）ぴ。∫鳶σασ‘＋（κr一κヵ）（7hi。・♂orglj＋（κま一κヵ）C㌧。σ゜σigヵ1．

Substituting（1．7），（L　8）and（1．．10）in　this　equation，　we　get　　　　　　　　　　　　　、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ。aaabCb‘∫戸0．

Hen㏄we丘nd　either
　　（L11）　　　　　　　　　　　』　　　σ4σα＝0，　that・iS，σ＝constant
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or

　　（L12）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ObCb；ik〒0．

　　When（1．12）holds　good，（1．6）becomes、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．．

　　　　　　　　　　　　（畔一κ’）（7hiik－－2ぴ敬σr　Gξ’・σカー（hljkσi－Chili肉一Ch‘∫‘σ・・

Transv㏄ting　this　equation　withσみand　us口1g（1．12），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ。σ“Gξ∫鳶＝0．

Hence　we　find　either（1．9）or（1．11）．　In　the　case（L　11），　the　equation（1．6）b㏄omes

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（吋一幼Cら敬一〇，

from　whiCh　fbllows（1．9）or

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κf一κR．　　　　　　　　　　　　　　　．

　　Thus　we　have

　　Theore〃11．1．∬aCK．一鋼cεiぷ’ransfo〃ned　into　anotherα。－space　Zツacoπ一

f・・ma（　transf・・ma’∫・〃（1・1），　then　the　f・”b吻9・ca・…ccur：

　　（1）’加spaee∫ぷcαぴb㎜α～ly　」7at，

　　（2）　σ＝coπぷtant　and’he　recurハence　vectors　co言刀eide．

　　Since　a　recurrent　spa㏄is　a　CK．；spaoe，　from　this　theorem　we　have　the　fbllowing

　　Coro〃bry．　lf　a　Riema〃π勉πspace匡ぷtransformed　into　ano’her・Riema〃吻π卿cε∂γ

αωψ朋al　transforma’ion（1．1）αぷノ「o〃b脚ご

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a　CKn－space　－一一＞　a　ハecurrent　↓ミpace，

or
　　　　　　　　　　　　a　recurre〃space－→aα・－spaee・r　a　recurrent　spacg・

then’乃εspaee　i・COψ㎜α1砂砲’orσ一COη5’．α㎡伽recur”ence　vec’ors　eoincide．

　　Now，江σ＝◎onstant　and　the　space　is　not　con£onnally　flat，　then（1．3）can　be　writ－

ten　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C＊カ《拓Fσ‘栖1．

Consequently，　a　CKn－space　may　be　transfo頂ed　into　a　CKn・space　by　a　confomlal

tfansfbmation　（1．1）．

　　Thus，　considering　Theorem　1．1，　we　have

　　Theore〃11．2．’In　order’乃α’αα【外一space　w乃∫c乃iぷ　no’　confor〃m〃ジ　fla’　∫ぷ　’ハ2〃ぷ．

ノb朋ed・in’o　ano’her　CKn－space　by　a　confo朋al’ransfor〃la伽（1・1），　it匡ぷnecessary

and　suffcient’加’σin（1．1）iぷωηぷ’砺．

　　Next，　we　assume　that万is　a　CKπ一spa㏄and時is　a　C5⊆－space．　Then，　regard－

ing畔as　zero　identical　i皿the　proof　of　Theorem　1．1，　we　find　either　Cゐ敬＝O　or

σ＝constant　andκF畔＝0．　However，　sinceκ‡is　a　llon－zero　vector，　the　space　must

be　confblma皿y　flat．

　　Hence，　we　have

　　Theore，〃11．3、　」lfα　α（ヵ一space匡ぷ〃α〃sfo励ed　intoα　CSn．space　oγa　CSn－sρace　iぷ

’rαπ』プ’or〃ied　into　a　・CK．－space　by　a　conformal〃ansfor〃吻n，’乃θ〃τんwce匡ぷCO〃一

ノb朋α砂砲’．

Sinoe　a　symmetric　space　in　the　sense　of　Ca伽is　a　CS．－space，　from　this　theorem
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we　have　the　fbllowing

　　C…〃妙・if　a　Rie％・伽spa…｝s〃・・吻m・4’・’・…th・・Ri・mannian　spa・・

by　a　conformal　transforma’ion　aぷプb〃bwぷ：　∫…　．・　．　’　・『

　　　　　　　　　　　　aCKn－SPace．一→α助吻e〃ξc卿cθジーn　　　・：

　　　　　　　　　　　　α　CSn－space　一　αrecurrdクη’space，　　　・

　　　　　　　　　　　arecurren’space－→acs⊆rspace　o’a卿2〃letric　spaee，

0ト　 @　・．　・　　一一　．．、　・．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　a　symme”Zc　wce－→a　CK・；Si　ace…．recurren’space，

τん〃ん卿cε〃lus’be　conf・r〃2α砂吻’．　　　　“　　　　『　’　・

　　宜Vn　and冑are　both　CSn－spa㏄s，　then　regard血g柳and”f　as　both　zero’iden－

tical　in　the　proof　of　Theorem　1．1，　we丘nd　either（）hiik＝O　orσ＝constant．1Thus

we、　have　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　・．・

　　Theore〃21・4・　4∫aC5」づραcβ匡3　transforimeばinto　ano’her　CSn－space　Lツaeonfor〃ial．

〃a〃sf・r砲’」・π（1・1），τ乃θ川乃εwcε」ぷc・nf・r〃2⑳勲τ・’σ＝c・πぷ’anパ．．・

　　C…”れ〃・R∫・m…加・・’・pa・・’・〃d〃吻鋤’加・〃・th・・RZεm励・〃卿・e・by

de　confor〃ia1　transfo朋ατ匡o刀（1．1）as∫followぷご　　　　　．「　・．．．．國『

’二．「．　』　　　1：　　　　αCSn－spaee．1－→αsymmetric　spaee，．・　　　’、　．t　t・　．、’．

or　　　　　　　　　　　　　　　　　　∨．　　　．，㌦．　．　　　　　　．　　　．、

　　　　　　　　　　　α5：γ〃1〃letrie．　space　－→　a　CS⊆Lspaee　O’asγ〃2〃zetric　space，

砺〃the　space∫ぷCO励r％砂吻’orσ一CO斑砺．　　　　　　　　　・’
　　The…川・5．　ln・鹿・．’励4礁一Wc‥励．∫・π・t　c・励・励砂御匡ぷ〃anぷ一

f・．・m・d．”」・’・…’”・・cSn・spa・・砂・6・nf・rm・1〃・鋤畑・’∫・〃〈1．1），　i’i・．　necesSd・y

伽4’ぷ〃繊6e艀吻τσin（1．1）is　eonぷ’砺［11　　　　　　　　．　．・

　　2．．1血itesimal　confo，mal　tran『formatiO血s　in　CKn－spaces．　Let　us　suppose　that

aRiemannia11』 唐垂≠モ?@Vn　admits　an　infinitesima1』conformal　transformation　de丘ned　by

avector　fieldが．　Then，　denoting　by£the　Lie　de亘vative　with　resp㏄t　to　the　field

が，we　have［4］：　　　　　　　　　　　　　『　　　　・・　　　　　　　　　　　．

’． i2：．1）　　　　　　　　．£g‘ゴr2iPgiゴ，　．　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　－

’（2・・）　・偽｝・・拓・＋・！・・一・・g・i（㈹・，・・≡・hl・i），、　．　”・

　　（2・3）　　・　　　　　　£R㌧」ヵ＝δ多¢㌃，k一δ2ψ《，　j十ψカ，　jgik－q）力，　kgii，

＝②・）　・G・一…（Ci・≡一±一’Rl｝一＋，（“－i　r．一、）・’・），

　　（25）　　　　　　£Chiib＝0．

　　Prof．　T．　Adati　and　Mr．　S．　Yamaguchi［5］studied　infinitesimhl　conformal　trans．

fbrmations　in．a　recu］喰nt　space・　Their　proof　fbr．a　theorem　in　their　paper［5］suggests

that－@ehe．folloWing　Theorem　2」inay　be　alSo　true．．So　that　we　are　gr6atly　indebted

i・．th・血．　H・weve・，　W・・h・11　p・・ve1…thとb・em　by。m。，e，i，hpl。　m。th。d．・lt　i、

a且expansion　of．their　theorem．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”　．　　　『’
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　　Theoアe〃22・1．　痴f　a『CKn－spaee　a　Z〃2”ぷ：”an　infiniteぷ」〃la膓・confor〃ml．　trans1わr〃la’ion，・

砺〃乃θspace∫ぷCOψ㎜α1砂」flat　or’乃θ〃ansforma’io〃∫ぷ乃0｝η0’he’ic．、

　　PRooF．　工et　Vn．be　a馳αバspa（渇．　Then，　since『　　　　　’　　　　　　　　　　　．　寸

　　（2．6）　　　　　　　　　　、　　　　　　『　　　　　　　Cみ‘｝ヵ，1＝rCIChiゴ烏　　　　’　・　　　　　　－　　　．　．

fbr　a　non－zero　v㏄torκ，，　we　have　from（2．5）”　　　　．　　　　　　　　　．．二

　　（2．7）　　．　　．　　　’　　　　．　　　　　　　£Cゐ《∫鳶，1＝（£ki）（7カ《∫鳶．、　　．　　　、　　　　　　　、

　　Substituting（2．2）；（2．5）and（2：7）in－the　identity　［4］　　’　　　　　　　　　　　・　　　　　　．

　　　　　　・C・脚一（£6・・」・），・・　・＝　cai…｛∴｝－C・・…｛1、｝－C…摺一α・…｛lak｝・　“

we　have

　　（2．8）　　　　　（］ftijk£κハ・＝－2Chiikψバー（CJijkgph十Cbljkψi十Cbilk9ゴ十Chiiiψk）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋qa（a2Ca’・・＋9・・Ch・・k＋9・・σ…＋9・’σ…1－　 ．　。
　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　l

Contraction　with　respect　to乃a亘d　1．奄氏i2．8）gives

－．．

i2．9）　　　　．　　．　　　　　　　．　　　　O‘∫元£rca＝（π一3）ψαCα‘」為

a皿dconsequently，　by　transv㏄tion　with．ψ言we　have　　　　　・．．　　　・’

　　（2．10）　1　　』　　’　　．　　’　．．g℃aijk£kα＝0．

．On　thg　other　hqnd，　transvecting（2．8）withψ1，　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cカ‘∫埠1£κ‘＝－2ψ、ψσC㌧元．

Hence　we；血nd　e並her　　　　　　　　．　　　　　　　　．．　』／　　　　　　』’　∵

（2・、1P・、．．、．、．　α・炉0　　．．、
or
　　（2．12）　　　　．　　．、　　　　　　　　　　　　ψα£rCa＝－2ψσψσ．　　　　　　・．

We　c°pSide「the　case　wh・n（2・12）h・ld・g・・d・T・a亘r・㏄ti・9（？・8）Wi・h・q’』nd1

血aking　use　of（2．9），（2．10）and（2．12），　we　hqve’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q。C・lik卿あ一〇．．

Hence　W　find　either　’
　　（2．13）　‘『”　．　．い　　’．tt．　‘¢4ga＝0，　that　is，　q＝constant

or
　　（2．14）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　qaC”ij鳶＝0．

　　In　the　case（2．14），（2．8）becomes

　　　　　　　　　　　　Chijk£rc；＝－2C㌔鳶ψ‘一（Cliゴ鳶ψ十C力聯ψ5十C㌔kψj十Chmψ鳶）．

Transv㏄tillg　this　equation　with　qゐand　using（2．14），　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ciiikopaqa＝0．

Hence　we　find　either（2．11）or（2．13）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．

　　In　the　case　whenκ；in（2．6）is　equal　to　zero　identica皿y，　that　is，　in　the　case　when

the　Spa㏄is　a　CS⊆－space，　we丘nd　that　the　above　proof　also　holds　good．　Hence　we

have

　　Theore〃22・2・　〃a　CSn－space　a伽its　an　inj7nites匡〃ml　confor〃ial　transfor〃lation，

’乃θπ砺space∫ぷCOψ’〃・α1砂砲’0’〃ic　transformat’0ηiぷ乃・励thetic．

The　in丘nitesima1　homothetic　transforrnation　in　a　compact　Riemannian　space　is　al・
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ways　a　motio匝［の．　Hence．　we　have　the・fbllowing　theorems：　．

　　Theore〃z　2．3．　1了aeo〃lpact（JKボspace　a伽友ぷan　infiniteぷi〃比ll　confor〃ialヵ，ansforma－

”・〃，then’んwCε、輌ぷC・励朋⑳砲’・r　the　transf・rmati・η∫ぷa〃2・’匡・〃・

　　Theore〃22．4．　4アαco〃rpact　CSn－space　tulmits　an　infiniteぷ加2α1　coψr〃ial　transfわr〃m－

tion，’舵ηthe　spaee匡ぷconforma～ly　flat　O’the　transfornzation∫3　a　motion．．

Furthermore，　since　a螂uπe皿t　s臓is　aαバspace　and　a　sy㎜et亘c　space　is　a

CSn－space，　when　the　space　is　recurre且t　or　sy】mmetric，　we　can　obtain　similar　theorems

in　that　case．．
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