
ON　THE　APPROXIMATE　FORMULA　TO
　　　THE　DISTRIBUTION　OF　THE　TWO
　　　　　　　　　SAMPLE　SMIRNOV　TEST

　　　　　BY

RYuzo　KANNO

1・血trOducti・n・Let・x｛1㌧…，x㌃）and　x｛2）・…・xh2’　be　the　tw・rand・m　samples

丘om　populations　havhlg　cont血uous　cumulative　distribution　fUnctions　Fl（x）and・F2（x）

resp㏄tively，　and　let　Fln（x），　F2m（x）denote　the　corresponding　empirical　distributions．

Further　without　loss　of　generality　let　us　suppose　that　n≦〃2．　The　Smirnov　statistic　fbr

testing　the　hypothesis　Fl（x）＝F2（x）is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1）nm＝sup悟πω一轟m（x）1．

　　The　exact　distribution　of　1）nm　fbr　equal－siz£d　samples，　i．e．π＝〃1，　has　been　fbund　ex－

plicitly　by　Gnedenko－Korolyuk［5］and　independ斑tly　by　Drion［4］，　and　the　table　fbr

1≦〃＝m≦40　has　been　given　by　Massey【刀．　Koro1〕砿【Ol　and　Blackman［1】，［2］studied

for　the　case　where　one　sample　size　is　an　ilteger　mUltiple　of　the　other　and　Depaix【3］fbr　the

general　case．　IIowever　in　the　case　of　unequa1－sized　samples　the　expressions　for　the　distri－

bution　are　extremely　complicated　and　poorly　suited　fbr　computation．　hl　practice，　the　sma皿

sample　distribution　of　1）nm　may　be　computed　numerically　with　the　aid　of　a　high　sptled

digital　computer　based『on　the’　recursion　relation　given　by　Massey【8】．　He　has　also　given　a

small　table　for　1≦〃．≦m≦10　and　certai1　other　selected　values　of〃，　m≦20．　The　prob－

lem　fbr　the　dist亘bution　of　1）nm　has　been　studied　by　many　other　authors．　For　the　further

investigations　of　this　problem，　fbr　example，　refer　to　the　referenoes血Steck［9］．

　　The　pulpose　of　this　paper　is　to　give　an　apProXimate　fbmlula　of　the　dist亘bution　of

1）nm　for　two　samples　with　slightly　different　sizes．　Though　we　malce　an　experimental　de⇒

sign　fbr　equa1－sized　sam［ples，　yet　obtai血mg　the　samples　with　missmg　values　we】Must　deal

with　two　sarnples　having　slightly　different　sizes　in　practice．血this　paper，‘at　first　we　shall

find　the　exact　distribution　of　1）nm　in　some　restricted　range　and　at　the　next　step　the　ap－

proximate　formUla　which　is　used　in　general　will　be　constructed　with．　a　linear．　co】［nbinatio口

of　two　equa1－s屹ed　sample　distributions．

　2．Exact　Distribution　of　Dnm　in　some　Restゴcted　Range．　To　6nd　the　distribution　of

1）nm　we　make　use　of　the　graphical　representation　as　mentioned　in　Gnedenko－Korolyuk

一
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【5］（or　in　Waks［f（）】，ゴ．455－P．459）．　Let　the　order　statistics　of　two　samples　combined　be

z《1）＜z《2）＜．．」＜z（輪），and　letζ，　be　a　random　va亘able　definedξas　fb皿ows：

et－ o」㍑驚ζ蒜霊霊麟。（〔・2・…・・＋m）

　　We　put、醜＝ζ1十．．．十ζt（ぷo．＝旬and◎onsider　the：　graph　of　the　po血ts（’，ぷt），

’＝：0，1，…　　，〃十m，in　the（t，ぷ）－Plane；that　is，　con皿ect祖g　the　sequence　of　points　by

血1e　segments，　we　have　a　path　which　begins　at　O（0，0）and　ends　at　P（〃十m，0）．　Then　all

possible　Sequen㏄s　of　x（1）’s　and　x（2）’s　among　the　order　statistics　z（1）＜z（2）＜．．．＜

z（n＋m）w皿be　represented　by包皿possible　paths　joining　the　diagonal　corners　of　a　para1－

1・1・”・1・tt・㏄・…d…n・an・疏・n輌・・all・P・ss・b1・p・伽加m・・・…（nT栩）

and　under　the　nu皿hypothesis．Fl（x）〒F2（x）an　of　these　paths　are　equaHy　proba1）1e．

…p…1・m・・⑭・・h・val・…P（D。m≧1＿三＿旦　　nm）・・eq…al・ntt・d…輌・

…number・・p・血・whi・h・・・…een・i・・1・b・tWee・血・血es・＝±（・一号一翁

・・dd・唖・・垣・n曲b・（〃㍗）・W・h・・ed・n…血es・血es・・Llb・an・・あ・・esp㏄一

tively．

　　Now　we　fUrther　consider　the　fbllowing　two血nes：

1†・・…hr・u輌p・・…（〃－i・・－i）　・n・（・＋ち・－i）・

・τ・血・・hr・ugh・w・P・m・・←一ち一・＋i）孤・（m十i，－1十L　　　　　　n）

and　1・t陽d・n・t・th・σ＋1）th　1・tti・；e－P・血t　fr・m血・1・ft－h・nd・id・・n　th・lin・俳、，

s㎞a紅1y・1et局』dC血ed　t・li＋グ・Th㏄e鵬∫＋1・latti《re－P・ints・nthe血e　1†and　th・me

aτerePresented　by｛瑞，巧と1，1，…　　，稽｝・Furthemlore　we　i血troduce也e　fbnowmg

notations　fbr　the　set　of　lattice■po血ts．　　　　　　　　　　　．

　　　A（1）：　set　of　Iattice－points　lying　above　or　just　on　a　li血e　1．

　　　Bの：set　of　lattioe－poi　lts　1ying　below　or　just　on　a血1e　1

　　　陽・・et・f／latti・e－P・血t・c・皿t・d丘・m　th・right－h・nd曲・n　lt，広・・雛、．t．i＋1，

　　　　　　　　　・…p仁P　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pa－｝

　　　5毎：　set　of／1attice－points　counted、　from　the　left－hand　side　on　17，　i・e・｛㌃，　Pに1．1，

　　　　　　　　　∵・・年ゴ＋、，グー、｝

…M・・n・…h・1・・ges・ご…k・sa・輌・≦芸くk－k°’・・…w・see・h・・

［i］　　if　a＝0，1，2，．．．，・M，

［li］　　if　a＝＝O∫1，2，．．．，Mandゐsuch　that　1≦a十b≦M十1，

②・） @　慌3：㌫：ぽご
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Fig．1

　　Table　l　shows　the　values　ofハ4　for　1≦〃≦20　and　n≦m≦n十6．　It…ihould　be　noted

¶hat　fbr　equal－sized　samples　we　have　M＝n＝mespecially．

　　From（2．1）and（2．2），　it　may　be　shown　that　fbrα＝0，1，2，．．．，M　and　b　such　as　1．≦

a＋b≦M＋1，
（2．3）　　　　　A（Lあ）　U　B（LEb）＝　｛A（la’＿iトb＿1）　U　B（伝トb＿1）｝U｛5㌫b，α＋1　U竜＋b．α＋1｝

where　the　sets．4（佑b＿1）U丑（1㌫b＿1）and　5広b．α＋1　U柘b．α＋1　are　disjoint．　Therefbre　when

we　wish　to　find　the　number　of　paths　which　do　not　lie　entirely　between　the　1血es　Lま6　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ひL訪，it　is　su丘icient　to　discuss　the　number　of　paths　in　the　fbllow▲血g　two　cases：otle　ls　to

pass　through　at　least　one　point　in．A（1†）UB（1㌃），　and　the　other　is　to　lie　between　the　two

l血es　1†，1τand　pass　th・・ugh・t　least・n・p・int　in陽U砺・W・her・den・t・th㏄e　num－

ber　of　paths　byρnm（i）and　Rnm（i，ノ），　respectively．　Namely　the　number　of　paths　which

do　not　lie　entirely　between　the　Iines　Lまb　and　L訪is　represented　by　2nm（α十b－1）

十Rnm（a十b，α十1）．　Therefbre　we　have，　fbr　a＝0，1，2，．．．，　M　and　b　such　as

1≦α＋b≦M＋1，
（2・・）・（1）nm≧1＿旦＿旦　　n　m）一［ρ・m（・＋・－1）＋R－（・＋b・・a＋1）】／憎・

where　it　should　be　noticed　thatρnm（i）十Rnm（i十1，ゴ十2）＝2nm（i十1）二

　　We　next　consider　to　find　the　values　of　enm（i）and　Rnm（i，ノ）．　Fortunately，　Ibr　the　com・

putation　of　2nm（i）we　may　apply　the　simi！ar　way　used　in　Gnedenko－Korolyuk［5］．　The

resUlt　is
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Table　1・　Values　ofバグwhich　aオe　de血ed　to　t血e㎏est　integer　ofk　satisf預皿91≦竺三．＜

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

　　　　　　　1≦n≦20・and．n≦m≦n＋6

k十1　　　　　for
k　，

n m＝ n十1 n十2 n十3 n十4 n十5 n十6
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（2・・）e－（・）一・
?i。n＋。；亡6＿1）、）一富（（β＋1）：鴇一、β、）

　　　　　　　　　　　　　　　　一嘉（，。＋（，”蒜一、，、｝

w・　〃一
?O差］・q－［。＋：一、、］・・一』＋‘一、i］・［輌・・es・h・1ar…t

i・t・gerless　th・n・・eq・・1・t・・x・・O・・th・th・・th・・h・・d，　th…mp・t・ti…fR・m（i，ノ）i・ve・y

complicated　in　general・Hence　we　consider　to　find　the　values　of　Rnm（〆，ノ）in．the　specia1

・a・e・th・t’・・’　andノ・・e・ubjec・・d…hec・nd・…n・h・・ノ≦i＋1≦1＋血・（M巨1］｝

・・ノ≦・－1＋㎡・
i砥巨1］）・・・…under・h・・ec・ndi…n・・h・・e・・n・P・・hj・血…

each　other’s　point　in陽and　8毒・Rnm（t／，ノ）may　be　easily　found　by　using　only　the　folloWing、

resUlt：Let　U（a，　b）be　the　number　of　paths　from　O　to．A　in　Fig．2．　Then　we　haveσ（d，　b）＝

（a吉り一（：±；）・w…eσ（・・b）－1・・dσ（1・b）一・＋1・

　　By　using　this　resu　lt，　fbr　example，　i皿the　case　of　Fig．1，that　i，，　when〃＝5，　m．＝7，　a＝2

and　b＝1・the　nUmber　・fp・th・whi・hli・・b・t欄th・・w・li・㏄・lg，IS・and’p…e・th・・99h

the　point　Pあis　given　by　the　product　ofσ（1，2）andσ（2，5）．

－nd…he　c・nd・・｛・n・・h・・ノ≦・＋1≦1緬・（M・［n－12］）・・ノ≦’－1＋血
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　　　　　　　　　　　“0

　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　．Fig．2

（M・［n”－12］）・R・・ぱ∫）m・y・・輌・・迦・w・・

（2．aR＿（、，ノ）－2・£’　u（cチ、二、＋ξ）σ（、二ξ，。－1一ξ）

　　　　　　　　　　　　ξ＝0

　　　　　　　　　　一穏［（　∫ス2＋2ξ）一（m‡；＋2ξ）］［（当二～－2ξ）

　　　　　　　　　　　，一（n十i’－1－2ξゴーξ一2）］　　　　　“’　・

　NoTE：It　．shoUld　be　noticed　that－　ifwe　put　n≒m，　a＝’；ゐ＝0，　then（2．4）be◎omes　as

follows：

⑳　・P（Dnn≧1－∋商1ρ㍗（！二1）＋R些〔1）］　・

　　　　’一：＝ヤ　∵層∵商』ω・　、

’・h・’i・．S）輌・・∫、：：∵∫．…∵　・．一

（2・・）　ρ・・（・）r・富（』後一、）、）一・ξ、（（、β＋i；Z－、β、）

　　　　　　　　　　　　一・［（2三、）」（3。巴i）＋（、n？Z，、）一（，三、、）＋…・］

　　　　　　　　　　　　一・［（。＋∂一、））一（“＋㌫））＋（㌶一、））’

　　．．　’二｛。＋4鴛＿り）＋・…］　　　　．　’1

　　　　　　　　　　　　　－・ゑ（－1）…（“＋㌫））…　　　－

w…e・一 ｶ≒L∴1．、・蔽’．『・…一一l
H・nce　w・』也・輌柄…ksul・・．・－1．．一’”　．一．．・∵一
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②9）P（Dnn≧1＋毒）ξ1（－1）ξ＋1（・＋㍊’＝°・　1・　2・・…”

T田sresult　coincideS　with　that　of　Gnedenko－Korolyuk［5］and　Drion［4］fbr　equalsized

samples．

From（2．4），（2．5）and（2．θ，　we　may　obtain　immediately　the　foilow血g　theorem．

血・㎜…’M・・th・　1・・g・・・・・…ge・・f・・sa・i・f…g・1≦9＜〃†1・輪力・

一鳴…・血・（M・［〃テ1］）……加’・≦・＋・≦1＋m・・（M・［”三1］）・

wθ』wθ

②1・）P（Dnm≧1＿ヱ＿旦　　nm）一・［（a＃1i）＋ξ。｛（　　1－2峰）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一（　a？2S2＋2ξ）｝・｛（n＋：‡；：；－2ξ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一（n十a十b－1－2ξ　a十b一ξ一2）｝］／（n：m）

・・輌伽励…・・…一晒・一・・1……・㎜（M巨1］）・

②11）P（　　　　　　　　　ひDnm≧1－⊥　　　　　　　　〃）一・（”さm）／（”丁り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝：　　　　　　　（π→－1）（n十2）…　　　（π十r）　　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　　　　　　　　　　　　（n十　1）（n→－2）．．　．（π→－r）　　　　　　　　　　　　9

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P（　　　　　　i－1Dinm≧1一　　　　　　初）＋・［（〃＋；－1）

　　　　　　　　、　　一（〃す：；1）］／（ブ，

where　r＝m－n≧0．

　　3．ApproXimation　to　the　Dis耐bution　of　Dnm．　We　here　consider　the　approximate　fbr．

mula　which　is　computed　by　using　equa1－sized　diStribution，　and　that　works　well　when〃

and　m　are　slightly　different．

N・w・P
i1）nm≧1＿L＿．b－　　n m）・as…f…曲・rel・…n・

P（D－≧i－”－hb）－P｛D－≧（1一㌃一k）一・（÷－h）｝＜…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2〃－i十1）（2〃－i十2）．　．．（2n－i十r）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P（　　　　　　　　　　．1）nn≧1－－L　　　　　　　　　　〃）

…』…励一む加一・・1……・1＋㎜（M・［V”］）・

（2・12）P（D－≧1一姜一・［C±T）＋（”＋∫－1）一（〃ナ：；1）］／（〃tm）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿（2π一i十r十2）（2n－i十r十3）．．．（2n－’十2r十1）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜P｛D－≧（1＿1＿旦　n　m）一・（÷一撒）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜P｛D・m≧（1一号一撒）一（÷一訓

　　　　　　　　　　　　　　　　　　くP（o・抗≧1一号一念）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜P｛D・抱≧（1－｛｝一：｝＋（÷一吉）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜…　＜P｛D・伽≧（1＿」Z＿旦　nm）＋・（÷一訓

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・（D－≧1一liiLb）・

H・順w・・nw…n・t・uet・h・apP・・x・m・…n・・P
i1）侭坑≧1＿旦＿旦　　n　〃1）一…－

interpolation，　it　f（）110ws　that

（3・・）P（D－≧1－f－k）≒岩÷1P（D－≧1」吉b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋a＋2＋1・P（　　　　　a十bDnm≧1－　　　　　　m）・

Thus，　from（2．11），（2」2）and（3．2），　we　can　obta血the　approXimate　formula　which　is　com・

岬・・晦也ev麺・・P（D－≧1一α吉り紐・P（D－≧1一＋‘－1）・

However，　since　it　is　Iather　oompHcated，　we　here　propose　expe血nentaUy　tbe　fb皿ow血g

approx血1ate　fbmula：

（均　P（D・m≧1一号一妾）≒（α辛㌫≒1｛n＋胡≒＿b）’P（D品≧1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」吉り＋（a＋5，＋1（in－ei；－Lb＋1）㌧

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P（D励仇≧1」＋：－1）・

where　r＝初一π．　When　there　are　multiple　sets　of（a，　b）Which　give　the　same　value　to　1一

号一㌃1・・P（D－≧1三一かas・岬…hea－・…t…val…w垣・』

calcUlated　from　each　set　of（a，　b）．

　To　examine　the　adequateness　of　this　approximation，　and　to　comparison　With　the　other

approx血natioll　which　results　in　one　sample　case（i．e．　by　putt畑g’＝励1⑰十m），　it　is　oom・

puted　from血e　distribution　of　Ko㎞ogorov　statistic　4）＝㎜1、F（x）－Fi（x）1），　num斑cal

examination　was　made　fbr　several　values　of〃and”t．　The爬sults　are　showll　m　Table　2．

In　many　numerical　examples，　it　appears　that　when　r＝泡一〃is　sman，’．ε．　less　than　5

0r　so，　our　approximation　is　reasonable　and　better　than　the　approxj皿ation　which爬sults

in　one　sample　case．
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　　　Table　2．　Compari蜘o価e　a叩roximate▼a］ues　and　the　exacl　distribntion　of　D鬼備

Ex劉mple　1．　n＝8，　m＝9，1＝nm／（η十nの÷423

h
Exact　values　of

P（1）nm≧h／72）

Approx諏lation

by　formUla（3．3） by　P（dI≧h172）

5
4
8
7
1
0
’
3

5
’
）
4
4
1
4
1
4
一

．00831

．01119

．02024

．03357

．04689

．05594

．00793

．01119

．02237

．03356

．04475

．05594

．00705

．00786

．05665

．06469

．07287

．08091

E】ぼm薗ple　2．　π＝10，η3＝12，1÷5・45

h Exact　values　of

P（」Dnm≧〃60）

Approx血ation

by　formula（3．3） by」P（dl≧h160）

ω
3
9
3
8
3
7
3
6
3
5
3
4
3
3
3
2

．00673

．01054

．01531

．01981

．02262

．02769

．03698

．04889

．06175

．00667

．01083

．01499

．01915

．02331

．02745

．03868

．04992

．06115

．01284

．01698

．02111

．02524

．02937

．04492

．06048

．07604

．09159

Exanlple　3．　n＝＝12，　m＝15，1÷6．66

h ExaCt　values　of

P（Dnm≧h／OO）

Approximation

by　fbmula（3．3） by　P（di≧h／60）

6
5
4
3
2
1
0

弓
3
3
つ
」
？
」
つ
」
つ
」
つ
」

．00955

．01308

．01703

．02187

．02967

．03980

．05072

．00920

．01216

．01873

．02312

．03117

．03858

．04600

．01537

．01825

．02316

．03293

．04276

．05260

．06237

Exa皿ple　4．　n＝16，”1＝20，1÷8．88

h Exact　values　of

P（Dnm≧hl80）

Approximation

by　formula（3．3） by　P（dl≧h／80）

41

I
3
9
3
8
3
7
3
6
3
5
3
4

．01210

．OIM2

．01968

．02511

．03136

．03931

．04889

．05974

．01143

．01672

．02419

．02786

．03153

．04504

．05082

．06972

．Oi737

．02132

．02523

．02918

．03309

．03704

．04975

．06973



，

ON　THE　APPROXIMATE　FORMULA　TO　THE　DISTRIBU’IION　OF　SMIRNOV　TEST　73

Example　5．　　π＝10，　m＝15，1＝＝6

h
Exact　values　of

P（1）nm≧h130）

Approximation

by　formula（3．3） by、P（dl≧h130）

0
0
／
8
7
6
5

「
∠
1
1
1
1
1

．00551

．01003

．01813．

．02958

．04983

．07740

．00621

．01055

．01893

．03523

．06025

．07898

．00377

．Ol614

．02850

．04086

．05322

．06559

Example　6．　n＝9，　m＝15，∬÷5．62

h
Exact　values　of

P（Dnm≧h／45）

Approx㎞ation

by　fbrmula（3．3） by　P（dl≧h／45）

0
9
8
7
6
5

3
2
へ
∠
2
2
（
∠

．00728

．01038

01485

．02231

．02973

．04180

．00824

．01250

．02664

．03118

．04127

．05029

．00996，

．01636

．02273

．02909

．04598

．06271

Acknowledgment　The　author　would　like　to　express　his　sincere　appreciation　to　Pro£

Y．　Tumura　for’his　guidance　and　his　effective　advice　given　to　the　author　through　this　work．

REFERENCES
田

｛2］

［3］

〔4］

［＄

16］

【7】

｛8｜

［9】

［101

Blackman，」．（1956）：An　extension　of　the　Kolmogorov　distribution．　Ann．　Math．　Statis’．，2Z

　　513－520．

Blackman，　J．（1958）：CorTection　to　‘‘An　extension　of　the　Kolmogorov　dist伽tion．”A〃〃．

　　ルfαth．　Statist．，29，318－324．

Depaix，　M．（1962）：DistributionS　de　d6Viations　maximales　bilat6rales　entre　deux　echantillons

　　ind6pendents　de　meme　loi　continue．　CompteぷRend〃es　Acad．　Sci．　Paris，255，2900－2902．

Drion，　E　E（1952）：Some　distribution－free　tests　for　the　differen◎e　between　two　empirical

　　cumulative　distribution　functions．　An〃．ハ4ath．　S翅加．，23，563－574．

Gnedenko，　B．　V．　and　KoroIyuk，　V．　S．（1951）10n　the　maximum　discrepancy　between　two

　　empirical　distributions．（in　Russian）．　Do＆姻γAknd．1V碗丘∬SR，80、525－528．

Korolyuk、　V．　S．（1955）：On　the　deViation　of　empirical　distributions　fbr　the　case　of　two　in－

　　dependent　samples．（in　Russian）．」rzv．　Aた㎡．　Nauk．∬SR＆7r．ハ（at．，19，81－96．

Massey，　F．」．，　JR．（1951）：The　distribution　of　the　maximum　deviation　between　two　sample

　　cumu｝ative　step　functions．　Ann．　Math．　Sω’」ぷ’．，22，125－128．

Massey，　FJ．，　JR．（1952）：Distribution　table　for　the　deviation　between　two　sample　cumula・

　　tives．　Ann．　Math．　Statist．，23，435＿441．

Steck，　G．　P．（1969）：The　sm丘nov　two　sample　tests　as　rank　tests．　Ann．ルtath．　Statist．，40，1449－

　　1466．

Wnks，　S．　S．（1962）：Mathe〃uttica’statistics．　New　York：John　Wily　and　Sons．


