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1．　INrRODUCTION．　　　　The　problem　of　n　rankillgs　of　m　d）j　ects　is　usually　des－

cribed　that　m　dbj　ects　are　ranked　fr㎝1to　m　foセ　some　dharacteristic　by　eadl

of　j　udges　and　an　eXperimenter　wishes　to　test　the　diffeヱ℃nce　among　the　ranks’

assigned　to　the　m　objects．工he　Frie㎞nls　test　is　we11㎞（㎜as　a　test　of

significant　for　sudl　a　pエ℃blem．　The　various　prdblems　of　n　ranl（ings　have　been

studied　by　ma11y　investigators．　Refer　to　the　last　references　fbr　detail：　　　　　’

The　principalエ℃sults　of血e　theory’of　rankiiigs　have　been　outlined　in　　　　　　　『

Kenda11冒s　book〔1948〕，and　furtheT　mathematical　details　c…m　be　fomd　in　book　ヒ

by　Puri　and　Sen　（1971〕．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

　　　　　In　the　test　based　on　the　method　of　n　rankings，　the　null　hypothesis　is

usually　given　that　the　ranks　are　assigned　at　random　by　ea（血of　j　udgeS，　that

is，　all　rankings　are　equally　frec｛uent　in　the　population　of　ran㎞gs　ofユ　to　m．

Uhder　this　hypothesis，　it　becomes　easy　to　find　the　distributions　of　test　sta－

tistics．　Hσwever，　to　find　the（五stributions　in　non－null　case　is　usually　very

intractable　prcblem．　Elteren　and　Noe‡her　（1959〕，　and　Sen　（1967）　considered

the　non－null　distributi㎝of　Frie（iman，s　te註statistic　for　the　sequQnce　of

translation－type　alternative　hypothesis　㌦　〔n　denotes　血e　sa珂Ple　size〕　and

studied　the　asy㎎）totic　efficiency　of　this　tes　t．　For　large　n　the　hypothesis

ろτis　near　to　null　hypothesis　Ho，　so　that　this　type　of　limit　process　provides

only　q　way　of　studing　the　effect　of　small　translation　on　the　test≒It　seems

that　the、distribution　theoエγin　the　gel｝eral　non－null　case　is　the　maj　or　Out－

standing　pTdb　lem　of　ranking　theory．　On　the　other　hand，　we　aエe　fre（luently

co㎡ronted　with　the　case　in　whi（血the　h）巾gthesis　of　rand㎝r…mking　is　unsuit－

able　for　the　nuユ1　hypothesis．　For　instance，　nhen　we　wish　to　test　for　equa1－

ity　of　mean　rankS　between　two　sets　of　rahkings　of　m　objects，　we　can　take　no

longer　the　assurgption　of　random　ranlくing　as　the　null　hypothesis．　In砲i（力

case，　we　should　re　fer　to　test　fbr　testing　the　null　hypothesis　that　the　two

s…卿1es　are　taken　from　a　p（pulation厄th　s㎝e　pr（力曲ility　dist亘bution．
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　　　．The　purpose　of　the　present．paper　is　to　study　the　distribution　df

quadratiC　fOIln　in　sa獅ple．f1℃皿ageneral　pqpulation　of　ran］（ings．　At　first　we

shall　stu《ly　the　prqpert）r　of　dispersion　mat血Σin　the　ranking　pqrpulation．　As

shown　in　the　lemmas　Of　section　2，Σhas　an　inteエesting　structure　in　the　rank－

ing　pcrpUlation．　Based’on　the　property，　we　shall　next　ccmsider　in　section　3　to

find　the　distribution　of　qUadratic　fOm　in　sample．脆can　c㎝e　to　the　conclu－

si㎝that，　mder　s㎝e　c㎝diti㎝related　to　the　dispeTsi㎝mat西くΣ，　the　quad－　・

ratic　fom　in　sa㎎1e　fr㎝g印eral　po叫ati㎝of．　rankings　is　as）㎎totically
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
distributed　according　to　chi－square　distributi㎝．　Furthemore　the　effect　of

small　sample　will　be　also　studied　by　si皿11ati㎝．　At　last　two　sample　test　based

㎝the　method、　o“ran1（．血gs　will　be　considered　in　section　4．　It　se㎝s　that

little．　wark　has　been　done垣this．prob1㎝，　as　ide　fr㎝Linhart（1960）．　The

apprgxilnate　test　described　in　Li血hart　〔1960）　is　very　rough　and　there　is　no

reason　to．conclude　its　adequacyc恥shall　induce　the　test　statistic　fr㎝the

corollary　2　in　section　3．　However，　when　the　parameters　contained　in　the　sta－

tistic　are　ul晦own，鴨㎜st　Use　the　est迦ates　of　the　para皿eters．　In　which

case，‘ 奄煤@is　vCIγCq叩1icated　problen　to　find　the　distribution　of　the　statis－

tic．　Hepce鴫will　q．tte四rpt　to　study　the　appro油nate　distribution　by　simula－

tion．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　『

2．S③．犯Pm囲皿S　OF輌SP恥1㎝M㎜X　IN皿㎜NG旬P㎜㎝．　Let
us　c（msider　q．sa刀Ple　space　6t　血gse　sa理）1e　points　cc前sist　of血e　set　of　a11
　　　　　　　　　　　　　ロ　　ニ　し　

m’pennutations　bf血e．@first　m　natura1　n励ers．　I　f　we　d』note　the　penrrutation

・ym一曲nen・・…・・≡・t・・．，Z・一．…ξ・．・．…rm・）・・ξ一…∴・鵬砲・パ碗・一耐

子ヱノ／2⊃　then　the』sa珂ple　st）aCe　is　denoted　by　R　　＝　｛ζ13．．．3静η，｝．　Letξis　a

random　vector噸d1－is　defined　at　eveエγsa理ple　point　in　（R　and　let　the　pro－

babi耳ty　is　as§igned　to　eaCh　s…叩ple　point　in　R　as　fo11㎝s；P｛E＝℃ξ｝＝pξ．

㍊㌫叢’鑑。竃託。鑑・．；惣三ll・，㌔1．鷲t罐゜こ。e

　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　ξ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
・mPP・se．血at　pξ卿b・as・ign・d・「bitrary・eal　n迦b・・a・ξar　as　the　c・nditi・n

of　probability　iS　satisfied・　SurPPOse　random　vector忍has　the　mean　vector
見一C・i．…．・m・’，廠ere弘一・励／・，飢・di・per・i・h　m・ri・・－C・iゴノ・ち

ゴ＝ユ．．．．Jms　耐dh　arと　delined　aS　follows；
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ト．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7η了．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

．〔…） P三⊇㌻ピ｝ゴ、，，・

In　d丘s　paper｝sudh　a　ra【ゆg　population　will　be　conveniently　referred　to　as

鴫・Σ九・　　　　，．　　　　　　　　　　　　　．
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　　　　　㎜1・fn　th・　？a・king　P・ρuZati・n・（E・Σノ・th・　fOZIontnσ　Piり曽erties　heZd・

　　　　　　　　　　　　　　　m

（2・2）　　　ゴΣ1σ萄；0・f・？　i＝1・…hm

〔…） @…㍉Σ、・び一…1ゴ・ガ、Σ、・・2－・・2・ジ

励θ旅2カrΣ　denotθS　カhθ　traeθ0王thθ栩atrdxΣ．

　　　　　Ifるhお輌一vari㎝ces孤d卿一covariances，　then　from曲o鴨1e㎜1，．we
・an・see血…ZZゴ・／・唖・tゴー［与剛／［mCm－・ノ／・］・・H・nce・・h・di・p・rsi・・

matrix　is　denoted　as　fo11σws；

〔・・4）　・一莞・・一÷E」。

whereτis　a　m＞但identity　matrix　and　E　denotes　a　m）傾matrix　with　all　colrpo－

nents　2．　Thus，　we　can　obtain　the　following　lemrna．

　　　　　旺岨A2・（1）1アれαsθ呼一vndan・θs　and　equt一θ・vntan・θs。　then輪dis－

pe？sion　matz・i《＃is　d2note〈牙as　（2．4）：

　　　　　〔2）為W酩輪鋤・r・i・n　ma’・ix・f　tl　i・　den・カ・W幡W∬－r％ゴノ

「kioh　is　mxm　syrmet？io　matnix　with　Pヱリperties　Σhiゴ＝OandΣhii＝0・αs　．

foZZon　3∫　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　Z　　　　　　　　　t

〔…）　・莞σ一÷・旧・
　　　　　｛・・h・岨db…t・d血…一藷・・i蜘・t・n…t・…血・t・・…一．hE・2

＝τ一ラ万27．　We　next　consider　to　find　the　g－im戸erse　matrix　gfΣ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T［he　fo11σwing

le㎜a　gives　a⇒to　find　a　g一血verse　ofΣ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　Uヨ胴A3．　For　some　oonstant　ρr≧1ノ，αneees8cz1lfαカ（元suffiedent　o（フndition　T句「

〔2・6）　　・㌔鵠r・一÷E／

to　b2　g－inversθmatアix　OアΣ3　is　t　zat　thθfbZZoωtnθZ9θZα琵0ηhクZゐ

〔2．7）　　Σ2－一鷲・　　　　　　　　　・
Outline　of　the　Proof．　At　fiエst　let　us　sh（w　that　mder　the　given　condition

〔2．7〕，　Σ　　defined　in　〔2・6）　is　aθ一illverse　ofΣ．　SUI）stituting　〔2．5）　alld　〔2．6）

into　〔2．7），we　obtain

〔2．8）　　　．　｛σ一illE）≠田2＝ρ｛r一τ一去互ノ≠ll｝

ξmd　further　fr㎝1e㎜2we　c…m（カtain

（2．9〕　　斑一hE）－H．　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロThus，　using　these　for皿工Las　we　can　derive　the　ralati㎝ΣΣΣ＝Σafter　some　calcu－

1ations　for　the　e）ζpression　obrained　by　sUbstituting　〔2．5）　and　（2．6〕　into　ΣΣ　Σ．
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　　　　　Next　we　show　that　ifΣ一defined　in　〔2．6）　is　a≦7－im戸erse　ofΣ，　then　the

condition　（2．7）　is　satisfied．　Substituting　〔2．5）　and　〔2．6〕　into　ΣΣ一Σ＝Σ3

w。g。t〔2．8〕一姐tiply　b。th・member，。f（2．8）by［t．・／rm．力］2，　we　c飢i㎜e－

di・t・ly・）btain・th・tΣ2－［（・Pt，　Z）／r⊇］Σ．　　　　　（Q．E．D．〕

　　　　　The　reason　that　the　par㎜eteτρis　inty）duced　in　le㎜a　3，　is　the　fo11㎝一

ing：　If　ρ＝ユ，　then　from　〔2．8〕we　get　H＝O　（zero　matrix），that　is，　in　this

case’ ｰ　has　eqUi－variances　and　ec［ui－c（Svariahces．　　Inversely　if．Σ　has　equi－

variances　and　e（lui－covariances，　then　for　ρ　＝　ヱ　the　condition　（2．7）　is　satis－

fied．　Therefore，砲enρ＝ヱ　the　condition　（2．7）　holds　if　and　only　ifΣhas

equi－variances　and　equi－covaria皿ces．　Thus，by　introducing　the　parameter　ρ　，

we　made　that　the　lemma　3　is　held　fbr　aTbitrary　dispersion　matrix　Σ．

　　　　　As　practical　prd）1em，　one　may　ask　ithether　it　is　always　pos§ible　to　find

the　value　of　P　whidh　satisfy　the　c㎝（五tion（2．7）asΣis　given．　Tb　answer

this　question，　we　may　propose　the　least　squares　method　as　a　way　to　deteココnine

㌶霊、：蕊ll；，：ニニ。鴨e：eΣ！認／⊇，：：1・ゴ認盤

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t∂　t9　　　　　　　　　　　　，

is　the　following；

〔2・1°） @・一』4「z2－・・2月ll賢％…プ／∬・2巧・

　　　　　To　evaluate　the　relative　erroτof　app：℃ximation，　we　ca1（ユ且ate　the　follow－

ing　value；

（2・11） @・一蛯／・ρ2嘉・シ

　　　　　If　the　conditi㎝（2．7）exactly　ho1（IS，　thenεbecomes　zero．　E迦if　the

value　ofε　is　not　eqt白ユ．to　zeτo　（but　it　is　too　sma11〕，by　using　the　value　of

ρshowed　in（2．10〕we　Inay　appro油nately　use　the　le㎜a　3．　To　study　the　ade－

quateness　of　this　procedure　an．　e）Φerilnent　was　made　to　the　case　of　m＝4．

When　m弓the　ranking　popUlati6n　consist　of　the　set　of　a114’＝24　permuta－

tions　of　the　first　four　nutura1　numbers；ヱ，2，3and　4．　We　assumed　（ヱ，2，3，

4／is　critericnτanking．and　otherヱ・ankings　weエ’e　aranged　by　the　magnitude　of　the

ran］k　correlation　to　the　criterion　ran］king．　．　The　pxて）babilities　are　asエgned　so

as　to　decrease　as　the　Inagnitudes　of．　ranlc　correlation　are　deCreas　e・　The　pエ℃一

㏄duTe　was　made　in　con？uter　by　us　i㎎random　numbers，　aside　from　exaiilple　1…md

2．工he　me…m　vector　and　dispeエsion　natrix　of　eadh　rar汰ing　population　weτe　also

ca1（皿a土ed．　From　table　1，　we㎞ow　that　in　all　exalTII）1es，　th、e　condition　〔2．7〕

is　not　satisfied　exactly，　however　relative　errors　ε　aτe．　too　sma11．　Further

otherヱ50　experiments　were　made，　and　theエ’elative　errors　were　about　2％～5％・

Thus　in　concluding，　it　is　deemed　appropエiate　to　eTrphasize　that　for　arbitrary

dispersion　matr　iX　Σ　it　is　always　possible　to　find　the　good　apPToximate　value
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0f　ρwhidh　satisfy　the　condition　（2．7〕．　AIso，　it　should　be　noted　that　t輪

value　ofρ　is　near　to　l　as　the　dispersion　matrix　is　near　to　eqUi－variances　and

equ1－covamances・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Table　1．　E）剛）1es　of　ranking　Population

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Probability

Ranki皿gs

（1，2，3，4）

〔1，2，4，3）

〔1，3，2，4〕

〔2，1，3，4）

〔1，3，4，2）

〔1，4，2，3〕

（2，1，4，3）

〔2，3，1，4）

（3，1，2，4）

（1，4，3，2）

（2，3，4，1）

〔2，4，1，3）

（3，1，4，2）

（3，2，1，4）

〔4，1，2，3〕

（2，4，3，1）

（3，2，4，1〕

〔3，4，1，2）

〔4，1，3，2）

〔4，2，1，3〕

〔3，4，2，1）

〔4，2，3，1〕

（4，3，1，2）

〔4，3，2，：L）

Example　1

0．0740

　　．0694

　　．0651

　　．0633

　　．0595

　　．0561

　　．0526

　　．0494

　　．0467

　　．0441

　　．0425

　　．0412

　　．0391

　　．0374

　　．0358

　　．0336

　　．0321

　　．0304

　　．0275

　　．0246

　　．0221

　　．0198

　　．0179

　　．0158

Example　2

　0．200

　　　．100

　　　．100

　　　．100

　　　．040

　　　．040

　　　．040

　　　．040

　　　．040

　　　．025

　　　．025

　　　．025

　　　．025

　　　．025

　　　．025

　　　．020

　　　．020

　　　．020

　　　．020

　　　．020

　　　．013

　　　．013

　　　．013

　　　．011

Example　3

0．276173

　　．128881

　　．096097

　　．056214

　　．051208

　　．043061

　　．042050

　　．039098

　　．034713

　　．033962

　　．028962

　　．028732

　　．022799

　　．019469

　　．017634

　　．016382

　　．015090

　　．014102

　　．011825

　　．009804

　　．007121

　　．004169

　　．001615

　　．000826

Exaxple　4

0．221826

　．121649

　．104969

．089Sll

　．080418

　．068404

　．067077

　　．046441

　　．037999

　　．037850

　　．033643

　　．032221

　　．016370

　　．013810

　　．007579

　　．004303

　　．003465

　　．003150

　　．003044

　　．002390

　　．001993

　　．001622

　　．000374

　　．000079

E）caiuple　5

0．31178537

　．26875174

　．06435754

　．06403858

　．05449387

　．05233414

　．04673335

　．04545423

　．03260917

　．02326739

　．00985218

　．00846463

　．00828950

　・00342480

　．00181609

　．00143692

　．00082206

　．00076252

　．00065603

　◆00029964

　●00023761

　．00006436

　・00004762

　・00000055

Examxple　6

0．29546168

　．27781859

　．21300643

　．08858875

　．03733666

　◆020Z7781

　・01664855

　．01281462

　．00864382

　・00831622

　．00529284

　．00451156

　・00436694

　．00218790

　．00140415

　．001017391

　．00088867

　◆00058187

　．00050839

　．OOO25544

　．00007120

　．00000040

　．00000001

　．00000000
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Exairple　l　Exa㎎1e　2　Exanple　3　Exanple　4 exa］㎎）1e　5 Exairple　6

Mean　vector

母＝

ρ

Pl

P2

Y3

P4

2．1224

2．4402

2．6S18

2．7856

1．005196

1．842

2．265

2．735

3．158

1．575662

2．319296

2・863894

3．241146

1・013529　　1・018034

1・471454

2．340389

2．905021

3．283134

1．IS7830

1．276924

2．193069

3．120680

3・409325

1．252980

1．168859

2．217842

3●058245

3・555052

1．492280

ε 0．002415 0．006804　　0．007860 0．030628 0・040270 0・064560

DISPERSION　MATRI　XΣ

Example　1．
「
1
　　1．126618

　－0．418880

　－0．371480

　－0．336257

　1．231423

－0．412222

－0．400321

　1．219156

－0．435454

＿、］

Example　2． 　　1．031036
　－0．269130

　－0．343870

　－0．418036

O．980775
－0．367775
－0．343870

　0．980775

－0．269130

、．＿］

Example　3． 　　O．746121

　－0．234965

　－0．252376

　－0・258780

　0．874549

－0．338930

－0．300654

　0．921214

－0．329907

。．88934、］

Example　4． 　　0．492114

　－0．282008

　－0．158952

　－0．051154

　0．963139

－0．372641

－O．308489

　0．927986

－0．396392

＿］

Example　5． 　　0．309834

　－0．174196

　－0．156424

　　0．020787

　0．637085

－0．276965

－0．185923

　0．759547

－0．326157

。．49、294］

Example　6 　　0．186837

　－0．142003

　－0．046289

　　0．001455

　0．480260

－0．280733

－0．057522

　0．663768

－0．336745

。．3928、2　］
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3・SAMPI・ING　DISTRIBUrlONS・　　　　SupPoseる＝　rRb◆・・3Rn～’is　a　7η一dimensiona1

・飢・IOm　vect・r　with　m・孤vect・r亮飢d・泣・p・rsiOn　mat・ixΣ・・nd　1・t　Z・・…・M

is　a　s卿1e　of　size万frem　a　m－variate　ranking　popUlation　Whose　dist．ribution

has　mean　vectOr駕and　dispers　ion　matrixΣ．　By　using　multivariate　centra1　’

1imit　theoTem（Wald　and　WblfO岨tz　1944），　（See　Puri　and　Sen（1971），P．25），we＞

have　the　fb11㎝i㎎theoエem．　The　proof綱be　constituted　by　the　sinilar　way

in　Puri　and　Sen・s　bodk　〔1971）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

＼

e 　　　　1肥0肥M1・耽ξ＝「・・ξ・…・・mξノ㌧ξ＝ヱ・…・ni…卿Zθ王mm伽螂一

w・ff・t？ibution　ntth　，nean　ve・鋤杷励・Esp・r・i・n　mαt？ix　Z・拗η・cmpZe　neOP

Z蕊1霊㌶㌫1：蹴蹴蕊ぴ゜カ　　－
　　　　We　here　study　the　dis　tribution　of　quadratic　fbrm　related　to　the　sa㎎）1e

mean　vector　E　under　the　assu［rption　E　is　distributed　according　to　the（degener－

…）・。m・ぱ・t・ib・ti㎝・r誌・ノ．蝋h…㎜・3i・th…e・ti・n・．2，・e

sh㎝ed　that血en　the　condition　（2．7）　is　s　atisfied，．Σ一denoted　by　〔2．6）　is　a

σ一in・ers・・fΣ・th・怜f・托・曲・n　w・put　e＝E－E・nd　Q＝・Σ・it　．i・　e・・ily

seen　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
〔a）

（b）

（c〕

that　is，

degl℃eS　of　freedom◆

ei・di・t励ut・d・・N「各∋ノ・
Q十i・id・・rp・・㎝・㎜・ri・，

tr正eci・ノ］－r・一ヱ）／P．

X’

笈齒モ堰Edi・t輌t・d…　Chi－sq・・re・di・tptb・・i。・⊇

　　　　　　　　　　　Thus，　we　can　ob　tain　the　following　theor㎝．

伽一1）　／P

☆

　　　　THEO肥M　2・SUPP…吻s卿Z・mean　ve・鋤忍＝「R　1・…・Rmアha・the　m・一　’

va・iath　Cde9・・・・…）・n・㎜z輪励加鋤・r己・ノ．』α’・・・…喝翻・uf一

随・励ω・繊㎝鋤輪q励・ta・fOnn：x案一n（E一壮戸噸．－Eフ．　rk・te
・’一［（m一ヱノ／r・t・・月．r・－i・J，　t・・b・・di・t・ibuted　ae…ding　t・・hi・quare　di・－

t？ibution　ntth伽一1）／P　deg・ees　of　freedom．　is　that　there　e・eists　the　VaZues　of

・r迦励鋤・α昆・カ』岡・吻θW力伽・Σ2－［・t・・／伽一力】・Σ・

ノ

　　　　㎜…．ヒBy・U・ing　1・㎜1，　X：i・describ・d　as｛b11㎝・；

（…） @・灸一・瞬、t繊一・♂・　　　・
　　．　Here　it　shoUld　be　noted　tha土：　ぬen　Σis　equi－variances．and　eqUi－covarian

・・v・・i田㏄・，血ec・nditi・n（2．7〕h・1d・｛brρ＝1，・nd　xl　i・di・t曲ut・d　as　d且一

squaτe　distribution　wi．th　（m一ヱ）　degrees　of　freedom，　　Further　if　we　assume　th・e．．

・輌・at・㎎，血・・i・，・CE－al～一・〃．ξ一・。…。蜘一・弓2・…・弓ヱ．・
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飢d・一［・r刷／22］a一融），th…：bec・鵬・

（…）　・；一［・2・畑・］』、・五グm；ヱ・2・’

This　is　the　same　statistic　that　of　Friedman’s　test．　Hence　theorem　2　is　the

・xt・n・i…f血・F亘・輌・’s　x：飢di・gi・e・th・屯・t亘b碇i・nf・・血・n。n－n・・1

　case　in　the　Friedmanls　test．

　　　　　・From　the　theorem　2，　we　can　obtain　tbe　fo11σwing　corollaries．

　　　　　COROI㎜　1．　Lhηder　the　sme　condi　tion　in　theorem　23

（…）．・Xξ一・［，Σ・霞・・］曇鵜孕

i・　di・tributed・・…吻gtt・αη、m－…ぬZ・h・；一・quare　di・坑加飽功協ゐ1　rm一刀／ρ

d・f’and』．ηα2－oentluZiby　pamrneter：

（…）　・［，Σ・廷・・］』｛㌦一1！　；！・2．

・f・・as・㎜血・珊血・を娠・g，　th・t　i・，・rE・a9ξノー・畑い…‘2　c・i・・id・

⊇・h・F・i・d㎜’・．・：・N捌y・血i・c・m…ry・give・th・屯・t輌・i。・fbr　a

non－null　case　in　Flriedman曹s　teSt．　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　oorOLIARY　2．　SUPP…ξ‘”　and　R‘2’　ar・　in・匂㎝吻協・琵・協励・4伽m－

Variate　（degenerate）　n・rmZ・di・・w伽叫1冶酌励殉‘2㌧☆・・乏リ・

捌pθ・tive　Zy．肋θ〈7ess・zrZI〈md　suffieient　c・ndition　f・r　the．　qu・zck，ati・form：

（・．5）　・：。－1。8、・・莞・川≠毒…］「1皇糎・リー・・》1）一・、1・り］2

加be　distributed　aooombhg　to　ohi－sqzua・e　destnfbzttion　ntth〔m一刀／ρd・f・。　is

that　there　entsts輪vaZue　ofρ己7／rkiehεαカ¢sカ』・fo　Z　Zontng　re　zαti　ons

（…〕　・☆Σm・謬2り2－【f，、埠（”＋毒・‘2り］・吉暢Σ《2）・　　國

　　　　皿le　corollary　2　isエelated　to　the　proble皿of　two　s卿1e　test　based㎝the

method　of　n　rankings．　In　the　following　section　we　shall　dea1　with　this

Pmb1㎝．　　　　　　　、．　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　SI㎜ICN　3－1．　The　theorem　2　is　based　on　the　nonnality　of　E．　H㎝ever，

砲en　n　is　not　large　the　distributiσn．　of　E　may　be《五ffeτfrcrm　the　normal　dis－

tribution．　In　sudh　a　case　the　distribution　of　x＃must　be　also　differ　fr㎝血e

dhi－s（luaエe　distribution．　Tb　investigate．the　goodness　of　fit　in　smaユ1　sample，

as㎞1ati㎝』 翌≠刀@made　to　eadh㎝ldng　pqpulation　of　exa㎎1e　2，3，　and　6　showed

in　section　2．　　III　the　ranking．pqpulations　of　examPle　2　and　3，　the　value　ofρ

satisfied　the　coidition　〔2．6）　is　nearly　equal　toヱ，　respectively，　that　is，

ρ＝1．0ヱ3529ih　exairple　2　and　ρ＝　1．018034　in　example‘3．　　　　　　　、



THE　DISTR工BUTIONS　OF　QUADRATIC　FORMS 97

th・肥f順f・・m・th・ab・v・　th・・rem　2血・dtS励・ti㎝・f・：is　supP・sed　tO　b・

applて）ximately　dhi－s（luare　distribution　with　3　d．　f．　Next　we　haveρ　；　ヱ．492280

fbr　the　ranking　pOpulation　of　example　6．　Si皿ce　it　is　near］－y　e（lual　to　：L．5，　we

m・y・P・・di・t　X奏hおaPP・・唖・t］y　d丘一・qu・r・di・t励uti・n植血2d．f．　U・ing

random　numbers，23000　sets　of　n　obselvations　were　generated　fr㎝the　ran虹ng

popUlation　and　from　eadl　set　ofηObsexvatiolls　x美were　computed．　The　computa－

tio鵬were㎜㎝㎝IBM　370退ing　pro口郷血tten血和R㎜IV．　Table　2
gi・e・田the　c㎜1・t・d　re1・ti・・　f・eq・・n・y・f　x：，・・d・f・・th・r・tah1・3・giuc・u・

血・k－・t・ti・ti・；s　cal・u1・t・d　f・・m　2。OOO　・al・…fXI．　F・㎝th・・e・迦1・ti・n・，

it　seems　that　the　agreement　between　the　dbserved　and血eoretical　distribution

is　better　as　the　value　ofρ　is　near　toヱ．

T・bl・2・［［he　cunrul・ti・・　f・equ・nCy・i・per　ce…f・：

　　　　　　　　　for　N＝　2⊃000　sets　of　saコ哩）1e．

（a〕　for　the　pqpulation　of　exairple　2．

xきω

0．352

0．584

1．005

1．424

2．366

3．665

4．642

6．251

7．815

9．837

11．345

94．7

91．3

81．0

70．6

50．3

29．3

18．4

9．2

4．1

1．3

0．9

94．7

90．3

79．9

70．0

50．7

29．6

19．1

9．0

4．7

1．7

0．8

96．1

90．9

80．8

69．9

48．9

28．8

20．1

9．8

4．7

2．1

1．4

95．4

90．2

80．6

69．8

49．3

28．9

19．4

9．7

4．1

1．6

0．9

〔b）　for　the　pcpulation　of　exa叩ple　3．

5
0
0
0
0
0
0
0

9
9
8
7
5
3
2
1

X2（Ct）

0．352

0．584

1．005

1．424

2．366

3．665

4．642

6．251’

7．815

9．837

11．345

95．4

91．1

80．0

72．0

50．7

28．8

19．2

9．9

4．5

1．8

1．0

94．9

89．3

80．0

69．2

49．1

29．3

19．0

9．2二

4．9

1．9

1．0

95．4

90．8

79．3

70．0

48．2

27．8

18．5

8．8

’4．6

1．9

0．9

94．9

90．0

80．3

70．0

50．1

30．0

19．5

9．6

4．5

1．8

0．7
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〔c）　for　the　population　of　exaXPle　6．

αr％ノ
・；ω

η＝ヱ0 η＝20 η＝30 η＝40

95 0，103 96．6 98．9 98．4 98．0

90 0，211 94．4 95．4 94．2 95．1

80 0，446 87．1 87．2 84．4 85．5

70 0，713 75．0 77．6 73．7 75．4

50 1，386 50．1 52．1 51．3 50．7

30 2，408 27．9 28．9 28．7 29．3

20 3，219 19．2 17．9 18．9 18．9

10 4，605 10．1 8．2 9．3 9．1

5 5，991 5．4 3．9 4．8 4．6

2 7，824 2．3 1．4 2．4 2．2

1 9，210 1．3 0．6 1．3 1．2

Table　3．　　　　The　k－statistics　of　x2

〔a）　　for　the　population　of　examPle　2・

　　　　　　　　　　　　2
モ芙oユants　of　x

3
η＝10 η＝20 炉30 η＝40

K1　　3

j2　　6

j3　24
j与　144

　　2．955648

@　5．541287

Q3．313019

P76．544296

2．955607

T．573774

P9．936005

X7．638779

　　2．992191

@　6．270521

Q9．705032

Q15．658142

2．945086

T．587620

Q0．126068

X4．933441

〔b〕　　for　the　population　of　exalTII）1e　3・

c㎜、1皿ts。fX2
3 炉ヱ0 η＝20 η＝30 η＝40

．K P　　3

j2　　6

j3　24
j4　144

　　2．996101

@　6．007073

Q8．453934

Q31．316696

　　2．950394

@　5．809840

Q2．676407

P22．598282

　　2．914041

@　5．662573

Q2．671371

P28．257401

2．972079

T．660589

Q0．307907

X9．396820

〔c〕　　for　the　population　of　exalT￥）1e　6・

　　　　　　　　　　　　2
モ浮高浮撃≠獅狽刀@of　X

2 η＝10 η＝20 π＝50 η＝40

K　　　2　1K2　　4

j3　16
j　　96

　　2．068835

@　4．166248

P8．935287

P15．143265

1．994871

R．254177

P2．188395

U8．976288

　　2．039083

@　4．127677

Q0．142120

P43．266953

　　2．030946

@　3．953521

P9．147064

P51．402847

、



THE　DIsTRIBuTIoNs　oF　QuAI）RATIc　FoRMs 99

4．TWO　SAMPLE　TEST　BASED　ON　T田E　M］THOD　OF　n　RANKINCS．　　　　In　this　section　we

will　study　on　a　test　fOr　equality　of　meall　ranks　betWeen　two　sets　of　rankings

of　m　objects◆　S咋）pose℃9）＝　Cr｛i＆．…　　，r；∪㌧　α　＝　ヱ5…　　⊃nl　and　ieB（2）＝　（℃f；｝⊃…　　3

揚；ノ・β一・・…・…a・ei・d・p・nde・・samp・es．f・・m加・ranki・g　P・p…ti・ns

鴫：1Σ゜）and・〔ぜ：）・t2）。・especti・・ly・W・wi・h　t・test　th・姐1　h）rP・thesi・

fl。パ”一罵2）ag・i・・t　th・alt・・m・tive　H・・　all’）≠藩2｝

　　　　　For　such　a　pエ℃bleln，　Linhart　〔1960）　gave　an　approximate　two　sample　test．

Namely，　it　is　proposed　to　use　a（垣一square　distribution　with　v　degrees　of

freedo皿forカ／α，血ere

　　　　　　　　　　　　　　　・－1・Ri”一　・i2））2・　　　　　　　』

　　　　　　　　　　　　　　　α＝tZαvrt）／［2E（t月。

　　　　　　　　　　　　　　　。＝2E2rtノ／Vavrtノ弓rカノ／。．

The　mean　of　t　is

　　　　　　　　　　　　　　　・・t・－1壌場・易・

and　the　apPエて）ximate　variance　is

　　　　　　　　　　　　　　　馳一誤・ソ5・三・鴇ノ2・

H㎝ever，　in　the　Linhart，s　paper，　there　is　no　reason　to　conclude　thatヵ／αis

distributed　as　Chi－square　distribution　and　also　the　degrees　of　freedom　is

v＝互Ctノ／d．　Now　from　the　coエ℃11aエy　2　in　s　ection　3，　we　can　show　that　When　we

let　α＝万ilt）／v　where　v　is　a　para皿eter，　the　s　tatistic　t／αhas　dli－square　dis－

tribution　with　v　d．　f．　The　statistic　are　denoted　as　follows；

　　　　　　　　　　　　　　　t／・一［、。，⊥，・1鍵⊥、・・）］Σ・・i’・・；2）子

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nl　　　　n2　　　　　t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
｛1｝

Thu5，　if　we　put　v＝（m－1ノ／p，itαm　be　seen　that　mder　the　h）Φothesis　Ho：E

－if2），　the　st・ti・ti・t／・agree・舳・ξ。　d・fi・ed　as（3・5）・H・nce　f・㎝th・c・－

rollary　2　in　section　3，　t／α　is　distrlbuted　according　to（虹一square　distribu－

tion　with　v＝伽一1ノ！lp　d．f．　under　the　conditi㎝〔3．6）．

　　　　　In　the　fo11頑㎎，　we　will　consider　the　two　saJirple　test　based　on　the

statistic　X2　．
　　　　　　　　　　　★★

4．・兀・T・N・皿㎜・m・S・SH。・ξ1LU21㎜肥Σ｛1｝A・D・‘2｝燗・班・DエSPERS・・N

mUrUCeS．　［inder・h・n・11　h）rP・thesi・fl。，・h・・t・・i・ti・烏bec・・n・s　・imP…

for【皿　as　follows；

〔…）　・：。一［是、輪・甥2噛馬“）一・》2り2・

where　Σ（1）＝　〔σり｝．ノ　andΣ（2）＝　rσ｛2，．ノ　　are　given　matrices，　and　the　value　ofρ　can　be

・・md　by・mb・1孟…i…il’／n、㌢当、　f…、ゴ・・〔・…）・
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Thus・k。・・…us・d舳・test・t・・i・ti・f・r　t・・ti…he・yp・th・・i・ρξ1）

－e‘2；a・d・Wh・n　b・th・n、　and・n、　ar・　1・・g・，　th・test・t・ti・ti・m・y・b・apP・・Xi－

mately　distributed　according　to　（hi－square　distribution　with　Cm－IJ／tf〕d．f．　The

・ignigic・nce・f　th・・）b・erv・d　v・1u・・f　x麦。i・・1・t・rmined　by　reference　t・the

table　of（虹一square　distribution．　Especially，　when　the　value　of　Cm一ヱノノtp　is

Ilot　integer，　we　may　use　the　table　of　Inc㎝plete　Gal㎜a　Ftnction．　If　the

d・ser・ti｝・d　va・…f・X4。　・xceed・the　se・ect・d・・…X2　Cm．2〃bωi・・h・t・b・・，

then　we　may　rej　ect耳o　at　the　leve1　α．

4・2田T・NG皿肥・［IHES・S・ポξ1Lぜ㍉晒≧肥．Σ（1LΣ（2’　・・B皿・IS

㎜（㎜皿田X・　F・・mthe　c・r・11・ry・2・nd　th・お・u・rpti・n・E’Lぜ2L　e　and

Σω一Σ②一Σ，it　bec・me，　th。t

（…）　・：．一［f，、・・嘉；加・］一・』、・・、・L融

This　statistic　has　tihe　（垣一square　distribution　with　Cm－IJ／F）d．f．　under　the　con←

ditions　descτibed　in　corollary　2・　Howeveτ，　in　this　case箒andΣ　aエ℃unknown

parameters，　and　we　estimate　血e皿as　folldws；

〔　－ P：薮鶏；；蕊㌔w蝉鞠’］。
and　fUrther　estimate　the　pqrameterρ　by

〔…）　δ一Σ・12：蕊…、［・・ゴ，…、・、，・ピ］／』、』、ξ；ゴ・

Using　the　estirnates，　we　propose　the　following　one　as　the　test　statistic．

〔…〕
@k2・・一。…・霧、［6Σ・芸←i㌧・・］』、・・汽（2）・？

It　see鵬ぜ・at　t・fmd血・di・t・ikuti・n・f　this　st・ti・ti・in・19・bra　i・v・ry

comPlicated．　Hence　we　will　atteTrrPt　to　stud）r　the　apPエ℃xi皿ate　distribution　by

simulation．

．　　　　　SIMOLATION　4－1．　At　fiτst　we　studグby　simulation　the　small　sa珂ple　distri－

b・ti㎝・f・1。d・fi・・d・as（4．2）．　U・i・g・a・d…㎞・rs，　N　set・・f加・・卿・es

　　（ead・sa・rple　si・e　’i…紐d・・）were　g・nerat・d　f・㎝the　s肥P・）P・1・ti㎝鴫．Σ九

　　Wb　here　s叩posed　that是，Σ，｛mdρare㎞⑩in　advance．　The　s卿1e　mean

鴨・t・rsξ（”皿d　82｝were　ca1・皿・t・d　i・・a也・et・f伽・・卿1・・孤d　th・鴨1ue’・f

　　　・：。w田f・皿d，孤d血・㎝輌t・ユre・・ti・・　freque・Cy鋤・・wお㎜d・f・・m　th・N

　　　　　　　　　　　　　2
　　values　of　x禽★．　The　table　6　（a〕　and　（b）　give　us　the　results　for　血e　τanking

　　pqpUlation　of　exa㎎1e　3．　In　this　case　the　value　ofρis　nearly　equal　to　one．
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th・・th・di・t・ib・・i㎝・fる。is　s叩P・・ed・・b・．　apP・・緬…y・Chi－・q・…di・t・i－

bution　with　3　d．f．　by　the　goodness　of　fit　test，　this　hypothesis　is　not

rej　ected　at　5％　1eve1，　aside　fro皿the　case　of　n1＿－n2＝　10．　H㎝ever　if　we　see

the　goodness　of　fit　in　the　region　less　than　502　point　of　the　distribution，　then

the　case　of　n　1＝n2＝．ヱO　is　not　also　rej　ected　at　the　s　ame　leve1．　The　k－

・t・ti・ti…f烏ar…h・w・d　i・・ab・・7ω・・d　fO）．　A　g・ance・・t・・h・k－

statistics　〔samPle　cumulants〕　and　population　（コ」mし江ants－indicates　a　good　agree－

ment，　aside　from　the　case　of　n　1＝n2＝ヱ0．

　　　　The　table　8　gives　us　the　results　of　si皿uユation　for　the　ranki皿9　Population

of　exa珂Ple　6．　In　this　（；ase，　the　agreement　betWeen　the　observed　and　the　theo－

retical　distribution　is　no　good．　［［1ie　goodness　of　fit　tests　shσwed　highly

significant　in　aユ1　cas　es．　Hσwever，　in　the　region　less　than　25％point　of　the

distribution，　the　hypothesis　was　not　rejected　in　all　cas　es．　Foコ〔reference，　we

・h㎝・d・th・k－st・ti・tics・f・～㌫i・t・bl・9．　．

　　　　　In　conclusion，　it　can　be　seen　that　even　eaCh　sample　size　islO　or　so，　the

agreement　at　tihe　XPPer　tail　is　good．

T・bl・6・lh・　・u・nul・ti・・　f・・quen・；y・i・・per・cent・f橘★

　　　　　　　　　for　N　set　of　two　saigples　from　the　ranking

　　　　　　　　　popUlation　of　exa呵）1e　3；

　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ二＝二Z．018034

〔a）sairple　sizeη1＝η2，〃＝2，000 （b）　sal理）1e　size　nl〆n2．　N＝23500

Ct（％） 駒n・＝ユOn・＝2°n・＝3°
　　　　　n2＝ヱO　n2＝20　n2＝30

α％ノ X㌢ωn・＝ヱOn・＝ヱ8n・・26
　　　　　n2＝ユ4　n2＝26　n2＝38

5
0
0
0
0
0
0
0
5
2
1

9
9
8
7
5
3
2
1

O．352

0．584

1．005

1．424

2．366

3．665

4．642

6．251

7．815

9．837

11．345

94．8

91．7

81．5

71．7

49．7

30．9

19．2

10．0

4．7

1．5

0．8

94．1

88．4

78．5

68．5

49．0

27．7

18．9

9．3

4．6

1．9

0．8

94．1

88．9

78．6

67．8

47．7

29．3

19．9

9．7

4．6

1．5

0．7

97．5

95．0

90．0

75．0

50．0

25．0

10．0

5．0

2．5

1．0

0．5

0．216

0．352

0．584

1．213

2．366

4．110

6．251

7．815

9．350

11．345

12．838

97．4

94．8

88．7

72．4

46．6

23．9

9．4

4．3

2．1

0．9

0．4

97．6

95．2

89．9

74．2

49．0

24．3

9．4

4．5

2．5

1．2

0．6

97．1

94．6

90．0

75．8

51．0

24．4

9．1

4．9

2．7

1．2

0．5
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Table　7． th・k－st・ti・ti…f癒fb・N，・et・・f加・・anples

fエvm　the　ran］（ing　populati㎝of　exa珂ple　3；

ρ＝ヱ・0180　50

（a）sanple　size　nl　＝n2，πr2．000

』zα励合
　　　　2
Of．X3 η1＝η2＝ヱo η1．＝　η2　＝　20 ’η1 ＝η2＝30

K
l
K
2
K
3
K
与

　　3

@　6

Q4

P44

　　2．960945

@　5．390018

@18．140976
f．

V9．472946

　　2．925636

@　5．846196

Q3．199219

P31．179810

　　2．905402

@　5．769601

Q2．169205

P27．838776

（b〕　sample　size　nl≠n2，　N　＝　23500

o拠zα励s
。τx…

η1＝10η2＝理 η1＝28　η2＝26 η1 ＝26η2＝38

　　　K1．」　　　K2

@　　K3

@　　㌦

　　3

@　6

Q4

P44

　　2．865918

@　5．737030

Q2．614380

P29．659927

　　2．939877

@　5．855556

Q2．902939

P19．339981

　　2．988397

@　5．900165

Q3．453506

P31．460831

Table　8．
th。　cdm、i。・i。。　f剛。nCy・in・per　cen・・f志飴・

N＝2．500sets　of　two　sa叩1es　from　the　Tanking

popuユation　of　exa㎎）1e　6；　　ρ　＝ヱ．492280

sample　sizeη1＝n2。

α‘％ノ x；ω η1＝ヱ0

ﾅ2＝24

．η1＝ヱ8

ﾅ2＝26

η1＝26

ﾅ2＝58

　　　」

X7．5 0，051 99．6 99．0 99．4

95 0，103 ，98．2 97．6 98．4

90 0，211 94．2 93．5 95．4

75 0，575 79．4 78．4 81．1

50 1，386 51．9 52．7 53．0

25 2，770 25．0 24．4 25．2

10 4，605 8．8 10．0 10．3

5 5，991 4．2 4．6 5．2

2．5 7，380 2．2 2．2 2．8

1 9，210 0．9 1．0 1．0

0．5 10，600 0．4 0．5 0．4

↓
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T・b1・9・th・k－statistエos・f‘ ﾒf・r　N－2．5…et・・f

　　　　　　　　　tw◎samples・fmm　the董ranking　population　of

　　　　　　　　　example　6；　　．p　＝　ヱ．492280

　　　　　　　　　Sa㎎1e　size　n1　≠n23

　　　　　　　　　　　　　2．

順oZα励sof X2 η1＝20η2＝
　　　　　　　　　「
P4，η1＝ヱ8η2＝ 26 η1 ＝

2
6
π
2
＝
．

38

　　K1　　　2

@　K2　　　4
@　　K3　　16，　　　㌦　　　96

2．015131

R．523962

P3．099769

V3．207672

2．022084

@　　　　　　．R．641783　　　　　　「

P3．618194　　　　　　　　L

V1．942368

　　　　　LQ．098906

R．867070

P5．195964

W1．414764

　　　　SI醐TI（N　4・・2．エf　w・蝋・一・in〔4．2〕，紐d・Ub・tit・t・Σ〔乙・りf・・碗

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＾　　　　T　　　　　t　　　　．

by　usi㎎the　results　of　1㎝ma　1，　alld　fUrtler　sUl）stitute糺fbr㎏，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　then　we

dbtain　the　fo11σ輌g　statistic；　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　『

㈹＿＿念蕊蕊蕊鑑：。＿sヒ…＿、，
simuユation．　N　sets　of　Ugo　sa珂）1es　were　genel’ated　and　from　the　each　set　of　twb

・卿…k（’；　9”2’・nd　4　wer・　ca・・凪．at・d飢d．lti．’was　found．　th・㎝皿…i鴨

f司ue卿励1・・f篇wお．㎜d・e・鵬・p・㎡i㎎・・血・tめ1・。f・hi－s・四・re・dis－

tribu此ion　with　」η一1　d．f．　Table　10　sh（Jws　theエesults．　FI℃m　this　table　we　can

see・h御m・ab・・ity・f貨ξ。≧t）・h－・・n輌…ar・・Chan・r弓．、≧tノ，飢・

the　difference　becomes、1arger　as　parameterρ　se雀）alate　f犯mヱ．　Thus，　if．the

励・・whiCh・…鵬血at．文：。i・di・tribUted’as　chi－squar・　di・t輌・i㎝顧伽一・

d・f・i・u・ed　t・t・・t　th・h）脚th・・i・・丑。・血・t・・t　i・ac・ns・rvativ・㎝・；’if日。

is　rej　ected　by　that　test　we　can　have　n∋al　confidence　in　tllat　decision◆　For

reference，　the］（－statistics　are　alsb　sh（㎜in　table．11．
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a（％）

97．5

95．0

90．0

75．0

50．0

25．0

10．0

5．0

2．5

1．0

0．5

　　　　　　　　　　　　　　　　　　R．㎜

丁曲・…．正・輌・・i鴨f・餌・e・Cy・i・per　cen・・f㌦．

　　　　　　　　　　f・rtV－＝2、500　s’ets・f加・sa卿1es．

x…ω

0．216

0．352

0．584

1．213

2．366

4．110

6．251

7．815

9．350

11．345

12．838

for　the　popUlati（m　of　Ex．3

η1＝ヱ8　　　n1＝26

n2＝26　　　n　2＝38

for　the　population　of　Ex．4

η1＝ヱO

n2＝ヱ4
n1＝10
n　＝ヱ4
　2

97．7

95．4

90．4

74．7

50．1

26．1

10．4

5．0

2．5

1．0

0．4

97．6

95．4

90．6

75．5

51．2

26．2

10．6

5．2

2．6

1．2

0．5

η1＝ヱ8

η2＝26
n1＝26
n　＝38
　2

97．1

94．9

90．6

76．8

51．9

25．8

9．8

5．6

3．0

1．2

0．4

97．5

95．0

89．3

75．1

51．6

27．0

11．8

6．2

3．1

1．4

0．9

97．3

95．3

89．9

74．7

49．8

25．1

10．8

5．8

3．4

1．6

0．9

96．6

94．3

90．2

75．9

52．8

26．7

12．3

6．5

3．2

1．3

0．7

foヱ・the　population　of　Ex．5 for　the　popuユa土ion　of　Ex．6

n1＝10
n　＝14
　2

nl＝ユ8　　　nl＝26

n2＝26　n2＝　38

η1＝ヱO

n2　＝ヱ4

n1＝ヱ8
n2＝26 6

8
2
3

＝
＝1
2

η
η

96．8

94．4

89．2

74．8

50．5

27．1

12．5

6．6

3．3

1．5

0．8

96．9

94．O、

89．0

75．3

51．3

25．7

12．2

6．6

3．8

2．0

1．2

97．9

94．9

89．5

73．7

50．2

26．0

11．3

6．7

3．5

1．4

0．6

97．1

94．2

88．6

72．3

48．3

26．3

11．8

6．4

3．9

1．7

1．0

96．2

93．1

86．4

71．2

48．7

25．9

12．3

7．5

3．8

1．8

1．2

97．5

95．0

89．0

73．3

48．6

26．2

12．6

7．8

5．1

2．6

1．5
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
Tal）1e　11．．The　k－statiStics　of貨
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　★★

　　　　　　　sets　for　tWo　saxples．

for　N＝2，500

　C㎞ulants
　　　・fx；

nl　　　　3

n2　　　　6

K　　　　24
　3

k　　　144
　俗

fbr　the　popUlation　of　Ex．　3

πf10診η2＝14

　3．027413

　6・010499

　21．797180

102◆193588

η1＝ヱ83n2＝26　ηf263η2＝38

　3・062080　　　　3．089874

　6．130886　　　　6．183678

　23．387070　　　　24．362335

121．319382　　　133．799500

for　the　population　of　Ex．4

nl＝10⊃n2＝14

　3．139635

　6．814976

　28．035095

155．059296

nr－18・n2＝26π1＝26・η2＝38

　3．103562　　　　3．165113

　7．726810　　　　　6．802587

　47．530319　　　　27．794922

477．151367　　　153．055527

for　the　population　of　EX．　5

@η1＝103η2＝ユ4

　　　　3．146830

　　　　7．214890

　　　31．832108

　　191．456573

η1＝183η2＝26

　3．174977

　7．879880

　42．944321

338．561279

721＝263π2＝38

　3．114209

　7．453287

　40．681244

390．598145

for　the　popUlation　of　EX．

πfヱ0診n2＝14

　3．097045

　7．654876

　38・100266

265．814453

nl＝18，π2＝26

　3．099054

　8．071908

　41但135757

286．842773

　　　6

nl＝26，η2＝38

　3．197673

　9．031637

　55．644501

480．003906

　　　　SI肌rnON　4－3．脆h・・e　・t・dy・th・di・t・ib・ti・n・f誌d・mt・d・as〔4・5）by

simu〔1ation．　The　distribution　is　supposed　to　be　appToximately　dhi－square　dis－

tribution．　However　we　d㎝，t　know　the　degrees　of　freedom．　Thus，　at　fiエst　the

si皿且ati㎝was　made　to　the　ranking　popUlation　of　exa叩1e　3　as　follows；Nsets

・f蜘・・卿1・・w・r・・9・nerat・d・and・th・輌・ls・f鴛w・re・nl・随t・d輪m血・

eadl　sets　of　two　sa鴫）1es　and　fUmher　from　these　values　of㌫the　first　four　k－

sta七istics　were　fbund．　Table　12　gives　tS　the　results．　From　this　table　we　can

see　that　the　エelation　whi（血should　be　hold　among　the　口』庇ユants　of　dli－s（luare

血。t。ibuti。n，　i、　aPP・・Ximat・1y　h・1d・㎜・g　th・fi・・t・fO・・k－・t・ti・ti…f鴛．．

H。nce　it・m。y・b・　assu・n・d　th・t　the　st・ti・ti・編i・aPP…dm・t・1y．　di・t品・t・d

accord丘ng　to　Chi－squaエe　distribution　and　the　degrees　of　fエ㏄dom　is　nearly

equal　to　the　fiエst　k－statistic．　As　shovn　in　table　13，　the　agreement　betWeen

the　d）served　and　theoretical　distTibution　is　good．　In　practical　case，　we　must

est㎞・t・th・fi古t㎝血ant・f鴛．　t・us・it…　th・d・gfees・f・fre・d・m・

T・bl・12．　th・k－st・ti・ti…f灸：。　f・r　N〒2，500　set・・f　t…卿1es

　　　　　　　　　from　the　ranking　pqpulati（m　of　exarrple、3；ρ＝2．0ヱ8034

C㎝岨ants η卍＝10 η1＝18 η1＝26
　　　2OfX η2＝ヱ4 η2＝26 η2＝38
v

κ1　　　　　V　　　内

j2　　　2v

．馬＝2・394498

P・872003凡

馬F2・643459　・
P」896261　1～．　　　、

長
　＝2．776564　　　」

P・930138灼

K3　　　　⑨ 7．3618861q 7・3708221勺 7・969460再

κ㎏　　4鳥 41．7571751も 40・724161灼’ 49． 7785731覧

．
i
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T・bl・13．　Tl・e・c皿…ti・・freq・・n・y血per　cen・・f麦：。　f…－2。5…et

　　　　　　　　　　of　two　samples　fr㎝the　ranking　population　of　example　3．

〔a〕　sample　size　nl　＝ヱ0，　n2　＝ヱ4

αr幻 x；．、ω ＾2
w’

@★★

．97．5 ．103一 98．4

95．0 ．186一 97．3

90．0 ．344一 92．6

80．0 ．657一 82．6

50．5 1．753一 50．1

31．0 2．848一 30．2

20．7 3．725一 19．9

10．0 5．283一 9．2

5．0 6．745一 4．6

2．5 8．195一 2．3

1．0 10，100－　　　　　　　　　　． 0．8

〔b）　sample　size　n1　＝ヱ83・n2　＝26

αr％ノ x；．、」・ノ 文ξ。

95．5 ．230一 96．8

89．4 ．460一 91．3

83．0 ．691一 84．8

70．4 1．151一 71．6

49．0 2．072一 49．4

30．1 3．223一 30．0

20．1 4．144一 19．4

9．7 5．755一 9．2

5．ユ 7．137一 4．6

2．0 9．209一 1．9

0．9 10．820一 0．8

〔c）　sa㎎）1e　size　　n1　＝　263　n2　＝　38

α〔％ノ X2　rω 灸2

2．78 ★★

96．1 ．236一 96．3

90．5 ．472一 91．6

84．4 ．707一 85．0

72．1 1．179一 74．0

50．5 2．122一 51．2

31．2 3．301一 31．1

20．8 4．244一 19．8

10．0 5．895一 8．9

5．3 7．310一 5．2

2．0 9．432一 2．0

0．9 11．082一 1．0

　　　　　SIMULATI（）N　4－4・T・e・t血・t・th・fi・・t㎜1・nt・f織，　w・　・tt・・pt・d　t・

study　the　distribution　of　rη1－1）／6　by　sin肛1ation．　N　sets　of　two　samples　were

generated　and　from　each　sets　the　values　of（m一力／6　were　calculated　and　the

first　and　the　second　k－statistics　were　found　from　these　values　of　Cm一ヱノ／6．

Tal）1e　14　gives　us　the　cumulated　relative　frequency　of　standardized　foエ皿of

（m一ヱノ万．Fr㎝this，　it　see皿s　that　the　distribution　of　6m一力／6　may　be　supposed

・
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to　be　app：roximately　standardized　normal　distribution．　We　wish　to　estimate　the

first　cしmulant　of篇　by　the　estimator（m－1）／6．　However；table　15　shows　that

there　is　a　bias　in　Cm－1）／6．　This　may　be　corrected　approximately　by　transforma－

tion　to［rm一力／6］a≠1／2n1≠ヱ／2n2i　Table　16　gives．us　the　first　k－statistic　of

the　corrected　esti皿ates．

α％ノ

5
0
0
0
0
0
0
0
0
0
5

9
9
8
7
6
5
4
3
2
1

Table　14．

Nro．力

The　cu皿1ative　frequency　in　per　cent　of

rm－1）／δ　．for〃＝・2．500sets　of　two　samples．

for　the　population　of　Ex．　3 for　the　population　of　Ex．　4

η1＝ヱO

n2＝14

nl－一ヱ8

n2＝26
nl『26
n2＝38

η1＝ユO

n2雪ヱ4

一1．645－一

一1．282－

－O；841－

－0．524－

－0．253－

0．000－

0．253－

0．524－

0．841－

1．282－

1．645一

94．6

89．5

79．3

69．8

61．0

51．6

42．3

31．7

20．4

9．4

4．2

93．3

89．1

80．7

71．8

63．6

54．2

44．2

32．9

20．7

8．1

2．6

7z1＝ヱ8

n2＝26

η1＝26

n2＝38

93．5

89．5

81．6

72．9

63，．6

55．2

44．6

33．4

20．4

7．5

2．0

94．7

89．9

80．3

71．4

59．7

49．3

39．5

30．0

19．9

9．6

4．8

95．0

91．0

81．8

71．4

61．2

49．2

38．8

28．5

20．0

10．4

　5．0

94．7

90．4

80．7
　t

71．5

61．3

50．9

40．0

29．8

20．0

10．1

4．6

for　the　population　of　Ex．　5 for　the　population　of　Ex．　6

nl　＝10

n2＝ヱ4

nl　＝18

η2＝26

n1　＝26

n2＝38

nl　＝10

η2＝14

94．6

89．7

80．0

70．7

61．1

50．6

39．7

29．2

19．0

9．4

4．9

94．4

90．0

81．4

71．9

62．4

51．6

41．2

29．7

18．7

8．2

4．1

η1ヨヱ8

η2＝26

nl　＝26

n2＝38

93．9

89．2

80．6

72．4

62．2

52．6

41．8

30．2

19．1

8．8

4．3

96．4

90．1

78．2

68．3

58．4

49．1

39．1

30．3

20．0

9．9

5．2

95．4

89．8

79．4

70．2

59．5

49．8

40．5

30．2

19．4’

10．0

5．1

94．9

89．8

79．0

70．0

60．0

50．9

41．1

30．8

19．6

10．0

4．7
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Table　15．　The　k－statistics　of　（m－0／β　for　N＝23500sets　of　two　samples．

Populati㎝ k－statistiCS η1＝ヱo。η2＝14 η1＝28．η2＝26 η1＝26。η2＝38

7η一ヱ k1． 2．299020 2．548746、 2．664714
A ：

王ix．3 ρ k2 0．073143 0．041409、 0．024939
父2

@★★
： k
1

2．394498 2．643459 2．776564

η一ヱ k
1

2．133801 2．＾322762 2．404845

Ex．4
6
：

k2
0．067311 0．042003 0．028143

鴛． ：　－ k1
2．317151 2．459420 2．568421

7η一ヱ

：

k1
1．955979 2．137086

2
．
2
1
0
8
7
4
　
9

Ex．5
β k2 0．072162 0．048474

0．033444　　　「

編 ：．
k
　
1

2．133750 2．308908 2．331448

？η一ヱ k
1

1．747953 1．861587 1．911978
A
：

Ex．6
ρ k
2

0．086049 0．061092 0．046962

志 ： k
1

1．901415 1．976542 2．078894

Table　16． The　first　k－statistic　of　［（m一ヱノ／6］’rヱ≠1／2nl　≠ヱ／2n2）

for　n　＝　2．500　sets　of　two　saコ唾）1es．

Population π1＝ヱ03　n2－r14 nl＝ヱ8。　n2＝26 nl＝26．　n2；58

Ex．3

Ex．4

Ex．5

Bx．6

2．496080

2．316700

2．123636

1．897779

2．668560

2．431953

2．237548

1．949098

2．751021

2．482736

2，282482

1．973905

　　　　　Fu・th…m皿y・th・r・麺・1・ti・n・・ere　m・d・t・study・th・・di・t鋤uti・n・f又ξ。，

that　is，　to　find　the　degrees　of　freedσm　as　the　fUnction　of　m⊃　nl，n2　andρ　．

HoweveT　the　procedure　bec㎝es　Inore　coimplicated　and　adequate　results　for　practi－

cal　application　were　not　obtamed．

、　　In　conqluti㎝，　from　the　s迦1ations　described　above　it　is　de㎝ed　appropri－

ate　to　emphasize　that；
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　～2
　　　　　　〔i） when　the　value　ofρ　is　not　too　separated　from　1，the　statistic　x★★

denoted　by　〔4．6〕　Inay　be　used　as　the　test　statistic．　In　this　case．　the

di・t・i四・i・n・f怠i・r・g・・d・d・・chi一即are　di・t・ib・・i・n　wi・h〃一・

d．f．，and　the　test　based㎝吟★is　a　conservative　one．　Fortunately，

in皿any　practical　cases　it皿ay　be　predicted　that　the　value　of　ρ　is

nearly　e（lual　toヱ．



THE　DISTRIBuTIoNs　oF　QuADRATIc．FoRMS’ 109

　　　　　〔ii）Wheh　w・wi・h　t・test・with・accura（y，　th・．・t・ti・ti・鍮d・n・t・d　by

　　　　　　　　　　（4．5〕・h・uld　b・u・ed．　In・thi・ca・e　th・di・t・ibuti・n・f㌫i・re－

　　　　　　　　　　garded　as　chi－square　distribution　with　［Cm一ヱノ／δ］　r2≠1／2nl≠　ヱ／2nS）

　　　　　　　　　　d．f．，where　6　denotes．the　estimate　of　ρ　defined　as　（4．4）．

　　　　At、1ast　we　apply　two　tests　5～‘★and繋★　to　the　example　taken　up　in　the

Linhart〔1960〕．　That　is　the　following：　Bantu　pupils　have　been　asked　to　rank　6

different　j　obs　in　a　n㎜ber　of　job　f…皿ilies　acc。rding　to　their　preferences．　The

obj　ect　of　the　study　was　to　gep　a皿　i皿ヰ）ression　of　the　occupational　ambitions　of

㎞yσuths，　to　find　out　whether　there　is　a　cormion　j　ob　hierarchy，　and　if　so　　－

whether　it　changes　with　educational　standard　of　the　yσughs．．　Table　of　freqUen－

・i…f・an［k・and・h・fi・・t　tl・k－st・ti・ti・・〔i．・．・a・・rP・e…nk・・a・・vect・r・E‘’；

R：2hnd・a・・rP・・di・p…i・n　m・…ces£（1；昼2）ar・9…n　・n・h・Li血…，・p・per・

　　　　　In　this　e）（ample，ηF6，　nl－m2＝30，　and　from　the　first　two　k－statistics　we　can

obtain

　　　　　　　　　　　　　　I・・2－fi、21　・　…繊1・・；）一・12）・2－・・7775・

　　　　　　　　　　　　　　　・一・…6・・m言1－…6・ス1…易、≠誇一・…

　　　　　　　　　　　　　　　皇；。－3・・2598。文ξ。－34・72・2

These　values　are　highly　significant　for　4．5ヱ　d．f．　and　5　d．f．，　respectively・

F…eference，　we・h・w・th・result・f・Lmh・rt，s　apP・・x迦・t・test麺th・f・11㎝一

1ng・　　　　　　　　　　’

．　　・－1伍膓1）一盈》2り2－・・77・・　　　　．．
　　　　　　　　　　　　　　　E〔tJ　　＝　0・629⊃　　　　　　　VCtp　Ct2　＝　0．ヱ773　　　　　　　　　　　　．　　　　　　、

　　　　　　　　　　　　　　　α＝0．141。　　　　　v＝4．46。　　　　　・　　‘

　　　　　　　　　　　　　　　x2＝t／c・・一　33．．9．
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