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　　　　　Recently｝　1．　Sato　f4］　defined　the　notion　of　（φ，　ξ，　η）　structd士e　of　a　diffe－

Tentiable　manifo超satisfyingφ2＝τ一η　を）．ξand　　η（ξ）　＝1，　Wh6re　φ　is　a　（1，1）二

tensoT，　ξavector　field　andηa1－fbm　on　the　manifbld，　and　he　called　the　maniご

fbld　with　sudh　a　structure　an　almost　paτacontact　manifold　and　studied　several

properties　of　the　nunifold　by　an・al田ユ090us　manner　to　the　case　of　a1L．almost　conr

tact　manifold［3］．　Pinrtherrnore，　he　and　K：．　MatsumDto　defined　and　studied　a　P－

Sasakian　manifold　and　an　SP一跳詠i飢㎜i允1d噸曲訂e　considered　as叩ecial

cases　of　an　almost　paracontact　manifbld　and　obtained　several　interestillg　re－

sults　［5】・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　’　　　＝

　　　・　In　this　papeT，　we　shall　study　p－Sasakian　manif61db二　We　Sha11・devote　§1

to　preliminaries．　In§2，　we　shall　give　several　theorems　on　P－and　SU－Sasakian・

manifolds．　We　sha11　discuss　in§3　c。n允㎜11y　flat　P－Sas泳i飢㎞ifblds．

　　　　　§1．PRELIMINAI～工ES

　　　　　Let〃be　a　diffeτentiable　manifOld　of　dimension　n．　If　there　exist．in　the

〃・血・d・㎝・・・・…dφ膓，ac㎝・－i孤…c・・rf…dξ㌔…一・飢・

鴨…rfi・・d・i・ati輌・・。ピ・・，φ£αφ。h・・髪一・“h，砲ere血・i・・in・・Cesl

take　values　1，2，●・r●；η，　then　sudh　a　manifold　is　said　to　have　an　almost　para－

・・ntac・・tm・tur・〔φ㌶．ξh，　ni）・・nd・輪㎜・f・・d顧・h・u輌担m・t　para－

contact　stmcture　is　called　an　almost　paracontact　manifold．

　　　　　It　is　showed　that　in　an　almost　paracontact皿anifbld　there　exists　a　pDsi－

・tive　definite　RieMannian　met「icぴ・Which　is‘called　an　ass°giapeq　Riemannian

鵬・Ti・砿・h血e伽・t　parac㎝・a・t・truc・ur…頑血・・i・・≧・　　1

％。φゴbφ、a・％一・ゴ・、’th・・e・（φ～・ξh・・、・ぴ）i・　・q…d皿・㎞・・P・・a－．

contact　Riemannian　struct…d　t㎏㎜i食1d　with．su輌a㎞st　parac㎝tact　l

Rie皿mnian　structure．　is　said、　to　be　an　a㎞st　paracontact　I～i㎝annian㎜ifbld［4］．

　　　　　In血a㎞st　pamcontact　Me㎜i－ifold，也e飴110噸g　relati㎝s㎞1d
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　　　good：

　　　　　　　　　　　　　　　　　・。ピ・・，φ、α・。・・，φ。ピ・・，

　　　　　　　　（…）φ、αφ。h・δ膓一・μ

　　　　　　　　　　　　　　　　螂（φ♂）・h－・・　　　1

　　　　　　　…e・v・…f鴫d・fm・φゴ沙φゴ、・・、。φゴα・・h飽血・dd・・i・n・・th・a恥・・

　　　relations　the　fbllowings　are　satisfied

　　　　　　　　　　　　　　　　　φ．．＝φ．．　　，

　　　　　　　　〔・・2〕　9t　beg。

　　　　　　　　　　　　　　　　　θZ）αφゴ　φi　＝　95Z－　nゴ了li　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　Nbw，・we　cons・ider　an　n－d㎞ensional　differentiable皿anifOld　with　a　positive

　　　d・fi・it・鵬t・i・θゴ畑id・a麺ts　a皿it　c°va「iant　vect°「field・i　satisfying

　　　　　　　　〔1．3）　▽ゴη丹ηゴ＝0・

　　　　　　　　　　　　　　　　　▽k▽ゴη㌍（－9ki・’　nknz）・ゴ＋〔一σぴ・たηハ・

　　　砲ere▽ゴden°tes　c°va「iant　diffe「㎝tiati°n岨th「espeCt．t°the鵬t「ic　tens°「θゴZ・

　　　Furthennore，　if　we　put

　　　　　　　　〔…〕ξ㌧㌦，φノ・▽、ξh，

　　　then　it　is　easily　verified　that　the　manifdld　in　consideration　beco皿es　an　almost

・paracontact　Riemannian　manifold．　Such　a㎜i允1d　is　called　a　P－Sas泳im㎜i鉤1d

　　　［5］．　　　　　　　　　　・・

　　　　　　　　In　a　P－Sasakian　mallifold，　the　fbllowing　relations　hold　good：

　　　　　　　　〔・・5）・彫α・。・・碗一・ゴZ・瓦・Ria・α＝一㊥一・）・i・

　　　　　　　　　　　　㌔、d　R－are　th。　cu旭t。。e　t。n。。r・、nd・th。趾cci　t。。・。r　re・pecti・・1y，
　　　where　R
　　　　　　　　　匂z　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂¢

、　　　RZk3・a¢．a・・z舵αφゴ。・φzゴ（9ki－2・k・i）・φZi〔・縛一2・k・」）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一φk」’（9Zi－2・z・i）一φkZ〔9zゴー2・z・ゴ）・

　　　　　　　　（…）・顕％、。tl、Sφha・（融万・吻）一〔・琉、一φ廊〕

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－2（9kh・ゴ・i－9批・i＋ぴ・k・h－9kZ・ゴ・h）・

　　　　　　　　　　　　　　　・・諺一Rゴ。、。φ゜b・・、a・＠一・）ぴ一φφゴ、一（・・－3恥・

wh・re・・血・・P・tφゴヨαφ。’，φ・・bαφb。・

　　　　　　　　Let　us　consider輌一dimensional　differ㎝tiable㎜i允1d疏apositive

　　　d・fi・it・m・t・i・9、’i　whiCh・姐t・amit・・va「iant　vect°「field・i　satisfying

　　　　　　　　（1・7）　▽ゴ・z＝一ぴ＋・ゴ・i’



　　　　　、
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血㎝鳩㎝・as・・y・h・吻・輌gξ方・・㌦an・φゴ、・▽ゴ・、血・血・㎜・f・・q

　　in　consideration　is　a　P－Sasakian　manifbld．・SUdh　a　manifbld　is　Called　anぷP－

　　Sasakian　manifbld　［5］．　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　・

　　　　　　　垣tPbe輌血t°f　M　・nd　Mp　be　th・t・ngent・SPace・f”・t　P・1・th・Mp・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　subspace　VpρfthC　set　o£vector∂　such　that　n〔v〕＝O　spans　an　〔n－1）－dimensio由1

Mp・陥㎝φゴZ＝▽ゴ・ゲぴ一・ゴ・i・輌　　 血erefb・e鳩・nly・de・1砿血th・

case　of　〔1．7）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．㍉　　　、　、　　　　．

　　　　　§2．　SOME　THEOREMS　ON　P－　ANDぷP－SASAKIAN　MANIFOIDS　　　　．　、　　　　　　　・

　　　　　・・・…［・］血・・・…e・・f・ur・㎝・・・・…dS・ゴ膓・Nl・、・　・、h　・n・N、・in・・n

almo・t・parac。ntact　ki＿i紐㎜ifbld厄th　1。α皿。。。rd加、t。｛♂｝。。　fb11㎝。，

　　　　　　　　　　　　　　・ゴ～・φゴ～一〔9．n．－a．η．9t　z9）ξh・　　　　　．

　　　　　（2・・〕㌍φゴα（・。・凸・。）一φia（・。・ゴー・ゴ・。）・

　　　　　　　　　　　　　　褒〔ξ）φ、h，・、・・〔ξ）・、，

隠蕊。鷲。t’：。㌻。Nl9：ご’1慾・lflliご1霊・t：：、ll・t㎝，。r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gT

field°f　the　a㎞st麺c°ntact　st「uctp「e・C°ncemi・g　th・・e　fb・・、t㎝…fi・1dS・

he　proved　the　fbllowing　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　蹴…【・］・写W－・了・b・、　・・d・・、・～vani・』・』㍗励・h・ff、

mゴ～励勧…　then　azz仇・・th・r　t㈱・r・㌧百」Z．励聖乃卿i・h・　　　　，　、

　　　　　th・t・r・i㎝・㎝…ヅ㎝』肝itt㎝麺・mb・t　p・－tact㎜・f・・⑭

astraightfoward　culculation，　in　the　fb㎝　　　　　　　　　　　「

　　　　　（…）・㌶・φゴα（・。φ膓一▽、φ。h〕一φ、a（・。φ！一▽ゴ・。h〕・・、（・ゴξ弓一nゴ〔・、ξh）・

　　　　　Now　we　assume　that　the　manifbld　is　a　P－Sasakian◎ne．　SubStituting　（1．3）　and

（1．4〕　into　（2．2）　and　ma］dng田e　of　（1．1）　and　（1．2），we　find　　　　　　　1．　　　　ヒ　、

　　　　　　　　　　　　　　N．．h＝0　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　『

　　　　　　　　　　　　　　　∂t
　　　　　Thus　we　have．　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　蜘BO肥M・2・1・4P－Sa・ak伽manif・Zd　ha・砺va・i・乃Wカ・r・伽ten・・㌘πゴ膓・

　　　　　1βt〃be　anη一dimensic　nal　diffbrentiable．皿anifbld　with　an：almbst　paracontact

structure（φ，ξ，η）㎝d輪areal　li皿e．　We　construct　a　prodUct　manifold〃×R．．．

If　we　denote　the　tangent　space　of　〃×R　at　a　point　（P，の，．〔P∈M，　Q∈R）by　T，’

then　the　t・pg・・t　・pace　Mp・f　．M・t　P・may　b・皿t晒11y・identifi・d亘th・・ub・p…　’



’
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ofT．　　、　　　　　　　　、

　　　　　Nbw，　denotillg　the　unit　vector　of　R　byζ，　we『define　a　li皿ear　map－F：㌘．÷夕by

　　　　　　　　　　　．Fα）＝φx・if　x∈Mp・・〔x〕＝0・
　　　　　〔2．3）

　　　　　　　　　　　　　　F（ξ）．．＝ζ　，’　F（ζ）　＝・ξ，

th㎝鳩。即ea，i・y　see血t〆（幻・X，　F≠エh・・d鯉．fb・ahy．ve・t・r　X・f　T．

Theteto・e，　P　g加es　an．・1…tp…桓・t・tru・tur・㎝夕．舶P・〃and・e・R・are　a・bi－

trary　We　see血土an　aユ皿ost　product　structure　F　can　be　defined　over　M×R　by　means

of　the　almost　paracontact　st「uctu「e　〔φ，　ξ，η）’

　　　　　AbOnt　th・血t・grability・f・u・ih・・tru・tuT・P・エ・S・t・P・・ved　th・fb11・曲9

　　　　　品MMA　2．2［4］．　Let〃カθ　α　〈況プ’ferentiCtbZe　nmaziアヒ）Zd　toith　anαZmost　pavaoontaet

strza夕鋤θ　（φ，　ξ，η〕．　』3　theαimo＄t　produet　st？uetul，●Fover　M×R　deヂine（i　2）y

（・・3〕i…ゆ・・W鋤夕ψ・・輌・碗脚ゴ～・・泌・ゐ9・・傭・』吻・・

〃．　　　　’

　　　　「Thus．，　from　［（heorem　2．1　and　above　Le㎜a　2・2　we　have

　　　　　THEOREM　2．’2’ムet〃そ）0αP＿Sasakian　manij70　Zd　ntth　the　stl・uctu，e〔φ，ξ，　n）．

nen。　th・　aZm・・t　p・・duet・’ Et？u・t・a7e　F・・θ・脚・lefin・d・by〔2・3〕i・q・upZ・t・Zy

integrCtble・

　　　　　We　assu鵬t』t　a　P－Sas泳i㎝㎜ifbld㎞s　the　vanishing　’Ricci（：urvature　tensor

1～．．．　　Then　from　〔1．5〕　we　have
gt
　　　　　　　　　　　　　　－〔・－1）nz＝o・

砲i・th． 堰Em・・n・i・t・厄岨th・u・虫皿ass卿ti㎝血t　the　ve・t・r　ni　i・aunit・e・t・r・

凸us　we　have

　　　三旺OREM・2、31nαP－Sasaたiαn　manifol〈ち幼θRioei　o2妙α蜘θtensor　oαηηoカ

vanish．砲pθ・iaZZy．α工品sα廷㎝㎜鋤z4・αηη・カカθ了zαカ・・

　　　　　Wb　assume　that　a　P－Sasakian　nunifold　is　al1　Eiエ1　stein　one，　then　we　have

”．（…）　・ゴ、・；ぴ・　　　　　・

Substituting　（2．4）　i【lto　〔1．5〕，　we　find

　　　　　　　　　　、　　　　R　＝－n〔n　－1〕．

　　　　　Thus　we　haVe　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　田WA　2．3．ヱアαP－Sasakim栩anifoZd　is　an　Einstein　oηθ．砺s・aZαr　oz⑳α加゜θ



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z
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　　　　ha・αη・9α励θ・・n・tmt　VaZue一ηぴ一1）・品ρ・einZZy。ザαP一鋤磁・η㎜鋤z碗。

　　　　・ア・・nstant　eum）α枷昭・吻・・saZar　envαtmu，e　ha・αη・θα励…η・tant　vαZue一η〔n．1）．

　　　　　　　　　If鴨，assume　that　a　P－Sasakian　manifold　is　of　constant　curvature，　then　fr㎝

　　　　Lemma　2．3we　have

　　　　　　　　　（2・5）　菊ば一（ぴθガθたz宥乃｝・　　　．　　，　　、
　　　　from砲idl　fbllows　（2．4）．

　　　　　　　　　SUbstituting　〔2・4）　and　〔2・5〕　into　〔1・6）3，　we　get　㎝account　of　（1・2）　　　　　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φφパ（η一ヱ）（・ゴ・．：nゴn・〕・　　　　　．．

　　　　伽traction　above　equation　with　9∂T　gives

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ2・〔。．ヱ）2．

　　　　Hence　we　find

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φゴi　＝　一≦75z　＋　ηゴni，

　　　　that　is，　the　I旧nifbld　is　an　5P－Sasakian　one．

　　　　　　　　　Thus　we　have

　　　　　　　　　THEOREM　2．4．　1アαP－Sasakim㎜2Z了b　Z4　is　o了constCtnt（ma，vαtu，e⊃the

　　　　㎜2Z王b　Zd！is　cm　SP－Sasakian　Oηθ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

層　　　　　　The　equations　〔1・2〕1　and　〔1・4〕2　show　that・ηi　is　a　gradient　vector　of　a　　・

　　　　scalarη＝η（x）・that　is　t・．say・

　　　　　　　　　（…）・i・1呈∠・．　　　　’

　　　　　　　　　血us，、in　a　P－Sasakian　rnanifold　there　exists　a　fainily　of　hypersurfaces

　　　　η（xヱ，¢2，…　　，xn〕　＝　constant　to砲idh　the　vector　ξハz　is　noτma1．　On　the　other

　　　　㎞d・f・㎝〔1・1）1孤d（1・4〕2鳩have　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ピ▽ξh・o　，

　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　α

　　　　丘・m・WhiCh・w・・find・・h・…he・・r’v：・・g・…at・砺♂are　a・・．・・qdesir・・　　　囁

　　　　　　　　　Tllus　we　have

　　　　　　　　　THEOREM　2．5．　A　P一ぷasakim　mani王bZ〈l　eontains　αfaniZy　of　hypersu㌘fzaes

　　　　n〔x）　＝　oonstant　satisゴ：’yin9　〔2・6〕　whose　orthogonaZ　tヱ叱Σゴeotor杉es　Ctre　9θodθsios・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　の

　　　　　　　　　伽t・㏄ti・g（・・3）2　wi・h　blt・鳩9・t　　　　　　　　　吊

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽kφ＝0・

　　　　from　M血ich　fbllows　φ＝　constant．　Hence　we　have

＼



、

、

　　　　　　　　・．’　　　．．・　　　’．．・．　’．’．一，

”3s　．　．．・・醐㎜．　T・mxmu・．乙・

．㎜．・・4・加P－S・・dk』嚇Z広W・・…t・nt・　‘　’

　　　　　　We・h・11卿re・ent㎝・・f　h）？・r・u・facesη（。ヱ，。2，・◆・，xn）・c㎝・t・nt・pPeared

．in．狽??@Theor㎝2．5　bY　pailametric　equations’

　　　　　　　　　　　　　　　　♂・♂（・λ），

where　Greek　index　tal（es　valueS　1，2，…，η一1，　then　w6　haVe

　　　　　　ロ・り、．・。孕、α・o．・．，　．．　．　『、　、

油ere@B・α一 ﾖ麟←’　tr’cg・・　h　aceisg⌒

　　　　　　Reme∬司ber　the　fb11σwing　fb1う仰u皿a

　　　　　　〔・・8ゴ▽，・、h・・，λξh・

th・1・ft㎞d・id・。f　thi・equ。ti。n　i，　S。－cali。d　bOft。1・tti二剛de・Wa・・d㎝

．一・飢・d…va・ives・・n・・，λi・the　sec㎝d㎞㎞・n・…㎝・・r　O・・he』

@，hypersurface．　　　　＿

．　　　　From　（2．7）　we　have　　『．　　　閲

　　　　　　　　　　・、カ・、α▽、・。・・n。▽諏α…

SUbStitutitig‘〔1．4）．「dnd．〔2．8）　into　above層equation，『鳩　get　・　　　’

　　　　　　　　　　・、βBλαφ肋・・μλ…　　　　　．　　　’
ed。tractin、。b。ve。qua，i㎝舳、・・an、。s血、〔、．、），鴨、。、，。血

　　　．、・、．φ＋日〒o，．．．・．』．．　．．　　・・．、　．．．

砲・・C…B°tllBct・。…、国．・…－ca…d－一・加・e・f・h・hyp・r・品ce・

　　　　　Thus　from　the　Lemma　2．4　we　have

　　　　　皿］OR皿2．6．　rn．。P・鋤。kian　manif。Zd、カ』。an．ez⑳伽・θ。了ahyp。。。urfab。

η屍。2．…。。η〕・。砺㎞カ．atisfy物（2．6）Zsα。。hstant．　　．

　　・、　　We　shall　prove　the　follomiig‘

　　　　　肥0剛2・7・A　P－Sasαkian　’manif°Zd　is　．an　SP－Sasakim　°neザ城W分力乃θ

fo　ZZozoing　reZation　hoZゐgood

　　・　　　〔2．9〕　　　　　φ　＝　一　〔h－1）　　．

　　　　’



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」

　　　　’　　　．S（M…PROPERTIES『OF　P－SAS蝉ぷ醐IFOU〕S　　．．　3ゴ

　　　　　PROOF・In　a　P一緬⑩㎜i允1d鳩㎏怜孤identica1α叫ti㎝
　　　　　　　　　　｛φ加一仁％。・η、・。〕｝｛φba－（一～α・～ピ〕｝・・｛φ・伽一・）｝．　　　，．

Hence，　sillce　the㎜ifbld　has　a　positive　definltp　metric，　（2．9）　is　equivalent　to

　　　　　　　　　　φ9’i＝一θ痴＋ηゴ％・

砲抽i・th・・c㎝diti。・fb・血・m・nif・id・’t。　b・sP－s磁i皿．　’　Q．E．D．

　　　　　F㎜．輪re鵬2．6　and　2．7　we　ha泥’　　　　　　　　ご

　　　　　田聞R前2・8・」naP・一品sα輪η㎜£表・鶴Z・t・m・be砺mean　eian・αim・・。fα

吻P…昧eθ・．η・碗・励・ati・身w〔2・6）．』．泌泌び6．　．’．、・・．

　　　　　　　　　　　　　　　0・＜mく1　．　　　　　　　　　　　　　　　　　’．

Aπ4therefotieコf‘）rαZZ　hype？szaTf七〇es・η＝oonstant．・when　7η＝O．’ξh　is．harmonic．

αη4励θη炉1，the　manifoZd　is　SP－Sasαk伽．

’

　　　　　§3．（X）N頁）㎜LY　FL灯P－SASAKIAN　MANIFOLDS　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　If　the斑cとi　tensor　R．．　of　a　P」Sasakian　mahifold　satisfies　the　relation
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gt　　　　　　　　　　　　、．　．、　　．、　．

　　　　　、　　Rゴi＝　“9」i．＋ゐηゴni・　　．、、　　　　・ニン

吻reα・ndカare　ce・t・血．・・31ar・曲i・血are　said　th・ass・ci・t・d血n・ti・…fRゴか

th㎝the㎜ifbld　is　called　anη一Einstein㎝・［5】・　　　．　’　，
　　　　　We　shall　staft　the　fbllowing　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　Lemma　3．1．　1アαP－5ヒzsαた鋤mani王bZd　is　θoη戊わ輪ZZ…ノfZat3　th召　maniずiうZd　is

anη一Einstein　oηθ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　玄

　　　　　PR°°F・　We　assume　that　a　P－Sas舐i飢㎜ifbld　is　c°nfb珊11y鍵・．thep．19

have

　　　　　（…〕R、、）・、h－f，、賊㌔雇・ゴ㌔ゴi・1一嘱）一高爾（㍗、・髪㌔・1）・

T・an・ve・ting（3・1）with　nh　・nd咀king　u・e・f〔1・5）・we　have、．　　　　、

　　　　　　　　　　　　　　跳一ぴ・、＝一》≡1（ぴhズ・w㌃…、（㌧、・商・ゴ〕『

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　伽．、R。．2与・ズ緋〕・　　　”　．

that　is，

　　　　　　　　　　　　　　・劔一脇・已、・・）（ぴ・、一・k、・ゴ）・　　　－

馳h・輪re》・・an・v6・t血9｛・q皿・i㎝・i・h　gk　・nd．・・血9』．〔・．・）1紐d（・：S），・b’

find

　　　　　（…）・万已、・・）ぴ一〔嵩・・）・ゴ・♂．　　　Q・E…

　　　　　Nbw，　we　shall　proVe　the　next　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

、
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　　　　　皿…OR団3・1・工fαP－Sasαkian’　manif・Zd　i…　η∫b・7maZZY　fαちthen　the　mαnif・Zd

カθC・mes　an　SP－Sasakianα2θand拗cmOatu，e　tens・r・f　the　mctnifoZd　is　given　by．

　　　　　（3’3）％伽。i、〔。彗、・・〕（・協一・吻〕

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－f，，暢・・〕〔・謝ゲ9ゴh・k・i・・ゴ、・k・h－　9ki・ゴ・h〕・

EspeoiαZZy．　when　R＝－n〔n－1）．　the　mctnifo　Zd　is　of　eonstmtθ卿α鋤θ一1・、

－PROOF．　We　assume　that　a　P－Sas泳迦㎜ifold　is　con釣㎜11y　flat，　then　from

the　Lerma　3　c　l　the　manifbld　is　anη一王iinstein　one．　So，　substituting　（3．2〕　into

〔3．1），we　obtain　〔3．3）．

　　　　　Differentiatil19　〔3．2〕　covariantly　and　ma］dllg　use　of　〔1．4〕，we　have

　　　　　　　　　　　　　　・ぴ・f，、・ゴ揮一f，、・」・、▽kR－（。三、・n）（φ吉φ、：・ゴ）・

　　　　　　　　　　　　　　・海・f，，・、、▽ゴ・－f，、・k・、▽隅一己・・〕〔φゴたη£　＋　φゴ£η瓦〕・

from　whi（虫fbllows
　　　　　（…〕・翻一▽ゴR、、　・。f，、（・ゴ躍㌔▽ゴR）－f，，（・」・：・kR－W」・〕

　　　　　　　　　　　’　　　一⊆三、切（φ、、・ブφ批）・　　　』

　　　　　dn・h・・th・r・h・n・，・ince・・h・・c・曲㎜・－tur・t－・♂・an・・h・・we

have
　　　　　　　　　　　　．・，％～…

from　which　f6110ws
　　　　　　　　　　　　　　・。・ぴα…

that　is，　when　　n＞3，

　　　　　（…〕・翻一▽ん・磁可〔ぴ▽kR－9岬）・

　　　　　tthen　n＝3，　the　equation　〔3．5〕　is　the　condition　fbr　the　manifold　to　be　con－

fbrmally　flat．

　　　　　It　fbllows　fr㎝（3．4）and〔3．5）that

　　　　　（…）〉〔ぴ▽kR－・k、・ゴR〕・（・ゴ・、VkR－wゴ・）・｛R・n（n－1）｝（φ劔一φ批〕・

　　　　　fran，ve。ting〔3．6）。ith　Ckξi　・nd。・ing〔1ユ〕，w・ha・e

　　　　　〔3・7）・ヂ・・ゴξα▽。R・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　伽tracti㎝（3．6〕with　ggt　gives　by　virtue　of（1．1〕and〔3．7〕

　　　　　（・・8）・kR・一・⊆三、匂φ・k・

Substituting　〔3．8）　into　〔3．6），we　get

　　　　　　　　　　一烏三、・・〕φ〔ぴ・ズ・翻・｛R・n（n－・〕｝〔踏一φガ・k〕・



、

〆

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〆

　　　　　　　　　　　　　　　　　　SCNE　PROPERrlES　OF・　？－SASN（IAN　M岨OLDS　、　　　4i’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

from　which　follows　by　contraction　with♂　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　｛R＋n（カー1）｝｛φ、、一。〈、〔・k、一・k・i）｝…　　　　　　’，

　　　　　Thus，　we　find　either　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9

　　　　　（3・9〕　　　　1～　＝　一η（η　一　1）

or　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　』

　　　　　〔3・10）　　　iPki　＝π〈ヱ　（9kZ－　nkni〕．　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　　　x．　
　　　　　First，　we　consider　the　case　of　（3．9〕．　　Substituting　（3．9）　into　〔3．3），　we　get

　　　　　〔3・11）　　R匂仇＝一〔9痴g妨一9kNa’h〕・　　　　　　　　　’　　　　　．　　．

that　is，　the㎜ifbld　is　of　cons伽t　curvature　－1．　And　therefbre，　we曲1d　fr㎝・

the　Iheorem　2．4　that　the㎜ifbld　is　aii　SP－Sasakian　one．

　　　　　Sec㎝・・w・・c・m・ider・・he・ase・f〔・…）・・・…act血・〔・…）砿・hぴ狛・

making　use　of　（1．1）　and　（1◆2），we　get

　　　　　（…2）ぴ一・ゴ・i一ヨ』・　　’　　、

　　　　　It　follows　frorn（3．10）飢d（3．12〕血t　　　　．　　　　・
　　　　　　　　　　　　　　　｛φ2－（n－・）2｝（ぴ一・ゴ・、）…

from曲ich　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　　　　　φ　＝　一　（it－　1〕．

Thus　we　fj㎞d　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　　　　　φゴi＝－9諺＋ηゴni・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

血Ch　is　the　condition　for　the　manifold　to　be　sp－Sasakian．　　　Q．E．D．

　　　　　REMARK．　If　we　make　use　of　〔1．6〕　instead　of　〔3．5〕　in　the　proof　of　the

Theorem　3．1，　after　all　we　find　either　　　．．

　　　　　（3．13）　　　1？＝　〔η一1）〔n－4）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

or　the㎜ifOld　is孤の一』h㎝㎜i恥1d．　However，鳩㎝輌血鋤e　case
of　〔3．13）　does　not㏄cur　as　fbllows：

　　　　　Substitutil19　〔3．13）　into　〔3．6〕，　we　haye　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　．’

　　　　　　　　　　　　　、φた砺一φゴ九＝0・　　　　　・　－1』

伽tracting吻泥・q胆ti・n　with　¢k（　・nd　・・i・g（・．1），鴨9・t　　，

　　　　　　　　　　　　　　　〔n－1）ηゴ＝0・　　　　　　　　　　　　　　　　　“

血・虫i・in…si・t・nt過・ぼass1叫ti・n　th・t　th・噸9Tηゴis　a　mit　vect°T・．

血sgives　another　proof　of　the　Theor㎝3．1．　　　　　　　　　　　　h

　　　　　In　a　c㎝fbrma11γflat　P－Sasa］（iall　mallifbld，　we　find　ff㎝　〔3．8〕　that　the



1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
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・ca・ar・㎜・ture・R・・．a㎞・t・…f’ ?D・・⑩・．　Wh・・e、’・τ・；呈、一血・・e輌．・he

　scalar．curvature　R　is　a　constant　along　the　hypersurface　n（¢）　＝constant・　　　．．

C・ticerning　the　case　when』 狽??@scalar　cu旭ture　is　a　c・nst孤t　in　the吻1・㎜ifbld，

we　have　the　following　　　　　　　　　　．．．．、

　　　　　　THEOREM　3．2．　ヱァαoonf）ηηaZZy　王Zat　P－Sasakim　manifoZd　has　αnon－2e？o　』

αonstant　s・αZa？　Utnvαtur？e，力乃θ㎜2鋤Z碗S・f・・ηS㎞カα紗α蜘θ．・∴

　　　　　　PROOF．　We　assume　that　l　a　conformally　fユat　P－＆琴s泳ian　manifbld　has　a　non－zero

c㎝stant　scalar　c皿vature．　then　fr㎝‘ k3．6〕珊e　have：

　　、　　　‘　1｛R’＋n（it－‘1〕｝〔φkznb・：φ9・lnた〕．＝o・　．，　．∴．．　　．　．「．

　f誓om　w垣（；li　fF．～110ws　　　　、一　　．．　、　　　　　　　　　　　　　．　，　．．　．．．．　　．．．　，．．

　　　　　　　　　　　　　　　R＝－n（n－1）・　　　　　　　　・．．．，．　　　　，．　、．　　　　　　　．7．　．．

［［hus，　from　the　lheorem　3．1　the㎜ifbld　is　of　c㎝st即t⑰atぼe．．．l　Q．E．D．

　　　　　　In　an　SP－Sasakian　mahifbld，　from　the　definition　we　haVe
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ト　　　’　
　　　　　　　　　　　　　　・、ξh・一δo・・夕，　’　’　”．『一㍗

　f飴㎝噸dh　we　find　that　the　ξh　is　a　concircuユar　veとtor　field．．

　　　　　　On　the　other　hand，㎝e　of　the　present　authors　studied　sUl）proj　ective．血atiifoldS

［1］．Making　u§e　of　his　theorem｛and　Theorem　－3．1，　we．’have　the　fbllo血g

　　　　　　THEOREM　3．3．　Aoonj『oimaZZy　fZat　P－5ヒxsaたinn．　mctniプわZ〈ヱisα8τ必proゴ∈2ctive　one
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