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INrRO㎜10N
　　　・The　most　usual　way　to　Pτove　the　Brouwer．s　fiXed　point　theorem　　is　coπPleted

according　to　fbllowing　order；Theorem　on　the　degree　of　continuous　mapping，

Retraction　Theorem　and　the　Fixed　Point　Tbeorem．　The　theorem　on　the　degree　of

cont血uous　mapping　is　a　generalization　of　the　Intemediate・Value　Theorem　on

continuous　f㎞ction．

　　　　　We　will　show　another　generalization　of　the　intermediate　value　theorem曲ich
．　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

1s　equlvalent　to　the　fixed　p◎int　theore皿，　in　this　paper．

1．THE　THREE　THEORE鵬

　　　　　First　of　a11，　we　state　three　theorems　that　we　are　going　to　prove　their

・q・i・・1・nce．　W・・us・k一輌・・i・皿1。吻Ik砲ere・i，　th。　mt。rv。・［．1，1］，

insYead　of　k－dimensional　sphere　used　usuaユ1y．　We　denote　the　i－th　c∞rdinate

・f・p・血tpin　k－d㎞・n・i・na1・pace　bypi血d聴．u・e　5・一・：al1・d㎜i㎜・・m

M（P）：

　　　　　　　　　　　　MO）＝晦。f曲・・1・te　v・1…fPi・i＝1・2・…・k）

ぷ㎞鵬・・i・・f。・・k－d加酪i皿・・pace．血・k－di㎜・i・na・㎝b・lk　i・…h－

mg・19・th・u・it・SPhere　with・e騨t　t・蹴i皿m』 B。m．　b（・k）rnean，・th。　bO。。dary

。f　th。㎝b。　Ik．

　　　　　酬crl㎝㎜0畑（．・・カf●θα卿Z。θカ。。・k。励b（Ik）．写。α。h　p。伽

・・吻ゐ・un・・a・y・b（・k）．i・ftoedゐy伽卿Wち微嚇祐。，。．，。i。伽。了

the㎎？pin≦7　f　oηtheわoundnry　is　id鯵ntity，　古んθηthe　m　ppin≦7　f　isηoカoontinuous．

　　　　　FI氾D　mIM㎜㎜．．万・カfカ・α。。。㌦。。。卿P湘物lk加lk．　th。。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・
there　e　ndstsαカZθαsカoηθゴ’ixed　poカτカP．　が辺カゼS　．　f（P）＝P．

Here，　we　state　our　generalization　of　the　intermediate　value　theorem．

　　　　㎜mIM　mEOR別．五et・fわθα。・nti＿。卿Wか。。　lk加瓦．伽。。吻nal

・P…Rk．　Tf輪卿W　f．ati。fi。．　f。ZZ。吻ゐ。晦。。協琵。。．吻η

力乃θ㌘θendst6αカZθαsカoηθnuZZ　point　p，　力九αカis．　　f〔p）＝0．

51

1



52 T．SHIBATA　AND　Y．　AKIrmO

B・輌・α疵伽・伽砺i一仇…r（liuate・fθασ肪・umby
point　P　αηζ『　that　Oj戸．its　imuど9θ　f（P），　（i＝1，2，・．●，k），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　Pi＝1坤1i・・f（P）i＞0　　　　　・
　　　　　　　pi＝－1坤1i・・f〔P）i・0・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　さ

2．　PROOF　OF　Eq［IIVAI正rVCE　OF　THREE　IHEOREMS

　　　　　Firstly，　it　is　wel1㎞om　that　Retracti㎝肪eor㎝坤1ies恥（ed　Point

Iheore皿．

　　　　　Secondly，　the　mapping　mentioned　in　Retraction　lheorern　satisfies　the　bomdary

condition　of　MI　Po血t　Theorem．　Then恥11　Point　Theor㎝麺1ies　Retraction

Theor㎝．

　　．　At　last，　we　will　show　that　FiXed　Point　Theorem　i珂）1ies　NUll　point　Theorem．

　　　　．Left　f　be　a　c・n・伍・・u・・maPPing　from・k　t。　Rk，ati。fyi。g・h。　b。u。da。y。。ndi．

ti㎝．

　　　　　There　exists　a　pOsitive　number　K　sudh　that，

　　　　　　　　　　　　M〔fO〕）・K　fb・any・point・P・f　th。　cub。．　lk，

，inCe・k　i，　C。ngsactご

　　　　　We　can　strengthen　our　boundary　codition　according　to　the　co㎎pactness　of

・h・b・unda・y　b〔・k），　the　c・ntin。ity。f・h。　m卿g』d　th。』皿da。y。。。diti。n，

as　fbllows：

　　　　　There　exists　a　positive　number　c　（c～1！2）　such　that：

　　　　　　　　　　　　1－c＜pi三1．　i・rpli・・f⑦）i・0

　　　　　＿ll器：c輌霊1；：；in。悉゜by

　　　　　　　　　　　　9〔P）－P－（c／K）f〔P）

where　the　sUbtracti㎝is　the　one　as　vector　operation　in　k－d㎞ensional　space．

皿・卿ping・9・i・c・nti・u・u・，・nd鴨wi11・hpw・th。㎜PPi。g　g　t。an，f。nn，　Ik　t。　lk，

and　then　we　can　apply　Fixed　Point．　Theorem　fOr　the　mapping　g．　The　fixed　point

of　the　mapping　g　is　nσthing　dse　the　null　point　of　the　mapPing　f．

　　　　　The　definitions　of　constants　K　and　c　imply

　　　　　（i〕・p・i・t〔・／K〕f（P）b・1。ng・t。　the　cUb。［一。，。］k，血t　i。，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M（（c／K）f〔p））＜c．

　　　　　（ii）　M〔9（P〕）＜M〔P）＋c．

　　　　　Then，　if　M（p）三1－c，　we　get　M（g〔p））三1．

　　　　　In　the　case　of　1－c＜M（p〕＜1，　we　estimate　the　i－th　coordinate　of　the

po血1tg（P〕：

　　　　　　　　　　　　9〔pli＝Pi－（・ノK〕f（P）i
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脆P・tqi＝〔・／K〕f（P）i　th・n・－c三qi≦・・9〔P）i＝pi－qi・〔ぬacc・皿t・f　th・

strengthened　bomdary　condition，　we　get；
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

　　　　　if　1－c＜pi三1・th・n　qi＞0・nd…0＜9（P）i＜pi三1・

　　　　　if－1三pi≦－1＋c・th・n　qi＜0・nd・・ジ1≦pi・9〔P）i≦0・

　　　　　・th・rwise・－1三9（P）i三1・…bt・m・d・1・・a・ly・

［［heref・re・M〔9Φ））≦1，血any．ca・e，　th。t・i，，9（P）b。1。ng，　t。　the　cub。　lk．

　　　　　Thus　three　theorems　are　mutually　equivalent　each　other．

3・ONE　M）RE　EQUIVA㎜THEOREM　　　　　　　　　　’
　　　　　We　can　modify　the　boじmdary　condition　of　our　theore皿as　weaker　form．　So，

we　get　one　mDre　generalization　of　the　inten皿ediate　value　theorem　which　is　also

equivalent　to　three　theorems．

　　　　　r肌L・POINT班IOREM〔・・vi・ed）．五・t　f・b・・a。。。W。。。卿ρ¢。9輌lkカ。

k－』・・i。ual。P。。。　Rk。α・i。futng、

　　　　　Boun・加9・・η仇鋤（reviseの．伽the　i－th　eoordiuate・了

　　　　　eαch　boandZTy　point　pαnd　that　oヂits　iuage　f（p），〔i＝1，2，…　，k〕，

　　　　　　　　　　　　pi＝1坤1ies　f（P〕i≧0・

　　　　　　　　　　　　pi＝’1　i叩1i・・fΦ）i三〇・

tlVzen　the「θ　exi＄ts　at　Zeαst　oηθ　nuZZ　point　p3　thτt　is／　f（p〕＝0．

　　　　　恥revised　the　boundary　condition　concemi皿g　to　i・th　coord血ate　of　f（p〕，

　　　　　　　　　　　　　　　　　fr㎝positive　to　non－negative

　　　　　　　　　　　　　　　　　from　negative　to　non－positive．　　　－

　　　　　Obviously，　the　revised　null　point　theorem麺1ies　the　previous　theor㎝．

　　　　　The　fixed　point　theorem　can　be　provea　useing　the　revised　n己1　point　theor㎝，

ea・i・y．　F・r・a・give…ntin・・us卿Pi・g　f　f・㎝・k・。・k，。。　p。・g㊦〕・f⑦）－P

and　th・n祀・an・pPly　th…vised叫1　P・int　th・・rem　t・th・卿Ping　9・

　　　　　Now，　we　will　show　that　the　null　point　theorem　i珂plies　the　revised　one．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k
　　　　　Let　J　be　the　interva1　［－2，，2］　and　we　cons　ider　k－di皿ensional　cube　J　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　砲ich

i・2・k・・ve・t・r　OP・ra・i・n（・h・n㎞。r　2　i、　n。t　essen・i。・，聡㎜y。，e．。ny。迦b。r

greater　th・n　1〕．　W・・ar・g・血g　t・c・n・t。u。t。mapPing　g　f。。m　Jk　t。　Rk　t。血。m

we　apply　the　null　point　theorem．

　　　　　L・tl・d・fin・gO）fOr　each　p。int　p血Jk：

　　　　　　　　　　　　90〕・fO）f。rap。i。tpi。lk，

and・f・r　a　PO血t　p・ut・id・P。i。t。f・k，1。t　t（P）b。　th。　p。血t曲i。h　i。　th。　m．

tersection　point　of　the　ray　through　the　point　p　originated　the　point　O　with
　　　　　　　　　　　　　　　　k

the　boundary　b〔1　　　　　　　　　　　　　　　　　〕，we　put

　　　　　　　　　　　　9（P〕＝f（t（P））＋P－t（P）
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　　　　　lh。n・th。㎜PP血99i，　a　c㎝t迦。。，。n。　f。。m　Jk　t。　Rk　。nd

　　　　　　　　　　　　ifpi＝2・th・n　t（P）i＝1皿d・・g（P）i＝f（t（P））i＋1＞0・

　　　　　　　　　　　　ifpi＝’2・th・n　t〔P）i＝－1飢d・・g〔P）i＝f〔t（P〕〕i－1＜0・

th。r。fb。。，　th。　lnapP血99d。f血。d。n　Jk，ati、fies　th。　bO。。dary。。㎡iti。n。f　th。

。。11P。血t　th。　th。。r。m　f。。　the　cub。　Jk．血。n　th。。e　exi，t，　a　nul1　P。血t　p。f

the　mapPing　9，　9〔P〕＝0．

　　　　　［［1、i。　n。・・P。int。輌。t　b。　a。lit，id。　p。血t。f　th。㏄b。・k．　Becau，e，　if

the。証・P。int　p。f　th。卿i。99i，。ut，id。。f・k，　th。n　it皿r，t，ati、fi。，，

　　　　　　　　　　　　f〔t〔P））＝t（P）　－P．　　　　　　　　　　　　　　　　　（★〕

Cbnsider　the　i－th　coordinate　of　above　poillt，　and

　　　　　　　　　　　　if　t⑦）i＝1，　then　f〔t（p）〕i≧O　and　1＜Pi≦2

，h㎝，he　e二霊ll’三1：蒜t塁〕1。i：、竺蕊是←ll，〕、。。n、（、・），，。

its　i－th　coordinate　is＋10r　－1　f6r　some　i．）
　　　　　Tlierefore，　th。岨1　P。血t　p，h。uld　b。1。。g、　t。　lk，　th。t　i，，　th・p・mt　p　i・

anUll　point　of　the　mapping　f，　f〔p）＝0．

　　　　　Thus　the　revised　null　po血t　theorem　is　equivalent　to　the　other　three

theorems．

　　　　　At　last，　we　show　the　j㎞唖）1ication　diagram　of　fOur　theorems；

　　　　　　　　　　　　［NUll　Point　Theorem　〔revised）］ご［NUll　Point　TheoTem］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　↓

　　　　　　　　　　　　［Fixed　Point　Theor㎝］　　　　　［Retraction　Theor㎝

　　　　　We　shall　show　the　other　e（pivalent　theorem　equivalent　to　the　fixed　point

theorem　in　coming　Paper．
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