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　　1．　INrRODU（；　lon．　　　　The　mixed　gamma　distribution　appears　frequently　in　medi－

　　cal　scieτ1ce，　fbr　exa珂Ple，　ages　of　onset　of　autotmune　dise’ases．　MasUyama　［3］

　　has　analysed　ageS　Of　onset　of　rheurnatoid　arthritis，whidh　is　one　of　the　auto一

㎞皿ediseおe5・assWmg　thag　i！一　f・11㎝s．　q　mixed．　9am・　distributi°n・In　his

　　paper，　the　paranie七er5．of　gamma　mixtti1士e　were’estimated　by　the　method　of　moments

．．based　on　t壷o　kihds　of　moment，　that　is，　oエdinary　moment　and　the　first　moment　of

　　the　logari・thnical1Y’tfansfbmed　variate：囁However，　it　seems　that　the　procedure

　　requires　an　especially　highly　skilled　tedhnique　in　practice．　Thus　there　is　　　　　．

　　room　to　find　a　s　inlpler皿ethod　of　es　timation．　　　　　　　　　　　　　　　、　．、．

　　　　　　　In　this　papeT　we　cons　ider　the　es　timation　of　parameters　for　a　mixed　gamma

　　distribution　wG（α⊃PJチr1－to）Grb3　q）3　0＜w〈1，　assu皿ing　that．　ie　has．equal　scale　para－

　　meters，　namelyα＝2）holds．　　［his　assumption　may　be　correspon（］With　hit　model

　　in　the　radiation　biology　such　as　eadh　men宜）eT　of　both．、　sUl）populations　has　the

　　same　Chance　of　hit　but垣e皿ininum　nu叩bprs　of！i‡s－．whidh　iπ司pair　the　normal

　　fUnction　are　different・、We・here．　construCt．、　the　皿oment　est；mators　b）（using　the

　　first　fbur、k二s七atistiCs　and．　sbow．that　the　lnoment　estimaYes　are・，　uniqUely　diter”

血ned　fr㎝⑰elm°？°f　cUl’ic　equati°p　haying　a　uniq”e　s．°1uti°P・￥e埠heお）㎎一

・・窒堰Ev・迦re・・f・he　est麺…are　ca1中1…df・・va・i・yS・1　ge・gf’ 轤秩@P・Ta－

・・t・r・・1・・rdρ・t・inW・tig・P・the　sqrrrplipg　propertir？．．・f．thr．．・・噸・・Fima二

t°「S・aW凪atiρn　stW幡咀曲、・、Apぎa垣c迫ex卿1ρiS．t蜘中両e　last
　　seetion．

2．　CONSTRUCTION　OF㎜ESTIMtNTORS．　　．．　The　probability　density　fUnction　of

the皿ixed　gamma　distribution　with　equal　scale　parame’tel　S　is》fbr　x≧03　　　1．、．

〔・・ P）＿・．：1㌫；；；．1『㌘1㌧31㌫誌夢・二子蝿，

where　scale　parameterα　is　positive　cOnSt血t　and－indicesρahd　Q’・a士e．　asSumed・一
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positive　integers　relating　P　＜　＜1．　We　here　construct　the　mσment　estimatoxs　of

the　parametersω3α3　p3　q　by　usi㎎．Fisher’s　k－stat・istics　whose　expecta亘ons

are　the　curr！Ulants　of　the　distributi㎝．

　　　　1、et　κr　be　the㌘一th（㎜1ant　of　〔2．1）　and　kr　the㌘・・th　k－statistic　fエ℃m　a

sample　of　size　n．　For　exa珂ple　the　first　eight　cu㎜ロユants　of　this　mixed　gamma

distribution　are　expressed　as　fb11σws：

〔2．2）

　rCl＝α（e1δ＋qノ．

K2　＝　a2Cc2δ2＋C1δ＋q／3

　K3　＝　a　3（c3δ3「←30262＋2c1δ＋2｛7／3．

・KU　＝　a4re4δ㎏＋6・3δ3＋1ヱ・2δ2＋6elδ＋6q／3

・5＝α5rσ5δ5チヱ0・4δ4＋35・3δ　3＋50・2δ2チ24・1δ＋24q／3　、

・6＝・6r・6δ6＋15・．5δ5＋85・kδ4＋225・3δ3＋274・、δ2＋120・、δ＋1204ノ，

・7＝・7r・7δ　7＋21・6δ6＋ヱ75・Sδ5＋735・469＋1624・3δ3チ1764・2δ2ナ720・、δチ720qノ．

・8＝・8r・8δ8＋28・7δ7≠322・6δ6＋1960・5δ5子6769・4δ4＋13ヱ32・3δ3

　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔←ヱ3068c2δ2十504001δ＋5040（7／3　　　．

where　δ　＝P　－　q　and　er　in（licates　a　polynominal　equation　of　the㌘一th　degree　in　w

as　the　following．

　　　　　　　　　σ1＝WJ

　　　　　　　　　o2＝w（1－w），

　　　　　　　　　03＝wa－wノ（ヱー2ze）．

　　　　　　　　　・9＝wrユーwノ［1－6w（ヱー朔．
〔2．3〕

　　　　　　　　　θ5＝wa－w）・a－in）　［1一ヱ2u7・rl－w刀⊃

　　　　　　　　　・6＝w“一鋤2－3伽rヱーwJ　＋12伽2r1－w／2］．

　　　　　　　　　・7＝wrz一ωノrヱーbeJ［ヱー6伽rヱーwノ＋360tO2rl－w／2］．

　　　　　　　　　08　＝w（ヱ　ー　w）［1　－　126w（1　－　W）　十　2680ho2　r1　－　w／2　＿　5040to3r1　＿　z∂ノ3］．　『

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
Note・　Ihe　coefficient　ofδz　in　Kr　is　expressed　as　ka「（％，　where　cqnstant　k　is

the　same．as　the　coefficient　of　the　temδ¢in．the　e）rpansion　of　rδ＋1／rδ＋2ノ．．．

rδ　＋r－　」九　　And　the　coefficient　of〈I　in　Kr　is　equal　to　rr－　I　J了．

　　　　Equating　the　first　fbur（n皿田ユants　in　（2．2〕　to　the　first　four　k－statistics

kb　k23　k3．　k4，　we　may　obtain　the　estimating　equations　as　follows：

〔2．4）

kl／凌＝4．＋一ち　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
，k2／a2＝r4＋tノ＋’　ut2、

友3／a3＝2rqチカノ≠3ut2＋　uru　r　1ノカ3。

k4／a㌔6rq　＋t）チ11ut2ナ6U（U一ユノt3チ娠2－4U　＋IJt4．

where　it　demtes　that　u＝r1－0ル勿3ヵ＝Orρ一q／and　the　cap　oVer　a　parameter

indicates　the　moment　estimatot．’　If　we　let　　　－　　．　．　　　　」　　L　　　、　　　　「：．　　．
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　　　　　　　　　x＝ut2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ

〔2．5）　　　　　1グ　＝　u（u　＿　ユノヵ3

　　　　　　　　　a＝uru2－4U≠ヱノt43

then　the　fb11σwing　equation　holds　a皿ong　the　xs　y　and　2．

〔2．6〕…ixa－3y2－・．

伽the　ot輪r㎞d，　fmm（2．4）we㎝obta血the允11㎝mg　eq皿tio鵬．

　　　　　　　　　x＝rた2－kl∂ノ／…2、

（2．7〕　y＝rた3－3た2∂＋瓦1∂2ノ石33

　　　　　　　　　z＝r輪一6k3a＋7k2∂2－kl∂3ノか．　　’

Substituting，　xs　y　and　z　in　（2．7）　in‡g　thg　eqUξ｝tion　of　〔2．6ユyields．the　fb11◎w－

i㎎Od）ic　equation　fb了∂．

（2．8）　・rki　・　k・k・ノ∂3・・r瓦妾一砕・－2瓦・k3ノ∂2・　（k・k・＋6鴫ノ∂　・

　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　チr鴫一2kS－k2kgノ＝．0・，

It　call　be　seen　that　from　the　defiltition　of　x　ar｝d　the　first　equation　of　〔2・7），

the　va1Ue　of∂is　restricted　so　that　O　〈∂≦k2／kl　and　fUrther　the　above　cubic

・qu・ti・n　h・・alw・ys　a　s・1uti・n　in　thiS．血t・rval．　F・・m　th・fir・t鋤sec。・d

equatiOns　of　〔2．5）　and　（2．7〕，　it　follows　that

　　　　　　　　　ut2＝rた2一た1aノ！ta2。

〔2・9〕　。ru一ヱ）t3．rk，．3k、∂．k、∂・施・．

E1迦inating　u　fr㎝the　two　equations　yields　a　quadratic　equation　fbrヵ．

　　　　　　　　　　k2　kl　　　k3　3k2　kl　　　た2　k12
（2．10〕　トー一ノカ2チr－一　＋一）t－r－一一ノ＝0診
　　　　　　　　　　∂2　　．a　　　　　　　　・　∂3　　　∂2　　　　∂　　　　　　　　　ai2　　　……

砲eτea　denotes　the　solution　of　cd）ic　equation　in　（2．8）．　　It　is　clear　that　　　　’

this　cluadratic　equation　has　aユways　two　rea1』roots　with　opPosite　sign．　We　here

dhoose　negative　one，　s　ince　we　assume　that　p　＜　q．　Tbus　the　value　of　u　is　deter－

mined　fron　the　first　equation　in　（2e9）　as　fbllo幡：

（2．11）　・2＝f友2－k1∂ノ／rt2a2）．　．’．．．．　　　　．ぺ・

where∂and　t　demte　the　estimates（ibtained伝㎜．（2．8〕and（Z．10〕，τespective－

1y・At．1a・t　fpOm・th・defij・i；i。ns・fμand．力孤d廿㊤first・q蹴i（頑h（乞．4），．

it．　fb11・w・th・t　l　、　　・．．』．．．．’　　、、．∵
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（2．12）

6＝t2／

－
＝
τ＝

《
P
’

　

q＝

・・2 ﾃ一㌧、
　　　　　　　　α　　　　α　　・

riき÷，儂、

丘一t．

∂

　　　　　The　estimation　procedures　are　sum疏arized　as　follows：

　　　　　1）　The　estimate　of　parameterα　is　dete皿血ed　to　solve　the．（：Ubic　equation．

in（2・8）under　th・・e・t・i・ti・n　O・a≦k2／kl・．．1

　　　　　2）After　sUbstituting　the　esti皿ate∂　ihto　the’equation　of　〔2．10），we　solve

the　quadratic　equation　for　t．　Since　we．　as’Surne　that　P　＜q，　the　negatiVe　root．is

admissible　one　as　the　estimate　of　t．　　　　　　　　　　　　　　　　・　　1　．　　　　・．　．．　　　．　　　・：’

　　　　　3）　At　last，　sUbStil　uting　of∂　and　t　into　血e　equatiOns　of　（2．ユ2），we　may．

obtain血e　estimates　of　p3　q　　and　w．

3．ASYMPTOTIC　VARIANCES　OF　THE　MOM日MT　ESTIMAITORS．　　　　We　here　cons　ider　the　a－

・）mP’t・tig　va・i・nges・f　thr⑯㎜t　est㎞・t・rr　giv㎝mthe　p「evli°us　secti°n？

L・ta‥あ・a・・∂・』＆3一麺d＆・一∂・th・n．．th・おy叩t・1　ig．’　variance　6f・rde・

ユ／h　fbr　theδi　a＝1．　2。　3、　4）may　be　fbund　the　fOIlowing　fbr皿11a　as　mentioned

in　Rbbertson－Fryer　［4］．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・”

　　　　　　　　　　　　　　．　4　・・2　　　4　・’・た
（3．1）

　　　　　　　エ　　　タ

where　Dtg　is　the

element　is　刀¢ゴ＝

th・point　aj　・・’

fbur：equations　of

culate　the　i］nverse．】mat，riX　1フーヱ

variances　and　covariances　of　the　k－stat‡stics・have・been．given、to　qτder　1’ノtn　aS

・xpressi・n・f㎝叫飢t・by・Kend・11’Stuart［2］・．・．1ζs㎞・lq・be．ngted迦t　thC

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；first　eight　cumulants　are　needed　to　calculate　the　as）㎝ptotic　varlances　and　co－

vafianヒes　Of　the　first・fbUT　k－st…itistics．．　　t．．”i””　λ．　　　．　：　　　．1　ち　　”　　　1

　　　　　Theヤaユues：Of　as～iTrptoti6．va士iances（珪the血oment　estimatols・foをthe・case”

π＝1000　are　plotted　as　a　fimction　of　1らwithα＝13　p＝5　and　sgme　fixed．・Value

of　q◆　　Tbe　results　can　easily　be　τescaled　fbr　any　value　of　n，　by　multiplying　by

1000／h．

v・・（・∂ブヱげり晒「㌧ノ㌔Lプ3プ・．c°v「与瓦∂…　　『　．

　　　　　　　rl，　ゴ）　element　of　the　inverse．of．the　matrix　Z）whose・ri3　ゴノ’

　　　　　　　aki／3εゴ，曲ere　the　partial　derivatives　are　to　be　eValuated　at

　　　　　　∂．　The．partial　derivativeS　may　be　easily　fourld　fn）m　the．　fiIS　t

　　　　　　　　（2．2）．If　the．practica1．value　of　piゴ、is㎞㎝，、順may　ca1－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ
　　　　　　　　　　　　．　　　　　＝　rZ）t3）with．the　aid　of　Con匡puter．　The牢S）叩Ptotic
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As　expected，　t血e　varianceS　generally　have．atendency　to　decrease　as　the　comtPo－

nent　distributions　are　well　separated，　that　is，　as　the　value．of　q　becomes

larger．　HoweveT，　as　Fig．4　shows，曲en　the　value　of　g　is　sufficiently　large

the　variance　of　q　doeS　not　decrease　even　if　q　increases．　FTて）m　Fig．1and　Fig．2，

it　can　be　seen『－that　the　Variance　of　6　becσmes　mintm　fbr　some　value　of　w　alld

the　variance　of∂becontses　a　maximum　fbr　some　value　of　w．　On　the　other　hand，　as

Fig．　3　sh㎝s，　the’variance　of声　decreases　unifbrmly　as　w　increasesσ

4◆　THE　SIM口LATION　RESULTS．　　　　In　o釦der　to　investigate　the　sa珂pling　pr（rperties

of　the　mo⑩ent　estimators，　a　Mbnte　Carlo　study　was　made・　［he　c（m！1旭tations　were

run　on　an　IBM・．ぷ131．using　Progr⑪written　in　R）RrMN．IV．　By　e町Pirical　sairpling，

30sets　of　n　gbservations　were　g㎝erated　fmm　a順ed　galma　distribution　with

㎞om　para皿eters　Values，　and　the．Upment　estimates　were、found　frorn　eaCh　set　of

Table　1．

n

250

、500

750

1000

a

ρ
エ
q

．w

α・

P
q
a

一P

a

P
4

品叩1i㎎distribution　of　the　mment　estimates　based㎝

　　30．si　ulations　fbr　several　sa町ple　s　ize．　　　　　　　．　　　　　、

mean　of
estコmates

．0．4010

0．9834

5．2020

ヱ5．8839

0．401ユ

0．9833

．5．1ユ02

ヱ5．4．760

〇二4025

0．9849

5．073ヱ

25．3349

0．4000

1．0ヱヱ9

4．9633

14．9128

佃．＝0．4，　α＝1：0」　p　＝　53　q＝ヱ5）

”variance　of

est】皿ates

　　O．002062

　　0●．040972

　　0．8ヱ4430

　　9●687776

　　0．OOO985

・　｛～？OIO930・、

　　0．326881

　　3．375192

　　　　　内　0．000510

．．　』’　　．0．007205

　　．　　　0．182647

　　　　　　　ヱ．723θ97

0．OOO448

0．008120

0．ヱ98266

1．946904

asymptotic
varlance

0．OO1768

0．049409

　ヱ・266738

13．026493

a．ooa884

0．0．24705

0．633369

6．513247

　．0．000589．

　0・016470

’．0‘422246、i』

　4・342ヱ65

0・00σ442

0．012352

0．316684

3．256623
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Table　2．　Sai41）1ing　distribution　of　the　mK）pent　estimates　based　on

　　　　　　　30　si皿ulations　for　some　selected　parameter　values・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（sang）1e　size　n．＝　500）

parameters

w

α

P
L
4
α

P
4w
α

O
L
4w
a

0
」
4

0．2

1．0

　5

15

0．4

’1．0

　5

15

0．6

1．0

　5

15

0．8

1．0

　5

15

mean　of
estコ皿ates

0．1983

0．9938

5．．ヱ095

15．3403

　　　0．4011

’　　0．9833

　　　5．1ヱ02

　　ヱ5．4760

・O．5966

1．0097

4．9561

15．0834

0．7965

0．9770

5．15ヱ0

ヱ5．5983

．variance　of

　estlmates

0．000775

0．0ヱ6635「

0●606ヱ05

4．359503

0．000985

0．OIO930

0．32688ヱ

3．375192

0．OOIOO3

0．0ヱ6979

0．217238

2●9θ1390

0・000508

0．0ヱ87ヱ7

0．328299

4・057123

asymptotlc

　varlance

0．OO1165

0．02ヱ807

ヱ．0756ヱ2

5・953983

0．OOO884

0．024705

0．653369

6．513247

0．OOO723

0・027772

0．543835

6．830301

0．OOO761

0．028585

0．486986

5．243927

cbservations．　The　sa珂ple珊eans　and　variances　calculated　from　eadl　set　Of　30

estimates　along　with　the　as）mptotic　variances　aエe　given　ill　Table　l　for　s　everal

values　of　n，　and　in　Table　2　fbr　some　selected　parameter　values．　Tab　le　2　shσws

that　the　biases　of｛5　and∂　can　be　ignored，　but　a　small　alnount　of　bias　in　p　and

∂．　However，　as　shown　in　Table　1，　the　bias　decreases　as，　sa叩Ple　s　i　ze　n　increases

and　it　can　be　ignored．for　large　value　of　n・　In　geneTa1．，　it　seems　that　asytXPto－

tic　variance　overesti叩ates　the　Monte　Carlo　variance．
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一F　t？“1）・　（Ylbl　l’ll　D…㎝S

　　　5．Al～PLI（ATION　TO　THE　DATA　OF　R㎜TOID　ARIHRJTIS．　　・　To　illustrate　the　prac－

　　　tic垣．　applic砕エon．of　con！p｝4tqpiOn　p亘）cedりreS，4e『cTibe（l　il｝this　paper，、　we　ta1（e　xp

，血・興・．apPgared　i・1・・9qki［1］whiCh．・1・・h・・．．Pgen”t欲・・Φi・・ltaS・y・ma【3］

’・・皿・・卿1・・th・d・t・iS・g…f　gbS・t　gf．q～ρ』．血ρ㎎竺9工d・th・itiS’（f・ma1・）

鋤d醐s」．as　sh°wn’㎞9　T泌1e．3・亘e坤ueng　distT興i°nt§h…逗the　bim°dali－

　　　ty・i鞭・ak．　at曲ρ・t　2・　・t・d　35獅i・掴9・〔・．，ξ　．1，、・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　The　values．of　the、　first．王bur　k」statistics　are

Table　3

：慧。2f　f・eq・・ncy

4
9
4
9
4
9
4
9
4
9
4
9
4
9
4
9

　
　
1
1
2
2
3
3
4
4
5
5
6
6
7
7

一
一
一
一
一
二
一
一
一
一
一
　

一
一
一
一

0
5
0
5
0
5
0
5
0
5
0
5
0
5
0
5

　
　
1
1
2
2
3
3
4
4
5
5
6
6
7
7

Totαz

2
7
4
2
6
2
6
4
8
9
9
6
8
3
2
1

　
　
3
7
6
7
7
7
6
4
4
’
3
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　　　　　　　　　　kl　＝　34・309370，

　　　　　　　　　　k2　＝　ヱ94・536423

　　　　　　　　　　k3＝570．203063

　　　　　　　　　　た4　＝－24963，358・

The（：』）ic　equation　of　（2．8）　becomes　as　follows；

　　　　　94ヱ22．21　Sa3＿1376535．7∂2＋6934031．7a＿954282ヱ．1　＝　0．

This　cubic　equation　has　a　single　root　a＝2．1770798　as

the　solution　in　the　interva1　（O，　k2／kl］　＝　（O．　5・670067】・　、

By　using　the　value　of∂，　equati㎝（2．10）becomes

　　　　　25．2848St2　＿　52．113925t＿　639．32554　＝　0．

On　solving　fbr　the　negative　r∞t　of　this　equation，　we

obtain　t＝＿4．1023872．　When　these　values　of　a　and　t　are

substituted　into　the　equations　of　（2．12），we　have　the

following　estimates：

　　　　　　　　　　の　　　　　　，　　ρ　＝19．5958963

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q＝19・8617425

　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　w＝0・599615．

have　the　fillal　estimates：

20，we　anew　estimate　w　t　andα゜｝from　the　first　two　equations　of

gomes　that　at　＝　2．197⊃

［3］．　Based　on　these　esti皿ates　of　parameters

in　section　3，　we　cbtain　the　asy叩totic　variances　of　the　esti皿ators

　　　　　　　　　　　　　　　　　Vヒzr・　rw　t）　＝　0・0009θ43

　　　　　　　　　　　　　　　　　Var・（at）　＝　0．1σヱ724⊃

　　　　　　　　　　　　　　　　　Vap（ρt）　＝　ヱ●835789⊃

　　　　　　　　　　　　　　　　　Vαv（qtノ　＝　9．738741・

Since　indices　P　and　q　are　assumed　to　be　positive’inte－

gers，　we　should　ro皿d　UP　the　values　of声and∂．　Thus　we

　　　　pt＝10　and　q　t＝　20・　Assu皿ing　that　P＝　10　and　q＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔2．4）．It　be－

wt＝0．438s　This　result　is　the　same　as　that　of　Masuyama

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　and　by　using　the　method　described

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　as　follous：
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［1］

［2］

［3］

［4］
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