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Resumen
En este escrito se presenta un analisis de ladadivnatemética realizada por dos estudiantes
en un curso de Didactica de la Variacion del paogr de Licenciatura en Educacion Basica
con Enfasis en Matematicas de la Universidad Réstirancisco José de caldas- Bogota,
para describir y analizar el uso del registro algieglo alfanumérico al resolver un problema de
modelacion relacionado con la funcién lineal cuarghrticiparon en un entorno de
aprendizaje que promueve el trabajo colaboratiVanglisis reporta evidencia de la presencia
de conflictos semidticos y de la modificacion de aamflicto interaccional en un conflicto
cognitivo. Este analisis permite caracterizar l&egancia de los conflictos semidticos y como
son manejados por las estudiantes, aportando iafddm Gtil para comprender los procesos
de aprendizaje de los estudiantes para profesaraiematicas, en un contexto de aula en el
gue se adopta la resolucién de problemas.
Palabras clave: registro algebraico, conflicto semiético, trabapbadorativo.

MODIFICATION OF CONFLICT SEMIOTIC
IN A COLLABORATIVE WORK ENVIRONMENT

Abstract
This paper presents an analysis of mathematicaitgaleveloped by two students in a course
on Didactic of Variation which belongs to the Pramr of Teachers Formation in Basic
Education with Emphasis in Mathematics from thevd@rsidad Distrital Francisco José de
Caldas, Bogota. It describes and analyzes thehadlose students did about alphanumeric
algebraic register to solve a modeling problemteeldo the linear function when they were
involved in a learning environment that promoteBatmrative work. The analysis evidence
the presence of semiotic conflicts and the chang® finteractional conflict into a cognitive
conflict. This analysis allows characterizing tremsotic conflicts emergence and how they
are handled by the students, providing useful mairon for understanding the learning
processes of students trying to become a mathesrtaacher in a classroom context in which
the solving of problems is adopted.

! Este articulo es un resultado de la investigacidanteptualizando la ensefianza a través de videsisctiue actualmente realizan los
integrantes del grupo MESCUD, orientada a indaghresel uso de casos en la formacién de profes@rédatematicas, en colaboracion de
tres grupos: MESCUD de Bogota-Colombia, Innovagi®iormacion Didactica de Alicante-Espafia y NRD déoBna-Italia.
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Introduccion

Aprender a ensefiar matematicas requiere, en gartieprender matematicas y/o re-
significar la matematica escolar, lo cual entrafieeader a usar registros de representacion
semiodtica institucionalmente promovidos (Duval, 999 a institucionalidad se asume aqui
vinculada a las comunidades de practica mateméBcalino, 2002). A su vez, el uso de
registros exige del aprendiz coordinarlos con diegr sistemas semioticos personales
(Radford, Bardini & Sabena, 2006).

El aprendizaje @ registro algebraico (NOTA 1no resulta facil para los estudiantes.
Diversos resultados de investigacion coinciden en dua sintaxis algebraica no es
transparente” (Radford y otros, 2006: 684). Tampoces su semantica. Kichemann (1980)
introduce discusiones relacionadas con la divedsainterpretaciones que de la letra hacen
los estudiantes, Pretexto (1997) encuentra queusacllos numerales son motivo de
interpretaciones cuando representan nimeros inale® que llegan a ser similares a las de las
letras y Radford (2002) enfatiza en que, con esnéstero de caracteres y reglas sintacticas,
este registro ofrece precision y concision paranéor expresiones. En relacion a estos
aspectos, Duval (2002) indica que:

lo que esta en juego en un aprendizaje del algpleasea formativo es la toma de conciencia por
los estudiantes de la diversidad de procedimieditursivos de designacion de los objetos tanto

en lenguaje natural como en los registros «form&ips 68);

planteandaun problema cognitivo relativo a la designacionageobjetos en el aprendizaje del
algebra y un analisis del mismo.

Al estudiante se le exige el uso del registro algieb alfanumeérico, pero mientras lo
domina su actividad ocurre entre los requerimiedagegistro algebraico y las posibilidades
y restricciones de los sistemas semioticos de septacion generados por las interpretaciones
personales de tal registro. Las relaciones enuev&asidad de procedimientos de designacion,
las diferentes interpretaciones de la letra y el des universos numéricos especificos en los
que el aprendiz puede actuar, indican que el esitglusa registros algebraicos diferenciados,
aunque institucionalmente correspondan a un misewistro: el registro algebraico
alfanumérico. El hecho que estudiantes novatosugiain significados dispares o discordantes
a expresiones en registro algebraico puede sercaidomediante la nocion dmnflicto
semiotico (Godino 2002; D"Amore, Font& Godino, 2007 y FonP&anas, 2008).

En tanto el aprendizaje es entendido como partiipagradual en una comunidad de
practica, en este caso la comunidad de profeserétgdbra, resulta importante indagar como
aprenden los estudiantes que participan en unxtoree privilegia la colaboracién (Llinares
y Krainer, 2006); especificamente, como usan lesumentos conceptuales propios de dicha
comunidad, entre los que se encuentran los sigdifi€ del registro algebraico alfanumérico y
las caracteristicas de su aprendizaje. En la ilgaesdn aqui reportada se indaga en los
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conflictos semidticos que emergen en el uso deéstregalgebraico alfanumérico cuando dos
estudiantes para profesor (EPP) resuelven colabamatnte un problema de modelacion
relacionado con la funcion lineal. Este analisisnpie caracterizar la emergencia de los
conflictos semidticos y como son manejados apoaanibrmacion Gtil para comprender los
procesos de aprendizaje de los estudiantes pdesprale matematicas.

El andlisis en este escrito se centra en las rep@sones producidas, individual y
grupalmente, asi como en el propésito de uso dmis®as, orientado a presentar evidencias
de que el trabajo colaborativo —sin desconocedifsultades generadas con las demandas
cognitivas que imponen los registros semiodticos répresentacion—, posibilitd una
modificacion de un conflicto semidtico de tipo iatecional hacia un conflicto de tipo
cognitivo, mas que la reelaboracion de un conocitniauevo compartido.

Marco teérico

Desde una perspectiva sociocultural, aprender afiansmatematicas en educacion
basica implica incorporarse en una comunidad detipaa(Llinares, 2004). En tal comunidad
se puede diferenciar dos tipos de practica (NOT.Aa2elativa a la matematica y la relativa a
su didactica. Se entiende como practica matemdtioalquier accion o manifestacion
(linguistica o de otro tipo) llevada a cabo porugdg para resolver problemas matematicos,
comunicarla a otras personas, asi como validarlgegeralizarla a otros contextos y
problemas” (Godino y Batanero, 1994, citado portiPlanas, 2008:17-18). Siguiendo esta
idea, en este articulo se entiende como practidactica cualquier accion o manifestacion
(linglistica o de otra forma) llevada a cabo pguin para resolver problemas relacionados
con las tareas profesionales y articuladoras gedetica de ensefiar matematicas (Llinares,
2008).

Los conocimientos matematico y didactico, emergente las practicas son
dependientes “de las instituciones culturales {pdeontextos sociales donde el aprendiz esta
implicado y de las actividades que él o ella dedlarr ahi” (Font & Planas, 2008:17). Las
instituciones culturales proveen a las comunidadiespractica de instrumentos fisicos y
conceptuales que permiten desarrollar actividadpsddficas de la practica y de modos de
realizarla —formas de explorar, de decir, de secpmocidas como legitimas y deseables—
(Radford, 2006). Los contextos sociales disponemmdeera particular lo que proveen las
instituciones culturales para que los aprendicedicen las practicas que les permitiran
manejar paulatinamente los instrumentos de la ipgdA@@omo una manera de iniciar la
integraciéon en la comunidad de practica; de mamms@ecifica, regulan las actividades
instrumentales y discursivas que emergen en lezaean de dichas practicas.

Registros algebraicos.

En la actualidad se reconoce la existencia de shgeélgebras en la historia de la
humanidad. Cada algebra ha construido y usadoapiopregistro —maneras de designar lo
desconocido, maneras de representar y de opeaa-apordar las clases de problemas que
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ella trata (ver, por ejemplo, Puig, 1998). La coidad de practica de los matematicos usa el
registro algebraico alfanumérico, proveniente dedad media y modernidad europea (Wallis,
2007), convirtiéndolo en paradigmatico y casi Unikecho que permea la comunidad de
practica de profesores de algebra escolar.

El registroalfanuméricofue construido teniendo como pretension que cada sea
nombrada de la manera mas corta posible, usandss Ipaira representar las magnitudes,
relacionarlas y operar con ellas —si se puedencioslar rectas y operar con las
representaciones de éstas, se puede operar detrdasen tanto forma de representarlas—. La
letra no sélo nombra sino que tiene un caracteratqéo y relacional. La asuncién de este
doble caracter de la letra no es posible sélo debdesso del registro, pues se trata de una
manera de nombrar, que ademas de compleja ensa@nrtialos diferentes a los del usual acto
de nombrar: relacionar, sustituir y operar, queegam vinculos que posibilitan la expansion
discursiva. Respecto a la complejidad del nomlpara el registro algebraico Duval (2002)
describe los siguientes procedimientos de designade los objetosdirecta asociativa
directa sisteméticey funcional (dependientes de la funcion referencialcritura literal y
equivalencia referencigldependientes de la funcion apofantica); paraambundir las formas
de designacion de acuerdo a su funcién, a las msras denomina designacion y a las otras
descripcién determinativa.

Conflictos semiéticos.

Desde el enfoque ontosemidtico, Godino, Batandfont (2007) denominagonflicto
semidticaa:
[...] cualquier disparidad o discordancia entre ligmiicados atribuidos a una expresion por dos
sujetos (personas o instituciones). Si la dispdris@ produce entre significados institucionales
hablamos de conflictos semioticos de tipo epistéminientras que si la disparidad se produce
entre practicas que forman el significado persatelun mismo sujeto los designamos como

conflictos semidticos de tipo cognitivo. Cuando desparidad se produce entre las practicas
(discursivas y operativas) de dos sujetos difesemt® interaccion comunicativa (por ejemplo,

alumno-alumno o alumno-profesor) hablaremos delictws (semidticos) interaccionalgp. 15).

Se habla deonflicto interaccionatuando: (1) hay disparidad de significados ende d
individuos en interaccion comunicativa, o, (2) sedencia una disparidad entre los
significados que una institucion ha dispuesto paraobjeto y el significado del que lo va
dotando un individuo en sus practicas operativaisgursivas. En la segunda opcion este
conflicto es reconocido por un sujeto representaigela institucion, la(s) persona(s)
directamente involucrada(s) quizas no lo reconogoa{plicitamente. Por otra parte, cuando
el individuo toma conciencia del contenido del tiotd interaccional, y por lo tanto se hace
explicita para él una disparidad entre practicasfquman su significado personal, se genera
un conflicto cognitivo.

La toma de conciencia de tales conflictos es ur@dopque posibilita conducir al
sujeto a una actividad intencional que le permaaehse a los significados institucionales
pretendidos. Dicha toma de conciencia puede agtdd a procesos de interaccion con otros
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(trabajo con pares, normas sociomatematicas, etc.).

Considerando estas referencias, el objetivo de iag&stigacion es caracterizar la
emergencia de los conflictos semidticos y como reanejados en situaciones de resolucion
de problemas que conllevan la variacion en un etmige aprender las practicas matematicas
gue son relevantes en la ensefianza de las matasnatic

Metodologia
Contexto de la clase

Los datos de esta investigacion proceden de uneriexpia desarrollada en gnrso
de Didéctica de la Variacién (EPR528), del programa de Licenciatura en Educacion Basica
con Enfasis en Matemaéticas, de la Universidad iistFrancisco José de Caldas (Bogota-
Colombia). La formacion de los estudiantes pardepmr (EPP) se realiza desde cuatro
ndcleos:Resolucion de problemgaritméticos, algebraicos,...Ridactica (de la aritmética,
del &lgebra, de la estadistica, .Pjactica docent€lnvestigacion en el aula, practicasla V'y
practica intensiva) yContextos profesionalegambientes y mediaciones, resolucion de
conflictos, ...). LEBEM (1999). Dicho programa se eoia a formar profesores de
matematicas para la educacion basica (grados2f; mifios y jévenes entre 6 y 15 afios).

El trabajo de los estudiantes se organizo enssidada uno de los cuales incluyo la
siguiente secuencia: trabajo individual, trabajalgorativo entre pares (grupos minimo de dos
integrantes), discusiones entre grupos y plenBrssitucionalizaciones sucesivas se realizaron
en las sesiones plenarias.

Los EPP tienen experiencia en dicho tipo de org&iton y asumen las siguientes
normas sociomatematicas adoptadas en la clas&p(ib problema es un caso particular de
una clase de problemas conectada a una estrucaieandtica, (2) Resolver el problema es
encontrar una clase de problemas y una estructatenmatica conectada (3) Las producciones
matematicas de los estudiantes tienen siempre wstdigacion y una racionalidad que
profesor y estudiantes deben tratar de comprehdsrdos primeras normas se fundamentan
en las facetas duales de los objetos mateméaticadir{ 2002) y la tercera en el principio de
cooperacion de Grace (1975:45) fundamental en tauoa@acion humandesglosado en las
siguientes maximas (1) “Haz que tu contribuciontaeainformativa como sea necesario”, (2)
“Haz que tu contribucién sea verdadera”, (3) “Séipente, no digas algo que no viene al
caso” y (4) “Seé claro, evita la ambigledad, sé &ree¢ ordenado”. Tales normas, en conjunto,
constituyen una metapractica mateméatica espe¢icdamore, Godino, Font, 2007).

El disefio de clase se basé en un enfoque de résolle problemas (Charnay, 1993) e
integré un aula presencial y un aula virtual. Laivedad béasica estuvo orientada por la
resolucion del problema planteado, denominado fablema de Sara”; enfatizando en el aula
presencial la practica matematica y en el aulaalift practica didactica.

La situacion-problema propuesta.
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Esta situacion problema corresponde a la tareaaypeofesora Sara propone a sus
estudiantes de secundaria (Llinares, 2000):

Grafico 1 Situacion Problema Propuesta

El problema de Sara
En el tablero hay dibwjados tres recipientes de forma cilindrica, de la misma
ailtura, pero con anchos diferentes.

Recipiente (1) Recipiente (2) Recipiente (3)

- Dibwjar wna grdfica para la relacion mimero de vasos de agua-altura del
agua con respecto a cada recipiente

- Encontrar la formula para esa relacion

Los datos.

En este escrito se describe en detalle el traleajzado por Angélica y Elisa, durante
4 sesiones de 2 horas de clase cada una, en lasalizaron sus soluciones individuales, las
discutieron y propusieron una solucion grupal. Hasos seleccionados fueron los escritos,
realizados por cada una de ellas y en grupo cdébor que contienen las soluciones al
problema de Sara; las transcripciones de dos goatescen audio, una durante el proceso de
discusion y produccion de la solucidon conjunta yaafurante una entrevista individual
semiestructurada realizada al final del curso.

El andlisis de los datos.

El andlisis de los textos de la produccion indieidgdel texto de la produccién grupal
de las dos EPP, se realiza con base en la intéraenire las operaciones fundamentales en la
comprension de un texto denominadas por Duval (1998 segmentacion y la
recontextualizacion (Rojas, P. y Bonilla, M. 2009).

El andlisis enfoco las representaciones semidtraslucidas por las estudiantes,
individual y grupalmente y se realizé en dos fakagrimera tiene un caracter descriptivo, de
la cual se obtiene una primera organizacion de dedos denominadas reticulos
representacionales. (La nocion de reticulo aca @sumproviene completamente de las
matematicas). La segunda fase tiene un caracegpiptativo en la que se intenta identificar la
presencia de conflictos interaccionales y su moalifon.

Fase |: Uso de los registros de representacion g/ mapdsitos en la solucion del problema.

Los datos tomados en esta fase corresponden eetosdcritos que contienen las soluciones
presentadas por las EPP, tanto de manera indiveduab grupal-colaborativa. Inicialmente se

segmentd el texto producido por cada una de la EP$® reconocié en cada trabajo una
secuencia de representaciones ordenada de mamegih tonformando un discurso para dar
solucion a la tarea.
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La segmentacion fue generada por la siguientelargjié preguntas: ¢qué tipo de
registro algebraico se utiliza?, ¢qué tipo de nomailiza? ¢qué interpretacion de la letra
realiza?.

Se utilizé la siguiente codificacion basica adaptal® la propuesta por D’Amore
(2006Db); R j-ésimarepresentacion en el regisirésimo,donde el indicg se asigna segun el
orden de aparicion en el respectivo trabajo, masntue d se le asigna un orden segun la
siguiente lista: graficos 'R2D/2D) y R (3D/2D), aritméticos B algebraicos R cartesiana
(R?), lengua natural (By tabular (R).

Los registros algebraicos se diferencian de acueodoel tipo de escritura numérica
aceptada y la interpretacion de la letra, adi* R donde el indicek refiere el universo
numeérico (1 los naturales, 2 los enteros, 3 losamamcon expresion decimal finita y 4 los
reales) yh refiere un uso de la letra (1 letra evaluada,cégnita, 3 nimero generalizado y 4
variable, con base en la caracterizacién dada fioh&mann, 1980).

Para ejemplificar este tipo de analisis se presehtiguiente texto producido por la
estudiantee,:

Representacion Notacion Descripoion
Representacion 7 (prunera fila), en remstro algeboaico
{Jn'ndoj Y= "Ifl',zi.fﬂp rﬂ-ﬁ} U :17'[2.5]145 (B} en el conjunto de Jos mimeros reales (4);
v 1130.4 = 45216 B0 | interpretacion de la Jetra como cvaluada (1) dela

relacidn entre \T:fumrn-ajmr.a-r:wdin del vaso unidad

£ 9 it 0k V= 1{230710.V = m(24710, .
e ®' W(9F40 F"'Ef@ vz ()10 Representacion 8 (sepunda fila), en registro algebraico
U= {00238 d= 180864 B 00 (R en el conjunto de los nimeros decimales (37
interpretacion de la lefra como evaluada (1), de la
relacion entre volumen-almra-radio del vaso unidad
(Ol V= 11304, V' =45216, ..

Entre los aspectos a resaltar del texto elaboraddp, estd que para trabajar con el
nameror, la estudiante debe pasar a un registro de ninserosoma en base diez, es decir,
sistematicamente no opera con dicho numero (lo baceel nimero 3.14); los nUmeros con
coma que usa no son de mas de dos digitos y latoparsobre la letra la realiza evaluandola.

El analisis de recontextualizacion, se centra entlansformaciones semiédticas de
tratamientoy conversion Se obtiene una secuencia lineal de las transtoomas utilizadas
por cada de las estudiantes, como la siguiente:

!R}u'.- Q.n'i’:'.Rﬁn ““..Rpi--l-..!.*RnHl

Transformacion de Tratamiento: =

{
|
{
{
{
1

Transformacion de Conversion: —

Tabla 2

De tal manera que la reconstruccién de las relasigne permiten comprender el texto
como una totalidad, permitié construir tres rdte representacionales, en cada uno de los
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cuales se identifican tres tramos, delimitados [@ordiferenciacion de los propdsitos
discursivos en la solucion dada al problema, pasm due se usan registros semioticos
diferentes: grafico, algebraico y tabular. Endagiientes tablas se describen los reticulos que
evidencian la diversidad de registros usados yifexeshcia de las tres producciones y, en
particular, la mayor linealidad en la producciénjcota.

Del discurso de Angélica

443

"Rz q R44-4.3
RPRIBROCPR —p  |ROPR
Tremod | Trama 2 Trams 3
Tabla 3

Del discurso de Elisa

i iRa"'&qu“ R R O Ret Ny
Rll—p B \ ; RS Ry < By i R
R g,y B R REUURIH R Ear e /

Trame § Tramo 2 | Trame 3

Tabla 4

Del discurso en Grupo

5{#4'1.;&*?_* Rt ' P
Rs‘-rﬂl"-hR‘l?I RS p AR R LY R RUpRI U Ry RE_p 12 RO iR
RJ}?_"RT-tq__'a*RE-LEr B \

Trame { Trame 2 Trame 3

Tabla s

Fase II: Conflictos semidticos relacionados con gadimientos de designaciOkn los
reticulos representacionales, especificamente g#ameb 2 donde se hace intensivo el uso del
registro algebraico, se identifico la diversidad drocedimientos de designacion, las
diferentes interpretaciones de la letra y el usaudi@ersos numeéricos especificos con los
cuales las EPP pudieron actuar, lo que permitidtifiear dos tipos de conflictos semidticos
uno relacionado con procedimientos de designacion gtrel con la expansion discursiva
(Duval, 2002).

El primero se manifiesta en la disparidad entrddsignacion exigida por el registro
algebraico alfanumérico y el registro utilizado pmda una de los sujetos. Un segundo
conflicto que se manifiesta en el uso de las tmansiciones de representaciones exigidas por
la institucion y el usado por los sujetos, en paléir mientras para la institucion el uso debe
ser un tratamiento para los sujetos es una cadowers
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Tipo de
apre sl dn
Objeto NormInaclon de los objetos/ Tipo de objeto
Funelin de la
lengua
T Vi=#'hb Desigracitn i
Seotencia de fdemaulas = 3 i - Daminio de
s Vo==(2:"h funcional sebreuna | b Gk
5 (velumen mazime de cada |5, — x5}k i segundo nivel” de
P recipients en funcidn dela e :jf:lr:i-.‘e:::; individuns para s
- I3 .
secpencia de radies) ﬂ Apofintica pombrades
Secuencia de relaciones ¥7 E; x_;i:‘;h I{'l' Egquivalendia Die briiiis e
3b (volimen de cada recipisnte | ©7 % referancial/ 27 s ‘d-.o
concadio ¥ altuca) ﬂ Apofintica —_—
A = Vs =d4xr'h 'U‘
B f""’;ﬁ”“d‘i’ ';;"“""f:“. o | Va=9nc'h Eguivalendia Daminie de
v.: ShE A referencial individuns
con cadio y alara) ¥
]
T
Seonsaeia de relnsiones by =V, fee’ '

4 {altuca-del agua en cada by Wy v Eguivalencia Do minic de
recipients, ot volumen ha= Vs 9’ " pefarancial indidduos
ezpective el cadio) H

. T
y i e Nv,=xr'h /ar'h L
Secuencia de relaciones v = Ao £ et D mirie de
; (oimero de vases, velamen N o BT T Eguivalencia i .

5 i T vam Smrh S xch i individuns
dé cada recipiente v R P S referencial
vehymen del vase unidad) = g n

Tiblas N

En la tabla anterior, se puede visualizar un "e¢ctofl en el vinculo entre las unidades
de las filas (3) y (4). Mientras en (3) se utilizza formula para el volumen de cada uno de los
recipientes de altura fija h, en (4) se acude a &tmula para "despejar" las alturas
alcanzadas en cada uno de los recipientes al \rtelfos el vaso unidad de agua.

Si la expansion discursiva se da por deduccioabjetto designado en (4) no seria una
transformacion de tratamiento ni una de converdgirobjeto referido en (3). Si se tratara de
una instanciacién, podria obtenerse por tratamigeta expresion Varth (para todo V, r, h),
pero éste no es el caso pues tal expresion naada psr la estudiantg; se trata pues de una
"cuasi-transformacion”, en tanto en (4) se intr@dun nuevo objeto, intentando mantener la
nominacion dada en (3), mas aun, asumiéndola comdransformacion de tratamiento.

Resultados

Identificacién del uso de los registros de repreaeidn y sus propositos en la solucion del
problema.

Las dos estudiantes —tanto en el trabajo individt@ho en el grupal- utilizan
transformaciones entre los registros algebraicdis a@e solucionar el problema y es aqui
donde cada una inici6 su proceso, diferenciadpes a la generalizacion.

Angélica, utilizé representaciones algebraicas patablecer secuencias [familias] de
recipientes, de sus volumenes y de sus radiogyrdesiolos con una misma letrgue, en los
dos primeros casos, tomo el estatus de indicegystuexplicitarlo, asumié variando en los
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enteros positivos y, en el tercer caso, tomo ektestde parametro. A partir de Udamuladel
volumen de un cilindro, y de establecer una reta¢i®lumen recipiente/ Volumen unidad)

se propuso encontrar urfarmula para el nimero de vasos requeridos para llenaa cad
recipiente y para la altura respectiva, producidaada uno de los recipientes de la familia
antes dicha, cuando se les vierte el agua delwaisario (Figura 1). Pudo realizar la primera
cuestion. No logré hacer la segunda dado que design la misma letra tanto la altura
constante de todos los recipientes como la alteiraglia en cada uno (variable).

Ny, - n*(m7h)
Trih
ha= ha
n‘L
i Figum !

Elisa, por su parte, pasé de daanuladel volumen de un cilindro a casos particulares
— instanciaciones asignando valores enteros a las letras que apaegtella, “cambiando”
los numeros irracionales o fraccionarios por expres en registro decimal de una o dos
cifras flotantes (Figura 2). Por otra parte, aipaleé conversiones y tratamientos de esa
férmula del volumen, encontré volumenes maximos (capagigsda cada uno de los
recipientes y para la unidad de medida, asi conmrespara las alturas de casa recipiente
cuando se vierte en ellos un vaso [unidad] de agua.

Unidady=T(2310  recfd) u=T(2-6)240
V= 1130.4 U= 045216
rec(®) y 1 (99).40 rec@ = (29910
0= 10133 6 U= 180864
Figura 2

En la solucion grupal utilizaron con intensidadesdistro en lengua natural. Mediante
su uso explicitaron las relaciones que fueron &stemdo. Las representaciones graficas
estuvieron subsumidas en representaciones muitiregomandados por la lengua natural.
Acordaron partir de casos particulares, introdwbenn registro tabular (Figura 3), con una
funcion preponderantemente heuristica, como forenardanizar y controlar los dos tipos de
objetos en los problemas de algebra las variablegli@nte sus evaluaciones) y algunas de las
relaciones entre ellas; ademas de secuencias itidggdsnciones
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Figuna 3

Al contrastar lo realizado en los trabajos indialkls y en el grupal se pudo ver que el
tramo 2 conservo el propdsito de explicitar relaemy condiciones para resolver el problema.
Aquello en lo que se diferenciaron —en cdmo se tooys el proceso de solucién,
particularizacion vs generalizacion y los usos amilias relacionadas en términos de un
indice—, fue asumido mediante la construccion eialtle una tabla que les permitié a la vez
tener los casos particulares y proceder a hallgtasegenerales, mediante patrones y
regularidades numéricas de relaciones entre vadaplsobre las variables mismas. En la
ultima fila de la tabla, y para la informacion resfiva en cada columna, estos patrones
generalizadores aparecen expresados mediante ®imasmbargo, no aparece un patrén o una
expresion generalizadora vinculando las configoraes generalizadoras dispuestas en cada
una de las columnas.

Fase Il: Conflictos semioticos relacionados conga@imientos de designacion.

El andlisis de las producciones representaciomidas estudiantes permitié encontrar
dos conflictos semidticos, que se describen a moation.: (i) El conflicto relativo a la
diferencia en el uso exigido por el registro algétw (institucionalizado) y el uso del registro
algebraico con el cual actia el sujeto (persongl)(ii) El conflicto relativo a los
requerimientos del uso de distintos registros akljebs.

Primer conflicto: Relativo a la diferencia entre eso exigido por el registro algebraico
(institucionalizado) y el uso del registro algelraicon el cual actia el sujeto (personal).

Las dos estudiantes, de manera individual y en rabajo colectivo, usaron
principalmente los registros graficos y algebraipas designar las cantidades conocidas —lo
dado en el problema—, las cantidades desconocidas yelaciones entre las cantidades
desconocidas y conocidas. Cada una, y de mandnaidimal, mostré en su forma de designar,
usos diferenciados del lenguaje algebraico; com bagDuval, 2002) y (Godino, et al., 2007)
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se puede colegir un conflicto semidtioderaccional, entre un uso institucional y un uso
personalmanifestado en las formas de expresion usadasiqaoducir objetos de distinto
tipo en los registros algebraicos.

Yy -m’,,} h "r'-_-nr"1 h, Vi= xlir\?, V= wl "arJ:. Vo=l n.r!:h,,

Vi: Volumen del recipiente n V. Volomen del recipiente n

ry: radio del recipiente n or: radio del recipiente n
h,=h/n’ hy=hy/a’
fi, altura que alcanza el agoa en ¢l recipiente al P, altura que alcanza el agua en el recipiente al
verter un vaso unidad de agoa verter un vaso vnidad de agoa
h: altura fija de Jos recipientes (v altura de los recipientes)
Uso institucional del lenguare algebraice Use personal del lenguaie algebraice
Tabla 7

Los dos niveles de expresion existentes para imtiodobjetos en los registros
algebraicos corresponden a las funciones discwrsigda lengua: la funcion referencial y la
funcion apofantica (Duval, 2002). En el primereaiide expresion donde actia la funcién
referencial directa, se designa con una letra gétobaltura (constante, dada) de los
recipientes, delimitando previamente el ancho c&ndiametro del cada recipiente. En el
segundo nivel de expresion donde actua la funcpnféatica de la lengua, se instituye la
relacion funcional entre el volumen, la altura yaaio no solo de cada uno de los recipientes
presentados sino de todos los recipientes cilioslrien este caso se introduce un tipo de
objeto solo presente en una cultura matematica.

La designacion de la altura fija (constante, dadaje la altura del agua en cada
recipiente cuando se vierte un vaso unidad (vajaib dada) mediante la misma letna,
(Figura 4)

Povipentey,  Qillndnzn

I e Bl
| g o Koo
L L ]
4 Peadadenn W, '-5.-*_
Yy o= meth Ue = WearTh Ny = TERTR
- T artin = Tt ar™h
= Arthk = &rar

Fipuma f

es una manifestacion de cierta ausencia de recuigd, en uso, de estos dos niveles
diferenciados de expresion, mientras que una eultoatematica institucional, exige del
usuario mantener conciencia explicita de estaafifg@acion. Especificamente, en el caso de
Angélica, ella usa la letra para referir un radio especifico y, 23, 4r,..., nr y estuvo
vacilante respecto a cuales eran los objetos fasides y por lo tanto sobre las descripciones
de sus relaciones. Dicha vacilacion se debe a gaeeapresion hecha puede llegarse por
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conversion desde el registro lengua natural depaesion «el radio del recipiente n-ésimo es
nr», 0 sea, k= nr», revelando también una costumbre de la cultural&s usar como letra
para designar un objeto tipico la primera letréadealabra que lo nombra.

En el uso que esta estudiante hace del registebr@igo, mezcla la designacion
directa por asociacion con la condensacion, pesctentes a niveles diferentes de expresion,
caracterizado el uno por el uso de la funcién esfeial y el otro por el uso de la funcién
apofantica de la lengua. En el caso descrito amteente, el uso institucional del registro
algebraico alfanumérico exige la designacion pouivadencia referencial entre dos
expresiones, por ejemplo, la relacion funciafa) =nr.

Ahora bien, al interior de cada uno de los niveleexpresion también existen formas
diferenciadas de expresion que, como en el cagoi@ntuna cultura matematica institucional,
exige del usuario que las mantenga conscientenexpiécitas. Cuando Elisa usa, Br, 4r
para referir los radios de los recipientes difeesrdl vaso unidad, estuvo tan vacilante como
Angélica, debido a que a la expresion hecha puedarke por conversion desde el registro
lengua natural de la expresion «el radio del reaifg 1°, 2°, 3° esr23r, 4r», 0 sea, k= 2
vecesr, r = 3 veces, r = 4 veceg». El conflicto semiotico aqui descrito, para etcae
Elisa, se da entre una forma de uso de un regidgyebraico para hacer una designacion
directa por asociacion y el uso requerido de ursggdacion funcional, pertenecientes ambas
al nivel de expresion caracterizado por el usadarcion referencial de la lengua.

Por otra parte, cuando Angélica introdujo las dia8 familias de objetos y las
describié usando una misma letnalo hizo como producto generalizaciones de diss$int
patrones, es decircondenso (Duval, 2002) en expresiones unicas distintasadistie
expresiones.

Posteriormente, cuando intentd construir una eigmgsara la altura del agua en los
recipientes en términos de las otras variableantrconflicto al usar la misma letngpara
referir dos clases distintas de objetos (Figura 5).

Ny = Nimgro dé vases

- - ’ ¥ 2 ettt
Ny=TCh :“'Pzﬁ Ny = T‘.:‘:,E " -"!n:m

Trih, Trih Trih Trih
T 1
Nvzr® | s Yo | b= Ttha g
e i niriy b
b -

Este hecho significa que de dos maneras de geraaidln, y por tanto de introduccion
de objetos de distintas clases de generalidadesaples mediante la funcion apoféantica de la
lengua, Angélica domina mas la descripcion de m@h&s por condensacion que la
equivalencia referencial entre dos expresionesieyesta Ultima no la domina plenamente.
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Desde lo expresado por las estudiantes mientré®ralaan la solucién conjunta al
problema, se infiere que fueron conscientes derhdbésignado con la misma expresion
objetos de distinta clase: la altura de los rentp® la altura del agua en los recipientes y la
altura generada por el vertimiento del agua quéierom una unidad de medida (ver subrayado
en lineas [2], [3], [5] Y [6] de la transcripcion)T

[1] [18:52] Angélica: Me daria hasta dos tercios pero eso é¢aralseria ..., 0 sea, para expresarlo en
términos de ...

[2] Elisa: pero es que, ¢como decimos?, o sea la glturdijemos una altura, digamos que la altura
que alcanza el recipiente,... 0 sea la altura derdaad de medida del agua es lo que fijamos dia
[hace unos dias], ¢cierto?,... entonces ¢,cuanto serien el segundo recipiente?,

[3] Angélica: La altura es la misma

[4] Elisa: Ah, pues la altura es la misma, lo que va$ael volumen

[5] Angélica: O sea, lo que varia es la altura del agumeel recipiente

[6] Elisa: ... /,QuUé ponemos entonces?

[Transcripcion T

Sin embargo, en los procesos de solucion, tantwidhwhles como en la posterior
puesta en comun en el trabajo grupal, la existeteiasta conciencia se reveld insuficiente
para no tener que acudiimstanciaciones.

En la Figura 6 se observa que Angélica realiz6 ngiereamiento de los recipientes y
designd segun ese orden los volumenes, dejangard designar el volumen del vaso unidad,
y en ese orden y/ Vs V4 mientras que Elisa designo los volumenes de idadny de los
recipientes asi: Unidad U, rec(1) V, rec(2) V, 8¢(.

Angélica Elisa Grugral

V, = z{24) 12
= Gz 12
241274

V= zi{2c/h

Ty Y
Va=z(HFh reci2) Vo= zi2. 9710

Figura &

En el trabajo conjunto, designaron de la misma maang, el volumen de la unidad y
el volumen del primer recipiente pero, dado que éstos obtuvieron datos numéricos
particulares “(r = 4), por lo tanto (21) = 64r, (3rfr = 144, (4rfn = 256t...", mientras
conformaban una tabla, obviaron el requerimientandaipularlas al tiempo y por lo tanto de
hacer explicitas estas diferenciaciones. Ademams egalores les permitieron calcular
mediante tratamiento, en un registro algebraicéorea para la altura en cada recipiente
cuando se vierte el vaso unidad.

Segundo conflicto: Relativo a los requerimientosuse de distintos registros algebraic@
una ecuacion en registro algebraico alfanumérigothes tipos de simbolos diferenciados:
letras y cifras del sistema decimal, simbolos d&apon sobre los nimeros, y, un simbolo de
relacion “="; y tres estatus de letra: incognitargmetro y variable (Duval, 2002). En las
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reticulos representacionalémy representaciones nombradas con

R,-“'h"‘, en esta codificacion el supraindice compueste hasible la diversidad de
interpretaciones que los usuarios hacen de laggeptaciones que construyen con aquellos
simbolos del registro algebraico alfanumérico, fmuegie éstas son formas especificas de
representacion mediante las que quieren 0 requiexpnesar alguna cosa. Entender las
representaciones como formas de expresion pemvibduicrar interpretaciones de la letra y de

los numerales (Pretexto, 1997) de tal manera qupistidica reconocer ya no uno, Sino
distintos registros algebraicos (personales).

Asi pues, las estudiantes interpretarofdtenuladel volumen como un enunciado que

no es un objeto en si mismo sino que requiere seralzado con valores numeéricos
especificos, dados en expresiones sistematicaasendiez.

Por lo tanto, para operar com contt deben reemplazarlos por nimeros “verdaderos”

aunquert tenga “menos” grados de libertad ques decir, deben cambiar de “formato” para
acceder a estos objetos (Figura 7)

™ r2h

T (4> (W
(leTr) \2
603, 18

Vi

TR

Figuma 7

Luego, en tanto formas de expresion, para estagiasuwitilizar el registro algebraico
y cambiar el conjunto numérico o cambiar la intetacion de la letra son representaciones en

registros diferenciados, y los vinculos entre &lais conversiones, aunque visto en el registro
alfanumérico se trataria de tratamientos.

Una férmula es un patron de formacidén que englasiéntbs casos particulares, esta
interpretacion es consistente con la interpretad®ma letra como incégnita y como numero
generalizado, su pleno sentido matematico aparece scs instanciaciones asignando,
preferiblemente, valores enteros a las letras gaeeaen en ella, “cambiando” los niumeros

irracionales o los fraccionarios por expresionesrayistro decimal de una o dos cifras
flotantes (Figura 8).

rec(d 11304 _
m(18)*

rec® 11304 = Qs
m(24)*

1icm

Figura 8

Paradigma, Vol. XXXI, N° 1; Junio de 2010/ 161821 175



Jaime H. Romero C., Pedro Javier Rojas G., Martbailka E.

Con el uso de la tabla en el trabajo colaboraseananifiesta con nitidez un conflicto
entre dos formas de generalizacion: la generabpagor induccion de casos particulares, por
reconocimiento de una misma forma de generacioscripeion, mediante letras, de una
relacion o condensacion; y la generalizacion que hesso del reconocimiento de una forma
especifica de designacion: equivalencia refereeaiit relaciones.

Conclusiones

Para estas estudiantes, antes y después del treddajoorativo, parece haber tres
registros algebraicos ligados, segun el propogtiaeé@xpresion construida:

Registro algebraico Propasito
Usa el conjunto de Jos mimeros reales e interpreta 1a Jetra como Referir o formmlar un patrdn general
vanable
Usa e} conjunto de ks nimeros reales e interpeeta la letra como | Hacer comprehensible una expresion
vanable
Usza e} conjunto de kos niimeros reales e interpeeta B letra como | Operar con la expresidn o, disponcrla
vanable en una repiesentacion grafica

Tabla &

En relacion con cada uno de los trabajos indiviekja¢én el trabajo colaborativo las
estudiantes manejaron mejor los niveles de desi@gmacpor tanto el uso de la lengua y los
tipos de aprehensién cognitiva de los objetos. Esfograron mediante una representacion
intermediaria, una tabla de doble entrada, en & @pmbinaron los usos exitosos de las
formas de designacién de la una con los de la Btreonflicto interaccional relativo al uso de
los subindices lo obvian a través de las filasaerepresentacion tabular y el conflicto entre
designacion directa y funcional se obvia mediahtmeabezamiento de las columnas. En cada
celda de la tabla incorporan las instanciacionegndpatron general que aparece en la ultima
fila de la columna respectiva.

Las estudiantes tomaron conciencia sobre el métp@o usaron para generalizar,
condensacion (Duval 2002: 82), asi como de lalidatl de tal método para establecer una
equivalencia referencial (Duval 2002: 87) que lebiéra permitido resolver en su forma mas
general el problema (ver subrayado en parrafosesitps):

[Péarrafo 1]...cuando uno toma un caso particular uno se da cueetdo que sucede, pero entonces cuando
generalizamos uno no encuentra cdmo establecer mo @sas relacionepor ejemplo aca entre el diametro y
la altura, o sea ¢cémo uno grafica?, o sea esaciétg o sea, ¢cOmo obtengo cualquier radio?, ¢,célitengo
cualquier altura? y [cémo] las logro graficar. Poug aca, ¢si?, yo tengo que esto aumenta de treg@®ro sea

se evidencia mas rapido que uno puede... 0 sea s@me se comporta... pero entonces ¢Si yo tengo

cualquiera..?

[Parrafo 2]Lo mas dificil... pues encontrar la generalizaciomque no, hasta ahora no, no hemos encontrado
esa manera como de expresar sin necesidad de dependho de algo o sea depender de que tengo que
establecer una unidad fija para poder mirar qué ga&sn las otras.eso es lo que de pronto no se ha podido
hacer [planteado por Angélica, mientras Elisa asé}

(Entrevista conjunta, Transcripciomn)T
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Puede afirmarse que se trata de un cambio encetiépconflicto semidtico: pasan de
un conflicto basicamente interaccional (personsiHincional) a un conflicto cognitivo, esto
es, en el proceso de interaccién lograron dilucidavacio de conocimiento respecto a una
manera de designar que reconocen debe estar desjenesl algebra.

Discusion.

En las conclusiones se ha visto la bondad del joabalaborativo de las dos
estudiantes, particularmente en lo relacionadoetarambio de un conflicto interaccional en
uno cognitivo. Pero, ain compartiendo con DuvaDR2@®9) que:

[...] no se puede esperar ningln progreso signifioatin este dominio en tanto que la ensefianza

no asuma las condiciones de una real toma de cmig@jepor los alumnos, de la diversidad

necesaria de los procedimientos de designaciéasdetjetos, la cual casi siempre es abatida sobre

la designacion directa. ¢ Tal asuncion estd incleidi ensefianza de las matematicas?
los resultados presentados permiten preguntar xpl&E® que a pesar de esa fuerte toma de
conciencia, las dos estudiantes no hayan modificad@osibilidad de uso del registro
algebraico, en particular no hayan logrado el pimonto de designacion de equivalencia
referencial.

La conformacion del grupo colaborador (Elisa y Aitgd puede ayudar a dar una
respuesta. En el trabajo conjunto aparecid adecummta usado el maximo nivel de
designacion de entre los usados individualmenteayestrategia de reorganizacion cognitiva
recogiendo maneras de controlar, disponer y getesatatos. Esto explica la no elucidacion
de la equivalencia referencial ni de los subindipeso su relativa incorporacion a través de
las columnas de la tabla, en el primer caso, wasléilas en el segundo.

Lo anterior permite explicar la produccién del grugolaborador, pero este grupo
participd de la actividad total de la clase, y ka ge dio el uso de la funcion apofantica de la
lengua para efectuar designacion por equivalertéerencial, ¢por qué el grupo colaborador
no avanzo6 hacia esta posibilidad?

Si bien, en principio podria pensarse que tal nesploilidad recae sobre el estudiante o
sobre el docente, en realidad se trata de un heésacomplejo. En tanto se reconoce que los
objetos mateméaticos son emergentes de sistemascteas, una explicacion plausible pasa
por ubicar las practicas matemaéticas en las queiparon las estudiantes en relacion con el
sistema de préacticas de la cultura matematicaasicstitucionalizada.

El caso aqui tratado pertenece a un sistema décaréaracterizado por la tensiéon de
un cambio de enfoque, desde el centrado en aspuotasticos del registro alfanumeérico y la
ejercitacion —enfasis en el signo— hacia la resdfude problemas de modelacion —énfasis en
el sentido— (MEN, 1998; LEBEM, 1999). Ambos enfogjueeflejan la ausencia de un marco
comprensivo suficientemente complejo para la eltion de sentido del registro algebraico
alfanumeérico (Descartes, 1987; Mockus, 1988; Rafad04) y de sus signos (Descartes,
1987; Frege, 1985; Duval, 2002).

Paradigma, Vol. XXXI, N° 1; Junio de 2010/ 161821 177



Jaime H. Romero C., Pedro Javier Rojas G., Martbailka E.

Dicha tensién pone en consideracion la organizadeia clase de algebra sobre la
falsa oposicidn entre signo y sentido. Para dispdaaun marco comprensivo del sentido del
registro algebraico, es necesario enfocar trescaspéee la relacion signo-sentido: ¢qué tipo
de signo es un signo en el registro algebraicaalfeérico?, ¢ cuales son los distintos sentidos
del signo en este registro en relacion con la didad de formas de nominacion? vy, ¢ cual es la
relacion de los sentidos de los signos con la esipardiscursiva en el registro algebraico?
(Duval, 2002). El sentido de los signos del regisatgebraico alfanumérico puede ser
dilucidado en la historia del registro; sin embarglosentido del propio registro, visto ahora
como signo (De Saussure, 2005), s6lo es posibkelanidn con el reconocimiento de otros
registros algebraicos (arabigo, chino, etc.), desantidos y el sentido de los signos propios
de dichos registros.

Si bien se espera que en situaciones de transfinmaentre representaciones
semioticas el sentido de los objetos matematicosantbie, las evidencias antes presentadas
muestran que, en el caso de estas EPP, para poelar,ono sélo cambian las expresiones
sino que cambian de objeto. Lo que desde el regidtyebraico alfanumérico es considerado
como una “simple” transformacion tipo tratamienwstas EPP lo asumen como una
transformacion de conversion, y como cambio detobjeor otra parte, al relacionar este
hecho con el cambio de sentido de los objetos n@diens en situaciones de tratamiento entre
representaciones semiodticas, reportado por D’Am(@@06b) en diversos niveles de
escolaridad, expanden la probleméatica cognitivadigga la transformaciéon de tratamiento de
representaciones.

Asi que construir un sentido complejo para el tegisalgebraico, implica el
reconocimiento de la existencia de otras algeltassus propdsitos, de sus signos, de sus
técnicas, etc., construidas por diversas cultUgasegistro algebraico alfanumérico es uno
entre otros. Como se ha sefalado anteriormenteultara matematica actual da una
preponderancia casi exclusiva al registro algebraifanumeérico, lo que implica que sea
plausible esperar que a través de esa practicposiale aprehender técnicamente el registro
mismo, siendo al mismo tiempo casi imposible quapehenda un sentido del propio registro
algebraico alfanumérico. En tanto no existe oposicion otros, no se relaciona con otros, no
es signo.

Este marco complejo de comprension del sentidoatgétro alfanumérico, necesario
para nuevos procesos de enculturacion matemétigaiere de una comunidad de practica que
proponga transformarse e instaurar nuevos sistateapracticas. Aunque se cuenta con
elementos para dicho marco de comprension —obtemido la comunidad de investigadores
en educacion matematica—, tales elementos todaviem sido articulados, entre si y menos
aun a las préacticas de los profesores de algebuaa(D2002, 2008). La busqueda de
explicaciones sobre la situacion hallada al tra¢atoi de los conflictos semioticos, debe
incorporar, entre otras, indagaciones sobre retasi@ntre la produccion de la comunidad de
investigadores en educacion matematica y la peadédos profesores de matematicas.
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NOTAS
NOTA 1: Este registro de representacion semidticasimido en un contexto social que lo
organiza, le dispone formas de acceso, le detemmameerimientos de uso, etc., y se
constituye en instrumento conceptual.

NOTA 2: En el contexto de formacion de la UniveasidDistrital (Bogota), la préactica
didactica implica practica matematica.

NOTA 3: En los reticulos aqui presentados se haidoria referencia al objeto
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